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Metoda wyznaczania deformacji poziomych sieci geodezyjnych
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36 Bogdan Ney
1. Wstep

Badanie zmian potozenia punktow poziomej sieci geodezyjnej jest za-
gadnieniem kapitalnym. Wystepuje ono zarébwno w zadaniu typowo geo-
dezyjnym, jakim jest utrzymanie w aktualno$ci osnow, jak tez w proble-
matyce o szerszym zasiegu, interesujacej wiecej branz zawodowych.
W tym drugim przypadku chodzi o badania przemieszczen i odksztatcen
terenu i réznych obiektéw pod wptywem czynnikéw naturalnych lub tech-
nogennych. W obu przypadkach podstawg badan s-g odpowiednie pomiary
sieci geodezyjnej. Wyznaczenie deformacji sieci na podstawie wynikéw
pomiaréw okresowych jest istotnym skiadnikiem procesu badania defor-
macji terenu i obiektéw; skilada sie z czynnosci o charakterze kameral-
nym, cigg tych czynnosci tworzy technologie. Podstawa takiej technologii
jest zasada lub zbiér zasad postepowania. Zbidr takich zasad, wzbogacony
0 sposoOb lub sposoby ich stosowania, stanowi metode.

Przedmiotem niniejszej pracy jest metoda wyznaczania zm-ian (defor-
macji) poziomej sieci geodezyjnej. W pracy stosowany jest termin ,defor-
macje sieci”, réwnoznaczny zresztg z terminem ,odksztatcenia sieci”, ktd-
ry moze-budzi¢ pewne watpliwos$ci natury pojeciowej i jezykowej. Do-
tychczas bowiem w zagadnieniach tego typu operuje sie przewaznie po-
jeciem ,,przemieszczenia punktéw”. Warto wiec zaznaczy¢, ze nieidentycz-
ne przemieszczenia punktéw sieci sg podstawowym przejawem jej defor-
macji i jedng z podstaw do okre$lenia charakterystyki tych deformacji.
Réwniez w metodzie stanowiacej przedmiot niniejszej pracy rezultaty nu-
merycznego opracowania pomiaréw okresowych beda wyrazone w postaci
przemieszczeh punktow badanej sieci. Sktadniki tych przemieszczen sag
jednakze wywotane roznymi przyczynami (zrédtami). Jak sie okaze, poza
faktycznymi przemieszczeniami (ruchy witasne punktow), na pozorne prze-
suniecia sktadajg sie rowniez inne przyczyny.

Traktujac sie¢ geodezyjng jako konstrukcje szkieletowg, zwigzana
w jej punktach z powierzchnig terenu utozsamiang z powierzchnig ciata
stalego o zachowanej ciggtosci, mozna przypisa¢ jej wiasnosci ciala state-
go i przez analogie przenie$¢ na nig pojecia i terminy zapozyczone z me-
chaniki ciata statego. W ten sposob skiadniki og6lnego przemieszczenia
poziomego punktu sieci sg wigzane z réznymi rodzajami deformacji tej
sieci. Generalnie deformacje dzielg sie na jednorodne i niejednorodne.
Deformacje jednorodne charakteryzujg zmiany catej sieci, traktowanej
analogicznie jak ciatlo state, natomiast deformacje niejednorodne — to
faktyczne ruchy punktéw (przemieszczenia wtasne, lokalne). Drugg, obok
wyzej przytoczonej, przestankg do konsekwentnego potraktowania pozio-
mej sieci geodezyjnej w kategorii deformacji ciata statego jest intencja
sformutowania takiej metody, ktéra moze stuzy¢ nie tylko do wyznaczania
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przemieszczen poszczegdlnych punktéow sieci, ale réwniez do badania
i syntetycznej charakterystyki sposobu deformowania si¢ powierzchni te-
renu, na ktérym potozona jest pozioma sie¢ geodezyjna.

Podejmujgc badania nad metodg stuzagcg dwom wyzej okre$lonym ce-
lom, przyjeto zalozenie, ze metoda ta powinna by¢ wolna od zatozen
wstepnych dotyczacych statosci niektorych, okreslonych punktéw sieci.
Rezygnacja z tego rodzaju zatozen wejsciowych uwalnia metode od skut-
kéw ewentualnej biednosci tych zalozen, dzieki czemu metoda staje sie
bardziej ogdlna i niezawodna. Jednocze$nie jednak stanowa to o trudnosci
postawionego zadania badawczego. W niniejszej pracy wysunieto hipoteze,
ze warunek taki moze by¢ spetniony przez metode, w ktdrej dane empi-
ryczne (wyniki pomiaréw), odpowiednio opracowane, stanowiag podstawe
do utworzenia zgeneralizowanego modelu nieznanej rzeczywistosci, przy
opracowaniu za$ metody skorzystano z dorobku mechaniki ciata statego,
przenoszac idee pola wektorowego do opisu przemieszczen punktéw pozio-
mej sieci geodezyjnej. Cigglty model pola wektorowego, budowany za po-
mocg funkcji wielomianowych, pozwala na wyznaczanie przemieszczen
dowolnych punktéw z obszaru danej sieci w ustalonym uktadzie wspot-
rzednych.

Zasadnicza teza pracy polega na wykazaniu, iz metoda wielomianowej
aproksymacji wektorowego pola przemieszczen speinia postulaty posta-
wione w programie badan nad tematem i nadaje sie do wyznaczania de-
formacji poziomych sieci geodezyjnych oraz posrednio do badania charak-
terystycznych cech odksztatcen powierzchni terenu. Zasady metody i jej
algorytm podane sg w drugim rozdziale pracy. Zawarty tam opis obejmu-
je rowniez sposoby oceny doktadnosSciowej wyznaczanych wielko$ci oraz
niezbedne uzasadnienia i komentarze metodyczne. Warto podkresli¢, ze
spos$rod znanych dotagd metod badania deformacji sieci poziomych, meto-
da stanowigca przedmiot niniejszej pracy najbardziej konsekwentnie,
w petni realizuje idee wektorowego pola przemieszczen.

Najwiecej miejsca w pracy poswiecono na przedstawienie sposobdéw
i wynikow testowego badania metody na podstawie sieci i zbiordw danych,
symulowanych za pomocg komputera. Te zagadnienia sg trescig rozdzia-
tow trzeciego i czwartego. Uzasadnienie stusznosci metody na tej drodze
autor uwaza za podstawowe zadanie badawcze. Argumenty przemawiajg-
ce za wyborem metody symulacyjnej jako najbardziej wiasciwej drogi
testowania przyjetej hipotezy sa przytoczone w rozdziale trzecim.
W dwéch ostatnich rozdziatach — pigtym i szdstym — podsumowano wy-
niki badan, dokonujac charakterystyki i oceny metody, gtownie w aspek-
cie jej zastosowan. W zalgczniku do pracy, umieszczonym poza jej teks-
tem, podany jest liczbowy przyktad o charakterze metodycznym. W przy-
ktadzie tym, ze wzgledu na konieczno$¢ ograniczenia objetoSci pracy, po-
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dano tylko te etapy rozwigzania zadania, ktdre sg niezbedne do zilustro-
wania praktycznej procedury tworzenia modelu, pomijajac czynnosci (eta-
py) typowe dla metody najmniejszych kwadratow w ujeciu macierzowym
lub krakowianowym. W zestawieniu bibliografii wykazano tylko te prace,
na ktore sg powotania w tek$cie. Pominieto wiec takze wiele pozycji
z ostatnich lat, nalezgcych do literatury przedmiotu (ws$réd nich referaty
zaprezentowane podczas Miedzynarodowego Sympozjum Pomiaréw Od-
ksztatcen Metodami Geodezyjnymi, Krakéw, wrzesien 1975 r.), lecz nie
majgcych Scistego zwigzku z zagadnieniami rozwazanymi w niniejszej
pracy. Poniewaz praca nie ma charakteru monografii z zakresu metod
wyznaczania poziomych przemieszczen i odksztatcen, mozna byto zrezyg-
nowac¢ z umieszczenia w niej przegladowej systematyki i poréwnawczej
oceny tych metod. Czytelnikowi zainteresowanemu takim tematem moz-
na poleci¢ opracowanie [18], ujmujgce stan aktualny w roku 1963. Od
tamtego czasu nastgpit oczywiscie dalszy rozwdj metod. Mozna by go
prze$ledzi¢ na podstawie pozycji [6], [8], [14], [20] i [21] oraz wspomnia-
nego juz zbioru referatéw krakowskiego sympozjum z roku 1975.

Na zakonczenie tego wstepu — pare informacji z historii tematu ni-
niejszej pracy.

Badania nad tematem podjgt autor we wczesnych latach siedemdzie-
sigtych, prowadzac je w ramach prac planowych w Instytucie Geodezji
Gorniczej i Przemystowej Akademii Gorniczo-Hutniczej. W 1973 roku
idea metody oraz jej podstawy i procedura byly zaprezentowane przez
autora na forum Miedzynarodowego Sympozjum Metod Obliczen w Geo-
dezji Geometrycznej, odbytego w Oxfordzie [15]. Temat spotkat sie z za-
interesowaniem specjalistow, ktore znalazto wyraz w publicznych wypo-
wiedziach dyskusyjnych. Od 1974 roku prace nad tematem byty 'konty-
nuowane przez autora w Instytucie Geodezji i Kartografii. Referat [16],
wygtoszony na miedzynarodowym sympozjum w Krakowie, zawieral
oprocz teorii metody réwniez pewne wyniki jej badan testowych. Zarys
metody, nie zawierajagcy wynikéw jej testowania, opublikowany byt
w Zeszytach Naukowych AGH, seria ,,Geodezja” w edycji jezykowej an-
gielskiej [17]. Niniejsza praca poswiecona jest gruntownemu przedstawie-
niu metody i wynikoéw jej badan testowych.

2. Podstawy teoretyczne i zasady metody

2.1. Wielomianowy model wektorowego pola przemieszczen
poziomej sieci geodezyjnej

Istotnym przejawem deformacji poziomej sieci geodezyjnej sg prze-
mieszczenia punktéw tej sieci. Zbiéor dwuwymiarowych wektoréw prze-
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mieszczen okresla wektorowe pole przemieszczen sieci. Wykorzystanie
teorii wektorowego pola przemieszczen opiera sie na zatozeniu, ze prze-
mieszczenia punktéw sieci Ax i Ay mogag by¢ traktowane jako funkcje
ciggte i rdzniczkowalne wzgledem potozenia w ortokartezjanskim ukta-
dzie wspotrzednych 0XY. W o0go6lnej postaci mozna napisac:

Ax = f1(x, y); Ay = f2(x,y). @)

Istnieje wiele rodzajow funkcji, ktdre mogltyby by¢ przyjete do reali-
zacji og6lnych zwigzkéw (1). Mozna nadto przypuszczac, ze najwitasciwsze
bytyby rézne funkcje dla ré6znych pol przemieszczenn. W niniejszej pracy
przyjeto nastepujace kryteria doboru rodzaju funkcji dla zwigzkow (1):

— model matematyczny deformacji sieci poziomej powinien by¢ swo-
bodny;

— model ten powinien by¢ praktyczny, czyli, inaczej méwiac, postu-
giwanie sie funkcjami fi i f2powinno byc¢ fatwe;

— model matematyczny powinien opisywaé rzeczywistos¢ z pewng
doktadnoscig, mozliwg do wyznaczenia.

Powyzszym warunkom odpowiadajg funkcje wielomianowe, ktdrych
zastosowanie w réznorodnych zagadnieniach geodezyjnych jest powszech-
ne. Funkcje wielomianowe postuzyty do opisu zjawisk deformacji w me-
chanice ciata statego [5]. W geodezji tego typu funkcje rozpowszechnione
sa, jak wiadomo, w réznych zagadnieniach aproksymacyjnych. W szcze-
gélnosci znalazty zastosowania w badaniach odksztatcen budowli [12], [22],
[21, (3], [4]

Jezeli pozioma sie¢ geodezyjna zawiera N punktéw, to istniejg wielo-
miany interpolacyjne stopnia g, przy czym g < N, dla ktérych zachodzi:

Axr = fj {xu ¥); Ay; = f2(X;, yi); (i=122...,N); 2
natomiast wszystkie zbiory {Axbxhy,} oraz {Ay;,xhy,} (i= 1,2, , N)
dla g = N-I sg miejscami zerowymi funkcji

Hi= Ax-fi (x,y); +2 = Ay - f2(x, y). 3

Dla stopnia wielomianu nizszego od q dopuszczamy z gory pewne bie-
dy (niedoktadnosci) v w spetnieniu, dla punktu sieci, warunku (3), czyli
bedzie:

vf = Axi—f 1(Xi-yr); wW = Ayz—f2(xbyt); (i= 1,2 ...,N) (4

Dazenie do uproszczenia modelu w uzasadnionych granicach, polega-
jacego na obnizeniu stopnia wielomianu, jest bardzo wazne z praktycz-
nego punktu widzenia i bedzie uwzglednione w algorytmie metody.

Wielomianowy model wektorowego pola przemieszczen punktéw sieci
poziomej, jako rozwiniecie ogolnej zasady (1), zapisujemy nastepujgco:
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4x = Kk* + fefx + kMy + JAX2+ kX 2+ kf,xy+ ki 3+ fcry3+
+ KAXIY+KAXY 2+ .
()

AY = Nk KI9K+ KNY + KOXr+ ka2Yr+ KIMXY+ YyX3+ k®BYr+
mKAXTY + KAXY 2+ ...

We wzorach (5), napisanych przyktadowo dla wielomianéw trzeciego
stopnia, przyjeto oznaczenia:

Ax, Ay — skladowe wektorow pozornych przemieszczen punktéw sieci,
wyznaczane na podstawie pomiaréw;
kx, kv — wspdtczynniki funkcji wielomianowych.

Wielkosci Ax i Ay moga byé wyznaczane na podstawie pomiaréw sieci
geodezyjnej jednym z dwoch sposobdw:

— wariant pierwszy — bezposrednio jako rdznice wspotrzednych
(przyrosty) zwyréwnania dwoch okresowych obserwacji sieci;

— wariant drugi — posrednio na podstawie nie wyréwnanych réznic
elementow geometrycznych sieci, pomierzonych w obydwu poréwnywa-
nych cyklach obserwacyjnych.

W pierwszym przypadku liczba réwnan (5) réwna jest podwojonej
liczbie punktow sieci. W wariancie drugim liczba rownan elementarnych,
biorgcych udziat w tworzeniu modelu, pokrywa sie z liczbg pomierzonych
réznic elementéw geometrycznych sieci. Zwigzek tych réwnan elementar-
nych z rGwnaniami typu (5) bedzie podany na koncu podrozdziatu 2.1.

Model (5) dla konkretnej sieci przy ustalonym uktadzie wspétrzednych
i znanych wielkosciach Ax i Ay jest catkowicie okre$lony po obliczeniu
wartosci wspotczynnikéw kx i ky.

W praktyce liczba rownan typu (5) przekracza na og6t liczbe wspot-
czynnikéw kx i kv, przeto wyznaczenie wartosci tych wspétczynnikéw od-
bywa sie na drodze wyréwnania. Wprowadzmy oznaczenia:

Ax, Ay — jednowierszowe macierze sktadowych wektor6w przemieszczen
punktow,

kx, ky — jednowierszowe macierze wsp6tczynnikéw funkcji wielomiano-
wych postaci (5),

« — macierz wsp6iczynnikow przy niewiadomych kx i ky, utworzo-
na z jednomianéw wspoétrzednych poszczegdlnych punktéw
sieci.

Réwnania (5) zapiszemy teraz w formie tabelarycznej:
AXx = kx«T, Ay = k* aT, 6)

przy czym T oznacza transponowanie macierzy.
Zastosujmy dalej nastepujgce oznaczenia:
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ir, a,; — macierze wspétczynnikéw przy uszeregowanych niewiadomych;
1 — macierz wyrazéw wolnych;
v —e macierz poprawek do pomierzonych réznic elementow sieci.
Uktad rownan poprawek zapisujemy nastepujgco:
a’
[1x Ay] +1= v )
Po uwzglednieniu zapisu (6) rownania poprawek (7) przyjma postac:

[kxky) art(

+1= . ®)

W wyniku rozwigzania réwnan poprawek (8 metodg najmniejszych
kwadratéw otrzymuje sie najbardziej prawdopodobne wartosci wspét-
czynnikéw kx i kv. WielkoSci te opisujg konkretnie model deformacji sieci
poziomej, wyrazony réwnaniami (5) i (6).

Zwigzki taczace sktadowe pola przemieszczeh pozornych ze zmianami
elementéw geometrycznych, obserwowanych w sieci, wyrazajg sie w po-
staci rownan poprawek nastepujaco:

—BLAXL—ALAyL Bp/ixP+ ApAyp—(BL BP) Ax~+
+ {A1- A p)Ayc + Aa. 0)
VA = B\XK+AAyK—BAXxp —A\yp + AL. (10)

Wyrazenie (9) dotyczy zmiany kata, a wyrazenie (10) — zmiany dtu-
gosci. Symbole A i B oznaczajg odpowiednie wspdiczynniki kierunkowe
(por. np. [7] lub [10]), natomiast wskazniki L, P i C po prawej stronie wzo-
ru (9) dotycza lewego i prawego ramienia oraz $rodkowego punktu kata,
a wskazniki P i K po prawej stronie wzoru (10) oznaczajg punkty poczat-
kowy i koAcowy danego boku sieci.

2.2. Obliczanie sktadowych deformacji sieci

Wielkosci nx i Ay, otrzymane na podstawie dwdch okresowych pomia-
row sieci, sg pozornymi przemieszczeniami punktow. Kazda z nich sktada
sie z czterech czesci; sktadowe te bedziemy oznacza¢ nastepujaco:

Ax0, Ay0 — przemieszczenia wynikajgce z rowmolegtego przesuniecia po-
ziomego punktéw sieci wzgledem uktadu odniesienia;

Ox? Ayf — przemieszczenia spowodowane skreceniem sieci wzgledem
uktadu odniesienia;

Axs, Ayz — przemieszczenia spowodowane zmiang skali sieci z tytutu
przyjecia do wyrdwnania ustalonej dtugosci jednego z bo-
kow tej sieci;

Axd, Ayd — faktyczne (wtasne, lokalne) przemieszczenia punktow charak-
teryzujace rzeczywista deformacje sieci.
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Zwiazek tych wielkosci, zgodnie z zasadg superpozycji, jest nastepu-
jacy:
AX = JI1x0+ Ax"-b4axr4-[xiA,
Ay = AyO+\y: \-Ay_+ Ayd. (V)

Trzy pierwsze spoéréd sktadnikéw prawej strony réownan (11) wyzna-
czamy na podstawie wektorowego pola przemieszczen, korzystajac z jego
geometrycznej interpretacji. Wzory na skfadowe deformacji, ktérymi po-
stugujemy sie, pochodzg zmechaniki ciata statego [5]. Na podstawie ogol-
nych zaleznosci, znajdujgc odpowiednie pochodne, otrzymuje sie praktycz-
ne formuty, stosowane w algorytmie metody. Te wzory praktycznie majg
charakter przyblizony na skutek uproszczen dokonanych w toku ich wy-
prowadzania. Uproszczenia polegaja na pominieciu pochodnych rzedu
Wyzszego niz pierwszy i uzasadnione sg zatozeniem, Zze przemieszczenia
punktow sieci sg wielkosciami bardzo malymi w poréwnaniu z wymiara-
mi tej sieci. Okoliczno$cig sprzyjajgcg omawianemu uproszczeniu jest to,
ze iloczyn pochodnych wystepujacy przy obliczaniu pochodnych miesza-
nych do rozniczki zupetnej ma warto$¢ o jeden rzad nizszag od wartosci
pojedynczych pochodnych.

Wektor translacji catej sieci z tytutu réwnolegtego przemieszczenia
dwdch punktow przyjetych za state w wyréwnaniu sieci ma skladowe:

) [Ar,.Ay0 jk*0 foG (12)
Jego dtugos$é wyraza sie wzorem

INi-]/ mi2\4 (13)

a kierunek otego wektora mozna obliczy¢ ze zwigzku
b.

a= arc tg--—. (14f(

00
Kat skrecenia sieci jako konstrukcji sztywnej z tytulu wzajemnego
(lecz nie réwnolegtego) przemieszczenia dwoch punktdw przyjetych za sta-
te do wyrdwnania sieci wyraza sie wzorem
Ay(*y)  Ax(xny)
2 3x y A9 (15)
ktory prowadzi do praktycznej formuty
' (16)
Kat ¢ liczony jest w mierze tukowej.
Skladowe wektorow przemieszczen punktow sieci z tytutu skrecenia
sieci 0 kgt qoblicza sie wzorem macierzowym

" Axf 0 @

(173
® 0 Iy
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Jednorodne odksztatcenie liniowe (zmiana skali) sieci z tytutu zmiany
odlegtosci pomiedzy dwoma punktami przyjetymi za state do wyrédwnania
sieci okre$lone jest wzorem

AX(x.y) Ay(x,y)
ox o (18)

z ktorego otrzymuje sie formute uproszczong

2 (k«* K) (19)

Skiadowe wektoréw przemieszczen punktéw sieci z tytutu zmiany skali
goblicza sie wedtug wzoru

" AxE s 0 X
Arle 0e y

W zwigzku z zatozeniami przyjetymi w teorii wektorowego pola prze-
mieszczen i przy wyprowadzeniu powyzszych wzorow, nalezy zwrdcic
uwage na zagadnienie doboru ukitadu wspétrzednych QXY, w ktérym do-
konuje sie badania sieci. Ot6z poczatek tego uktadu powinien leze¢ w $rod-
ku ciezkosci sieci albo — co juz jest pewnym odstepstwem od tej reguty
«— w punkcie sieci potozonym w poblizu jej $rodka ciezkosci. Srodek ciez-
kosci sieci rozumiany tu jest w sensie geodezyjnym; jest wiec nim punkt
matematyczny, ktérego wspoéirzedne sg Srednimi arytmetycznymi odpo-
wiednich wspo6trzednych wszystkich punktéw danej sieci. Za przestrze-
ganiem tej zasady, oprécz wzgledow teoretycznych zwigzanych z zatoze-
niami przyjetymi przy przejsciu od wzoréw ogdlinych do praktycznych,
przemawiajg rowniez powody natury praktycznej. Chodzi tu gtéwnie o po-
trzebe minimalizowania niedoktadnosci wynikajacych z nieuniknionego
zaokraglania danych w trakcie numerycznego opracowania badanej sieci.

Dysponujac wielkoSciami Az i Ay, otrzymanymi z dwukrotnego pomia-
ru sieci, oraz sktadowymi deformacji pozornych, wyznaczonymi za pomo-
ca wzoréw (12), (17) i (20), mozna juz obliczy¢ sktadowe wektorow fak-
tycznych przemieszczen kazdego punktu sieci. Na podstawie zasady (11),
uwzgledniajac zwigzki (17) i (20) piszemy w formie macierzowej wzory na
najbardziej prawdopodobne warto$ci sktadowych faktycznych przemiesz-
czen:

(20)

Axd AX Ax0 -tp 21)
A .

Ayd] - [ y Ayo [,].

2.3. Ocena doktadnosci wyznaczenia sktadowych deformacji

Znajomos$¢ doktadnosci, z jakg wyznaczane sg wielko$ci opisujgce mo-
del i odksztatcenia sieci, jest niezbedna do interpretacji tych wielkosci.



44 Bogdan Ney

Z praktycznego punktu widzenia najwazniejsze sg wskazniki doktadnosci
dopasowania modelu (aproksymaciji), wspdtczynnikéw funkcji wielomia-
nowych i sktadowych wektoréw faktycznych ruchow punktow. Ponizej
podane sg wzory na obliczanie $rednich btedéw wszystkich wielkosci, od-
grywajgcych istotng role w procesie wyznaczania deformacji poziomej sie-
ci geodezyjnej metodg aproksymacji wielomianowej.

Stopien dopasowania modelu do zmian elementow badanej sieci, otrzy-
manych w wyniku pomiaréw, charakteryzowany jest Srednimi bledami
jednostkowymi:

/Y pvxvx [ V pvyvv jmmmmmmmman
Mx = \ s My =1 e i M= i/M*+M*.  (22)
y n—ii \ n—u > y
We wzorach (22) przyjeto oznaczenia:
p — wagi wyznaczenia pozornych przesunieé¢ \x i \y;
v — poprawki obliczone na podstawie rozwigzania uktadéw réwnan ty-
pu (8);
n —s liczba elementdw sieci bioragcych udziat w jej badaniu;
u — liczba wspo6tczynnikoéw funkcji wielomianowych.

Srednie bledy wyznaczenia wspétczynnikéw k o wskaznikach i oraz j
funkcji wielomianowych wyrazajg sie wzorami:

ml,, = Mr| Q\; < . =M,|/(E, (23)
w ktérych qQky oznacza elementy macierzy korelacyjnej, wyznaczanej na
podstawie uktadu rownan poprawek (8).
Z wzoru (23), uwzgledniajagc formute (12), wynikajag zwigzki na obli-
czenie $rednich btedow sktadowych wektora translacji sieci:
T4*0= Mx j/Qc; waYo=My j Qk\ . (24)
Sredni btad wyznaczenia kata skrecenia q uwzgledniajac zwigzek (16),
wyraza sie wzorem
m, = Mj/ITQF, (25)
w ktorym
f 0 0 - 0 .. 0,0 0 ... Ol (26)
) i 2 I
Srednie biedy wyznaczenia sktadowych przemieszczerh punktow z ty-
tutu skrecenia sieci o kat e beda (por. wzér (17)):
0 m X
(27)
’ M ays moO y
Sredni btgd wyznaczenia zmiany skali sieci (por. wzdér (19)) wyraza sie
zalezno$cig
Tr= MI/f.Q fj, (28)
wr ktérej
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f = o] © 0Ooo— o0... 0 (29)

Srednie btedy wyznaczenia sktadowych przemieszczen punktéw z ty-
tutu zmiany skali bedg (por. wzér (18)):

"m&x. ' m. 0 X1

mbyz 0mo y I

Pozostajg jeszcze do wyznaczenia S$rednie btedy skiadowych faktycz-
nych ruchow punktow sieci. W tym celu trzeba najpierw dokona¢ pewnej
przer6bki wzoréw (21). Polega ona na podstawieniu tam odpowiednich
wyrazen operujagcych wspotczynnikami funkcji wielomianowych i zapisa-
niu tych wzoréw w postaci zredukowanej:

(30)

1
Axa= 2 feix+ Y kMy+k”y + "">SUX)'(YY+y fdoy-
1J“* (31)
AYa=y Krx ~ z
i,j=2
Stosujagc do wyrazen (31) prawo narastania btedow, otrzymuje sie
wzory:

= Mx |/ fWQF[ ; rm*yd = Myl f,Qfw, (32)
w ktorych
fx = L x
T 0\ XY yxy
(33)
f, 0yx~\y0m0’°Yx\yxy (Y =

3. Zadania i procedura badan metody na symulowanych
sieciach testowych

Teza, ze metoda aproksymacji wielomianowej wektorowego pola prze-
mieszczen sieci poziomej moze by¢ z pozytkiem stosowana do badania de-
formacji sieci, wymaga empirycznej weryfikacji. Zasady metody i wzory
o charakterze przyblizonym, zestawione w rozdziale drugim, pochodzg —
jak juz zaznaczono — z mechaniki ciata statego i stuszno$¢ ich zostata po-
twierdzona, réwniez praktycznie, dla zatozen i warunkéw wiasciwych
obiektom objetym zainteresowaniem mechaniki teoretycznej. W niniejszej
pracy przyjeto zatozenie, ze witasciwosci ciata statego odksztatcalnego mo-
ga by¢ rozciagniete (przeniesione) na geodezyjng sie¢ ptaskg (poziomg),
ktora z punktu widzenia mechaniki trzeba uwaza¢ za obiekt abstrakcyjny.
Chcac nadac bardziej realny sens rozumowaniu, mozna jednak potrakto-
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wac geodezyjng sde¢ poziomg jako zbior punktow na powierzchni ciata sta-
tego rozpatrywanego wytgcznie w jego ptaskim przekroju. Potrzeba doko-
nania badan empirycznych proponowanej metody wynikata z pewnej od-
miennosci sieci geodezyjnej od obiektow rozpatrywanych w mechanice.
W szczegélnosci chodzito o zbadanie mozliwosci efektywnego modelowania
pola przemieszczen sieci. Ponadto badania takie podyktowane zostaty che-
cig empirycznego porownania prezentowanej metody z inng, obecnie naj-
bardziej rozpowszechniong metodg identyfikacji statych punktéw sieci, to
jest z metodg transformacji poszukiwawczych, a takze checig dokonania
oceny rzeczywistych mozliwosci metody aproksymacyjnej pod wzgledem
doktadnos$ci. Z zatozenia wyniki badan empirycznych o tak okre$lonym
celu miaty byé podstawag do dokonania wszechstronnej charakterystyki
i oceny metody aproksymacyjnej oraz do sformutowania wnioskéw i za-
lecen natury metodycznej, niezbednych do nadania tej metodzie waloréw
uzytecznos$ci praktycznej. Wyniki badan empirycznych wraz z ich inter-
pretacjg i szczeg6towymi wnioskami beda przedstawione w czwartym roz-
dziale pracy.

W badaniach empirycznych metody postuzono sie sieciami testowymi,
zmodelowanymi na drodze symulacji komputerowej. Scislej biorac, budo-
wa samych sieci testowych nie wymagata symulacji, natomiast na drodze
tej zostaty wyznaczone pozorne deformacje sieci, imitujgce wyniki okre-
sowych pomiaréw. Metode symulacji komputerowej zastosowano z dwdch
nastepujacych powodow:

1) symulacja komputerowa pozwala na uzyskanie obszernego i rézno-
rodnego, dostosowanego tatwo do celéw badania, materiatu empirycznego
stosunkowo matym naktadem pracy i kosztow;

2) material empiryczny, utworzony na drodze symulacji komputero-
wej, nie jest obcigzony wptywami pochodzacymi :z takich zrédet, ktére nie
sg uwzgledniane z zatozenia w danym badaniu; w szczeg6lnosci w naszym
przypadku chodzi o btedy pomiarowe.

Spotyka sie niekiedy zastrzezenia, ze opieranie badan na zbiorach lub
sieciach tworzonych (modelowanych) sztucznie nie jest wilasciwe, ze nie
daje podstaw do wyciggania wnioskéw dotyczacych wszystkich cech ba-
danej metody, interesujgcych z punktu widzenia praktyki. Warto w zwigz-
ku z przytoczonym pogladem podkres$lié, ze metoda bedaca przedmiotem
niniejszej pracy dotyczy wyznaczania ruchéw punktow sieci, natomiast
nie obejmuje zagadnien obserwacyjnych (pomiarowych). Z tego wzgledu
pominiecie w jej testowaniu btedow pomiarowych i ogo6lniej biorac, spo-
sobéw pozyskiwania materiatu obserwacyjnego poddawanego obrébce, jest
w petni uzasadnione; co wiecej — daje mozliwos¢ unikniecia takich zré-
det zaktocen, ktére nie sg istotne z punktu widzenia programu i celu
badan.
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&

1km
AR -

Rys. 1 Sie¢ testowa N=61

Gtéwne badania dokonane zostaty na sieci testowej, regularnej, zbu-
dowanej z trojkatow réwnobocznych o dtugosci boku 0,5 km, zawierajacej
61 punktow, tworzacej uktad centralny. Sie¢ ta pokazana jest na rysun-
ku 1. Opuszczenie w tej sieci odpowiednich punktéw dato dwa dalsze wa-
rianty testowe, pokazane :na rysunkach 2 i 3. Liczby punktow tych modeli
wynoszg odpowiednio 19 i 7, a ditugosci bokdéw 1 km i 2 km. Powyzsze
trzy warianty sieci testowej zachowujg identyczny w zasadzie ksztalt, na-
leza do tego samego rodzaju (sie¢ centralna), natomiast r6znig sie, ogdlnie
biorac, skalg, co mozna wyrazi¢ r6zng dtugoscig bokdéw, rézng liczbg punk-
tdw lub rozng ich gestoscia. Tak utworzone trzy sieci testowe daty mozli-
wos$¢ operowania w badaniach poréwnawczych materiatem reprezentatyw-
nym z punktu widzenia cech, opisujgcych zrdznicowane parametry wy-
miarowe sieci poziomej przy zachowaniu tych samych parametrow geo-
metrycznych.

Uktady symulowane pozornych przemieszczehn punktdéw sieci tworzono
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na podstawie réznych kombinacji nastepujacych elementéw: matematycz-
nego modelu rozkiadu, przecietnych warto$ci zadanych przemieszczen

i Ay punktow sieci oraz stopnia losowego zaburzenia rozktadu tych prze-
mieszczen, wyrazonego $rednim odchyleniem standardowym.

Dla sieci testowych N = 61, N = 19 i N — 7 uwzgledniono w zakresie
modeli rozktadu przemieszczen rozktady wielomianowe z przecietnymi
wartosciami przemieszczen od 0,07 m do 0,20 m oraz rozktad normalny,
natomiast w zakresie losowego zaburzenia rozktadéw S$rednie odchylenia
standardowe od 0,01 m do 0,05 m. Ogotem utworzono sze$¢ zbioréw (mo-
deli) badawczych. Ich zestawienie zawiera tabela 1. Modele 5 i 6, aczkol-
wiek majg ten sam typ rozkiadu i identyczne odchylenie standardowe za-
burzajgce rozkitad, sg rézne, poniewaz przemieszczenia Ax i Ay zostaly
zgenerowane niezaleznie przy dwukrotnym uzyciu generatora liczb loso-
wych.

/
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\
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Rys. 2. Sie¢ testowa N=19
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Rys. 3. Sie¢ testowa N=7
Tabela 1
Zestawienie zbioréw (modeli) badawczych utworzonych na podstawie
sieci testowych pokazanych na rysunku 1, 2i 3

Wartosci przecietne  odchylenie

Nr Rozktad (w metrach) standardowe
modelu przemieszczen Ax Ay (w metrach)
1 wielomian 1 stopnia 020 0,16 0,02
2 wielomian 2 stopnia 0,20 0,15 0,02
3 wielomian 1 stopnia 00® 0,07 0,01
4 wielomian 2 stopnia 0,08 0,07 0,01
5 normalny 0,05
6 normalny 0,05

4 Prace Instytutu — Tom XXIV
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Dla modelu 5 utworzono jeszcze dodatkowy wariant o tych samych
cechach (parametrach), obejmujacy wytgcznie sie¢ testowg N = 19 (rys. 2).

Powyzsze modele (tab. 1) postuzyty gtéwnie do badan nad kryteriami
i praktyczng procedurg dobierania stopnia wielomianu aproksymujgeego
w najlepszy sposob wektorowe pole przemieszczen oraz do empirycznego
porownania proponowanej metody z metodg transformacji poszukiwaw-
czych.

Drugim zrédtem zbioréw empirycznych poddanych badaniom w ramach
niniejszej pracy byta sie¢ pokazana na rysunku 4.

Jest to konstrukcja nieregularna, zbudowana z trojkatow, zawierajaca
15 punktéw, zblizona swoim ksztattem i wielko$cig do sieci typu powierz-
chniowego, stosowanych w geodezyjnych pomiarach przemieszczen terenu
i obiektéow. Tej sieci uzyto gtownie do badania rzeczywistej doktadnosci
proponowanej metody. Byto to mozliwe dzieki takiemu modelowaniu zbio-

Rys. 4. Sie¢ testowa nieregularna N=15
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ru, w ktérym znane parametry wywotujgce pozorne przemieszczenia punk-
téw sieci (translacja, obrét, zmiana skali) przy zadanych catkowitych prze-
sunieciach Ax i Ay pozwolity na dysponowanie prawdziwymi warto$ciami
faktycznych przesunie¢ punktéw Axdi Ayd.

W badaniach proponowanej metody postuzono sie rowniez siecig kon-
trolng istniejaca w rejonie jednej z polskich zapér wodnych i wykorzysty-
wang od dawna do okresowych badarn stabilnosci tej budowli. Sie¢ ta po-

X ©

Rys. 5. Sie¢ kontrolna zapory wodnej

5
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siada na niektérych punktach podwdjne znaki (stanowiska instrumentu),
co pozwala operowa¢ w eksperymentach rzeczywistymi przemieszczenia-
mi punktéw. Omawiana sie¢ pokazana jest na rysunku 5. Do badan, doko-
nanych w zwigzku z niniejsza pracg, uzyto danych obserwacyjnych z tej
sieci, pochodzgcych z kolejnych obserwacji okresowych, wykonanych
w latach 1956 i 1958 przez K. Tarnowskiego, 6wczesnego pracownika IGiK
(por. [13]).

Symulacje komputerowe i inne obliczenia wymagajace uzycia elektro-
nicznej maszyny cyfrowej, niezbedne do utworzenia i obrobki zhiorow
testowych, zostaty wykonane na zlecenie Instytutu Geodezji Godrniczej
i Przemystowej AGH przez Os$rodek Obliczeniowy Politechniki Rzeszow-
skiej, zgodnie z zatozeniami i wytycznymi podanymi przez autora niniej-
szej pracy. Uzyto maszyny Odra 1204 i jezyka ALGOL.

4. Analiza wynikéw badan testowych

4.1. Zagadnienie doboru stopnia wielomianu aproksymujgcego

W opisie analitycznym zjawisk o charakterze niedeterministycznym
za pomocg wielomiandéw algebraicznych istotng sprawg jest dobor stopnia
wielomianu aproksymujacego. Zagadnienie to jest szczeg6towo rozpraco-
wane dla zadan interpolacyjnych; stosuje sie w nich testy kontrolne, po-
zwalajace w prosty i szybki sposéb dokonywac¢ wyboru witasciwego stop-
nia wielomianu. Testy te oparte sg na witasciwosci zbieznosci interpolacji;
poczynajgc od pewnego stopnia wielomianu interpolacyjnego ewentualne
dalsze podnoszenie rangi wielomianu jest niecelowe, r6znice wartosci wy-
interpolowanych sg teoretycznie zerowe, a praktycznie mieszczg sie w gra-
nicach niedoktadnosci obliczen. Przedzialy te sg bardzo tatwo wyznaczane
i stosowane w praktyce. Testy, o ktérych mowa, sg rozpowszechnione
w literaturze fachowej; nowsze pozycje tej literatury podajg te testy
w formie dostosowanej do nowoczesnych srodkéw przetwarzania danych
(komputery). Literatura geodezyjna zawiera tez liczne przyktady zastoso-
wan metod interpolacyjnych do rédznych zagadnien badawczych i tech-
nicznych [1], [7], [9], [10], [11].

Bardziej ztozone sg zagadnienia zwigzane z aproksymowaniem wielo-
mianami algebraicznymi zjawisk o charakterze losowym, chociaz odzna-
czajacych sie pewng regularnoscig w sensie statystycznym. Losowosc,
o ktérej mowa, powodowana jest przypadkowymi zaktdceniami procesu,
z zasady swej zdeterminowanego. Literatura fachowa zawiera wiele przy-
ktadéw7 zastosowania wielomianow algebraicznych do przyblizonego opisu
pewnych zagadnied, rdwniez z dziedziny geodezji inzynieryjnej ([12], [22]
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i inne), W aproksymacji dla omawianych celdw stosuje sie z reguty meto-
de najmniejszych kwadratéw. Stopien wielomianu dobierany jest w tych
przypadkach sposobami juz nie tak prostymi, jak w zagadnieniach inter-
polacyjnych. Postepowanie zresztg oparte jest i tu na zasadzie zhieznosci
aproksymacji w miare wzrostu stopnia wielomianu, natomiast praktyczne
testowanie poprawnosci wyniku polega na ocenie $redniego btedu apro-
ksymacji. Zejscie wartosci tego btedu ponizej przyjetej granicy, wynika-
jacej z doktadnosci pozyskania danych empirycznych, oznacza wystarcza-
jace dopasowanie modelu (wielomianu) i zarazem oznacza zakonhczenie
aproksymacji. Z zasady zhieznosci aproksymacji wynika, ze podnoszenie
stopnia wielomianu aproksymujgcego, okupione zresztg dodatkowym na-
ktadem obliczen, powinno prowadzi¢ do obnizania wartosci Sredniego bte-
du aproksymacji (dostosowania). Teoretycznie biorgc, mozna dojs¢ w ten
sposOb do zerowej wartosci tego btedu, ktéra oznacza idealne dopasowanie
modelu do aproksymowanego zbioru empirycznego.

Zachodzi pytanie, czy w zagadnieniu bedacym przedmiotem niniejszej
pracy, funkcjonuje witasciwos$¢ zbieznosci aproksymacji. Pozytywna odpo-
wiedz na to pytanie bytaby bardzo pomys$lna, oznaczataby bowiem mozli-
wo$¢ aproksymowania pola przemieszczen punktdw poziomej sieci geode-
zyjnej w zasadzie z dowolnie wysoka doktadnoscia, dodatkowo pod wa-
runkiem, o ktdrym byta mowa wyzej.

Popatrzmy na to zagadnienie najpierw formalnie, biorgc pod uwage
wzory (22), okreslajgce spos6b liczenia srednich btedéw aproksymacji. Wi-
da¢ z nich, ze w miare wzrostu stopnia wielomianu aproksymujgcego,
kiedy wzrasta liczba wyznaczanych wspdtczynnikéw w tym wielomianie,
mianownik maleje. Co do licznika, sytuacja nie jest tak jednoznaczna. Na
0g6t przy wzroscie stopnia wielomianu licznik réwniez maleje, bowiem
poprawia sie dopasowanie modelu do rzeczywistosci i malejg poprawki
aproksymacyjne. W zaleznoS$ci od tego, czy szybciej maleje licznik, czy tez
mianownik pod pierwiastkami wyrazen ((22) — S$redni btad aproksymacji
zmniejsza sie lub utrzymuje sie na pewnym poziomie, w przyblizeniu sta-
tym. Tempo zmian wartosci licznika i mianownika moze by¢ ponadto r6z-
ne w réznych przedziatach wartosci tych wyrazen, lub — ogdlniej biorac
— dla roznych zakreséw stopnia wielomianu aproksymujacego. Analiza
formalna prowadzi wiec do wniosku, ze aproksymacja wektorowego pola
przemieszczed moze byé zbiezna w pewnych przedziatach, co objawia sie
malejgcg wartoscig S$redniego biedu dopasowania. Wiasciwosé ta moze
jednak nie wystgpi¢ w pewnym przedziale, wtedy $redni btagd dopasowa-
nia nie maleje.

Rozwazmy teraz wyniki badan testowych na ten temat.

Odpowiedni materiat badawczy zostal zgenerowany na sieci testowej
pokazanej na rysunku 1 (por. tez tab. 1). W wariantach 1, 2, 3 i 4 model
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Tabela 2
Zestawienie S$rednich btedéw aproksymacji i ich réznic dla sieci
testowej pokazanej na rysunku 1
M x My
Nr i i
- odel stop. wiel. przyrost stop. wiel. przyrost
1 ) w % 1 2 w %
i 18 18 0 21 21 0
2 29 20 -30 81 19 =77
3 9 9 0 10 10 0
4 28 10 -64 64 9 -85
5 45 45 0 52 53 +2
6 51 51 0 48 47 -2
Tabela 3

Zestawienie $rednich btedéw aproksymacji i ich réznic
dla wariantéw 5i 6 sieci testowej N — 61 (rys. 1)

Nr
modelu

Stopien
wielomianu

O~NOOU R WNRE

O ~NDORNWN R

Mx

45
46
45
45
45
47
46
39

51
51

48
48
49

46

Przyrost
w %

+2
-2

+4
-2
-15

—10
+5

52

My

Przyrost
w %

-6
+6
-13
+ N
+2

-2
+2

+4
+6
-2
+4



Metoda wyznaczania deformacji poziomych sieci geodezyjnych 55

rozktadu wielkoSci Aa: i Ay jest znany, zatlozony z gdry i zrealizowany
przez symulacje komputerowg. Przyjeto tu niskie stopnie wielomianu —
pierwszy lub drugi — co daje sytuacje bliskg powszechnemu w geodezji
zagadnieniu transformacji afinicznej. W wariantach 5i 6 rozktad wielkosci
Ax i Ay jest przypadkowy, generowany przy uzyciu rozktadu normalne-
go. Biorgc pod uwage te odmienno$¢, dla wariantéw 5i 6 wykonano obli-
czenia z uwzglednieniem stopni wielomianéw od pierwszego do désmego.

W tabeli 2 zestawione sg Srednie biedy aproksymacji oraz réznice po-
miedzy tymi btedami dla wszystkich sze$ciu wariantow testowych, nato-
miast tabela 3 zawiera takie zestawienie dla wariantéw 5 i 6, uwzglednia-
jacych osiem stopni wielomianu.

Analizujac tabele 2 tatwo zauwazamy, ze istotne zmiany warto$ci sred-
nich btedéw dostosowania wystepujg tylko w dwéch przypadkach: w mo-
delu 2i 4 przy przejSciu od pierwszego do drugiego stopnia wielomianu.
W pozostatych przypadkach podwyzszenie stopnia wielomianu nie powo-
duje obnizenia wartosci Srednich btedéw aproksymacji. Dane zawarte
w tabeli 3 potwierdzajg zauwazong witasciwosé, chociaz pochodzg one tym
razem nie ze zbioru o ustalonym rozktadzie wielomianowym, lecz zostaty
zgenerowane przy zatozeniu przypadkowosci (rozktad normalny). W obu
przypadkach, zilustrowanych w tabeli 3 oraz na rysunku 6, wystarczaja-
cym do aproksymacji wektorowego pola przemieszczen okazat sie wielo-
mian stopnia pierwszego. Potwierdza to poglad o uniwersalnosci transfor-
macji afinicznej w zagadnieniach badania ruchéw poziomych sieci geo-
dezyjnych, pod warunkiem przypadkowosci rozktadu przemieszczen (ich
zgodnosci z rozktadem normalnym).

Jezeli podkre$long powyzej okoliczno$¢ mozemy uznac za optymistycz-
ng i bardzo praktyczng, to z drugiej strony analiza wynikéw ukazanych
w tabeli 3 i na rysunku 6 rzuca pewne pesymistyczne $wiatto na idee
aproksymacji wielomianowej wektorowego pola przemieszczeh poziomej
sieci geodezyjnej. Z tabeli 3 widac¢, ze Srednie btedy aproksymacji stabili-
zuja sie w rozpatrzonych przyktadach na pewnym poziomie i dalsze za-
biegi aproksymacyjne sa nieskuteczne; po osiggnieciu pewnej granicy
Sredni btgd dopasowania modelu do rzeczywisto$ci (przynajmniej pozor-
nej) nie maleje w istotny sposob. Oznacza to istnienie pewnej bariery do-
ktadnosciowej. Ustabilizowana warto$¢ btedu dopasowania wykazuje przy
dalszym prowadzeniu aproksymacji juz tylko wahania (fluktuacje) wokot
osiggnietego poziomu (granicy). Przedziat tych fluktuacji, jak wynika z do-
Swiadczen, osigga szerokos$¢ od kilku do kilkunastu procent (Ustabilizowa-
nej wartosci granicznej $redniego btedu dopasowania modelu.

Z praktycznego punktu widzenia w zagadnieniach aproksymacji wekto-
rowego pola przemieszczen sieci poziomej wystepujg dwa charakterystycz-
ne przypadki aproksymacji: aproksymacja zbiezna oraz aproksymacja nie-
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zbiezna, przy czym oba te stany uzupeiniajg sie wzajemnie w tym samym
zadaniu. Do czasu znalezienia dla danego zbioru wielkosci Ax i Ay wielo-
mianu najlepiej — relatywnie — dopasowanego, aproksymacja jest zhiez-
na, natomiast poczynajac od tego miejsca podnoszenie stopnia wielomianu
nie prowadzi do zbieznosci i staje sie w zwigzku z tym zbedne. Empirycz-
ne wyznaczenie wiasciwego stopnia wielomianu aproksymujgcego, doko-
nywane odrebnie dla kazdej z dwu sktadowych Ax i Ay, wymaga wypro-
bowania (a wiec i obliczenia) wielomianu o jeden stopien wyzszego od
stopnia tego wielomianu, ktory okazuje sie wystarczajagcym dla danego
przypadku. Jest to procedura bardziej ktopotliwa od tej, ktdrg stosuje sie
w zagadnieniach interpolacyjnych (por. poprzednie uwagi w niniejszym
rozdziale). Trzy okolicznosci tagodzg w praktyce te niedogodno$¢. Oto one:

1) postugiwanie sie komputerami; ten warunek zresztg w ogéle czyni
zastosowanie proponowanej metody realnym;

2) wystarczalno$¢ na og6t wielomianu niskiego stopnia, najczesciej
pierwszego;

3) mozliwos¢ postugiwania sie dla danej sieci w jej kolejnych okreso-
wych badaniach wielomianami tego samego stopnia, ktéry byt wyznacza-
ny na poczatku badan (po pierwszych kolejnych okresowych badaniach).
U podstaw tej tezy lezy zatozenie, ze kolejne zmiany elementéw geome-
trycznych tej samej sieci, rozne co do wartosci, nie wykazujg istotnych
réznic jakosciowych implikujacych zmiane ich modelu (rozktadu).

4.2. Wptyw wielkosci, roznic i rozktadu faktycznych przemieszczen
punktow sieci na doktadnos¢ metody

Badaniom wptywu wymienionych czynnikéw na proponowang metode,
w szczeg6lnosci na jej niezawodno$¢ (skuteczno$¢) i doktadnosé, postuzyty
sieci testowe, przedstawione w rozdziale 3.

Trzy warianty sieci (rys. 1, 2 i 3), stopniowo ,rozrzedzanej”, daty pod-
stawe do poréwnawczej analizy metody w warunkach réznej gestosci lub
inaczej moéwiagc, réznych elementarnych wymiaréw sieci, przy zachowa-
nym jej ksztaktcie i typie. Uktady wielkosci symulowanych przemieszczen,
podane w tabeli 1, zastosowane do trzech modeli sieci daty w sumie obfity
materiat statystyczny.

W tabeli 4 zestawione sg dla czterech pierwszych modeli (por. tab. 1)
sieci centralnej wartosci faktycznych przemieszczen (sktadowych) obliczo-
nych w kazdym przypadku trzykrotnie, raz — na podstawie sieci N = 7,
drugi raz — z sieci N = 19 i trzeci raz z sieci N — 61. Jak wiadomo,
wszystkie trzy sieci majg wspolnych siedem pierwszych punktéw (por.
rys. 1, 2 i 3). W tabeli 5 podano najwazniejsze parametry wektorowych
p6l przemieszczen, trzykrotnie aproksymowanych na podstawie tych sa-
mych danych wyjsciowych, dla kazdej sieci niezaleznie.
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Przemieszczenia punktéw wspdllnych trzech sieci, zestawione w tabeli
4, nie wykazujg jakiej$ systematycznej zmiany pomiedzy trzema réznymi
modelami, tym samym nie dajg zadnych podstaw do dopatrywania sie za-
lezno$ci doktadnosci wynikow od okre$lonego zageszczenia, czyli wymia-
row sieci geodezyjnej. Fluktuacje wzajemne wyznaczonych ruchéw wtas-
nych, widoczne w cytowanej tabeli, majg charakter przypadkowy, o czym
Swiadczy uktad zaréwno znakow, jak i bezwzglednych wartosci sktado-
wych Axdi Ayd.

Analizujac tabele 4 warto przypomnieé, ze uktad siedmiu punktéw po-
chodzi z sieci regularnej co do ksztattu, co moze mie¢ wptyw na wnioski
oparte na tej tabeli. Rozpieto§¢ maksymalna wszystkich trzech sieci
(N =7, 19, 61) jest identyczna; wynosi ona 4 kilometry wzdtuz osi X
i blisko 3,5 km wzdtuz osi Y. Odlegtosci wszystkich szesciu punktéw ob-
wodowych od centralnego punktu sieci wynoszg po 2 km. Maksymalne
przemieszczenia pozorne punktéw sieci wzdtuz osi wspotrzednych wynio-
sty, w zaleznos$ci od réznych wariantow (por. tab. 1), od okoto 110 mm
(wariant 3) do okoto 540 mm (wariant 2 w JIx) i okoto 500 mm (wariant 4
w Ay). Wzgledne ruchy (sktadowe) maksymalne liczone wzgledem S$rodka
sieci wyniosty wiec od 5- 10-5 do 2,5 +10~4, przy przecietnych zadanych
przesunieciach sktadowych rzedu od 3,5 «W"5do 1+10~4. Z tabeli 4 widac¢,
ze maksymalne rozbiezno$ci pomiedzy faktycznymi ruchami punktéw, wy-
liczonymi z aproksymacji dla réznych trzech modeli sieci, wynoszg okoto
30 mm, co wzgledem odlegtosci punktéw od centrum sieci jest wielkoscia
rzedu 1,5 «10“5 Jednoczes$nie te maksymalne rozbieznosci stanowig mniej
niz 10% maksymalnych przesunie¢ faktycznych (por. tab. 4), co moze by¢
traktowane jako pewna miara doktadnosci metody w omawianym przy-
kiadzie.

Analiza tabeli 4 nasuwa spostrzezenie, ze najwieksza wewnetrzng do-
ktadno$¢ metody uzyskano w wariancie trzecim, a nastepnie pierwszym.
Oznacza to, ze najwyzszy stopien zgodnosSci rezultatow wykazat taki wa-
riant, w ktdrym przemieszczenia sg roztozone wielomianowo wedtug naj-
nizszego (pierwszego) stopnia wielomianu, a przecietna wartosé tych prze-
mieszczen i ich rozrzut sg najmniejsze. Najwiekszy wewnetrzny rozrzut
wystapit w takim wariancie, w ktérym przemieszczenia o wiekszych war-
tosciach przecietnych i wiekszym rozproszeniu statystycznym roztozone
sq wedtug wyzszego (drugiego) stopnia wielomianu. Spostrzezenie to na-
daje sie do pewnego uogOélnienia, poniewaz znajduje rowniez logiczne
umotywowanie. Najnizszy stopien wielomianu daje bowiem najmniejsza
elastycznos$é rezultatow, czyli ich relatywnie najlepsza zgodnos¢; podobnie
mniejsze wartosci roznic przyrostow wspotrzednych punktéow sieci, rozto-
zone bardziej regularnie (mniejsze zaburzenia rozktadu), sprzyjaja wysta-
pieniu mniejszych rozbieznosci, przynajmniej w liczbach bezwzglednych.
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Warto doda¢, ze poréwnanie sktadowych przemieszczen wiasnych, obli-
czonych z dwdch modeli sieci centralnej JV=19iN = 61 dla pozostatych
wspolnych punktéw obu tych modeli, to znaczy dla punktéw od nr 8 do
nr 19, nie narusza spostrzezehA i wnioskéw opartych na analizie tabeli 4.
Rozbieznosci wynikéw dla tych punktéw we wszystkich rozpatrzonych
wariantach sg mniejsze od rozbieznosci zanotowanych na punktach obwo-
dowych sieci (to znaczy na punktach 2—7). Rdwniez i to spostrzezenie
znajduje logiczne umotywowanie.

Dane zestawione w tabeli 5, dotyczace tych samych warunkéw (przy-
padkoéw), ktoére uwzgledniane sg w tabeli 4, pozwalajg na spostrzezenia
0 charakterze bardziej generalnym i uzupetniajgcym albo potwierdzajg-
cym niektore wnioski sformutowane powyzej. .Miedzy innymi wida¢, ze
stosunkowo najlepsza zgodnos$¢ rezultatbw w wariancie 3 (por. tab. 4)
znajduje odbicie w dwoéch pierwszych wierszach tabeli 5; $rednie biedy
aproksymacji wektorowego pola przemieszczeh sg najmniejsze w tym
wiasnie wariancie. Podobnie uktadajg sie stosunki w zakresie parametréw
odksztatcen jednorodnych sieci, to znaczy jej skrecenia, zmiany skali
1translacji. Analiza wartosci srednich btedéw aproksymacji, zestawionych
v tabeli 5, nie prowadzi do sformutowania jakiego$ spostrzezenia o ich
skorelowaniu z liczhg punktéw sieci. Dla kolejnych modeli sieci 0o N = 7,
N=19 i N=61 przecietne wartosci srednich btedéw dopasowania sg na-
stepujace: dla sktadowej X — 20; 12 i 14; dla sktadowej ¥ — 9; 13 i 15.
Mozna by wprawadzie, pomijajac wyraznie najwyzszg pierwszg wartosé
(Mx = 20 dla N = 7), zauwazy¢, ze S$rednie biedy aproksymacji rosng
w miare wzrostu liczby punktow sieci, jednakze rozpatrywany zbiér ba-
dawczy jest za maty, aby da¢ podstawe do takiego wniosku, znajdujacego
zresztg logiczng motywacje. Zauwazmy tu jeszcze, ze ten nieco ,,odskaku-
jacy” pierwszy wynik uksztatltowany jest pod wytgcznym wptywem wy-
raznie ,,odskakujgcej” w gore wartosci Mx = 49 dla N — 7 w wariancie 2
(por. tab. 5). Gdyby ten sktadnik pomingé, omawiany uktad, jako $rednia
z trzech wielkosci, wynidstby lii wtedy rzeczywiscie oba omawiane ciggi
Mx i My bytyby rosnace.

Analizujac dalej tabele 5 zauwazamy, ze spo$réd dwdch poréwnywa-
nych wielkoSci: kata skretu sieci i zmiany jej skali, wiekszg zmiennos¢
wewnetrzng wykazuje ta druga wielkosé. Maksymalna rozbieznosé e wy-
nosi w badanym zbiorze 0,4 «10~5 (warianty 1 i 2), a w zakresie kata @
rozbiezno$¢ taka osiaga 0,1 «10~5 (wariant 1; w pozostatych waria