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Metoda generalizacji złożonej wyników pomiarów 
przemieszczeń i odchyłek usytuowania punktów

1. Wstęp

W pracy pt. „W stęp do generalizacji w yników pom iarów odchyłek p ro 
jektow ych i odkształceń urządzeń technicznych” [2] uzasadniłem  i zilu
strowałem  na prostych przykładach potrzebę dokonyw ania generalizacji 
złożonej w yników pom iarów odchyłek i przem ieszczeń punktów . P ub li
kacja [2] nie zaw ierała jeszcze omówienia ogólnej m etody obliczeń zwią
zanych z generalizacją złożoną a podane w niej p rzykłady liczbowe doty
czyły przypadków  szczególnych o uproszczonym  charakterze, k tóre m iały 
na celu głównie poglądowe w yjaśnienie różnic między stosow aną dotych
czas generalizacją p rostą  a postulow aną generalizacją złożoną.

G eneralizacją prostą nazyw am y tu  graficzne opracow ania wyników 
pom iarów przemieszczeń, pozwalające w  łatw y aczkolwiek uproszczony 
sposób zorientować się w  przem ieszczeniach i odkształceniach obiektu 
badań. G eneralizacja złożona różni się od generalizacji prostej tym , że 
przedstaw ieniu w postaci graficznej nie podlegają przem ieszczenia punk 
tów uzyskane bezpośrednio z pom iaru lecz obliczone w dw u oddzielnych 
grupach części przem ieszczeń punktów , w ynikające wyłącznie z prze
mieszczeń obiektu i części przem ieszczeń punktów , w ynikające wyłącznie 
z odkształceń obiektu.

Odpowiednio w  zakresie generalizacji złożonej odchyłek projektow ych 
osobno zostają obliczone i przedstaw ione części odchyłek w ynikające 
z system atycznych błędów w ykonania i m ontażu i osobno części odchyłek
o charakterze przypadkow ym .

Na wstępie niezbędne jest podanie definicji, k tóre pozwolą bliżej 
zorientować się w istocie rozpatryw anego zagadnienia.

1) Przem ieszczenie b ry ły  — zm iana położenia b ry ły  w  przestrzeni bez 
zm iany jej wym iarów  i kształtu .

2) Odkształcenie b ry ły  — zm iana w ym iarów  i kształtu  b ry ły  bez 
przem ieszczenia jej w  przestrzeni.

3) W yznaczone z pom iaru przem ieszczenie punk tu  znajdującego się
na pow ierzchni b ry ły  — w ektor dp zm iany położenia punk tu  w przestrze-
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ni, k tó ra  mogła być spowodowana przez przemieszczenie, odkształcenie 
albo pod łącznym  w pływem  przemieszczenia i odkształcenia b ry ły  (przy
czyna tego przem ieszczenia nie jest określona a’priori).

4) Obliczone przemieszczenie powierzchni bry ły  w m iejscu kontrolo
wanego punk tu  — w ektor dp' przemieszczenia punktu  pod w yłącznym  
wpływem  przemieszczenia bryły.

5) Odkształcenie powierzchni b ry ły  w m iejscu kontrolowanego punk
tu  — w ektor — vdp przemieszczenia punktu  pod wyłącznym  w pływ em  
odkształcenia bryły.

6) Pom iędzy w ektoram i dp, dp', vdp zachodzi związek:
d p + v dp=  dp' (1)

7) W yznaczona odchyłka położenia punktu  — w ektor dP różnicy m ię
dzy wyznaczoną a projektow aną pozycją punk tu  w przestrzeni.

8) O dchyłka usytuow ania powierzchni bry ły  w  m iejscu kontrolow a
nego punk tu  — w ektor dP' odchyłki położenia punktu  spowodowany 
przez odchyłkę usytuow ania bryły.

9) O dchyłka kształtu powierzchni b ry ły  w m iejscu kontrolowanego 
punktu  — w ektor — v dP odchyłki położenia punktu  spowodowany przez 
odchyłkę kształtu  bryły.

10) Pom iędzy w ektoram i dP, dP', vdP zachodzi związek:

d P + ü ^  =  dP' ( la )
Isto tą wyznaczeń geodezyjnych jest ich punktowość, to jest możliwość 

ścisłego określenia pozycji, przemieszczeń lub odchyłek położenia ozna
czonych lub naturalnych  — charakterystycznych punktów  na pow ierz
chni badanego obiektu. W ybór punktów  na powierzchni obiektu, k tórych  
przem ieszczenia lub odchyłki położenia podlegają wyznaczaniu, w inien 
być dokonywany w tak i sposób, aby wyznaczane składowe w ektorów  
przemieszczeń lub odchyłek zespołu punktów  mogły w  praw idłow y spo
sób świadczyć o przemieszczeniach, odkształceniach, odchyłkach usy tuo
w ania i odchyłkach kształtu  całego obiektu lub jego podstaw owych ele
m entów. Tak więc w  w yniku pom iarów i zasadniczych obliczeń wyznacza 
się jedynie w ektory  przemieszczeń dp  lub w ektory odchyłek położenia dP 
punktów  (albo naw et tylko poszczególne składowe tych  wektorów).

Zespół wyznaczonych w ektorów  przemieszczeń lub odchyłek może po
dlegać generalizacji prostej, k tóra pozwala na przybliżone zilustrowanie 
zachowania się bryły, na pow ierzchni k tórej znajdują się kontrolowane 
punkty. G eneralizacja ta  polega na graficznej in terpolacji przemieszczeń 
lub odchyłek pow ierzchni b ry ły  na podstawie wyznaczonych wektorów 
przem ieszczeń lub odchyłek położenia punktów . W w yniku tej generali-
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zacji nie jesteśm y w stanie odróżnić w sposób ścisły przem ieszczeń b ry ły  
od jej odkształceń i odchyłek usytuow ania b ry ły  od odchyłek jej kształtu .

Dla wzbogacenia treści wyznaczonych przem ieszczeń lub odchyłek po
łożenia punktów  celowe jest stosowanie generalizacji złożonej, k tó ra  po
lega na obliczaniu najbardziej praw dopodobnych wielkości dp', vdp lub 
dP', vdP na podstaw ie wyznaczonych z pom iaru w ektorów  dp lub dP oraz 
na przedstaw ieniu osiągniętych rezultatów  za pomocą graficznych m etod 
generalizacji prostej. Graficzne m etody generalizacji prostej służą w  tym  
przypadku do oddzielnego przedstaw iania przem ieszczeń i odkształceń 
lub odchyłek usytuow ania i odchyłek kształtu  badanego obiektu.

G eneralizacja złożona stanow i niezbędny dalszy etap opracow ania w y
ników pomiarów kontrolnych, decydujący o możliwości głębszego wnios
kowania o stanie bezpieczeństwa badanego obiektu i o koniecznych za
biegach zwiększających to bezpieczeństwo. Możliwe dzięki stosow aniu ge
neralizacji złożonej odróżnianie przem ieszczeń od odkształceń i odchyłek 
usytuow ania od odchyłek kształtu  obiektów — jak  się w ydaje —  posiada 
doniosłe znaczenie teoretyczne i praktyczne.

2. Ogólna metoda generalizacji złożonej wyznaczonych przemieszczeń

Załóżmy, że pew na bry ła  zm ieniła swe położenie w przestrzeni bez 
zmiany kształtu  (rozpatrujem y tu  bardzo m ałe zm iany położenia). Dowol
ny punkt P  na pow ierzchni tej b ry ły  o w spółrzędnych x, y, z w w yniku 
przem ieszczenia bry ły  zajął nową pozycję P ' o w spółrzędnych x', y , z'. 

Składowe w ektora  przem ieszczenia punk tu  dp' pod w pływ em  przem iesz
czenia b ry ły  są równe:

dx — x ' —x; 

dy' ~  y - y ;  
dz' =  z — z. (2)

Przem ieszczenie punktu  z pozycji P  do pozycji P' możemy określić 
jako skutek następujących ruchów  bry ły :

1) Obrót b ry ły  o kąt Ei wokół osi poziomej 0 l — 0 2 przechodzącej przez 
początek układu w spółrzędnych prostokątnych  Oxyz, co wyw oła prze
mieszczenie punk tu  z pozycji P  do pozycji P x (w ektor tego przem ieszcze
nia posiada składowe, k tóre oznaczymy dxa', dya', dza'). (Por. rys. 1).

2) O brót b ry ły  o kąt e2 wokół osi przechodzącej przez początek ukła
du w spółrzędnych prostokątnych  Oxyz, prostopadłej do płaszczyzny prze
kro ju  bryły , k tó ra  pierw otnie była pozioma a w  w yniku  uprzednio w y
mienionego obrotu została nachylona do poziomu o kąt Obrót ten  w y
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w oła przem ieszczenie punktu  z pozycji P x do pozycji P 2 (wektor tego p rze
m ieszczenia posiada składowe, k tóre oznaczymy dxb', d y b', d zb').

3) Przesunięcie b ry ły  bez obrotu, k tóre wywoła przem ieszczenie punk 
tu  z pozycji P 2 do pozycji P' (wektor tego przem ieszczenia posiada skła
dowe, k tóre oznaczymy dxc', d y c', dzc').

W rezultacie możemy składowe w ektora dp' określone rów naniam i (2) 
w yrazić z uwzględnieniem  w pływ u wym ienionych ruchów  b ry ły  za pom o
cą wzorów:

dx' =  dxa' + d x b ' + d x c';
dy'  =  dya' + d y b + d y c';
dz' — dza' + dzb +  dzc'. (3)

Obecnie wyprowadzę wzory, k tóre pozwolą na w yrażenie składow ych 
w ek to ra  przemieszczenia dp' za pomocą param etrów  określających prze
mieszczenie b ry ły  w przestrzeni (to jest za pomocą kątów  eb qp — k ierunku 
zmiany pochylenia e2 oraz składowych dx'c, dy'c, dz'c).

Zgodnie z rysunkiem  1 punkt P znajduje się na pow ierzchni kuli
o środku w punkcie O. Obrót kuli wokół poziomej osi Ox 0 2 o ką t ej spo
wodował przemieszczenie punktu  z pozycji P  do pozycji P x po m ałym  
kole o prom ieniu i?! (por. przekrój AA).

X

R ys. 1
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Zgodnie z rysunkiem  możemy napisać:
dx'a =  -d l-c o s  9 =  —R, {cosij) —co s^+ s!)}  costp;
dy'a =  —dl-sintp =  — R, {cos^ —c o s^ + e j)}  sintp;
dz'a =  Rj {sin (łp+e,) -  sin ip}. (4)

Ponieważ w naszym  przypadku ^  ^  0 możemy napisać powyższe za
leżności w  form ie uproszczonej:

dxa — — Rj sin ip costp-Sj =  —z e 1 cos 9 ; 
dy'a =  —Risinrp cos 9 ^  =  — z t x sin 9 ; 
dz'a =  Rj cos гр'Ё! =  j /x 2+ y 2 »sin (<p+90°—a) s, =

=  ÿ  2x + y 2 (cos 9 cos a + sin 9 sin a) Sj =
=  X  Sj cos 9 + y  Ej sin 9. (5)

Podstaw iając do rów nań (5) niewiadom e U, V o następującym  znacze
niu:

U =  E, cos 9 ;
V =  Ej sin 9 ; (6)

otrzym am y:
dx'a =  — z  U ;
dy'a =  — z V ;
dza =  x U + y V .  (7)

Zakładając ^  0, e 2 ^  0 możemy przyjąć, że obrót b ry ły  w ym ieniony 
w punkcie 2) dokonuje się wokół osi Oz  zam iast wokół osi odchylonej od 
niej o ką t Ej w k ierunku  określonym  przez ką t cp. W rezultacie możemy 
napisać zgodnie z wzoram i na transform ację  w spółrzędnych płaskich:

x2 — x 1 cos £a-by, sin e2 =  0 ;
Уч У i cos E jj-a^sin  e2 =  0;
z2 —z, =  0 ; (8)

gdzie: x 2, y 2, z 2 — współrzędne pozycji P 2; 
x u Уи Zi — w spółrzędne pozycji P\.

Po uproszczeniach w ynikających z założenia £2 ^ 0  oraz uw zględnieniu 
znaczenia składow ych w ektora przem ieszczenia punk tu  z pozycji P x do 
pozycji P 2 możemy napisać rów nania (8) w form ie:

dxb = - y e 2;
dy'b = x e 2;

dzb =  0. (9)
Na podstaw ie rów nań (3), (7), (9) możemy napisać:

dx' =  —z U —y  Ë2+ d a^  ; 
dy' =  —z V  +  x e 2+ d y ’c ;
dz' =  x U + y V + d z ' c. (10)
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W w yniku pom iaru otrzym ujem y składowe dx, dy, dz  w ektora prze
mieszczeń dp. Na podstawie rów nania (1) możemy napisać rów nania (1Ü) 
w  postaci:

dx'c—zTJ — y  s2 =  dx-f Vax =  dx'\ 
dy'c- z  V + x s 2 =  dy +  vdy = dy'; 
dz'c + x U + y V  =  d z + v d z =-dz .  (11)

Jeśli na powierzchni rozpatryw anej b ry ły  znajduje się zespół punk 
tów, dla których wyznaczono składowe przemieszczeń, pow staje możli
wość napisania układu rów nań „odkształceń” typu (11). W przypadku, 
gdy b ry ła  jest sztyw na lub odkształca się w nieznacznym  stopniu rozw ią
zanie takiego układu powinno następować przy spełnieniu w arunku:

[vdx2+ v dy2+ v dz2] =  min., (12 )
co prowadzi do obliczenia najbardziej praw dopodobnych w artości p a ra 
m etrów  przemieszczeń dxc', d y c', dzc', U, V, e2.

Określenie param etrów  еь ф wym aga w ykorzystania obliczonych pa
ram etrów  U, V  stosownie do zależności (6) z k tórych wynika:

E, =  V U2 +  V2
V

<p =  arc tg —  . (13)

Podstaw ienie obliczonych w artości param etrów  przemieszczeń do rów 
nań „odkształceń” pozwala na obliczenie składowych da/, dy', dz' w ekto
rów przemieszczeń oraz składowych —v dx, —v dy, —v dz w ektorów  od
kształceń powierzchni bry ły  w m iejscach wszystkich kontrolow anych 
punktów.

Dla zilustrow ania efektów stosowania w yprowadzonych wzorów w y
konam y prosty przykład liczbowy.

Przykład 1 złożonej generalizacji wyznaczonych przemieszczeń

B ryła o kształcie sześcianu o bokach 1X1X 1 m posiada wyznaczone 
składow e wektorów  przemieszczeń ośmiu punktów  stanow iących jej na
roża. Składowe te w yrażone w mm zestawiono w tablicy 1 w kolum nie 
oznaczonej w nagłówku dp. W tablicy  tej zestaw iano i rozwiązano układ 
24 rów nań odkształceń. Jako współczynniki przy niew iadom ych w tabeli 
w spółczynnikowej układu rów nań wpisano odpowiednie współrzędne na
roży sześcianu, w yrażając je w  m etrach. W spółrzędne te określono na 
podstaw ie znanych długości kraw ędzi sześcianu usytuow anego względem 
osi układu w spółrzędnych prostokątnych Oxyz  zgodnie z rysunkiem  2.
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Tablica 1
t

d x c dy'c dz'c U V 'a dp S Vdp dp'

1,0 - 1 1 ,0 - 1 0 ,0 5,9 - 5 ,1
1,0 - 2 ,0 - 1 ,0 - 3 ,1 - 3 ,1
1,0 - 1 ,0 6,0 6,0 - 1 ,2 4,8
1,0 - 1 ,0 5,0 5,0 - 0 ,2 4,8
1,0 - 1 ,0 - 7 ,0 - 7 ,0 5,0 - 2 ,0
1,0 - 1 ,0 1,0 1,0 - 3 , 0 - 2 ,0
1,0 - 1 ,0 - 1 ,0 10,0 9,0 - 2 ,1 7,9
1,0 - 1 ,0 - 1 ,0 9,0 8,0 - 1 ,1 7,9

1,0 2,0 3,0 ?,3 4,3
1,0 1,0 - 6 ,0 - 4 ,0 0,4 - 5 ,6
1,0 1,0 - 3 ,0 - 1 ,0 - 2 ,6 - 5 ,6
1,0 5,0 6,0 - 0 ,7 4,3
1,0 - 1 .0 6 0 6,0 2,3 8,3
1,0 - 1 ,0 1,0 - 2 ,0 - 1 ,0 0,4 - 1 ,6
1,0 - 1 ,0 1,0 1,0 2,0 — 2,& - 1 ,6
1,0 - 1 ,0 8,0 8,0 0,3 8,3

1,0 2,0 3,0 2,4 4,4
1,0 1,0 - 1 ,0 1,0 2,3 1,3
1,0 1,0 1,0 - 5 ,0 - 2 ,0 2,3 - 2 .7
3,0 1,0 - 3 ,0 - 1 ,0 3,4 0,4
1,0 7,0 8,0 - 2 ,6 4,4
1,0 1,0 4,0 6,0 - 2 ,7 1,3
1,0 1,0 1,0 0,0 3,0 - 2 ,7 - 2 ,7
1,0 1,0 3,0 5,0 - 2 .6 0,4

8,00 -4 ,0 0 - 4 ,0 0 11,00 11,00
8,00 - 4 ,0 0 4,00 11,00 19,00

8,00 4,00 4,00 7,00 23,00
8,00 2,00 2,CO - 1 5 ,0 0 - 3 ,0 0

8,00 - 2 ,0 0 - 1 8 ,0 0 -1 0 ,0 0
8,00 -4 0 ,0 0 -3 2 ,0 0

2,83 -1 ,4 1 -  1,41 3,89 3,89 0
2,83 -1 ,4 1 1,41 3,89 6,71 2

2,83 1,41 1,41 2,47 8,13 2
2,01 0,01 0,Г1 - 6 ,4 7 - 4 ,4 5 4

2,01 - 0 ,0 1 - 7 ,9 3 - 5 ,9 4 3
2,01 -1 9 ,9 1 -1 7 ,9 1 0

- 5 ,1 4,3 4,4 - 3 ,1 - 4 ,0 - 9 ,9 N ie w ia d o m e
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W rezultacie rozwiązania zestawionego układu rów nań odkształceń, 
dokonanego m etodą najm niejszych kw adratów  otrzym ano wartości U, V,

e2 wyrażone w oraz wartości dxc', dyć, dzc' w yrażone w mm. W ar

tości te podstawiono następnie do rów nań odkształceń otrzym ując skła
dowe wektorów  odkształceń sześcianu vdp zestawione w przedostatniej 
kolumnie tablicy oraz składowe wektorów przemieszczeń sześcianu 
zestawione w ostatniej kolum nie tablicy 1.

R ezultaty  pom iaru i obliczeń generalizujących wyznaczone przem iesz
czenia przedstaw iono na rysunku 3.

Na rysunkach За, 3b, 3c linią grubą pokazano rzu ty  sześcianu w jego 
pierw otnym  usytuow aniu względem osi układu w spółrzędnych Оху z. Na 
rysunku  За odłożono od wierzchołków sześcianu składowe w ektorów  dp 
uzyskując pozycje rzutów  wierzchołków 1', 2' . . .  sześcianu, k tó ry  uległ 
przemieszczeniu i odkształceniom. Na rysunku 3b odłożono od w ierz
chołków sześcianu składowe wektorów dp ' uzyskując pozycje w ierzchoł
ków sześcianu, k tóry  uległ przemieszczeniu bez odkształcenia. Na ry sun 
ku 3c odłożono od wierzchołków sześcianu składowe w ektorów  v dp (z od
w rotnym i znakami) uzyskując pozycje rzutów  wierzchołków sześcianu, 
k tóry  uległ odkształceniom  bez przem ieszczenia względem osi układu 
współrzędnych. Oczywiście rzu ty  sześcianu, k tó ry  uległ przemieszczeniu 
i odkształceniom  są na tych rysunkach  dodatkowo zniekształcone na sku
tek  różnic skal sześcianu i w ektorów  przemieszczeń, jednak  jest to n ie
unikniona cecha graficznych sposobów przedstaw iania przemieszczeń i od-
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kształceń tworów trójw ym iarow ych. Pomimo tych dodatkowych znie
kształceń porównanie rysunków  За, 3b, 3c w yraźnie ilu stru je  efekty  w y
nikające z zastosowanej generalizacji złożonej. Szczególnie istotna jest 
tu  możliwość ocenienia wielkości odkształceń sześcianu wolnych od w pły
wu jego przemieszczeń. W ydzielenie odkształceń sześcianu na rysunku 
За nie w ydaje się możliwe bez dokonania generalizacji złożonej, jakkol
wiek na rysunku tym  widoczne są pewne oznaki odkształceń w postaci 
w ydłużenia przekątnej 1'—3' w stosunku do przekątnej 2'— 4'.

3. Praktyczne przypadki zastosowań metody generalizacji 
przemieszczeń punktów

Jak  wiadomo, w  praktyce nie jest na ogół możliwe zaprojektow anie 
sieci geodezyjnych w tak i sposób, aby każdy kontrolow any punk t miał 
wyznaczane wszystkie trzy  składowe przemieszczeń. Na przykład przy 
badaniu przemieszczeń i odkształceń zapór wodnych możliwe jest w y
znaczanie m etodą trygonom etryczną poziomych składowych przem iesz
czeń punktów  zasygnalizowanych na odpowietrznej powierzchni m uru  
w miejscach, k tóre nie są bezpośrednio dostępne dla pom iarów przem iesz
czeń pionowych m etodą niw elacji precyzyjnej (składowe pionowe prze
mieszczeń można w tym  przypadku wyznaczać metodą niw elacji trygo
nom etrycznej, k tó ra  jednak ze względów dokładnościowych nie znalazła 
w  Polsce szerszego zastosowania). Z kolei punkty, dla których można 
wyznaczyć m etodą niw elacji precyzyjnej przemieszczenia pionowe znaj
du ją  się na ogół w miejscach, gdzie wyznaczenie obydwu poziomych skła
dowych przemieszczeń jest utrudnione.

Z tych względów należy liczyć się z potrzebą generalizowania prze
mieszczeń na podstawie wyznaczanych pojedynczych (lub par) składo
w ych przemieszczeń poszczególnych punktów. W praktyce, w zależności 
od program u badań mogą występować następujące przypadki:

1) W yznaczane są składowe przemieszczeń wszystkich kontrolow a
nych punktów  obiektu wzdłuż jednej osi układu współrzędnych (na p rzy 
kład, gdy program  przew iduje wyłącznie wyznaczanie osiadań).

2) W yznaczane są składowe przemieszczeń wzdłuż dwu osi (na p rzy
kład wyznaczanie przemieszczeń poziomych m etodą trygonom etryczną 
lub wyznaczanie jednej poziomej składowej przemieszczeń m etodą stałej 
prostej i pionowej składowej przem ieszczeń m etodą niw elacji precyzyj
nej).

3) W yznaczane są trzy  składowe przemieszczeń kontrolowanych 
punktów  obiektu, przy czym pewne grupy tych punktów  m ają wyzna
czone różne składowe przemieszczeń. Przykładem  takiego przypadku jest
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przeciętnie spotykany zakres pom iarów przemieszczeń zapór wodnych, 
gdzie w ystępuje jednocześnie wyznaczanie poziomej i pionowej składo
wej przemieszczeń trzp ien i stałej prostej, dwu poziomych składowych 
przem ieszczeń celowników oraz pionowej składowej przem ieszczeń re - 
perów.

W ystępowanie w spom nianych przypadków  nie zaprzecza możliwości 
dokonyw ania generalizacji przemieszczeń, natom iast staw ia potrzebę nie
co odmiennego użycia rów nań odkształceń aniżeli w  przypadku dyspo
now ania trzem a składow ym i przem ieszczeń każdego kontrolowanego 
punktu .

Z zastosowania różnych m etod pom iarowych do wyznaczania poszcze
gólnych składowych przemieszczeń punktów  w ynika potrzeba zróżnico
w ania zaufania do technicznej w artości osiąganych rezultatów , w yraża
jącego się przyjm ow aniem  różnych dokładności wyznaczonych składo
wych przemieszczeń. Również w ram ach stosowania jednej z m etod po
m iarow ych powinniśm y liczyć się ze zróżnicowaniem  dokładności w yz
naczania składow ych przem ieszczeń poszczególnych punktów  w zależ
ności od lokalnych zróżnicowań w arunków  w ykonania pom iarów oraz 
od zróżnicowań konstrukcyjnej w artości poszczególnych fragm entów  
sieci pom iarowej. W mniej lub bardziej precyzyjny  sposób możemy więc 
ocenić techniczną w artość każdej wyznaczonej składowej przem ieszcze
nia punktu, w yrażając ją  za pomocą w artości błędu średniego wyznaczenia 
składowej m^x, m ay lub m dz.

Uwzględnienie stopnia zaufania do każdej wyznaczonej składowej 
przemieszczenia polega przy generalizacji przem ieszczeń na zrów nowa
żeniu dokładnościowym  układu rów nań odkształceń. W edług ogólnie sto
sowanych zasad zrównoważenie to następuje w w yniku podzielenia każ
dego rów nania odkształceń przez w artość błędu średniego wyznaczenia 
odpowiedniej składowej przem ieszczenia oraz na rozw iązaniu tak  zrów
noważonego układu rów nań. Rozwiązanie dokonyw ane m etodą najm nie j
szych kw adratów  prowadzi w  tym  przypadku do spełnienia nieco od
miennego niż (12 ) w arunku  w postaci:

W konsekwencji zrównoważenia dokładnościowego układu rów nań od
kształceń możemy uwzględnić techniczną w artość generalizow anych 
rezultatów . U zyskujem y przy tym  dodatkow e możliwości oceny osiągnię
tych  rezultatów  generalizacji złożonej. M ianowicie w w yniku podstaw ie
nia do poszczególnych rów nań obliczonych uprzednio param etrów  prze-

(14)

mieszczeń otrzym ujem y wielkości Vd x  Vdy Vdz 

mdx’ m dy’ m dz
— - ,  k tóre pozwalają ocenić
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wyznaczone składowe odkształceń v dx, v dy, v dz bądź jako rezu lta ty  błędów 
wyznaczenia lub jako w ynik rzeczywiście w ystępujących odkształceń 
obiektu. W przypadku braku  odkształceń wielkości tych  stosunków  po
w inny być zbliżone do jedności, nie przekraczając w  sporadycznych 
skrajnych  przypadkach wartości równej granicznej wielokrotności błędu 
średniego. Bardziej kom pleksową ocenę występow ania lub niew ystępo
wania odkształceń uzyskam y posługując się obliczoną w artością:

gdzie: n„ — różnica między ilością rów nań odkształceń a ilością obli
czanych param etrów  przemieszczeń.

W przypadku, gdy wyznaczone składowe przemieszczeń v dp są spo
wodowane tylko błędam i wyznaczenia składowych dp możemy oczekiwać, 
że spełnione będzie k ry terium  braku  odkształceń o postaci:

M <  l + - 4 = .  (16)
V 2nn

Obecnie zilustru ję na kolejnych przykładach przebieg obliczania pa
ram etrów  przemieszczeń przy zróżnicowaniu lub ograniczeniu ilości w y
znaczanych składowych przemieszczeń punktów .

Przykład 2 generalizacji złożonej wyznaczonych przemieszczeń

Na rysunku 4a pokazano rzu t poziomy fundam entu, na k tórym  znajdu
je się 16 reperów  o wyznaczonych pionowych składowych przemieszczeń. 
Ograniczenie program u badań do wyznaczania wyłącznie osiadań powodu
je  tu  konieczność ograniczenia się do wyznaczenia param etrów  przem iesz
czeń dz'c, U, V przez rozwiązanie uikładu rów nań odkształceń typu: dz'c+  
+  xU +  y V  — d z + v dz =  dz'. W tablicy 2 zestawiono i rozwiązano układ 
rów nań odkształceń odpowiadający rozmieszczeniu reperów , określo
nem u na rysunku 4. P rzy  równoważeniu dokładnościowym układu rów 
nań przyjęto, że dokładność wyznaczenia osiadań wszystkich rozpatry 
wanych reperów  była jednakow a i w yraziła się błędem  średnim  m dz =  
=  0,1 mm. W rów naniach współczynniki przy niew iadom ych zostały w y

rażone w Ш natom iast składowe dz w yrażono w mm. mm J
Na rysunku 4b pokazano za pomocą izolinii przem ieszczenia pionowe 

fundam entu, natom iast na rysunku  4c pokazano za pomocą izolinii (pio
nowe odkształcenia fundam entu . Izolinie pokazane na rysunku  4a sta
nowią w ynik generalizacji prostej wyznaczonych osiadań dz reperów
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i k ry ją  w sobie zarówno przemieszczenia, jak  i odkształcenia fundam entu . 
Izolinie na rysunku  4b zostały w yinterpolow ane w oparciu o obliczone 
w artości dz' natom iast izolinie na rysunku  4c zostały w yinterpolow ane 
w oparciu o obliczone wartości v d2.

X

Przykład 3 generalizacji złożonej wyznaczonych przemieszczeń

Na rysunku 5 pokazano betonowy, m onolityczny fragm ent budowli, 
na którego powierzchni znajduje się 8 reperów  i 6 celowników. W tablicy 
3 po lewej stronie zestawiony został układ rów nań odkształceń stosow
nie do rozmieszczenia reperów  i celowników oraz do wyznaczonych w ar
tości składow ych ich przemieszczeń. W praw ej części tablicy 3 znajduje 
się układ tych rów nań zrównoważony dokładnościowo z uwzględnieniem  
w artości błędów średnich składow ych przemieszczeń, k tóre wykazano
w kolum nie oznaczonej w  nagłów ku m dp. W w yniku dokonanego rozw ią
zania tego układu stw ierdzono, że badany fragm ent budowli uległ p rze
mieszczeniom określonym  przez następujące w artości param etrów : dxc' =
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T a b lica  2

N r
pktu

dzc U V dz
m d z

S Vdz
m a z

Vd z dz'

1 10 0 28 31 69 7 0,7 3,8
2 10 0 14 10 34 8 0,8 1,8
3 10 0 0 9 19 - 1 1 - 1 ,1 - 0 , 2
4 10 15 28 44 97 - 1 1 - 1 ,1 3,3
5 10 15 14 0 39 13 1,3 1,3
6 10 15 0 - 9 16 1 0,1 - 0 ,8
7 10 31 28 44 113 - 1 7 - 1 ,7 2,7
8 10 31 14 0 55 6 0,6 0,6
9 10 31 0 - 1 6 25 2 0,2 —1,4

10 10 48 28 31 117 - 1 1 - 1 ,1 2,0
11 10 48 14 - 1 6 56 16 1,6 0,0
12 10 48 0 - 1 1 47 - 9 - 0 ,9 - 2 ,0
13 10 64 9 - 1 5 68 2 0,2 - 1 ,3
14 10 72 28 - 3 107 14 1,4 J,1
15 10 72 14 - 9 87 0 0,0 - 0 ,9
16 10 72 9 - 7 84 - 9 - 0 ,9 - 1 ,6

1 600 5 620 2 280 830 10 330
30 118 8 196 -  743 43 191 _ /  1593

5 062 3 708 19 246 м = у  13 = 1 1

40,0 140,5 57,0 20,8 258,2 3
t

_ m m  
=  1 ,49-------- -

101,9 1,8 - 3 6 ,0 67,7 7 m
42,5 60,9 103,6 6

_ 1 ЛСО? — 1UD

- 0 ,1 8 - 0 ,3 8 1,43 N ie w ia d o m e

=  —29,7 mm, d y c' =  —10,0 mm, dzc' -- 19,5 mm, ^  =  0,225 <p =  196°,

F, =  0,023 -HHL. Niezależnie od przemieszczeń w ystąpiły  tu  również od- 
m

kształcenia określone przez wartości v dx, v dy, v dz zestawione w kolum nie 
oznaczonej w nagłówku v dp. Fakt w ystąpienia odkształceń stw ierdzony 
został bezspornie, bowiem wielkość M — 3,1 zdecydowanie nie spełnia 
k ry terium  (16).

W niniejszym  przykładzie zw raca uwagę zastosowany sposób ułoże
nia rów nań odkształceń, prowadzący do zbliżenia do siebie w ar
tości współczynników przy poszczególnych wyznaczanych param etrach. 
W związku z tym , że współczynniki przy niew iadom ych U, V, e2 w przy
padku w yrażenia ich w m etrach osiągałyby znacznie większe wartości



N r. sk ład . dxc' dyc dzc и V 4 dp map

1 1,00 0,76 0,94 - 3 ,1 0,3
2 1,00 0,76 1,29 - 4 ,7 0,3
3 1,00 1,21 0,94 - 1 1 ,3 0,3

dz
4 1,00 1,21 1,29 - 1 6 ,8 0,3
5 1,00 0,78 0,94 - 3 ,8 0,5
6 1,00 0,78 1,29 - 5 ,1 0,5
7 1,00 0,98 0,94 - 7 ,6 0,5
8 1,00 0,98 1,29 - 8 ,0 0,5

‘ 9 1,00 - 1 ,2 8 - 0 ,9 4 - 1 ,5 0,8
10 1,00 - 1 ,2 8 - 1 ,2 9 - 4 ,8 0,9

dx 11 1,00 -1 ,5 0 -0 ,9 4 2,2 0,9
12 1,00 -1 ,5 0 - 1 ,2 9 - 2 ,3 1,0
13 1,00 -1 ,7 3 -0 ,9 4 4,6 1,1
14 1,00 -1 ,7 3 - 1 ,2 9 0,1 1,2
9 1,00 - 1 ,2 8 0,76 0,2 0,3

10 1,00 - 1 ,2 8 0,76 - 0 ,2 0,3

dy 11 1,00 - 1 ,5 0 0,76 0,9 0,5
12 1,00 - 1 ,5 0 0,76 1,5 0,5
13 1,00 - 1 ,7 3 0,98 1,2 0,6
14 1,00 - 1 ,7 3 0,98 1,5 0,6

Tablica 3

dxc dye

1,25
1,11
1,11
1,00
0,91
0,83

3.33
3.33 
2,00 
2,00
1.67
1.67

dze'

3.33
3.33
3.33
3.33 
2,00 
2,00 
2,00 
2,00

U

2.54
2.54
4.04
4.04
1.56
1.56
1.96
1.96 
1,60 
1,42 
1,67 
1,50
1.57 
1,44

V

3.14
4.31
3.14
4.31 
1,88
2.58 
1,88
2.58

- 4 ,2 7
- 4 ,2 7
- 3 ,0 0
-3 ,0 0
- 2,88
- 2,88

- 1 ,1 7
- 1 ,4 3
-1 ,0 5
-1 ,2 9
- 0,86
-1 ,0 8

2.53
2.53
1.52
1.52
1.63
1.63

dp/map

-1 0 ,3 5
-1 5 ,7 0
-3 7 ,7 0
-5 6 ,0 0

- 7 ,6 0
- 10,20
-1 5 ,2 0
-1 6 ,0 0

- 1,86
- 5 ,3 3

2,45
- 2 ,3 0

4,18
0,08
0,67

- 0 ,6 7
1,80
3.00
2.00 
2,50

- 1 ,3 4
-5 ,5 2

-2 7 ,1 9
-4 4 ,3 2
- 2 ,1 6
- 4 ,0 6
-9 ,3 6
- 9 ,4 6
- 3 ,3 8
-7 ,0 7

0,84
- 4 ,0 9

2,66
- 1 ,6 1

2,26
0,92
2,32
3,52
2,42
2,92

Vdplmdp

0,72
- 1 ,1 8
- 4 ,4 0

6,64
1,11

- 0 ,6 3
0,05

- 3 ,4 9
- 3 ,3 0
- 0 ,1 7
- 1 ,6 7

2,12
0,81
3,97

- 1 ,7 7
- 0 ,4 3

0,24
- 0 ,9 6

2,86
2,36

Vdp

0,22
-0 ,3 5
- 1 ,3 2

1,99
0,56

-0 ,3 2
0,02

-1 ,7 4
-2 ,6 4
-0 ,1 5
-1 ,5 0

2,12
0,89
4,76

- 0 ,5 3
-0 ,1 3

0,12
- 0 ,4 8

1,72
1,42

dp'

- 2 ,9  
- 5 ,0  

- 12,6 
-1 4 ,8  
- 3 ,2  
- 5 ,4  
— 7,6 
- 9 ,7  
- 4 ,1  
- 5 ,0

0,7
- 0,2

5,5
4.9 

- 0 ,3  
- 0 ,3

1,0
1,0
2.9
2.9

6,5437
35,7556

2,5581
5,9796

60,3556

-9 ,5 5 3 8

57,9028
72,2506

-5 0 ,0 5 7 4
67,4570
64,7202

148,3076

-7 ,1 8 4 3
28,3740

10,4965
-40 ,1150

30,8228

-3 ,9 5 1 6
17,1150

-496,7675
-530,4097
-597,7240

21,1424

-1 4 ,1 4 6 0
31,1872

-3 1 1 ,0 5 2 1
-3 3 4 ,5 9 3 4
-4 0 7 ,4 1 1 6

43,5364

M - j / ™ - «

[dp2] — [LL] =  132,51 

22,52 m m
100 m  

m m

7,7689

-3 ,7 3 4 7

7,4532
1,6590

-8 ,3 7 1 4
8.6830 
0,0024
1.6831

-2 ,8 0 8 5
4,7451

0,0046
-0 ,2 3 2 8

0,6041

-1 ,5 4 4 7
2,8622

-63 ,9431
-35 ,9240
-10 ,9674

1,3818

-5 ,5 2 9 9
5,2156

-4 0 ,0 3 8 1
-3 4 ,2 5 8 2

-9 ,5 1 7 2
1,9862

- 0,22 m

<p -  196°

2,29 m m  
100 m  

m m
=  0,02

-2 9 ,7 0 10,02 19,47 -2 1 ,6 5 - 6,20 2,29 N ie w ia d o m e
m
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10 O
illillinil

10 20 30 40m

R ys. 5

N r X У Z
1 76 94
2 76 129
3 121 94
4 121 129
5 78 94
6 78 129
7 98 94
8 98 129
9 76 94 128

10 76 129 128
IJ 76 94 150
12 76 129 150
13 98 94 173
14 98 129 173

aniżeli współczynniki przy dxc', d y c', dzc', k tóre są wszystkie rów ne 1 , 
wyrażono współrzędne punktów  w hektom etrach. W skutek tego niew ia
dome U, V, s2 uzyskane z rozwiązania układu rów nań odkształceń w yra- 

mm
żone zostały w hm

W w ielu przypadkach dokonywanie generalizacji złożonej przy narzu
ceniu w arunku  (12) lub (14) na wszystkie wyznaczone składowe w ekto
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rów  odkształceń v dp byłoby niesłuszne i prowadziłoby do zniekształce
nia rezulta tów  u trudn ia jących  analizę branżow ą. W yobraźm y sobie, że 
przedm iotem  w yznaczeń są składowe przem ieszczeń punktów  rozm iesz
czonych na pow ierzchni obiektu, którego poszczególne fragm enty  mogą 
podlegać zróżnicowanym  wpływom  pow odującym  przem ieszczenia i po
ważne co do wielkości odkształcenia. Na przykład wysoki komin, wieża, 
powłoka żelbetow a chłodni kom inowej, konstrukcja  i płaszcz stalowy 
zbiornika gazu mogą podlegać przem ieszczeniom  spowodowanym  przez 
przem ieszczenia fundam entu  oraz znacznym  co do wielkości odkształce
niom w yw ołanym  przez parcie w iatru , jednostronne nagrzew anie itp . Dla 
określenia najbardziej praw dopodobnych w artości przem ieszczeń takich 
obiektów bardziej właściwe jest obliczanie param etrów  przem ieszczeń na 
podstaw ie rozw iązania m etodą najm niejszych kw adratów  układu rów nań 
odkształceń zestawionych tylko dla punktów , k tó re  znajdują się na fu n 
dam entach i na konstrukcji w  strefie  bezpośrednio graniczącej z funda
m entam i. Poniew aż jednak  obliczone w tak i sposób param etry  przem iesz
czeń pow inny być w ykorzystane dla określenia składow ych przem iesz
czeń obiektu w dowolnym  punkcie jego pow ierzchni niezbędne jes t ze
staw ienie również rów nań odkształceń dla składow ych przemieszczeń 
punktów , k tóre znajdują się w  znacznej odległości od fundam entów . P a 
ram etry  przem ieszczeń obliczone na podstaw ie rozw iązania układu rów 
nań odkształceń, obejm ującego składowe przem ieszczeń punktów  na 
fundam encie i w jego pobliżu na konstrukcji, należy następnie podsta
wić do w szystkich zestawionych rów nań odkształceń w celu obliczenia 
składow ych w ektorów  odkształceń. Zalecane wyżej postępow anie zilu
s tru ję  w kolejnym  przykładzie liczbowym.

Przykład 4 generalizacji złożonej wyznaczonych przemieszczeń

P rzyk ład  niniejszy dotyczy generalizacji pionowych przemieszczeń 
reperów  14-8 zastabilizow anych na fundam encie chłodni kom inowej oraz 
poziomych przem ieszczeń celowników l-r-12  zastabilizow anych na po
w ierzchni żelbetowej powłoki chłodni. Rozmieszczenie badanych punk
tów w skazane jest na  rysunku  6. R epery l-i-8 i celowniki 14-4 możemy 
potraktow ać w praktyce jako punkty , których przem ieszczenia są spo
wodowane w głównej m ierze przez przem ieszczenia fundam entu  chłodni. 
Celowniki 54-12 znajdujące się na powłoce mogą ulegać przem ieszcze
niom w yw ołanym  zarówno przez przem ieszczenia fundam entu , jak  i przez 
znaczne co do w artości odkształcenia cienkościennej powłoki pod w pły
wem  parcia w iatru , nierów nom iernego nagrzew ania, zalodzenia w  okresie 
zim owym  itp.
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W górnej części tablicy 4 został zestawiony i rozw iązany układ rów 
nań odkształceń dotyczących pionowych przemieszczeń reperów  14-8
i poziomych przemieszczeń celowników l-f-4. W dolnej części tablicy 4 
zestawiono rów nania odkształceń dotyczące składow ych poziomych prze
mieszczeń celowników 54- 1 2 . Po podstaw ieniu obliczonych w artości pa
ram etrów  przemieszczeń do wszystkich zestawionych rów nań odkształceń 
obliczono składowe wektorów  v dp, dp'.

Ze względów związanych z techniką rachunku, przy układaniu  rów 
nań odkształceń wyrażono w spółrzędne punktów  w dziesiątkach m etrów. 
W przykładzie niniejszym  przyjęto  ponadto dla uproszczenia, że w szyst
kie wyznaczone składowe przem ieszczeń punktów  posiadają jednakow ą 
dokładność, co pozwoliło na rozwiązanie układu rów nań bez jego rów 
noważenia.

W w yniku rozwiązania układu rów nań odkształceń otrzym ano nastę
pujące w artości param etrów  przemieszczeń: dxc' — 1,6 mm* d y c' —

— —0,2 mm, dzc' =  —10,1 mm, ej —: 0,32 ? =  39°, e 2 =  0,02 •

Na rysunku 6a pokazano składowe przem ieszczeń punktów  wyznaczo
ne z pom iaru. W dolnej części tego rysunku  pokazano w ektory  pozio
m ych przem ieszczeń celowników na tle rzu tu  poziomego chłodni oraz 
wykazano w form ie liczbowej wielkości osiadań reperów  (w mm). W gór
nej części rysunku 6a pokazano wyznaczone przem ieszczenia punktów  
w rzutach pionowych na płaszczyzny przekrojów  środkow ych chłodni.

Rysunek 6b ilu stru je  obliczone składowe w ektorów  przem ieszczeń dp'. 
Na rysunku tym  pokazano również izolinie pionowych przem ieszczeń fu n 
dam entu oraz wskazano k ierunek  zm iany jego pochylenia. Należy zau
ważyć, że k ierunki w ektorów  przemieszczeń poziomych są na tym  ry 
sunku zbliżone do kierunku zm iany pochylenia fundam entu . B rak pełnej 
zgodności tych kierunków  spowodowany został przez w ystąpienie obrotu 
poziomego e2 oraz drobnych przem ieszczeń poziomych dxc', d y c'.

Zauważmy, że k ierunki w ektorów  przem ieszczeń poziomych w edług 
rysunków  6a i 6b różnią się m iędzy sobą w zasadniczy sposób. Świadczy 
to o tym , że w ektory  poziomych przem ieszczeń celowników 54-12 po
kazane na rysunku 6a stanow ią w ynik przem ieszczenia fundam entu
i znacznych co do wielkości, w yraźnie system atycznych odkształceń po
włoki żelbetowej. Ilustrację  w pływ u odkształceń powłoki na poziome 
przem ieszczenia celowników 54-12  zawiera rysunek  6c. W ektory odkształ
ceń powłoki w m iejscach poszczególnych cèlownikôw m ają na tym  ry 
sunku w  przybliżeniu jeden kierunek, zbliżony dó k ierunku śladu pozio
mego przekro ju  AA. Obliczenie k ierunku przekro ju  AA, w k tórym  na-

3 P ra c e  I n s ty tu tu  Geodezji
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T a b lica  4

N r sk ład . dxc dy'c dz'c U V e2 dp S Vdp dp'

1 1,0 - 1 ,3 - 1 2 ,7 - 1 3 ,0 - 0 ,7 - 1 3 .4
2 1,0 - 0 ,9 - 0 ,9 -1 3 ,9 14,7 - 0 ,3 - 1 4 ,2
3 1,0 - 1 ,3 -1 3 ,1 -1 3 ,4 0,3 —12,8
4 l.o 0,9 - 0 ,9 -1 0 ,3 -9,3 0,6 - 9 ,7dz 5 1,0 1,3 - 6 ,2 -3,9 - 0 ,6 - 6 ,8
6 1,0 0,9 0,9 - 5 ,9 3,1 - 0 ,1 - 6 ,0
7 1,0 1,3 - 7 ,4 -5,1 0,0 - 7 ,4
8 1,0 - 0 ,9 0,9 - 1 1 ,5 10,5 1,0 - 1 0 ,5

: 1 1.0 - 0 ,3 0,4 1,1 0,5 0,9
2 1,0 - 0 ,3 1,2 0,8 2,7 0,3 1,1dx 3 1,0 - 0 ,3 1,6 2,3 - 0 ,7 0,9

. 4 1,0 - 0 ,3 - 1 ,2 0,7 0,2 - о д 0,6
1 1,0 - 0 ,3 - 1 ,2 - 1 ,2 -1,7 0,1 - 1 ,1
2 1,0 - 0 ,3 - 0 ,5 0,2 - 0 ,3 - 0 ,8

dy 3 1,0 - 0 ,3 1,2 - 0 ,3 1,6 - 0 ,3 - 0 ,6
4 1,0 - 0 ,3 - 1 ,4 0,7 0,5 - 0 ,9

4,00 - 1 ,2 0 3,50 6,30
4,00 -1 ,2 0 - 3 ,4 0 -0,60

8,00 -8 1 ,0 0 - 7 3 ,0 0
6,98 15,68 21,46

6,98 14,55 20,33
5,76 1,20 6,96

2,00 - 0 ,6 0 1,75 3,15 5
2,00 -0 ,6 0 - 1 ,7 0 -0,30 0

2,83 -2 8 ,6 2 - 2 5 ,8 0 79
2,57 6,51 9,09 8

2,57 5,26 7,84 3
2,40 0,50 2,90 0

1,63 - 0 ,2 4 -1 0 ,1 1 2,53 2,05 0,21 N ie w ia d o m e

N r  sk ład . dx'c dy'c dz'c U V E2 dp Vdp dp'

5 1,0 - 1 ,9 - 4 ,5 1,3 - 3 ,2
6 1,0 - 1 ,9 0,7 - 5 ,1 2,1 - 3 ,0
7 1,0 - 1 ,9 - 4 ,7 1,5 - 3 ,2

dx 8 1,0 - 1 ,9 - 0 ,7 - 3 ,7 0,4 - 3 ,3
9 1,0 - 3 ,1 - 7 ,4 1,2 - 6 ,2

10 1,0 - 3 ,1 0,8 - 7 ,0 1,0 - 6 ,0
11 1,0 - 3 ,1 - 8 ,0 1,8 - 6 ,2
12 1,0 - 3 ,1 - 0 ,8 - 6 ,5 0,1 - 6 ,4
5 1,0 - 1 ,9 - 0 ,7 0,1 —4,4 - 4 ,3
6 1,0 - 1 ,9 0,5 —4,6 - 4 ,1
7 1,0 - 1 ,9 0,7 - 1 ,2 —2,8 - 4 ,0

dy 8 1,0 - 1 ,9 - 1 ,5 —2,6 - 4 ,1
9 1,0 - 3 ,1 - 0 ,8 2,6 - 9,4 - 6 ,8

10 1,0 - 3 ,1 2,8 —9,4 - 6 ,6
11 1,0 - 3 ,1 0,8 1,5 7,9 - 6 ,4
12 3,0 - 3 ,1 1,0 7,6 - 6 ,6
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stępu je  m aksym alne odkształcenie powłoki, dokonane zostało w edług 
w zoru

7 =  arc tg =  101°.
iV dx i

Na tle przekro ju  AA pokazano linie odkształceń kon turu  i środkow e
go przekro ju  powłoki, określone za pomocą średnich składow ych od
kształceń, k tóre obliczono na poszczególnych poziomach w oparciu o g ru 
py w ektorów  odkształceń powłoki w  punktach  14-4, 54-8, 94- 12 .

4. Analiza dokładności wyników generalizacji złożonej wyznaczonych 
przemieszczeń punktów, warunki wyznaczalności przemieszczeń bryły

Na dokładność wyznaczenia param etrów  przem ieszczeń oraz składo
wych w ektorów  dp', v dp m ają w pływ  następujące czynniki:

1) wielkości param etrów  przemieszczeń,

2) dokładność wyznaczenia składow ych w ektorów  dp przem ieszczeń 
poszczególnych punktów ,

3) rozmieszczenie punktów  kontrolow anych, k tórych  wyznaczone 
składowe przemieszczeń w ykorzystano do obliczenia param etrów  prze
mieszczeń,

4) wielkości składow ych w ektorów  v dp odkształceń w m iejscach 
punktów  kontrolow anych, k tórych  składowe przem ieszczeń w ykorzysta
no do obliczenia param etrów  przemieszczeń.

Wielkości param etrów  przem ieszczeń m ają w pływ  na dokładność ich 
wyznaczenia ze względu na uproszczenia, jakie zostały zastosowane przy 
w yprow adzaniu wzorów (1 1 ) określających liniową postać rów nań od
kształceń. Uproszczenia te  w ynikały  z założeń, że ką ty  e b  e 2 są bliskie
0 i sprow adzały się do przyjęcia, że cosinusy tych  kątów  są rów ne 1. M a
ksym alne różnice między składow ym i w ektorów  dp' określonym i z roz
wiązania układu rów nań (1 1 ), a składow ym i jak ie  otrzym alibyśm y bez 
wspom nianych założeń upraszczających możemy oszacować w oparciu
o przybliżone wzory:

Adx' =  x  {(1 — cos e,)-f (1 — cos e2)} ;
Ady’ =  y  {(1—cos e,) +  (l — cos e2)} ;
Adz' — z ( l —cosE])+ l/ x 2+ j/a • e,s2. (17)

Dla praktycznego korzystania z tych  wzorów przy  ocenie wielkości 
błędów, jakie możemy popełnić stosując w zory (1 1 ) posługujem y się ta 
blicą 5, zaw ierającą zestaw ienie wielkości 1— cos e ,  e 2.

3*
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T a b lica  5

£ 1-COS E E2

•
m m

m
10“8- 10-8-

1 0,29 4 8
2 0,58 8 34
3 0,87 19 76
4 1,17 34 135
5 1,46 53 211
6 1,75 76 304
7 2,04 104 414
8 2,33 135 541
9 2,62 171 685

10 2,92 211 846
15 4,36 476 1904
20 5,82 846 3385
25 7,27 1322 5288
30 8,73 1904 7615

W pływ kolejno w ym ienionych czynników na dokładność określenia 
param etrów  przemieszczeń możemy ocenić przy w ykorzystaniu ogólnego 
wzoru na błąd funkcji w yrów nanych spostrzeżeń, k tóry  w form ie k ra 
kowianowej przyjm uje znaną, prostą postać

m F =  M |/  f • (a2)_1*f. (18)
Zauważm y, że praw a strona wzoru (18) składa się z dwu zasadni

czych czynników:
1) czynnika pod pierw iastkiem , którego wielkość zależy od s tru k tu ry  

układu (rozmieszczenia punktów  kontrolowanych, k tórych składowe 
przemieszczeń w ykorzystano do obliczenia param etrów  przemieszczeń 
bryły) oraz od dokładności wyznaczenia tych składowych, ustalonej 
a ’priori przy równoważeniu układu,

2) czynnika poza pierw iastkiem , którego wielkość zależy od faktycz
nej dokładności wyznaczenia składowych przemieszczeń dp i od, wielkoś
ci składowych odkształceń v dp punktów  w ykorzystanych do obliczenia 
param etrów  przemieszczeń.

P rzy  określonym  rozmieszczeniu kontrolow anych punktów  i określo
nej dokładności wyznaczenia ich przemieszczeń możemy oczekiwać, że 
najm niejsze wielkości błędów funkcji osiągniemy przy braku odkształ
ceń bry ły  w m iejscach punktów  w ykorzystanych do obliczenia param e
trów  przemieszczeń, to jest przy wartości M zbliżonej do jedności.
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W ielkości błędów średnich param etrów  przem ieszczeń obliczanych 
bezpośrednio z rozwiązania układu rów nań odkształceń, to jest: 
m dx'c, mdy'c> mdz'c, mu, rnv , m ï2 możemy obliczyć z wzoru:

gdzie: Qu — elem ent krakow ianu (a2) -1 znajdujący się na przecięciu ko
lum ny i Wiersza o num erach i,

i — num er obliczanego param etru .
Dla obliczenia błędu średniego mn korzystam y z wzoru ogólnego (18), 

w k tórym  krakow ian kolum now y f, posiada postać:

\ /U2+ V 2
Dla obliczenia błędu średniego korzystam y z w zoru ogólnego (18), 

w k tórym  krakow ian  kolum now y f  posiada postać:

Do zilustrow ania sposobu obliczania błędów średnich param etrów  
przem ieszczeń służy przykład zaw arty  w tablicy 6 . W tablicy tej podane 
jest obliczenie krakow ianu (a2) " 1 stanowiącego odwrotność krakow ianu 
współczynnikowego rów nań norm alnych a 2, zaczerpniętego z tablicy 3.

Z lewej strony  w dolnej części tablicy 6 podano wielkości param etrów  
przem ieszczeń obliczone w tablicy 3 oraz wielkości błędów średnich tych 
param etrów . Po praw ej stronie w dolnej części tablicy 6 podano oblicze
nie błędów m Bl, m  w edług w zoru (18) z uw zględnieniem  postaci k ra 
kowianów fE, fe określonych-w zoram i (20), (2 1).

Należy tu  zwrócić uwagę, że błędy średnie param etrów  obliczone 
w tablicy 6 w yrażone są w takich sam ych jednostkach, jak  p a ram etry  
obliczone w tablicy 3. W ynik obliczenia m  jest nie m ianow any i w y
m aga pomnożenia przez odpowiednie 0 d la  w yrażenia go w stopniach lub 
m inutach (wyrażenie w stopniach jest bardziej p rzydatne ze względu na 
stosunkowo dużą w artość tego błędu).

Zilustrow aną wyżej analizę dokładności w ykonujem y w  celu zbada
nia, czy wyznaczone wielkości param etrów  przem ieszczeń można uznać 
za m iarodajne dla stw ierdzenia, że rzeczywiście nastąp iły  przem ieszcze
nia rozpatryw anej bryły . Na przykład w w yniku obliczeń dokonanych

• "  _  mm • w  tablicy 6 dow iadujem y się, że wyznaczona wielkość e 2 — 0,023 ^  nie

(19)

U
VU2+ V 2

V (20)

u2+v*
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świadczy o stw ierdzeniu, że nastąpił poziomy obrót bry ły , bowiem błąd

średni m* =  0,051 Ш-— jest od tej wielkości ponad dw ukrotnie większy.
2 m

Niezależnie od analizy dokładności wyznaczonych param etrów  p rze
mieszczeń celowe w ydaje się dokonywanie w stępnych rachunków  do- 
kładnościowych w fazie projektow ania rozm ieszczenia punktów  kontro
lowanych.

Niezależnie od dokonywania analizy dokładności wyznaczenia p a ra 
m etrów  przemieszczeń trzeba przy  projektow aniu  rozm ieszczenia punk
tów kontrolow anych zdawać sobie spraw ę z tego, czy zadanie obliczenia 
param etrów  przemieszczeń będzie wyznaczalne. Ja k  wiadomo, usy tuo
w anie b ry ły  w  przestrzeni określone jest wówczas, gdy znam y usytuow a
nie co najm niej trzech jej punktów  nie leżących na jednej prostej (to 
jest gdy znam y 9 w spółrzędnych tych punktów  np. w  prostokątnym  
układzie współrzędnych). Przem ieszczenie b ry ły  określone jest wówczas 
gdy potrafim y określić całkow ite przem ieszczenie jednego z tych punk 
tów (Л), składowe przem ieszczenia drugiego punk tu  (B) w  płaszczyźnie 
prostopad łej. do k ierunku  AB oraz składowe przem ieszczenia trzeciego 
punktu  (C) wzdłuż k ierunku  prostopadłego do płaszczyzny zaw ierającej 
punkty  ABC.  Tak więc zgodnie z uprzednio w yprow adzonym i wzoram i 
(10), jeśli znam y pozycje trzech punktów  bry ły , to d la wyznaczenia p rze
mieszczenia b ry ły  konieczna jest znajomość co najm niej 6 składow ych 
przemieszczeń tych punktów , pozwalająca na wyznaczenie 6 param etrów  
przemieszczeń bryły.

Jak  już uprzednio wspom niałem, w  praktyce wyznaczam y poziome 
składowe przem ieszczeń n iektórych punktów  i pionowe składowe prze
mieszczeń innych punktów  obiektu. W związku z tym  powyższe k ry te 
rium  wyznaczalności przem ieszczeń m usim y zastąpić innym  kry terium , 
dostosowanym  do praktycznych możliwości a jednocześnie gw aran tu ją 
cym  wyznaczalność param etrów  przemieszczeń. Pam iętając, że przedm io
tem  w yznaczenia są niew ielke przem ieszczenia b ry ły  możemy posługiwać 
się następującym i k ry teriam i wyznaczalności tych  przem ieszczeń:

1 ) składowe przem ieszczeń wzdłuż jednej osi prostokątnego układu 
współrzędnych trzeba wyznaczyć co najm niej na trzech  punktach  nie 
leżących na jednej prostej i nie leżących w płaszczyźnie równoległej do 
tej osi,

2) składowe przem ieszczeń wzdłuż drugiej osi prostokątnego układu 
w spółrzędnych trzeba wyznaczyć co najm niej na dw u punktach  nie le
żących w płaszczyźnie równoległej do tej osi,

3) składowe przem ieszczeń wzdłuż trzeciej osi prostokątnego układu 
w spółrzędnych trzeba wyznaczyć na jednym , dowolnie położonym 
punkcie.
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O wysokiej dokładności wyznaczenia param etrów  przem ieszczeń b ry 
ły decyduje takie rozmieszczenie punktów , przy k tórym  uzyskuje się 
najkorzystniejsze spełnienie powyższych kryteriów . Tak więc np. przy 
wyborze trzech punktów , na k tórych wyznacza się składowe przem iesz
czeń wzdłuż jednej osi układu (pierwsze k ry terium  wyznaczalności) na
leży dążyć do umieszczenia ich w płaszczyźnie prostopadłej do tej osi. 
Podobnie w ybór dwu punktów , na k tórych wyznacza się składowe prze
mieszczeń wzdłuż drugiej osi -powinien być taki, aby punkty  te  leżały 
w  m iarę możności na prostej równoległej do osi wym ienionej w trzecim  
k ry terium  wyznaczalności.

Trzeba dodać, że na te zagadnienia nie zwracano dotychczas dosta
tecznej uwagi, co w wielu przypadkach decydowało o tym , że w  w yniku 
pom iarów nie można było uzyskać takiego zespołu przem ieszczeń punk 
tów, k tó ry  pozwalałby na wyznaczenie param etrów  przem ieszczeń ba
danego obiektu. W rezultacie uzyskiwano jedynie dane pozwalające na 
bardzo przybliżoną ocenę przemieszczeń obiektu.

5. Obliczanie odchyłek usytuowania punktów

Na podstaw ié w ym iarów projektow ych możemy określić w spółrzędne 
projektow e X, Y, Z w szystkich charakterystycznych punktów  obiektu, 
w yrażając je w  prostokątnym  układzie w spółrzędnych OX YZ  o osiach 
skierow anych równolegle do osi siatki m odularnej projektu . W celu okre
ślenia odchyłek usytuow ania punktów  charakterystycznych realizow a
nego obiektu w ykonujem y takie pom iary i obliczenia, które pozwalają 
na wyznaczenie współrzędnych x, y, z  tych punktów  w lokalnym  ukła
dzie współrzędnych prostokątnych oxyz.  Układy projektow y i lokalny 
posiadają osie OZ i oz skierowane pionowo, natom iast ipoziome osie obu 
układów są od siebie odchylone odpowiednio o kąt poziomy e.  Ponadto 
początek układu lokalnego nie pokryw a się z początkiem układu p ro jek
towego i posiada w nim współrzędne X 0, Y 0, Z 0.

Przy  określaniu odchyłek usytuow ania ipunktów charakterystycznych 
zadanie polega na przeliczeniu wyznaczonych współrzędnych x, y, z ze
społu punktów  do układu projektowego w taki sposób, aby uzyskane 
współrzędne X', Y', Z’ można było w ykorzystać do obliczenia składowych 
odchyłek usytuow ania punktów  z wzorów:

àx ,  =  x : ~ x v
d Y i =  Y ’l - Y i -,
d.Zj =  Zi Zź, (22)

gdzie: i — num er rozpatryw anego punktu.
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Transform acja zespołu w spółrzędnych x, y, z  na w spółrzędne X', Y', 
Z' w ykonyw ana byw a przy różnych, mniej lub bardziej praw idłow ych
i jednoznacznych założeniach. W zależności od p rzy jętych  założeń o trzy
m ujem y później rozm aite rozkłady odchyłek współrzędnych.

Różnice między efektam i transform acji dokonanych przy  różnych za
łożeniach zilustru ję  na prostym  przykładzie. P rzyjm iem y, że wg pro
jek tu  rzu t poziomy fundam entu  m a posiadać kształt kw adratu  pokaza
nego na rysunku  7a. W w yniku pom iaru fundam entu  stw ierdzono, że 
jego rzu t poziomy posiada kształt w skazany na rysunku  7b. Na ry su n 
kach 7c, d, e, f, pokazano wzajem ne usytuow anie figur z rysunków  7a i 7b 
dopasowanych w zajem nie przy  kolejnym  zakładaniu, że punkty  1, 2, 3, 4
i k ierunki kraw ędzi 1— 2, 2—3, 3—4, 4— 1 obydwu figur pokryw ają się. 
Na rysunkach  tych  oznaczono strzałkam i w ektory  odchyłek usy tuow a
nia naroży fundam entu , k tóre m ają świadczyć o dokładności jego zreali
zowania. Zauważm y, że zilustrow ane sposoby dostosowania powodują 
różnorodne kształtow anie się odchyłek, u trudn iające praw idłow ą ocenę 
dokładności zrealizowania rzu tu  poziomego fundam entu  ze względu na 
przyjęcie, że niektóre punk ty  i k ierunki nie posiadają odchyłek. Pow o
duje to grom adzenie się nadm iernych odchyłek na pozostałych punktach , 
wyw ołujące w rażenie m niejszej niż rzeczyw ista dokładności w ykonania 
fundam entu.

Na rysunku  7g pokazano wzajem ne położenie figur, przy  k tórym  po
szczególne w ektory  odchyłek uzyskały znacznie m niejsze wartości. Na
stąpiło to na skutek przyjęcia, że dopasowanie powinno być dokonane 
tak, aby rozkład odchyłek był bardziej rów nom ierny. W zajemne usy tuo
wanie figur na rysunku  7g uzyskano na drodze graficznego ich dopaso
wania (figurę wg rysunku  7b narysow ano na kalce, k tó rą  przesuw ano 
po arkuszu z narysow aną figurą  7a aż do uzyskania w zajem nej pozycji 
dającej w rażenie równom ierności rozkładu odchyłek). W tej pozycji fi
gurę z kalki przekłuto na arkusz. Oczywiście postępow anie takie jest 
subiektyw ne i niejednoznaczne a ponadto możliwe do zastosowania je 
dynie w tych  przypadkach, gdy operujem y m ałym  zespołem punktów
o wyznaczonych odchyłkach usytuow ania i gdy wielkości odchyłek są 
duże w stosunku do w ym iarów  figury. Dlatego dopasowanie figury  okre
ślonej ze w spółrzędnych x, y  do figury  projektow anej, określonej przez 
w spółrzędne X, Y  lepiej jest wykonać przy w ykorzystaniu  m etod anali
tycznych, posługując się zbiorami w spółrzędnych w yznaczonych i p ro
jektow anych zespołu punktów . N ajbardziej popraw ne byłoby dokona
nie jednoczesnego przeliczenia całego zbioru w spółrzędnych x, y, z  bez 
zniekształceń w ew nętrznych na zbiór współrzędnych X', Y' , Z' spełnia
jący określone w arunki w stosunku do zbioru w spółrzędnych p ro jek to
wych X, Y,  Z. W arunki te pow inny powodować możliwie rów nom ierny
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rozkład wartościowy i sy tuacyjny  zespołu odchyłek w spółrzędnych, co 
możemy wyrazić w  form ie

[dX2+ d Y 2+ d Z 7] =  min. (23)

Dopasowanie b ry ły  określonej przez wyznaczone z pom iaru współ
rzędne x, y, z  do b ry ły  określonej przez w spółrzędne X, Y,  Z  na podsta
wie w szystkich punktów  charakterystycznych  obiektu jest uciążliwe i za
zwyczaj niepotrzebne. W większości przypadków  w arunek  (23) w inien 
być spełniony dla punktów  znajdujących się na podstaw ie montażowej 
rozpatryw anego obiektu, p rzy  czym realizow any jest oddzielnie dla skła
dowych poziomych dX, dY  i dla składow ych pionowych dZ. Tak więc 
w arunek (23) zostaje zastąpiony przez dw a w arunki

[dX2+ d Y 2] =  min, (24)
[dZ2] =  min. (25)

Przeliczenie zbioru w spółrzędnych x, y  dokonuje się przy w ykorzy
staniu  wzorów na transform ację, k tóre możemy w yrazić w postaci rów 
nań popraw ek:

Xjp +  xq cos E — yq  sin e =  X + d X ' =  X",
Y; +  yq  cos £ +  xq sin s =  Y +  dY' =  Y", (26)

gdzie: Xj,, Yj,, q cos e ,  q sin e — niewiadom e, 
x, y  — w yrazy wolne, 

dX', dY'  — popraw ki wyrównawcze.

Jednak  rozwiązanie układu  rów nań popraw ek typu  (26) prowadzi do 
obliczenia składow ych odchyłek dX', dY', k tóre są obciążone w pływ em  
zm iany skali figu ry  utw orzonej przez w spółrzędne x, y.

A by przy  rozw iązyw aniu tego układu uzyskać składowe dX, dY  w ol
ne od w pływ u zniekształceń skali, trzeba narzucić na niewiadom e dodat
kowy w arunek  q =  1 , co będzie równoznaczne z rozw iązaniem  układu 
rów nań popraw ek o postaci:

X 0+ x  cos e — y  sin e — X + d X  =  X ';
Y0+ y  cos £-r x  sin £ =  Y + d Y  =  Y'. (27)

Zauważm y, że tabele współczynnikowe układów  rów nań typu  (26)
i (27) są jednakow e i posiadają postać:

1 0 Xi ~Vt
0 1 Vi Xi
1 0 X) -У )
0 1 У) X)
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W celu obliczenia niewiadom ych X 0, Y0, cos e, sin e należy rozw ią
zać układ rów nań popraw ek typu (26) przy  zachowaniu w arunku  
[dX'2+ d Y '2] =  min, obliczając niewiadome q cos e, q sin e, k tóre następ
nie w ykorzystujem y do obliczenia funkcji cos e,  sin £ opierając się na 
zależnościach:

q sin eSin £ — ----------- •
,2|/  (qsin e)2 +  (q cos s): 

qcoss
cos s =  , -—-- - (^У)

y (q sin e)2 +  (q cos e)2
Obliczone wartości funkcji cos s, sin e podstaw iam y następnie do p ie r

w iastka krakowianowego zamiast wartości q cos e, q sin £ w celu obli
czenia niewiadom ych X 0, Y0 zamiast niew iadom ych X'Q, YJ,.

Omówiony sposób rozwiązania układu rów nań popraw ek z narzuce
niem w arunków  na niewiadom e zilustru ję na przykładzie liczbowym za
w artym  w tablicy 7.

Przeliczenie zbioru współrzędnych wysokościowych z  dokonuje się 
przy w ykorzystaniu prostego wzoru:

2 =  ą + d ą  =  z ; , (зо)n t l i

gdzie: [z —Z] — suma różnic współrzędnych punktów  dostosowania, 
n — liczba punktów  dostosowania.

Przykład obliczenia poziomych składowych odchyłek usytuowania
punktów

P rzy  pom iarze kontrolnym  wyznaczono współrzędne x, у  w ielu cha
rakterystycznych punktów  budynku. W spółrzędne te przeliczono na 
współrzędne X', Y'  przy  dostosowaniu do punktów  1—4 stanow iących 
narożniki fundam entu  budynku. W tablicy 7 pokazany jest tok obliczeń 
związanych z transform acją w spółrzędnych i obliczeniem składow ych od
chyłek usytuow ania punktów. W dolnej części tablicy 7 pokazano p rzy
kładowo obliczenie składowych odchyłek dwu punktów  na konstrukcji 
budynku, które nie były  w ykorzystane do obliczenia param etrów  tran s
form acyjnych X 0, Y  o,  cos E, sin £. Pokazane przykładowo obliczenie po
lega na podstaw ieniu w artości param etrów  transform acyjnych określo
nych na podstaw ie punktów  dostosowania, do rów nań popraw ek typu 
(27) zestawionych dla wszystkich punktów  o wyznaczonych współrzęd
nych X ,  y .
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T a b lica  7

X 0 Yo COS e s in  e l S O d ch y łk a N r  odch.

1,000 11,545 -1 1 ,5 5 9 0,000 0,986 - 0 ,0 0 3 dXi
1,000 27,129 -1 1 ,6 6 6 15,580 32,043 0,002 dX 2
1,000 10,961 -  97,960 0,000 -8 5 ,9 9 9 - 0 ,0 2 3 a X 3
1,000 26,588 -9 8 ,0 6 6 15,580 -5 4 ,8 9 8 0,024 dX 4

1,000 11,559 11,545 0,150 24,254 0,006 dY,
1,000 11,666 27,129 0,150 39,945 0,012 d Y 2
1,000 97,960 10,961 86,570 196,491 -0 ,0 1 1 d Y 3
1,000 98,066 26,588 86,570 212,224 - 0 ,0 0 7 d Y 4

4,000 76,223 -2 1 9 ,2 5 1 31,160 -1 0 7 ,8 6 8
4,000 219,251 76,223 173,440 472,914 R ó w n a n ie

21179,143 0,000 17810,365 39284,982 n o rm a ln e

21179,143 1546,793 22582,908

2,000 38,112 -1 0 9 ,6 2 6 15,580 -5 3 ,9 3 4
2,000 109,626 38,112 86,720 236,457 8 , .

87,800 0,000 87,811 175,611 n o rm a ln y ch
87,800 - 0 ,5 7 3 87,226

q  cos e q  s in  £
1,000125 -0 ,0 0 6 5 2 6

N ie w ia d o m e  4 1,000146

tg £ = -0 ,0 0 6 5 2 5
X 0 Yo COS e Sin E

-1 1 ,6 2 3 -1 1 ,3 2 7 0,999979 — 0,006525

1,000 11,269 — 54,938 0,000 0,004 d X r
1,000 54,938 11,269 43,520 0,016 dY,

1,000 11,241 -6 0 ,1 6 4 0,000 0,010 d X 8

•

1,000 60,164 11,241 48,770 - 0 ,0 0 8 d Y 8

6. Obliczenie odchyłek usytuowania powierzchni krzywoliniowych

W praktyce w ystępuje  często zagadnienie określenia odchyłek usy tuo
w ania powierzchni, k tóre nie posiadają charakterystycznych  punktów , 
dających się łatw o zidentyfikow ać w projekcie. Jako przykład mogą słu
żyć pow ierzchnie żelbetow ych chłodni kom inowych o kształcie hiperbo- 
loidy obrotow ej, powierzchnie zbiorników paliw  p łynnych o kształcie 
kuli lub elipsoidy, nakrycia dachowe o kształcie paraboloid eliptycznych,
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klatki schodowe o kształcie powierzchni śrubow ej itp. Zazwyczaj jesteś
my w stanie wyróżnić charakterystyczne punkty  jedynie na fundam en
tach konstrukcji o krzyw oliniowym  kształcie powierzchni, natom iast 
punkty  na powierzchni podporządkow ują się wa:-unkom  określanym  przez 
równania. Dotychczas w  technice przyjęło sie stosowanie konstrukcji, 
których powierzchnie dają się wyrazić za pomocą rów nania 2 stopnia
o ogólnej postaci

A X 2+ B Y 2 +  CZ2+ D X Y + E X Z - \ - F Y Z + G X + H Y - r I Z + J  =  0. (31)

Zagadnienie wyznaczania odchyłek projektow ych takich pow ierzchni 
często byw a m ylone z odrębnym  zagadnieniem aproksym acji wyznaczo
nego zbioru współrzędnych x, y, z punktów  ozraczonych na rzeczywistej 
powierzchni konstrukcji. Zagadnienie aproksym acji w ystępuje wówczas, 
gdy nie posiadamy żadnych innych danych o 1 jadanej pow ierzchni poza 
tym , że jest to zapewne powierzchnia drugiego stopnia, określona rów na
niem (31). Sposób aproksym acji zbioru wyznaczonych współrzędnych 
punktów  oznaczonych na rzeczywistej pow ienchni przez rów nanie po
wierzchni 2 stopnia omówiony jest szczegółowo w pracy [4].

W większości przypadków, poza faktem , że rozpatryw ana pow ierzch
nia w yraża się rów naniem  2 stopnia, p ro jek t k o is tru k c ji pozwala na bliż
sze sprecyzowanie postaci tego rów nania i w artości jego param etrów . 
Tak więc, ze względu na projektow e w arunki usytuow ania konstrukcji 
możemy zazwyczaj operować rów naniem  pow isrzchni o postaci uprosz
czonej, odpowiadającej pokryw aniu się płaszczyzn rzutów  układu p ro jek 
towego OX YZ  z płaszczyznami sym etrii powierzchni

A X 2+ B Y 2-\-CZ2+ K  — ). (32)

Ponieważ pro jek t określa szczegółowo jaka to jest powierzchnia i ja 
kie są wartości jej param etrów  możemy traktow ać współczynniki A, B, 
С, К  rów nania (32) jako wielkości znane.

Jeśli współrzędne projektow e punktów  charakterystycznych na fu n 
damencie lub cokole konstrukcji, k tórej powierzchnia w yrażona jest rów 
naniem  (32) o znanych param etrach, w yrazim y w układzie OXYZ,  k tó
rego płaszczyzny rzutow e pokryw ają się z płaszczyznami sym etrii tej 
powierzchni, to możemy zbiór wyznaczonych w spółrzędnych x, y, z  p rze
liczyć na zbiór X', Y', Z' w dostosowaniu do tych punktów . Wówczas 
obliczenie składowych odchyłek punktów  charakterystycznych na funda
mencie odbywa się w uprzednio omówiony sposób, natom iast obliczenie 
odchyłek punktów  wyznaczonych na rzeczywistej powierzchni obiektu, 
k tórej powierzchnia projektow a określona jest rów naniem  (32) wymaga 
odmiennego podejścia. Obliczenie składow ych odchyłek usytuow ania tych 
punktów  względem powierzchni projektow ej sprow adza się do obliczenia
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składow ych odległości punktów  od tej powierzchni. P rzy  obliczaniu tych  
składowych możemy posługiwać się w yprow adzonym i dalej wzorami.

Wyprowadzenie wzorów na składowe odległości punktu P o współrzęd
nych X ' ,Y ' ,Z 'o d  powierzchni 2 stopnia określonej równaniem AX 2 +  
+ B Y 2+ C Z 2+ K  =  0, przy założeniu, że odległość ta jest  niewielka

Równanie prostej prostopadłej do pow ierzchni drugiego stopnia danej 
rów naniem  (32), wystaw ionej z punk tu  pow ierzchni o w spółrzędnych 
X, Y , Z  posiada postać

x —X  _ y - Y  _  z  Z 
A X  BY CZ ( }

gdzie: x, y , z  — współrzędne dowolnego punk tu  prostej.

Podstaw iając do rów nania (33) zam iast x, y,  z  współrzędne p unk tu  P  
otrzym am y

X ' - X  Y' —Y Z’- Z
A X  BY CZ (34)

P rzy  m ałej odległości punk tu  P  od pow ierzchni możemy napisać rów 
nanie (34) w  form ie uproszczonej

X ’- X  Y ’- Y  Z ' - Z  
AX' ~  BY ' “  CZ' ( '

skąd otrzym am y:

Y =  Y '— Ц И Х '- Х ) ;

C 7 '
Z =  Z ' - ^ ( X ' - X ) .  (36)

Podstaw iając w artości Y, Z  w yrażone rów naniam i (36) do rów nania 
powierzchni (32) otrzym am y po przekształceniach i uporządkow aniu 
czynników rów nanie 2 stopnia z niew iadom ą X:

(A3X'z+B:1Y '2+C3Z'2) X 2+
+  2 {B 2(A —B)Y'2X ' +  C2(A—C)Z'2X'} X +

+  B ( A - B ) 2Y'2X'2+ C ( A - C y Z ' 2X'2+ A 2K X '2 =  0. (37)

Równanie (37) w yrazim y w  znanej postaci
aX 2+ b X + c =  0. (38)

W spółczynniki a, b, с rów nania (38) możemy obliczyć zgodnie z rów 
naniem  (37) z zależności w yrażonych w form ie krakow ianow ej:

A 3
B3
C3

X'2
Y '  2 

Z'2

I 2B2(A—B) |l Y'2X '\ _
’ \2C2(A - C )  f \Z '2X ' j  ’

B ( A - B ) 2 
С { A - C ) 2 

A2K

Y'2X'2
Z'2X'2 =  c. (39) 

X'2
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Obliczenie współrzędnej spodka prostopadłe; do pow ierzchni w ykonu
je  się przy w ykorzystaniu znanego wzoru

Xlf2 = — b ±  V b2 —4 ac
2 a

(40)

P rzy  w ykorzystaniu wzoru (40) obliczamy w spółrzędną X nieznacznie 
różniącą się od współrzędnej X'  punktu  P  znajdującego się w pobliżu roz
patryw anej powierzchni 2 stopnia.

Przez analogię możemy napisać równanie
aY2 +  b j Y+c i  =  0, (41)

którego współczynniki bb w yrażają się w ferm ie krakow ianow ej wzo
ram i:

I 2A2{ B ~ A ) \ l  X'2Y ’I =  
\ 2 C 2{B~C) \ \Z '2Y ' \  b

A(B — A 2 
C ( B - C ) 2 

B2K

X'2Y'2
Z'2Y'2 

Y'  2
(42)

skąd możemy obliczyć w spółrzędną Y spodka prostopadłej do powierzchni

- ь ,±|/Ц
Y l,2  =

-4ac,
2 a (43)

Podobnie napiszem y równanie
aZ2 +  bzZ +  c2 =  0, (4<4)

którego współczynniki b2, c2 w yrażają się w  form ie krakow ianow ej wzo
ram i:

A ( C - A )  2U X '2Z'2 
B ( C - B Y Y'2Z'2 

C2K  ]( Z'2
skąd możemy obliczyć w spółrzędną Z spodka prostopadłej do powierzchni

-b2zb

I 2A2( C - A ) \ ( X ' 2Z'\  =  
\ 2 B 2( C - B )  \ \ Y ' 2Z' j 2’ =  c2, (45)

•Z],2 —
4ac„

2 a (46)

Zespół wyżej podanych wzorów pozwala na obliczenie dla każdego 
punktu  o wyznaczonych i przetransform ow any;h  w spółrzędnych X', Y', Z' 
w spółrzędnych X,  Y, Z punktu  na'pow ierzchni 2 stopnia, znajdującego się 
na prostej prostopadłej do tej powierzchni, poprowadzonej przez punkt 
o współrzędnych X', Y', Z ’. W rezultacie możemy obliczyć składowe od
ległości punktu  P(X', Y', Z') od powierzchni z wzorów (22) i potraktować 
je jako składowe odchyłek powierzchni.

W zory (39), (42), (45) wyrażone są w form ie um ożliw iającej łatw e obli
czanie współrzędnych X, Y, Z spodka prostopadłej dzięki tem u, że współ
czynniki А, В, С, К  rów nania powierzchni służą do obliczenia czynników 
krakow ianów  niezm iennych dla rozpatryw anej powierzchni, natom iast 
czynniki zależne od osiągniętych wartości współrzędnych X', Y', Z’ wcho-
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dzą do oddzielnych krakow ianów . W rezultacie, jeśli posiadam y duży zbiór 
współrzędnych punktów  wyznaczonych na rzeczywistej pow ierzchni kon
strukcji, to w celu obliczenia odchyłek posługujem y się stale jednakow y
mi krakow ianam i kolumnowymi, zależnym i od w artości współczynników 
А, В, С, К  oraz krakow ianam i, k tórych  czynniki zależą od w artości zbioru 
współrzędnych X', Y', Z'.

Zastosowanie w yprow adzonych wzorów zilustru ję w  następującym  
przykładzie liczbowym.

Przykład obliczenia odchyłek powierzchni krzywoliniowej

W tablicy 8 pokazany jest przykładow o przebieg obliczeń związanych 
z wyznaczeniem  odchyłek projektow ych usytuow ania rzeczyw istej po
w ierzchni powłoki chłodni kominowej pokazanej na rysunku  8. Na funda
mencie chłodni zidentyfikowano 4 charakterystyczne punk ty  n r  n r  1, 2,
3, 4 o znanych w spółrzędnych projektow ych X, Y, Z i wyznaczono ich 
współrzędne x, y, z  w lokalnym  układzie w spółrzędnych. Na zew nętrznej 
pow ierzchni powłoki chłodni oznaczono szereg punktów  o num erach 5, 6,
7, 8, 9 ... i również wyznaczono ich współrzędne x, y, z  w  tym  sam ym  lo
kalnym  układzie współrzędnych. Na podstaw ie danych projektow ych 
ustalono, że projektow ane w spółrzędne punktów  na pow ierzchni powłoki 
chłodni podporządkow ują się rów naniu tej pow ierzchni o postaci

X 2+ Y 2 —0,25 Z2- 100 =  0.
W ykonano przeliczenie w szystkich wyznaczonych w spółrzędnych x, y, 

z na w spółrzędne X ', Y', Z' przy dostosowaniu do punktów  ch arak te ry 
stycznych n r  n r 1, 2, 3, 4 w  sposób omówiony w 5 części pracy. W rezu l
tacie otrzym ano w artości w spółrzędnych X', Y', Z' podane w tablicy 8. 
Składowe odchyłek usytuow ania punktów  nr n r 1, 2, 3, 4, obliczono w prost 
jako różnice wg w zoru (22). Dla pozostałych punktów  obliczono współ
rzędne X, Y, Z  spodków prostopadłych do pow ierzchni określonej rów na
niem  X 2 +  Y2 —0,25 Z 2—100 =: 0 i dopiero w  stosunku do tak  otrzym anych 
współrzędnych obliczono odchyłki składow ych usytuow ania punktów .

W dolnej części tablicy 8 pokazano przykładow o tok obliczeń współ
rzędnych X  kilku punktów . Zauważm y, że zam iast obliczać oddzielnie dla 
każdego punk tu  w spółczynniki а, Ъ, с zastosowano obliczenie zespołów 
tych współczynników dla kolejnych punktów , podając obliczone w ielko
ści jako kolejne elem enty  krakow ianów  kolum now ych a, b, c. E lem enty 
te  użyto następnie do obliczenia w spółrzędnych X  kolejnych punktów  
przy w ykorzystaniu  w zoru (40). W podobny sposób zostały obliczone 
w spółrzędne Y, Z spodków prostopadłych (obliczeń tych  nie zamieszczono 
już w  tablicy 8).

4 P ra c e  In s ty tu tu  G eodezji
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Ponieważ wzory (40), (43), (46) pozw alają na obliczenie w spółrzędnych 
dw u punktów  przebicia pow ierzchni 2 stopnia przez p rostą  prostopadłą 
do pow ierzchni w ystaw ioną z punktu  o w yznaczonych w spółrzędnych X', 
Y \ Z' należy przy obliczaniu rozstrzygnąć, k tó re  z tych  w spółrzędnych 
dotyczą punktu  stanowiącego spodek prostopadłej. Rozstrzygnięcie to  
opieram y na fakcie, że rozpatryw any p unk t o w spółrzędnych X \  Y \  Z' 
znajduje się blisko powierzchni w związku z czym spodek prostopadłej 
powinien posiadać współrzędne X, Y, Z bliskie w artościom  w spółrzędnych 
X ', Y', Z'.

Zauważmy, że obliczenie w spółrzędnych X, Y,  Z oraz odchyłek dX,  
dY,  dZ możemy łatw o skontrolować, dzięki tem u, że pow inny one podpo
rządkow ać się rów naniu (34), k tó re  w yrazim y tu  w  form ie

dX dY _  dZ 
AX  ~  BY ~  CZ '

Rys. 8

4*
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7. Generalizacją wyznaczonych odchyłek usytuowania punktów

G enerałizacja odchyłek usytuow ania punktów  ma na  celu odróżnienie 
odchyłek usytuow ania od odchyłek kształtu  kontrolow anego obiektu lub 
1 ego fragm entu  oraz w yrażenie odchyłek usytuow ania za pomocą m ini
m alnej ilości param etrów .

P rzy  generalizacji odchyłek możemy posługiwać się zależnościami (10) 
podstaw iając w  miejsce składow ych w ektora przem ieszczeń dp' składowe
w ektora odchyłek dP' a w  m iejsce w spółrzędnych x, y, z  współrzędne p ro 
jektow e X, Y,  Z. O trzym ujem y w rezultacie:

dX'c- Z U ~ Y e 2 =  dX +  v dx =  dX'; 
dY'c- Z V + X e 2 =  d Y + v dy =  dY'; 
dZ’c+ X U + Y V  =  d Z + v dz =  dZ'. (47)

P aram etry  dX'c, dY'c, dZ'c, U, V, e2 wyznaczam y z rozw iązania układu 
rów nań typu  (47) zestawionych dla w szystkich w yznaczonych składowych 
odchyłek usytuow ania punktów . Następnie obliczamy wielkości dX', dY', 
dZ', k tóre są składow ym i odchyłek usytuow ania punktów , w yw ołanym i 
wyłącznie przez odchyłki usytuow ania obiektu lub jego fragm entu . W iel
kości v dx, v dY, v dz są składow ym i odchyłek usytuow ania punktów , w y
w ołanym i wyłącznie przez odchyłki kształtu  obiektu lub jego fragm entu . 
Rozwiązanie układu rów nań odchyłek typu (47) następuje przy  zachowa
niu  w arunku m inim um  sumy kw adratów  składow ych odchyłek kształtu  
lub przy  zachowaniu w arunku  m inim um  sum y kw adratów  stosunków 
tych  odchyłek do błędów średnich w yznaczenia składow ych dX, d Y , dZ.

Zastosowanie praktyczne wyżej podanych rów nań odchyłek lub ich 
kom binacji w yjaśnię w  dalej podanych przykładach liczbowych. W szcze
gólności pragnę w yjaśnić stosowanie kom binacji rów nań odchyłek przy 
generalizacji prowadzonej dla dwu różnych celów:

1) w celu określenia charakterystycznych  tendencji w kształtow aniu 
się odchyłek fragm entów  obiektu podczas m ontażu, pozw alających na 
w prow adzanie korek t przy  m ontow aniu kolejnych fragm entów  obiektu 
(kontrola m iędzyoperacyjna),

2) w celu określenia charakterystycznych  tendencji w kształtow aniu 
się odchyłek zmontowanego obiektu, pozw alających na dokonanie ogólnej 
oceny praw idłowości m ontażu (kontrola przy  odbiorze technicznym  
•obiektu).

Podstaw ę do przykładów  generalizacji odchyłek stanow i zestawienie 
składow ych odchyłek usytuow ania punktów  wyznaczonych p rzy  badaniu 
budynku m onolitycznego, zaw arte w  tablicy 9.
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T a b lica  9

\ P u n k t 1 2 3 4 R zęd n e

P o \  
z io m  \

dX dY dZ dX dY dZ dX dY dZ dX dY dZ
proj.

Z

I - 3 0 - 2 5 - 8 0 - 3 - 4 1 - 5 3 - 2 3 - 8 1 - 2 9 -4 0 — 71 - 3 2 2 700
II - 3 5 - 5 4 - 2 4 - 5 - 8 0 - 2 9 - 8 - 6 8 - 2 5 - 2 5 - 7 5 - 7 10 800

III - 3 8 - 3 9 - 3 7 - 1 8 - 6 3 - 3 7 - 5 - 3 7 - 2 9 - 4 3 - 5 6 - 3 1 18 900
IV - 5 6 - 5 2 - 1 9 - 3 8 - 5 0 —17 - 2 9 - 5 1 - 1 5 - 3 3 - 6 6 - 1 4 27 000
V - 7 1 - 7 2 - 7 1 - 6 4 - 8 3 - 7 6 - 5 9 - 7 0 - 6 7 — 54 100 - 6 7 35 100

VI - 1 0 8 - 7 4 48 96 - 6 9 - 5 3 - 9 0 - 5 5 - 5 1 - 8 2 - 9 4 - 5 5 43 200

W sp ó ł
rzęd n e

proj.
100 320 100 5180 7690 5180 7690 3?0

W tablicy 9 zestawione zostały składowe odchyłek usytuow ania punk 
tów 1— 4 stanow iących narożniki pomieszczenia n r 1 na 6 kondygnacjach 
budynku, którego rzu t poziomy pokazany jest na  rysunku  9.

X

4 3

©
o L ~ 2

R ys. 9

Przykład 1 generalizacji odchyłek usytuowania punktów

Na podstaw ie wyznaczonych składow ych dZ odchyłek wysokościowe
go usytuow ania punktów  (oznaczonych na stropach w pobliżu naroży 
pomieszczeń) obliczono w tablicy 10 zgeneralizowane wielkości dZ'c, U, V 
dla poszczególnych kondygnacji. W tym  celu dla w yznaczonych na każdej
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kondygnacji odchyłek dZ  czterech punktów  zestawiono rów nania odchy
łek  typu  dZ’c + X U  +  Y V  =  d Z - r v dz =-■ dZ'.

W rów naniach tych  odchyłki wyrażono w  m m  natom iast w spółrzędne 
punktów  w m etrach. W w yniku  rozw iązania sześciu układów  tak ich  rów 
nań otrzym ano dla każdej kondygnacji w artości param etrów  odchyłek 
usytuow ania d Z ’> U, V  oraz w artości param etrów  cp, ex obliczone na pod-

T a b lica  10

dZc U V dZ VdZ dZ’ ?
m m

El m

1 . 1 1,0 0,1 0,3 - 8 0 6 - 7 4
2 1,0 0,1 5,2 - 5 3 - 6 - 5 9

CO co o 5,6
3 1,0 7,7 5,2 - 2 9 6 - 2 3
4 1,0 7,7 0,3 - 3 2 - 6 - 3 8

- 7 5 ,4 4,7 3,1 N ie w ia d o m e

II. 1 1,0 0,1 0,3 - 2 1 3 - 2 1
2 1,0 0,1 5,2 - 2 9 - 3 - 3 2
3 1,0 7,7 5,2 - 2 5 3 - 2 2 Д i

4 1,0 7,7 0,3 - 7 - 3 - 1 0

- 2 0 ,4 1,4 - 2 , 3 N ie w ia d o m e

III. 1 1,0 0,1 0,3 - 3 7 0 - 3 7
2 1,0 0,1 5,2 - 3 7 1 - 3 6 f) Q
3 1,0 7,7 5,2 - 2 9 - 1 - 3 0
4 1,0 7,7 0,3 - 3 1 0 - 3 1

- 3 7 ,6 0,9 0,2 N ie w ia d o m e

IV . 1 1,0 0,1 0,3 - 1 9 1 - 1 8
2 1,0 0,1 5,2 - 1 7 - 1 - 1 8

i i ° 0,5
3 1,0 7,7 5,2 - 1 5 1 - 1 4
4 1,0 7,7 0,3 - 1 4 - 1 - 1 5

—18,5 0,5 0,1 N ie w ia d o m e

V. 1 1,0 0,1 0,3 - 7 1 - 1 - 7 2
2 1,0 0,1 5,2 - 7 6 1 - 7 5 331° 1,0
3 1,0 7,7 5,2 - 6 7 - 1 - 6 8
4 1,0 7,7 0,3 - 6 7 1 - 6 6

- 7 2 ,4 0,9 - 0 ,5 N ie w ia d o m e

V I. 1 1,0 0,1 0,3 - 4 8 - 2 - 5 0
2 1,0 0,1 5,2 - 5 3 2 - 5 1 ocoO) 0,3
3 1,0 7,7 5,2 - 5 1 - 2 - 5 3
4 1,0 7,7 0,3 - 5 5 2 - 5 3

— 50,3 —0,3 —0,1 Niewiadome
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staw ie U, V  zgodnie z wzoram i (13). Dla poszczególnych punktów  otrzy
mano też w artości v dz, dZ' w ynikające z podstaw ienia obliczonych pa ra 
m etrów  odchyłek do odpowiednich równań.

Należy tu  podkreślić, że wyznaczone wielkości składow ych dZ odchy
łek usytuow ania punktów  są zależne zarówno od odchyłek w ykonania ele
m entów stropow ych (odchyłek tych elem entów od płaskości), jak  też od 
odchyłek wysokości i pochylenia powierzchni podparcia elem entów  stro 
powych. Obliczone wielkości dZ' możemy praktycznie uważać za n a jb a r
dziej praw dopodobne składowe odchyłek wysokości podparcia p ły ty  w  jej 
narożnych punktach, natom iast wielkości — v dz są odchyłkam i p ły t stro 
powych od płaskości. Tak więc w w yniku dokonanej generalizacji odróż
niliśm y wielkości składow ych odchyłek spowodowane przez błędy m on
tażu (dZ') i przez błędy w ykonania p ły t stropow ych ( — v dz). W yniki ge
neralizacji dokonanej w  tablicy 10 w skazują w yraźnie, że błędy m ontażu 
osiągnęły znacznie większe w artości od błędów w ykonania p ły t stropo
wych. Osiągnięte w yniki generalizacji odchyłek dZ przedstaw iono na ry 
sunku 10.

Przykład 2 generalizacji odchyłek usytuowania punktów

Na podstaw ie wyznaczonych składow ych dX, dY  odchyłek usy tuow a
nia punktów  na poszczególnych kondygnacjach obliczono w tablicy 11 
zgeneralizowane wielkości param etrów  odchyłek usytuow ania dX'c, dY’Ct 
e2. C harak teryzu ją  one poziome odchyłki usytuow ania kw ater na poszcze
gólnych poziomach budynku. Poniew aż na poziome odchyłki usytuow ania 
ścian nie m iały w pływ u odchyłki wysokościowe stropów, trzeba tu  było 
zastosować rów nania odchyłek typu:

dX'c- Y e 2 =  d X + v dx =  dX'; 
dY'c+ X s 2 =  d Y + v dy =  dY ' .

W rów naniach tych odchyłki wyrażono w mm a w spółrzędne w m e
trach. W w yniku rozwiązania sześciu układów  rów nań zaw ierających po 
osiem rów nań obliczono dla każdej kondygnacji w artości param etrów  
dX'c, dY'c, s2. D la poszczególnych punktów  otrzym ano też w artości v dx, 
v dY, d X \  dY'  w ynikające z podstaw ienia obliczonych w artości param etrów  
odchyłek do odpowiednich równań.

Uzyskane w yniki obliczeń pozw alają zauważyć charakterystyczną ten 
dencję polegającą na tym , że składowe odchyłek v dx, v dY osiągnęły na 
w szystkich kondygnacjach zbliżone do siebie, nieduże wartości, natom iast 
składowe odchyłek dX.', dY'  w zrasta ją  stopniowo w m iarę wysokości bu 
dynku. W tym  m iejscu w yjaśnię, że rozpatryw any budynek był w ykony
w any m etodą m onolityczną w szalunkach ślizgowych zawieszonych na
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T a b lica  11

d x c dYć «2
d X

(d Y ) V
dX '

( d Y ' )

1 1,0 -0 ,3 -3 0 - 7 -3 7
2 1,0 -5 ,2 - 3 - 8 -11
3 1,0 -5 ,2 -2 3 12 -11
4 1.0 -0 ,3 -40 3 -3 7
1 1,0 0,1 -25 - 9 -3 4
2 1,0 0,1 -41 7 -3 4
3 1,0 7,7 -81 6 -75
4 1,0 7,7 -71 - 4 -75

-38,6 -33,8 -5 ,3 N ie w ia d o m e

1 1,0 -0 ,3 -35 12 -23
2 1,0 -5 ,2 - 5 - 9 -14
3 1,0 -5 ,2 - 8 - 6 -14
4 1,0 -0 ,3 -25 2 -23
1 1,0 0,1 -54 - 8 -6 2
2 1,0 0,1 -8 0 18 -62
3 1,0 7,7 -6 8 - 8 -76
4 1,0 7,7 -75 - 1 -76

-23,2 -62,2 -1 ,8 N iew iad o m e

1 1,0 -0 ,3 -38 9 -29
2 1,0 -5 ,2 -18 - 5 -23
3 1,0 -5 ,2 - 5 -1 8 -23
4 1,0 -0 ,3 -43 14 -2 9
1 1,0 0,1 -3 9 - 5 -44
2 1,0 0,1 -63 19 -4 4
3 1,0 7,7 -37 -17 -5 4
4 1.0 7,7 -56 2 -54

-29,6 -43,7 -1 ,3 N iew iad o m e
1 1,0 -0 ,3 -5 6 14 -4 2
2 1,0 -5 ,2 -3 8 2 -36
3 1,0 -5 ,2 -2 9 - 7 -3 6
4 1,0 -0 ,3 -33 - 9 -4 2
1 1,0 0,1 — 52 3 -49
2 1,0 0,1 -5 0 1 -49
3 1,0 7,7 -51 - 9 -6 0
4 1,0 7,7 -6 6 6 -6 0

-42,8 -49,3 -1 .4 N iew ia d o m e
1 1,0 -0 ,3 -71 7 — 64
2 1,0 -5 .2 -6 4 4 —60
3 1,0 -5 ,2 -5 9 - 1 —60
4 1,0 -0 ,3 -54 —10 —64
1 1,0 0Д -7 2 - 6 —78
2 1,0 0,1 -83 5 —78
3 1,0 7,7 -70 —14 —84
4 1,0 7,7 -100 16 —84

-64,2 —78,1 —0.8 N ie w ia d o m e
1 1,0 —0,3 —108 13 —95
2 1,0 —5,2 —96 3 —93
3 1,0 —5,2 —90 —3 -9 3
4 1,0 -0 ,3 —82 —13 —95
1 1,0 0,1 —74 3 —71
2 1,0 0,1 —69 —2 —71
3 1,0 7,7 —55 —19 —74
4 1,0 7,7 —94 20 —74

— 9S,J — 71,4 —0,4 N ie w ia d o m e
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platform ie m ontażowej obejm ującej cały rzu t poziomy budynku. W yniki 
generalizacji w skazują, że szalunki ślizgowe służące do w ykonyw ania 
ścian rozpatryw anego pionowego ciągu pomieszczeń n r 1 nie ulegały  du-
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żym zniekształceniom, natom iast w m iarę wznoszenia budynku następo
wało duże poziome przem ieszczanie się pom ostu montażowego. Osiągnięte 
w yniki generalizacji odchyłek poziomych dX, dY  przedstaw iono na ry 
sunku 11.

G dyby omówione w powyższych przykładach generalizowanie odchy
łek odbywało się stopniowo, w m iarę m ontażu budynku, to wyznaczone 
w7artości param etrów  odchyłek usytuow ania m ogłyby w prost posłużyć do 
w prow adzania korekt usytuow ania pom ostu montażowego. K orekty  wza
jem nego usytuow ania szalunków dla poszczególnych ścian i stropów  na
leżałoby wprowadzać wówczas w  oparciu o wyznaczone składowe v dX, 
VdY, d z  .

Przykład 3 generalizacji odchyłek usytuowania punktów

W tablicy 12 zaw arty  jest p rzykład generalizacji w szystkich w yzna
czonych składow ych poziomego usytuow ania punktów  dX , dY. G enerali- 
zacja odbywa się tu  w oparciu o rów nania odchyłek w postaci: 

dX'c- Z U - Y z 2 =  d X + v dx =  dX ’ \ 
dY'c- Z V + X s 2 =  d Y + v dy =  dY'.

W w yniku rozwiązania układu 48 rów nań odchyłek obliczono w tab li
cy 12 w artości param etrów  dX ’c, dY'c, U, V, e2. W obliczeniu tym  nie 
uwzględniono rów nań odchyłek wysokościowych dZ jako nie posiadają
cych w danym  w ypadku w pływ u na kształtow anie się odchyłek poziomych 
(stropy na poszczególnych kondygnacjach były układane na specjalnych 
w spornikach zastabilizow anych w ścianach już po w ykonaniu ścian).

W yniki generalizacji dokonanej w tablicy 12 potw ierdzają uprzednio 
zauważoną tendencję do system atycznego przem ieszczania się pomostu 
m ontażowego, co wyraziło się tu  w wyznaczonej wielkości odchylenia cią

gu pomieszczeń n r  1 od pionu o Ej =  1,8 W yznaczone w artości dX'c

dY'c, e 2 charak teryzu ją  najbardziej praw dopodobne odchyłki usytuow a
nia pomieszczenia n r 1 na poziomie Z — 0. R ezultaty  generalizacji odchy
łek dokonanej w tablicy 12 przedstaw ione zostały na rysunku  12.

Na rysunku 12a w yraźnie widoczne jest stopniowe powiększanie się 
poziomych odchyłek usytuow ania kolejnych kondygnacji, proporcjonalnie 
do wysokości. Świadczy to o odchyleniu ciągu pomieszczeń od pionu, co 
w yraźniej jeszcze uw ydatnione zostało na rysunku  12b. Na rysunku  tym  
pokazano graniastosłup pochylony, którego dolną podstaw ą jest rzu t po
mieszczenia na poziomie I, a górną podstaw ę tw orzy rzu t pomieszczenia 
na poziomie VI.
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T a b lica  12

N r p. dX^
d T c U V 2̂

d X  
d Y ) S V

d X '
td Y ' )

I .  1 1,0 -2 ,7 0,3 -3 0 -32,0 17 -1 3
2 1,0 -2 ,7 — 5,2 - 3 -9 ,9 - 1 -4
3 1,0 — 2,7 -5 ,2 -23 -29,9 19 - 4
4 1,0 -2 ,7 -0 ,3 -40 -42,0 27 -13

II. 1 1,0 -10,8 -0 ,3 -3 5 -45Д 8 -2 7
2 1,0 -10,8 -5 ,2 - 5 -20,0 -1 3 -18
3 1,0 -10,8 -5 ,2 - 8 -23,0 -1 0 -1 8
4 1,0 -10,8 -0 ,3 -25 — 35,1 - 2 -2 7

I I I .  1 1,0 -18,9 -0 ,3 -38 -56,2 - 3 -41
2 1,0 -18,9 -5 ,2 -18 — 41,1 -14 -32
3 1,0 -18,9 -5 ,2 - 5 -28,1 -27 -32
4 1,0 -18,9 -0 ,3 -43 -61,2 2 -41

IV. 1 l.o -27,0 -0 ,3 -56 -82,3 2 -54
2 1,0 -27,0 -5 ,2 -38 -69,2 - 8 -46
3 1,0 -27,0 -5 ,2 -2 9 -60.2 -17 -46
4 1,0 -27,0 - 0 3 -33 -59,3 -21 -5 4

V. 1 1,0 -35,1 -0 ,3 -7 1 -105,4 3 -68
2 1.0 -35,1 -5 ,2 -6 4 -103,3 5 -59
3 1,0 -35,1 -5 ,2 -5 9 -98,3 0 -5 9
4 1,0 -35,1 -0 ,3 -54 -88,4 -14 -6 8

VI. 1 1,0 -43,2 -0 ,3 -108 -150,5 26 -8 2
2 1,0 -43,2 -5 ,2 -96 -143,4 23 -73
3 1,0 -43,2 -5 ,2 -9 0 -137,4 17 -7 3
4 1,0 -43,2 -0 ,3 -8 2 -124,5 0 -8 2

I. 1 1,0 -2 ,7 0,1 -2 5 -26,6 -2 2 -4 7
2 1,0 -2 ,7 0,1 -41 -42,6 - 6 -4 7
3 1,0 -2 ,7 7,7 -81 -75,0 20 -61
4 1,0 -2 ,7 7,7 -71 -65,0 10 -61

II. 1 1,0 -10,8 0,1 -54 -63,7 3 -51
2 1,0 -10,8 0,1 -8 0 -89,7 29 -51
3 1,0 -10,8 7,7 -6 8 -70,1 3 -6 5
4 l.o -10,8 7,7 -75 -77,1 10 -6 5

III . 1 1,0 -18,9 0,1 -3 9 -56,8 -16 -5 5
2 1,0 -18,9 0Д -6 3 -80,8 8 -55
3 1,0 -18,9 7,7 -3 7 -47,2 -32 -69
4 1,0 -18,9 7,7 -56 -66,2 -13 -69

IV . 1 1,0 -27,0 0,1 -52 -77,9 —7 -5 9
2 1,0 -27,0 0Д -50 -75,9 - 9 -59
3 1,0 -27,0 7,7 -51 -69,3 -22 -73
4 1,0 -27,0 7,7 -66 -84,3 - 7 -7 3

V. 1 1,0 -35,1 0,1 -72 -106,0 9 -63
2 1,0 -35,1 0,1 -83 -117,0 20 -63
3 1,0 -35,1 7,7 -70 -96,4 - 7 -7 7
4 1,0 -35,1 7,7 -100 -126,4 23 -7 7

VI. 1 1,0 -43,2 0,1 -7 4 -116,1 7 -6 7
2 1,0 -43,2 0Д -6 9 -111,1 2 -67
3 1,0 -43,2 7,7 -5 5 -89,5 -26 -81
4 1.0 -43,2 7,7 -94 -128.5 13 -81

24,00 -550,80 -66,00 -1053,00 -1645,80 T7

24,00 -550,80 93,60 —1525,00 -1959,20 V
0,28-17233,56 1514,70 32173,20 50370,66 u-17233,56 -2148,12 37200,60 51735,24

1037,16 -3952,90 -3521,56 <P = 16°

4,90 -112,41 -13,47 -214,90 -335,88 m m
4,90 -112,41 19,10 -311,43 -399,84 s1 = l ,8 -------

67,81 0,01 118,22 186,03 m
67,81 -0,02 32,34 100,12

22,16 -40.61 -18,45
-8 .9 7  -45 .41  1.74 8,48 - 1  83 N ie w ia d o m e



M etoda generalizacji z łożonej pom ierzonych  p rzem ieszczeń 61

6 ,lo

1£
4
1«X
(3
«ÇJ
•§
«S

ем-

■O'

1И

* « 1
l § ł

I “

5 i  h и -».--- — --- Se *łfc

» i ^  ^  » ^  ^  « u «
"В К V к? w

1
1
1

R
ys

. 
12



62 W ojciech  Janusz

8 . Związki m iędzy przem ieszczeniam i a odchyłkam i usytuow ania punktów

W litera tu rze  i instrukcjach  technicznych często spotykam y się z po
m ieszaniem  pojęć: przemieszczeń, odkształceń, odchyłek usytuow ania i od
chyłek kształtu . W świetle podanych na. w stępie definicji i omówień za
w artych  w niniejszej pracy jasne sta ją  się różnice między tym i pojęciami. 
Z podanych definicji w ynika, że istn ieją  związki między przem ieszczenia
mi i odchyłkam i usytuow ania punktów  polegające na tym , że wielkości 
odchyłek usytuow ania punktów  mogą powstawać w w yniku błędów traso 
wania, w ykonania elem entów  i ich m ontażu oraz odkształceń i przem iesz
czeń obiektu. N adm ierne przem ieszczenia i odkształcenia mogą być w w ie
lu przypadkach przyczyną pow staw ania odchyłek o niedopuszczalnych 
wielkościach. Ponieważ często zapomina się o w pływ ie odkształceń i p rze
mieszczeń na wielkości odchyłek, pow staje wówczas kon trow ersja  m iędzy 
przedstaw icielam i nadzoru budowlanego, k tórzy u p a tru ją  przyczynę nad 
m iernych odchyłek w pom yłkach tyczenia, a pracow nikam i obsługi geo
dezyjnej, k tórzy są skłonni upatryw ać przyczynę nadm iernych odchyłek 
w pom yłkach m ontażu. Aby uniknąć tego rodzaju nieporozum ień należy 
obejmować kontro lą geodezyjną zarówno odchyłki, jak  i przem ieszczenia 
obsługiwanych obiektów. Niezbędna przy  tym  jest um iejętność przelicza
nia uzyskiw anych rezultatów , pozw alająca na określenie składow ych 
przemieszczeń dowolnych punktów  obiektu na podstaw ie zaobserwow a
nych składow ych przem ieszczeń punktów  zastabilizow anych w  innych 
miejscach. Do takich celów możemy posługiwać się w yprow adzonym i tu  
wzorami, służącym i do generalizacji. Om awiane zagadnienie z ilustru ję  
na prostym  przykładzie liczbowym.

Przykład określenia przemieszczenia dowolnego punktu obiektu

P rzy  m ontażu budynku stw ierdzono m iędzy innym i, że punk t i
o w spółrzędnych projektow ych X ż =  15 000, Yt =  5000, Zż =  47 000 (w mm) 
wykazuje nadm ierną odchyłkę usytuow ania, k tórej składowe w yniosły 
dX  =  37, dY =  —42, dZ — —24. Niezależnie od w yznaczania odchyłek 
prowadzono od m om entu rozpoczęcia m ontażu ścian budynku kontrolę 
osiadań czterech reperów  zastabilizow anych na  fundam encie na poziomie 
Z =  — 0,5 m  przy  jego narożach o w spółrzędnych X 1 =  0, Yj =  0, X2 =  
=  15 000, Y2 =  0, X 3 =  0, Y3 =  26 000, X 4 =  15 000, Y4 =  26 000. W w y
niku pom iaru stw ierdzono, że do m om entu w ystąp ien ia nadm iernej od
chyłki usytuow ania punktu  i nastąp iły  osiadania reperów  na fundam en
cie o wielkościach dzi =  —25, dz2 ~  —36, dz3 — — 2, dz4 =  —10. K orzy
stając z rów nań odkształceń typu  dz'c + x U  +  y V  =  dz +  v dz, w  k tó rych  
w spółrzędne x, y  utożsamiono ze w spółrzędnym i projektow ym i narożni
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ków fundam entu , obliczone zostały w  tablicy 13 w artości param etrów  
przemieszczeń dz'c, U, V. K orzystając z obliczonych w artości param etrów  
przemieszczeń obliczono składowe przem ieszczeń punk tu  i spowodowane 
nierów nom iernym  osiadaniem  budynku. Do tego celu posłużono się wzo
ram i: dxi =  —ZiU, d y i — - Z i V ,  dzt =: d z c + X iU +  Y iV  (jako Zź przyjęto  
różnicę wysokości punk tu  i w stosunku do poziomu reperów). O trzym ane 
w artości składow ych przem ieszczeń punk tu  i dxt — 30, dyi =  —45, dzt =  
=  — 30 okazały się bliskie w artości składow ych odchyłek usytuow ania 
tego punktu , co w yraźnie w skazuje na to, że przyczyną nadm iernych od
chyłek usytuow ania punk tu  były  jego przem ieszczenia w ynikłe pod w pły
wem pochylenia i osiadania.

Posługiw anie się zadem onstrow aną przykładow o m etodą obliczania 
wpływu przem ieszczeń na odchyłki usytuow ania może posiadać duże zna
czenie praktyczne znacznie ułatw iając zadania nadzoru budowlanego i po
głębiając znajomość zależności odchyłek od przemieszczeń.

T a b lica  13

/
dzc U V dz S Vd2

1,0 -25,0 -24,0 -0 ,7
1.0 15,0 -36,0 -20,0 0,7
1,0 26,0 -2 ,0 25,0 0,8
1.0 15,0 26 0 -10,0 32,0 -0 ,8

4,0 30,00 52,00 -73,00 13,00
450,00 390,00 -690,00 180,00

1352,00 -312,00 1482,00

2,0 15,0 26,0 -36,5 6,5
15,0 0,0 -9 ,5 5,5

26,0 24,5 50,5

-25,67 -0,64 0,94 Niewiadome

-47,5 30 = du
-47,5 — 45 =  dyt

1,0 15,0 5,0 — 30 =  d2i
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ВОИЦЕХ ЯНУШ

МЕТОДА СЛОЖНОГО ОБОБЩ ЕНИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМ ЕРЕНИЙ 
ПЕРЕМ ЕЩ ЕНИЙ И ОТКЛОНЕНИЙ ПОЛОЖ ЕНИЯ ТОЧЕК

Р е з ю м е

Работа содержит вывод формул позволяющих на производство сложного 
обобщения результатов измерений перемещений и отклонений положения точек 
находящихся на поверхности раосмотриваемого тела.

В качестве введения к рассмотриваемому здесь вопросу следует считать 
статью „Введение к обобщению результатов измерений проектных отклонений 
и деформаций технических устройств” (Труды ИПиК, том XV, № 2(35), 1968).

Сложное обобщение перемещений точек сводится к установлению параметров 
перемещений тела на основе вычисленных векторов dp  множества точек на
ходящихся на поверхности тела.

В результате этого 'обобщения получается 6 параметров определяющих пе
ремещение тела, а именно: d x c, dyc, dzc — слагаемые параллельного переме
щения тела, Ei — угол изменения уклона, <р — направление изменения уклона, 
е2 — поворот тела в уровне. Вычисление этих параметров осуществляется путем 
решения системы уравнений деформации. Вид уравнений деформации характе
ризуют формулы:

t ! 
d x c—z - U —y  е2 =  d x + v äx =  dx ,

dy'c —z - V + x  t2 =  d y + v dy =  dy' ,

dzc + x - U + y V  = d z + v äz =  dz ,

в которых:
x, y, z  — приближенное значение координат точек, для которых 

установлено слагаемые перемещений, 
dx,  dy, dz  — определенные слагаемые перемещения точек (свободные 

члены уравнений деформации), 
dx' ,  dy' ,  dz'  — слагаемые перемещения точек вызванного исключитель

но влиянием перемещения тела, 
v dx > vdy > vdz > — слагаемые перемещения точек исключительно под влия

нием деформации тела, 
d x c , dyc , dzc , U, V, e2 — определенные параметры перемещения тела.

Параметры £1: ср вычисляется на основе полученных параметров V, V  с по
мощью следующих формул:

! 5 =a rc t g ^- ,  f, =  (/U2 + V2.
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Решение системы уравнений деформации реализуется при условии

K r  +  Ud y + Udz [ =  m in .

В случае если слагаемые dx,  dy,  dz  перемещений точек получается с раз
ными средними ошибками m dx, m dy, m dz, тогда ^систему уравнений деформации 
следует уравновесить по точности, путём разделения каждого уравнения на сред
нюю ошибку определения соответствующего слагаемого. Тогда решение урав
новешенной системы уравнений деформации производится при условии

Решение уравновешенной точности системы уравнений деформации ведет 
к добавочной оценке выступления или не выступления деформации тела кото
рого перемещения подлежат определению. В случае когда в результате обобще
ния получается -столь малые -слагаемые деформации vdx, vdy, v dz что выполняется 
неравенство

в котором пп обозначает количество излишних -наблюдений, тогда можно судить, 
что деформации тела фактически не наблюдается, полученны-е же их величины 
являются вызванными исключительно ошибками определения слагаемых пере
мещений.

В работе даются условия определимости перемещений, которые зависят от 
расположения точек для которых определяются слагаемые перемещений dx,  dy,  
dz.  С целью определения перемещений тела является необходимым определение 
полного перемещения по крайней мере одной точки (А), перемещение второй 
точки (В) в плоскости перпендикулярной к направлению AB,  а также перемеще
ние третей точки (С) вдоль направления перпендикулярного к плоскости совме
щающей точки А, В, С. На практике в отдельных точках не определяется всех 
трех слагаемых перемещений dx,  dy,  dz  -вдоль трёх осей прямоугольной системы 
координат Oxyz.  Поэтому сформулированные условия определимости заменяется 
в работе условиями гарантирующими определимость перемещений тела при огра
ниченных и дифференцированных определениях слагаемых перемещений отдель
ных точек. Независимо от условий определимости в работе описывается способ 
выполнения анализа точности определения параметров перемещения тела.

В дальнейшей части работы описываются способы использования зависи
мостей выведенных для сложного обобщения отклонений положения точек на
ходящихся на поверхности исследуемого объекта.

Отклонения положения точек определенные с помощью слагаемых dX,  dY,  
dZ,  являющиеся разностью координат X' ,  У', Z '  полученных в результате изме
рений и выраженных в проектной системе и проектных координат X,  Y, Z  тех 
же точек. Обобщение отклонений -сводится к решению системы уравнений откло
нений вида:

d X c — Z ' U  — Y  ь2 =  d X + u dx =  d X ' , 

d Y c- Z - V  + X t 2 =  dY  +  väY =  d Y ' , 

dZc+ X - U + Y - V  =  dZ + vdz =  d Z ' ,
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в которых
X ,  Y ,  Z  — это приближённые значение проектных координат то

чек, для которых определено слагаемые отклонений, 
dX,  dY,  dZ  — определенные слагаемые отклонений положения точек, 

dX ' ,  dY ' ,  dZ'  — слагаемые отклонения положения точек исключитель
но под влиянием отклонения локализации объекта, 

v dx Vdv vdz — слагаемые отклонения положения точек исключительно 
под влиянием изменений формы объекта,, 

d X c, d Ÿ c , dZc U, V, e2 — параметры определяющие отклонение локализации
объекта.

Параметры q>, б! .вычисляется на основе параметров U,  V способом приве
денным выше.

Решение системы уравнений отклонений должно быть выполнено п.ри усло
вии минимум суммы квадратов отклонений от формы объекта.

В работе приводится ряд примеров употребления рассматриваемого метода 
обобщения, иллюстрирующих способ действий и практические эффекты возни
кающие из возможности установления различий между перемещением тела и его 
деформацией, а также между отклонениями локализации и изменений формы. 
В частности в примерах обращается внимание на те случаи, когда деформация 
не имеет случайного характера, дающего возможность применения условий ми
нимума сумм квадратов применительно ко всем определяемым слагаемым.

WOJCIECH J A N U S Z

METHOD OF COM PLEX GENERALIZATION OF RESULTS OF 
SURVEYS OF DISPLACEMENTS AND DEVIATIONS O F CONTROL

PO IN TS
S u m m a r y

The author presents formulae by means of which a complex generalization can 
be made of the results of surveys of displacements and deviations of control points 
stabilized on the surface of an investigated object. A prelude to this problem was 
an article: „Introduction into generalization of results of surveys of deviations from 
plans and of deformations of technical equipment” (Prace IGiK Vol. XV Fasc. 2(35), 
1968).

A complex generalization of displacements of control points involves the deter
mination of parameters of the object’s displacement, using as basis determined 
vectors of the displacements dp  of the set of control points established on the surface 
of the object. As the result of this generalization one establishes six  parameters

Г t t
which denote the displacement of the object; these parameters are: ctec> dyc, dzCf
i.e. the components of a parallel displacement of the object, ex — the angle of the 
change ,in tilt, — the direction of the change in tilt, and e2 — the twist in the position 
of the object. The calculation of these parameters is performed by solving the 
system of deformation equations. The forms of the deformation equations are defined 
by the following formulae:

d x c—Z 'U —v H  =  dx+Vdx  =  dx' ,

dyc —Z ' V + x ,e2 =  dy+vdy =  dy',

dz'c+ x - U + v V  =  dz+vdz  =  dz’,
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where: x,  y, z  — the approximate values of the coordinates of those
control points whose coordinates changes (displacements) 
have been determined, 

dx, dy, dz — the determined values of the displacement of the con
trol points (the unencumbered expression in the de
formation equations),

dx' ,  d y ’, d z’ — the components of the displacements of the control 
points, exclusively due to displacements of the object, 

vax, Vdy, Vdz — the components of the displacements of the control 
points, exclusively due to deformations of the object,

dxc dy dzc U V  £ _ the calculated parameters of the displacements of the
object.

The values of parameters slt ф are obtained from the calculated parameters of 
U, V  on the basis of the formulae.

, V <p =  arc tg —  ,

£, =  \ f  U2 +  Va.
The solution of the system of deformation equations is obtained when main

taining the condition that [Vdx2+Vdtj-+Vdz2] — min. In case that the components dy, 
dy,  dz  of the displacements of the control points have been determined with various 
mean errors mdI, m * , Wdz, it is necessary to compensate as to its accuracy the sy
stem of the deformation equations before solving it; this is done by dividing each 
equation by the mean error in the determination of its respective component. In 
this way the solution of the compensated system of the deformation equations is  
obtained when maintaining the condition that

f +  ( - —  V  +  ( — V I  =  m in.
l \ m d x j  \ m d y )  \Tridz/J

Any time that a system of deformation equations compensated as to accuracy is  
solved, this gives an additional estimation whether there has taken place, on not, 
a deformation of the object for which any displacements are to be determined. 
Should the above generalization yield such small components of deformations 
Vdy, v dz that the following inequality is satisfied:

(where n n — the number of superabundant observations) we may assume that in 
fact no deformations of the object have taken place and that the values ascribed 
to such deformations are exclusively the result of errors in the determination of 
the components of the imagined displacements.

The author presents in his paper the conditions under which it is possible to- 
determine displacements of the object — conditions which depend on the distribu
tion of the control points with their determined components of displacement dx,  
dy,  dz.  Indispensable for determining displacements of the object is to establish 
first the full displacement of at least one control point (/1), the displacement of 
a second control point (B) in a plane perpendicular to direction AB,  and the displa
cement of a third control point (C) along the direction perpendicular to the plane 
containing the three points А,  В, C. In practice, usually the determination of indi

5*
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v id u a l co n tro l p o in ts  does n ot in v o lv e  a ll th r e e  co m p o n en ts  o f d isp la ce m en t dx,  
dy,  dz  a lo n g  th e  th r e e  e x e s  o f  a n  o r th o g o n a l sy s te m  o f th e  co o rd in a tes  Oxyz.  F or  
th is rea so n , in  f ie ld  p ra c tice  th e  a b o v e  p r esu p p o s itio n s h a v e  b e e n  rep la c ed  b y  co n d i
tio n s  u n d er  w h ic h  th e  p o s s ib ility  o f d e term in in g  d isp la ce m en ts  o f  th e  o b jec t is  
w a r ra n ted  b y  th e  a p p lica tio n  o f l im ite d  and  d iv e rs if ie d  d e te rm in a tio n s  o f th e  co m 
p o n en ts  o f d isp la ce m en ts  o f  th e  in d iv id u a l co n tro l p o in ts; a n d  in d e p e n d e n tly  o f  
th e  c o n d itio n s  fo r  d e te rm in a tio n s  as s ta ted  a b o v e , th e  au th o r  d escr ib es  h is  m eth o d  
o f a n a ly z in g  th e  a ccu ra cy  o f th e  d e term in a tio n  o f th e  p a ra m eters  o f  h o w  th e  ob jec t  
h a s  b e e n  d isp la ced .

In  th e  fu r th er  p art o f h is  p ap er  th e  au th or  d isc u sse s  h o w  to  m ak e u se  o f th e  
d e te rm in e d  d ep en d en ces  in  order to carry  ou t th e  c o m p le x  g e n e ra liza tio n  of th e  
d e v ia tio n s  in  th e  p o s itio n  o f th e  co n tro l p o in ts  m a rk ed  o n  th e  su rfa ce  o f th e  in 
v e st ig a te d  o b ject.

T h e  d e v ia tio n s  in  th e  p o s it io n  o f th e  co n tro l p o in ts  are  d e f in e d  b y  th e  co m p o 
n e n ts  dX,  dY,  dZ  w h ic h  in d ic a te  the. d iffe r e n c e s  b e tw e e n  w h a t th e  su r v e y  sh o w s  
a n d  w h a t is  m a rk ed  in  th e  p la n n e d  sy s te m  o f co o rd in a tes  b y  X' ,  Y ' ,  Z ' , a n d  th e  
tr u ly  in te n d e d  co o rd in a tes X,  Y,  Z  fo r  th e  sa m e  th r e e  co n tro l p o in ts . T h e  g e n e r a li
z a tio n  o f th e se  d e v ia tio n s  is  b a sed  on th e  so lu tio n  o f th e  se t  o f d e v ia tio n  eq u a tio n s  
e x p r e s se d  by:

d X c - Z - U - Y - t 2 =  dX+Vdx  =  dX',

d Y c — Z • V +  Y ■ e2 =  dY+Vdy  =  dY',

dZc + X - U  + Y - V  =  dZ+Vdz = dZ',
w h ere: X,  Y ,  Z  — th e  a p p ro x im a te  v a lu e s  o f th e  p la n n e d  co o rd in a tes o f th e  

co n tro l p o in ts  fo r  w h ic h  th e  c o m p o n en ts o f th e ir  d e v ia 
t io n s  h a v e  b een  d eterm in ed ,  

dX,  dY,  dZ  —  th e  d e te rm in e d  co m p o n en ts o f  th e  d e v ia tio n s  o f th e  p o 
s it io n  o f th e  p o in ts , 

dX ' ,  d Y ', dZ'  — th e  co m p o n en ts o f  th e  d e v ia tio n s  o f th e  p o s it io n  o f th e  
p o in ts  ca u sed  e x c lu s iv e ly  b y  d e v ia tio n s  o f th e  p o s itio n  
o f th e  o b ject,

Vdx, v dY, Vdz —  th e  c o m p o n en ts o f th e  d e v ia tio n s  o f th e  p o s itio n  o f th e  
p o in ts ca u sed  e x c lu s iv e ly  b y  d e v ia tio n s  in  th e  sh a p e  of 
th e  obejct,

dx'c, d Y c, dZc, U, V, e2 — th e  p a ra m eters in d ic a tin g  d e v ia t io n s  in  th e  p o s itio n  of
the object.

T he p a ra m eters cpj^j are  c a lc u la ted  fro m  p a ra m eters U, V  in  th e  m a n n er  p r e 
v io u s ly  d iscu ssed .

T he so lu tio n  of th e  se t  o f eq u a tio n s of d e v ia tio n s  sh o u ld  b e  ob ta in ed , w h ile  sa 
t is fy in g  th e  co n d itio n  th a t th e  su m  o f th e  sq u a res o f th e  d e v ia tio n s  o f th e  form  
o f  th e  o b jec t is  a m in im u m .

In  h is  paper th e  au th or  a d d s a n u m b er o f e x a m p le s  h o w  to  a p p ly  th e  d iscu ssed  
m eth o d  of g en e ra liza tio n , i llu s tr a t in g  th e  p ro ced u re  a n d  th e  p r a c tica l e f fe c t  r e su l
t in g  fro m  th e  p o s s ib ility  o f d is t in g u ish in g  d isp la cem en ts  o f th e  o b jec t from  its  
d efo rm a tio n s, an d  d e v ia tio n s  in  p o s itio n  fro m  d e v ia tio n s  in  sh ape. In  th e se  e x a m 
p le s  h e  c a lls  p a r ticu la r  a tten tio n  to  in sta n ce s  w h e n  d e fo r m a tio n s  do n o t bear  an  
a c c id e n ta l ch aracter , w h ic h  w o u ld  a llo w  to  a p p ly  th e  co n d itio n  of a m in im u m  in  
•the su m  o f th e  sq u a res in  r e la tio n  to  a l l  th e  d e term in ed  co m p o n en ts .
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