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Analiza rozkładu błędów zamknięć tró jkątó w  sieci w ypełniającej

Analiza rozkładu błędów w sieci w ypełniającej stanow i kontynuację 
opartych na teorii błędów i statystyce m atem atycznej badań polskich sieci 
triangulacyjnych. Nie będziemy tu  omawiali zastosowanych metod, k tó 
rych rekapitulacji, na podstawie bogatej lite ra tu ry  przedm iotu [1] [5] [7] 
[9] [10] [19], dokonano już w artykule  [18] poświęconym sieci astrono- 
miczno-geodezyjnej. M etody te  zastosujem y również do badania sieci w y
pełniającej, uwzględniając jednak wnioski wyłonione w  toku analizy sieci 
ąstronom iczno-geodezyjnej i najnowsze publikacje z tego zakresu [8 ] [2 ] 
[3] [16]. Rozkład błędów w sieci porównywać będziemy z rozkładem  dw u
mianowym , który zgodnie z założeniami S. H a u s b r a n d t a  [7] po
tw ierdzonym i raz jeszcze przez wyniki uzyskane dla sieci astronom iczno- 
-geodezyjnej, dobrze odpowiada rzeczywistem u rozkładowi błędów po
m iarów geodezyjnych.

Rozkład błędów zamknięć trójkątów

Z obszernego m ateria łu  liczbowego, którym  dysponujem y dla sieci w y
pełniającej, w ybraliśm y przykładowo dane odnoszące się do 11  grup sieci 
w fragm entach Poznań, Śląsk, Kraków  i Zakopane. W ybór ten  nie jest 
przypadkowy. Sieci Poznań (949 trójkątów ) i Śląsk (392 tró jkąty) przez 
swą wielkość są szczególnie dogodne dla analizy statystycznej. Stanowią 
ponadto in teresujący m ateriał, gdyż obok nowych obserwacji sieci w ypeł
niającej włączono do nich niektóre wyniki daw nych pom iarów i adapto
wano sieci lokalne. Sieci K raków  i Zakopane tw orzą natom iast jednolite 
zbiory nowych obserwacji, przy czym grupa Zakopane (89 trójkątów ) jest 
jednym  z m niejszych fragm entów  sieci w ypełniającej.

Analizę rozkładu błędów zamknięć tró jkątów  przeprow adziliśm y dla 
wym ienionych 11 grup sieci oraz dla składających się z kilku grup sieci



Poznań i Śląsk traktow anych jako całość. W badanych zbiorach obliczy
liśmy błędy średnie za pomocą klasycznego wzoru

gdzie: to — błąd praw dziw y zamknięcia tró jkąta,
N  — ilość trójkątów .

Tablica I. Zestawienie błędów średnich i m aksym alnych  błędów zam knięć tró jk ą tó w

G rupa N 171 l w m a x | I •/

CC cc
Poznań 949 ± 3 ,9 6 1 2 , 2 1 42

I 132 4,01 9,57 6

I I 159 3,64 1 1 , 1 0 4 1

I I I 162 3,60 10,55 4 1

IV 177 4,40 1 2 , 2 1 14 1

V 147 4,02 11,09 7 1

VI 172 4,00 1 1 , 8 6 7 -

Śląsk 392 4,34 13,21 25 —

I 139 4,74 12,84 13 —

I I 128 4,24 1 1 , 2 2 7 —

I I I 125 3,95 13,21 5 1

K raków 125 4,17 9,64 5

Zakopane 89 4,02 8,71 3 —

I  —  liczba błędów większych od p rzy ję te j w instrukcji w artości dopuszczalnej v.'aop =  8 r r . 
•/ —  liczba błędów w przedziałach, dla k tó rych  częstości określone rozkładem  dw um ianow ym  

równe są p rak tyczn ie  zeru (Cd <0,5).

Wyniki obliczeń podane są w tablicy I. Częstości rzeczywiste CR w y
stępowania błędów w przedziałach ograniczonych wielokrotnościam i 0,5 m 
porównaliśmy z teoretycznym i częstościami w rozkładzie dwum ianowym  
o n =  16 obliczonymi wzorem

CD =  NP (X) ,  (2)

w którym  P (x) oznacza przyjęte dla tego rozkładu prawdopodobieństwo 
wystąpienia błędu określonej wielkości. Przykład obliczeń CR, CD i różnic

A C = C R- C D (3)

dla sieci Poznań zawiera tablica II, a rezulta ty  wszystkich analiz ilustru ją  
w ykresy 1 —i—13. Częstość występowania błędów zamknięć trójkątów  
w przyjętych przedziałach wielkości przedstaw iono na wykresach w po
staci schodkowej linii ciągłej, a częstość ich występowania przewidzianą 
rozkładem dwum ianowym  oznaczono liniam i pionowymi.



T ablica  I I .  B adanie  zbioru błędów zam knięć tró jk ą tó w  sieci w ypełniającej
P  O Z N  A X

Rozkład dw um ianow y 
(n =  16)

I
:

i
I I

X

m P(x)
C d =  I

=  N P  (x) i
X Cr A C X

'

Ch A C

1
cc cc

4,0 0,0000 15,84 16,40
3,5 0,0002 0,2 13,86 0 - 0 ,2 14,35 0 - 0 ,2
3,0 0,0018 1,7 11,88 3 +  1,3 12,30 2 +  0,3
2,5 0,0086 8,2 9,90 10 +  1,8 10,25 10 +  1,8
2,0 0,0278 26,4 7,92 28 +  1,6 8,20 25 — 1,4
1,5 0,0666 63,2 5,94 69 +  5,8 6,15 66 +  2,8
1,0 0,1222 116,0 3,96 114 - 2 , 0 4,10 113 - 3 , 0

— 0,5 0,1746 165,7 1 1,98 163 - 2 ,7 2,05 165 - 0 ,7
0 0,1964 186,4 ; 0 182 -  4,4 0 190 +  3,6

f 0,5 0,1746 165,7 1,98 150 —15,7 2,05 157 - 8 ,7
1,0 0,1222 116,0 ; 3,96 145 +  29,0 4,10 144 +  28,0
1,5 0,0666 63,2 ! 5,94 56 — 7,2 6,15 54 - 9 , 2
2,0 0,0278 26,4 ; 7,92 20 - 6 ,4 8,20 17 - 9 , 4
2,5 0,0086 «,2 ; 9,90 7 — 1,2 10,25 5 - 3 ,2
3,0 0,0018 hi  ! 11,88 2 +  0,3 12,30 1 - 0 ,7
3,5 0,0002 0.2 ; 13,86 0 - 0 ,2 14,35 0 - 0 , 2

+ 4,0 0,0000
j

15,84 16,40
___

I
949,2 1 949 j — 0,2 !

i

949 - 0 ,2

T R ozkład  zbioru błędów' zam knięć tró jk ą tó w , w k tó ry m  średnie w artości błędów w przedziałach 
określono dla błędu średniego obliczonego m eto d ą  k lasyczną

cc
m — i  3,96

IJ  lio zk ład  zbioru błędów zam knięć trójkątów ', w k tó ry m  śiednie  wartości błędów w przedzie łach 
określono d la  b łędu  średniego obliczonego m eto d ą  H a u sb ra n d ta

cc
m л  —4,10

Przegląd uzyskanych wyników pozwala zauważyć, że niektóre zbiory 
błędów, zwłaszcza dla grup Śląsk I (wykres 9) i Śląsk II (wykres 10) oraz 
Poznań II (wykres 3) i Poznań V (wykres 6 ) charakteryzuje  rozkład asy
m etryczny w ynikający prawdopodobnie z połączenia w wym ienionych 
grupach niejednolitych m ateriałów  obserw acyjnych. Przypuszczać można, 
że nieznaczne anomalie rozkładu w ystępujące naw et w dużych zbiorach 
błędów sieci Śląsk i Poznań m ają to samo uzasadnienie. Zbiór jednorod
nych obserw acji włączonych do sieci K raków  obrazuje natom iast syme
tryczny rozkład błędów.
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Wykres 2. Rozkład zbioru błędów zamknięć trójkątów grupy Poznań I 
m =  ±4,cc01 N =  132

Г
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Wykres 3. Rozkład zbioru błędów zamknięć trójkątów grupy Poznań II 
m == ±3,cc64 N =  159



Wykres 5. Rozkład zbioru błędów zamknięć trójkątów grupy Poznań IV 
m =  ±4 ,cc40 N =  177

Wykres 6. Rozkład zbioru błędów zamknięć trójkątów grupy Poznań V 
m =  ±4,cc02 N =  147



W tablicy I obok błędów średnich zestawiono dla poszczególnych frag 
m entów  sieci ilości błędów m aksym alnych, przekraczających określoną 
w instrukcji [2 1 ] dopuszczalną w artość błędu zamknięcia

coiop =  ± 8 CC

oraz dużych błędów, których w ystępowanie nie jest uzasadnione w roz
kładzie dwumianowym. Zwraca uwagę, że w badanych zbiorach w ystępuje 
około 5% błędów przekraczających w myśl instrukcji dopuszczalną w artość 
błędu zamknięcia tró jkąta , a ty lko jedna z tych wartości (Śląsk III) prze
kracza granice określone rozkładem  dwumianowym. Pozostawienie w zbio
rze i włączenie do w yrów nania obserwacji, dla k tórych błąd zamknięcia 
tró jką ta  jest większy od 8 CC, można więc uznać za teoretycznie uzasad
nione. W ydaje się, że przy ustalaniu w instrukcji dopuszczalnych wartości 
błędów i ocenie dokładności w ykonanych obserwacji należy większą uwagę 
zwracać na w ynikające z teorii zasady rozkładu błędów.

W kilku badanych zbiorach (Zakopane, Poznań I, Poznań VI) daje się 
zauważyć sygnalizowana przez S. H a u s b r a n d t a  [8 ] prawidłowość, 
polegająca na m niejszej niż to przew iduje rozkład teoretyczny częstości



występowania dużych błędów, przekraczających 2 m. W badanych sie
ciach średni błąd zamknięcia tró jkąta  jest rzędu 4CC, a tym  samym 
2 m  «=* 8 CC. Anomalia rozkładu może więc wynikać z określonych w in
strukcji granic dokładności pomiarów.
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Wykres 9. Rozkład zbioru błędów zamknięć trójkątów grupy Śląsk I 
m =  ±4,cc74 N — 139
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Wykres 10. Rozkład zbioru błędów zamknięć trójkątów grupy Śląsk II 
m =  ±4,cc24 N =  128
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Wykres 12. Rozkład zbioru błędów zamknięć trójkątów sieci wypełniającej Kraków
m =  ±4 een  N =  125

Wykres 13. Rozkład zbioru błędów zamknięć trójkątów sieci wypełniającej Zakopane
m =  ±4,cc02 N =  89

Błąd średni jako parametr rozkładu zbioru błędów

W ynikająca ze sposobu jego określenia wielkość błędu średniego, k tóry 
przyjm ujem y jako podstaw ę do ustalenia granic przedziałów, m a isto tny 
wpływ na ocenę rozkładu zbioru błędów i jego zgodność z przy jętym  roz
kładem  teoretycznym . W przedstaw ionej wyżej analizie posłużyliśm y się 
błędem  średnim  obliczonym wzorem klasycznym. S. H a u s b r a n d t  [8 ] 
zwrócił jednak uwagę na m ałą dokładność tak  obliczonego błędu średniego 
i podał m etody dokładniejszego wyznaczenia jego wartości, oparte na za
łożeniu norm alności rozkładu. Sposób Bw  i krakow iany F zastosowaliśm y 
do ponownego obliczenia błędów średnich w rozpatryw anych zbiorach. 
Wyznaczone w artości m H, zestawione w tablicy III, posłużyły do ustalenia 
nowych granic przedziałów, w których określiliśm y częstości rzeczywi
ste CH występowania błędów i różnice AC w stosunku do ich w artości teo
retycznych w rozkładzie dwum ianowym.

Porów nanie uzyskanych rezultatów  z wynikam i opracowania, opar
tego na błędzie średnim  obliczonym m etodą klasyczną, przeprowadziliśm y 
za pomocą wyznaczonych zgodnie z k ry terium  P e a r s o n a  wartości



określonych dla zbiorów podzielonych na r =  11 przedziałów. Słuszność 
stosowania tego właśnie k ry terium  dla oceny zgodności rozkładu zbioru 
rzeczywistego z teoretycznym  rozkładem  błędów może być wprawdzie 
w  danym  przypadku kwestionowana. W ydaje się jednak, że obliczenie 7 2 

i ustalenie prawdopodobieństwa [17] zgodności z rozkładem  teoretycznym  
rzeczywistego rozkładu tych samych, a jedynie odm iennie opracowanych 
zbiorów jest dobrą podstaw ą do porównania zastosowanych metod. Zesta
wienie takie wykonaliśm y w toku badania sieci astronomiczno-geodezyj- 
nej [18], a M. R o m a n o w s k i  [16] zastosował k ry terium  P e a r  s o n a  
dla porównania zgodności rozkładu zbioru zamknięć tró jkątów  z rozkła
dem  norm alnym , ,,lineo-norm alnym ” i „radiko-norm alnym ”.

T ablica I I I .  Zestawienie błędów średnich liczonych wzorem  k lasycznym  i m etodą  S. H a u sb ra n d ta

G rupa N

B łąd  średni liczony wzorem  
klasycznym

B łąd  średn i liczony m etodą  
H a u sb ra n d ta

m X2 P m H X2 P

Poznań  I 132
cc

± 4 ,0 1 11,39 0,25
cc

± 4 ,2 7 8 , 8 8 0,45
P oznań  I I 159 3,64 5,01 0,83 3,84 4,11 0,91
Poznań  I I I 162 3,60 4,98 0,83 3,73 5,65 0,77
Poznań  IV 177 4,40 1,87 0,99 4,34 2,56 0,87
P oznań  V 147 4,02 5,78 0,76 4,14 5,12 0,82
P oznań  V I 172 4,00 11,72 0,23 4,31 8,44 0,49
Śląsk I 139 4,74 10,90 0,28 4,85 10,78 0,29
Śląsk I I 128 4,24 11,79 0,23 4,05 16,90 0,05
Śląsk I I I 125 3,95 6,46 0,69 3,89 6,34 0,71
K raków 125 4,17 6,64 0 , 6 8 4,31 5,36 0,79
Zakopane 89 4,02 15,16 0,08 4,40 6,28 0,70

W tablicy III podaliśmy wyniki obliczeń przeprowadzonych dla 11 grup 
sieci wypełniającej. W 8 zbiorach uzyskaliśm y wyższą zgodność rzeczy
wistego rozkładu błędów z rozkładem  dwumianowym, dla opracowania, 
w którym  zastosowano błędy średnie wyznaczone m etodą S. H a u s 
b r a n d t a .  Jedynie w grupie Śląsk II obliczenie błędu średniego metodą 
klasyczną doprowadziło do ustalenia granic przedziałów, w których czę
stość występowania błędów jest bliższa częstości teoretycznej. Rozkład 
tego zbioru odbiega zresztą znacznie od rozkładu dwumianowego. W zbio
rach o wysokiej zgodności rozkładu z rozkładem  dwum ianowym  różnice 
w ynikające z odm iennych sposobów obliczenia błędów średnich są nie
wielkie (Kraków, Poznań IV). Przew aga wyników uzyskanych przez obli
czenie błędów średnich m etodą S. H a u s b r a n d t a  daje się zauważyć 
zwłaszcza dla zbiorów, w których w ystępuje m niejsza, niż to przew iduje



rozkład dwumianowy, liczba m ałych i dużych błędów (Poznań I, Poz
nań VI, Zakopane). Zbiory takie, jak  zresztą pokazuje również przedsta
wiona analiza sieci w ypełniającej, bardzo często w ystępują w geodezji.

Analiza błędów zamknięć tró jkątów  sieci w ypełniającej przeprow a
dzona dla fragm entów , w których ze względu na różnorodność p rzyjętych  
obserwacji można było' spodziewać się w iększych anomalii rozkładu b łę
dów, pozwala na pozytyw ną ocenę w ykonanych obserw acji kątowych. 
W zbiorach tych, do k tórych włączono również wyniki dawnych pom iarów, 
dają się wprawdzie zauważyć nieznaczne różnice rozkładu w stosunku do 
rozkładu teoretycznego, które nie w ystępują jednak w zbiorach błędów 
uzyskanych dla jednorodnych obserw acji sieci w ypełniającej. Należy pod
kreślić, że wystąpienie 5% błędów zamknięć trójkątów , przekraczających 
p rzy ję tą  w instrukcji w artość dopuszczalną, jest całkowicie uzasadnione 
przez teorię rozkładu błędów.

Średni błąd zamknięć tró jkątów  w badanych fragm entach sieci jest 
rzędu 4CC, a obliczony wzorem F e r  r e r o, błąd kąta

P rak tyka  pom iarów geodezyjnych [8 ] i konieczność uzyskania m ożliwie 
wysokiej dokładności obserw acji w yjaśnia w ystępow anie w niektórych 
zbiorach m niejszej, niż to  przew iduje statystyka, liczby dużych błędów. 
Badanie tych w łaśnie zbiorów błędów szczególnie w yraźnie ukazuje nie
dokładność klasycznego sposobu obliczania błędu średniego i celowość 
wyznaczania jego- w artości m etodą S. H a u s b r a n d t a  [8 ] opartą  
na założeniu norm alności rozkładu. Analiza sieci, w k tórej za podstaw ę 
dalszych obliczeń p rzy ję to  błąd średni określony tą m etodą, w ykazała 
w większości przypadków  wyższą zgodność rozkładu zbiorów błędów za
mknięć tró jkątów  z rozkładem  dwum ianowym, niż podobne badania oparte  
na klasycznym  błędzie średnim.
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АНАЛИЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОШИБОК НЕВЯЗОК ТРЕУГОЛЬНИКОВ 
ВЫПОЛНЯЮЩЕЙ СЕТИ

Р е з ю м е

Анализ распределения ошибок невязок треугольников выполняющей сети 
проведено для 11 выбранных совокупностей наблюдений сетей Познань, Силезия, 
Краков и Закопане. Результаты исследований представленные на графиках 1-МЗ 
показывают, как правило, хорошее соответствие распределения ошибок невязок 
треугольников закону биномиального распределения (тг =  16). Средняя квадрати
ческая ошибка невязки треугольника равняется, в среднем около 4СС (таблица 1) 
Во всех совокупностях имеется лишь около 5% ошибок больше принятого в ин
струкции допустимого значения содоп =  8СС. Однако появление таких ошибок оправ
дывается законом биномиального распределения. Исследования позволяют по
ложительно оценить проведенные наблюдения углов выполняющей сети.

Средние квадратические ошибки определялись по классической формуле

/  [ ш е и ]

т

и по методу С. Хаусбрандта [8], использующем закономерности нормального 
распределения. Высшего порядка соответствие распределения ошибок невязок 
треугольников закону биномиального распределения полученно при вычислении, 
в котором принимались средние квадратические ошибки определенные по методу 
Хаусбрандта.



ANALYSIS OF THE DISTRIBUTION OF TRIANGLE-CLOSURE 
ERRORS IN THE FILLING NETWORK

In this article the distribution of triangle-closure errors in the filling network 
is analysed for 11 groups of observations in the nets Poznań, Śląsk, Kraków and 
Zakopane. Fig. l-f-13 represent the results of the investigations. They generally  
show a satisfactory conformity of the distribution of triangle-closure errors with 
the binominal distribution (n =  16). The mean square triangle-closure error amounts 
on average to 4cc (table I). The collections contain generally about 5% of errors 
larger than the value admitted by the instruction Wdop =  8cc. These errors in the 
binominal distribution are however explicable. The present investigations permit 
a positive appreciation of angle observations in the filling network.

The mean square errors are calculated by means of the classical formula

and the method established by S. H a u s b r a n d t  [8], which is based on the 
assumption of a normal distribution. A closer conformity of the distribution of 
triangle-closure errors with the binominal distribution has been obtained when 
adopting mean square errors determinated after the method of S. Hausbrandt.
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