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86 Jerzy Gażdzicki

1. Wstęp

Algorytmy stosowane w obliczeniach na maszynach elektronicznych 
powinny być zwięzłe i łatwe do zaprogramowania. Cech tych nie po
siadają na ogół algorytmy opracowane pod kątem widzenia maksymal
nego wykorzystania właściwości rachunku ręcznego. Z tego względu ce
lowe jest prowadzenie badań nad nowymi algorytmami, dogodniejszymi 
w obliczeniach zautomatyzowanych od algorytmów stosowanych do
tychczas.

W pracy niniejszej przedstawia się dwa nowe algorytmy wyrównania 
metodą najmniejszych kwadratów. Podstawą opracowania tych algoryt
mów była koncepcja kolejnej eliminacji niewiadomych z układu równań 
poprawek. Dla przypomnienia sobie istoty tej stosunkowo mało znanej 
koncepcji weźmy pod uwagę układ n  równań poprawek o m niewiadomych

Cti0£a “Ь Ь jXfj "b “i- . . . 4“ TfliZLyyi “1“ 1 ,̂ i 1 , 2 , . . . TŁ. (1 .1)
Mając na względzie uproszczenie oznaczeń założymy, że układ ten od

nosi się do obserwacji jednakowo dokładnych. Nie zmniejsza to ogólności 
rozważań, ponieważ układ obserwacji niejednakowo dokładnych można 
łatwo przekształcić na układ obserwacji jednakowo dokładnych (zrówno
ważyć) dzieląc współczynniki, wyrazy wolne i poprawki przez odpowied
nie błędy średnie [2 ].

Tworząc pierwsze równanie normalne możemy wyeliminować z ukła
du (1 .1 ) pierwszą niewiadomą

x a =  [ ^ | ( _ [ab]X b _ \ a c ] x c . . .  — [ a m ] x m — [a l ] ) . (1.2)

Uzyskamy w ten sposób układ zawierający m —1 niewiadomych

V i  b (  “f~ C i ОС с  “I-  . . . -j-  T ïli  ЭСуп Ii (1.3)
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Na podstawie układu (1.3) utworzymy powtórnie pierwsze równanie 
normalne, z którego wyznaczymy

Xb =  M ^ [ 51cl' I c ' " ~ [ b'm ^ m" [b 1!1l)'
Po eliminacji niewiadomej x b z układu (1.3) otrzymamy układ równań 
poprawek zawierający m  — 2  niewiadome

v t =  C|Xc+  . . .  +тщхт+ 1 ] ,  (1.5)
gdzie

г i [b‘c \ ,
* 1 [ЫЬ1] 1 ’

[b'b1]

й - й - Ш . 6 1
li ~  ll [ЫЬ1] 1 •

Eliminując analogicznie dalsze niewiadome uzyskamy układ z jedną 
tylko, ostatnią niewiadomą

v t  =  ш Г 1хт + 1Г 1 (1 .6 )
Po eliminacji tej niewiadomej otrzymamy m razy zredukowane wyrazy 
wolne równe poszukiwanym poprawkom v t

Vi =  1T, (1.7)
gdzie

1m _  7m - 1 [ m m 4 m  ' ]  __m -i
k ~ li ~  [ m ^ m ^ ] mi  ■

W ten sposób, stosując jednolite i proste postępowanie rachunkowe, 
polegające na utworzeniu ciągu układów równań poprawek

V i  “I”  bjXf) C fX c “ł-  • « • “l-  TTiiXyyi H-
vt =  Ь1хь+с1хс+  . . .  - fm |xm+ l î  
Vi =  с ]хс+  . . .  -fwijx m+ l 2i

7П -1  , л7Тг-1Vi — m*
7m

и г =  l i

( 1 .8)

uzyskaliśmy możliwość bezpośredniego obliczenia poprawek v t.

Z reguły interesują has nie tylko wartości poprawek, ale także war
tości funkcji niewiadomych

fj ctjXa“b ß jX ö YjXc+  . . .  "h \XjXm~\~ cpj, j  1 , 2  . . .  p, (1*9)
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którymi mogą być w szczególnym przypadku same niewiadome, np. mo
żemy przyjąć f  =  x a.

Łatwo zauważyć, że opisane postępowanie daje się zastosować również 
do obliczenia funkcji niewiadomych. Eliminując kolejne niewiadome 
z układu funkcji (1.9) otrzymamy

Ь  =  a } x a + $ j x b +  Y j X c + ( .  .  .  + ł i j X m  +  q>}

f i  =  +  T )x c~\~ ■ ■ ■ Jr\>-)^mJr (?}

h =  ЪХС+  . . . +  Р)Хт +  <Р*
(1 .10 )

gdzie

X m - 1 i m - 1
l i  ^ГП  "T~ ̂  j
± __ m
i i  — ?3

R1 n №  , [Ol]
[aa] a j ’ - V  =  * ’ - - [ a a P '

m _  m-1 [m"1-1!"1-1! m-1

Jak widać, przeprowadzenie eliminacji m  niewiadomych jest tu rów
noznaczne z obliczeniem wartości funkcji

/, =  9™. ( 1.11)
Podamy teraz wzory krakowianowe określające dwa wspomniane na 

początku algorytmy, które będziemy nazywali w skrócie algorytmami G 
i K. Algorytm G wiąże się bezpośrednio z metodą eliminacji Gaussa, 
natomiast algorytm К — z metodą pierwiastka krakowianowego. Obydwa 
algorytmy należą do grupy algorytmów ortogoinalizacyjnych.

2. Algorytm G

Dany jest krakowian с о  к kolumnach, składający się z dwóch bloków 
a oraz b

H b “ i <21)

Krakowian a ma те wierszy, zaś krakowian b — p wierszy, co zapi
szemy w następujący sposób

a b
(к , те) ’ (к, p)'
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Utworzymy ciąg krakowianów
G°c =  c, G 1c, G2c . . .  G mc, m ś ^ k ,  

wykonując m przekształceń według podanego niżej wzoru

j ^ C i

G‘ c =

G‘- ]c
G\i - l . -Gi

G i ^ c - G i - M  i —1 „ ai a?
(Gir’c) j > i

(2 -2)

(2.3)

Wskaźnik górny przy symbolu funkcyjnym G oznacza położenie kra- 
kowiamu G xс w ciągu (2.2) lub też, co jest równoznaczne, liczbę przekształ
ceń dokonanych na podstawie krakowianu danego c. Natomiast wskaźniki 
dolne użyte zostały do oznaczenia kolumn i bloków krakowianu G*c:
Gj с oznacza j-tą  kolumnę krakowianu с po i-tym przekształceniu,
G^c oznacza blok a krakowianu с po i-tym przekształceniu,
G^c oznacza j-tą kolumnę bloku a w krakowianie с po i-tym przekształ

ceniu.
Krakowian a będziemy nazywali częścią główną, zaś krakowian b czę

ścią podrzędną krakowianu c. W przypadku szczególnym, gdy p =  0, k ra
kowian с nie posiada części podrzędnej. Łatwo zauważyć, że

G[ с =  G 1 a
jednakże G'bс Ф  G’b

P r z y k ł a d  1. Dany jest krakowian

= J a
I b

(?.4>

- 1 1
1 4
1 1

- 1 - 2

- 3 8

Obliczymy krakowian G 1c. Pamiętając o tym, że G°c =  с napiszemy od 
razu:

G!c =G°c =

ą  с =  G Jc -G ’c G ^ -G L  с 
(G^c)2

1 - 1 2,5
4 1 2,5
1 1 6 -0 ,5

- 2
_

- 1 4 ~ -0 ,5

8 - 3 12,5
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a wobec tego
- 1 2,5

1 2,5
1 -0 ,5

- 1 -0 ,5

- 3 12,5

3. Algorytm К

Podobnie jak uprzednio założymy, że dany jest krakowian bloko
wy (2 .1)

' a 
b

Utworzymy ciąg krakowianów
K°c =  c, K !c, K 2c . . .  K mc, m ^ k ,  

stosując podany niżej wzór

K \с =  i

Щ - 1 с 

К ) - ' с

j <  i 

j  =  i

(3.1)

(3.2)
V ( 4 7 ' c ) 2
K j^ c - K 'c fK ^ c -K ^ c )  j > i

Znaczenie wskaźników jest tu  analogiczne, jak dla algorytmu G. 
Porównajmy wzór (2.3) z wzorem (3.2) dla przypadku j  >  i. Prze

kształcając wzór (3.2) otrzymamy

K l e  =  Ю - ' с - Ю с  =  Ю г 1 сi i  i \ a i a j  / j

K |-’c

=  K i - ' c - K i

\ / { К Г ' ) 2~
K i - ' c - K i z ' cа)

-i - - i {K^ c f  ■

Jak widać, w przypadku j  >  i wzory te prowadzą do identycznych 
wyników. Uwzględniając postać wzoru (3.2) dla j  =  i otrzymamy nastę
pujące zależności

Kmc =г
GTc

j / № ) 2

Gj"c

i ^ C m

i ^ > m

(3.3)

Aby nie rozpraszać uwagi, będziemy się w dalszej części tej pracy zaj
mowali wyłącznie algorytmem K ,  który zarówno pod względem teore-
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tycznym, jak i praktycznym wydaje się mieć większe znaczenie niż algo
rytm  G.

P r z y k ł a d  2. Obliczymy krakowian Ю с  przyjmując dane z przykładu 1.

с =
K I

- 1 1
1 4
1 1

- 1 - 2

- 3 8

K{ с =
к ;  с

V I К г * ) 2

- 1 -0 ,5
1 0,5
1

1
Jl 0,5

- 1 T  = -0 ,5

- 3 — 1,5

К \ с  =  Щ с —Щс  (К^с • К “2с) =

1 -0 ,5 2,5
4 0,5 2,5
1 0,5 •3 = -0 ,5

- 2 -0 ,5 -0 ,5

8 — 1,5 12,5

Ю с  =
Юа с 
Юь с

-0 ,5 2,5
0,5 2,5
0,5 -0 ,5

-0 ,5 -0 ,5

-1 ,5 12,5

4. Podstawowe własności algorytmu К

Niech dany będzie krakowian c, którego część główną stanowią kra
kowiany

a
(m,n) ’

zaś część podrzędną krakowiany
b

(m,p) ’
Mamy więc

с =

a
(k,n) ’

W
(k,p) ‘

a a 
b b'

Postaramy się wyrazić bloki krakowianu K mс

K mc =

w funkcji bloków krakowianiu c.

IK™c K™c| 
\K - с K -cj

(4.1)

(4.2)
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R o z w a ż m y  n a j p i e r w  k r a k o w i a n

К™ с =  K m a .

W y k o n u j ą c  k o l e j n o  m  p r z e k s z t a ł c e ń  m  k o l u m n  k r a k o w i a n u  a  b ę d z i e m y  

o t r z y m y w a l i

a =K°a =  {KJa, K“a, K"a
K'a =  {К|а,К*а,К'а,...К1.а}
K2a =  {KJa, K*a, K*a,..
К 3 a =  {К;а,К5а,Кза,..

m
K i a l

Kma =  {К»а,К*а,К*а,...

Nietrudno spostrzec, że iloczyn kolumny K ja oraz dowolnej następnej 
kolumny krakowianu K !a jest równy zero:

KJa • К 'а  =  0, j  =  2,3 . . .  m.

Rzeczywiście na mocy wzoru (3.2) mamy
К?a / K!a Щ а -Щ а  \ K!a-K°a K?a-K°a

K!a-K’a =  . 1 —  K > ------ = 4 = -----i = Ł -  =  ,___ L -----*___ =  0 .
3 |/(K ;a )2 I 3 ] / (KJa)2 j/fKJa)* )  ^(KJa)* ^(K Ja)’

Wynika stąd, że mnożąc kolumnę К ja przez następne kolumny kra
kowianu K ma będziemy także otrzymywali zera:

К [а -Щ а  =  0,
ponieważ kolumny K |a, K ^ a ,. . .  K™a są liniowymi kombinacjami kolumn 
K^a, K ‘a , ..  . K^a, a dla każdej kombinacji x =  z 2 ■ K*a +  z3 • K’a + z m.K^a 
mamy oczywiście K 1 a • x =  0.

Analogicznie można pokazać, że spełnione są związki:
Щ а -Щ а  =  0, j  =  3 ,4 ... m,
КдЭ-Kja =  0 , j  =  4 , 5 . . .  m,

itd. itd. wreszcie
К ™ - \ а - К ” а =  0.m —1 m

Napiszemy więc ogólnie
Щ а-Ща  =  0 , i- Ф  j ,  

uwzględniając zaś wzór (3.2) dla i =  j  otrzymamy
К [а-К \а  =  1.

W ten sposób uzasadniliśmy słuszność następującego wzoru:
(Km a) 2 =  T (4 .3 )
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Zauważmy teraz, że Щ a jest iloczynem kolumny a! przez pewną stałą, 
К  a — liniową kombinacją kolumn aŁ i a2, Щи — liniową kombinacją ko
lumn a1; a2 i a3 itd. Wobec tego krakowian K ma może być traktowany jako 
wynik mnożenia z • та:

K ma =  z • та,
gdzie z — krakowian trójkątny, którego elementy są współczynnikami 
obliczanych kombinacji liniowych:

Zl,l z2,l • ■ • zm,l 

Z2,2 • ■ ■ Zm,2

Aby wyznaczyć ten krakowian posłużymy się wzorem (4.3), z którego 
wynika, że (z • та) 2 =  т. Wykonując szereg prostych przekształceń otrzy
mamy kolejno:

= (z • та)2

Możemy zatem napisać ostateczn

Z

=  z-a'-z  
=  z • a2

T Z ' =  a2 • z
(t z - 1) =  a2

TZ~ =  i a2
z~ — t  | / a2

=  t(j/a2)

K m a т(|//a2) •та (4.4)
Przy okazji zauważmy, że krakowian K ma daje się obliczyć tylko wów

czas, gdy kolumny krakowianu a są liniowo niezależne.
Zajmijmy się teraz krakowianem K™c.  Obliczenie tego krakowianu, 

podobnie jak obliczenie krakowianu Kma sprowadza się do utworzenia 
liniowych kombinacji kolumn. W przypadku krakowianu K ma tworzy się 
kombinacje kolumn ab zaś w przypadku krakowianu К™с — kolumn b;, 
przy czym współczynniki kombinacji w obydwóch przypadkach są jedna
kowe. Wynika stąd wzór

K™c =  til^a2) -1  -тЬ, (4-5)
gdzie b jest m-kolumnowym krakowianem podrzędnej części krakowianu
(4.1).

Przejdziemy do wyprowadzenia wzoru określającego wynik m  prze
kształceń krakowianu a'. Krakowian K™c możemy przedstawić w postaci

K™,c =  а' —у • tKma, (4.6)
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ponieważ w trakcie kolejnych przekształceń 1 ,2  . . .  m, od kolumn krako
wianu a' odejmuje się kolumny 1,2 . . .  m krakowianu K ma pomnożone 
przez pewne współczynniki y tj tworzące krakowian y. Dla wyznaczenia 
tego krakowianu zauważmy, że w ten sam sposób jak wykazaliśmy słusz
ność związku K |a  • K |a =  Kt™a • K ^ a  =  0 , możemy również uzasadnić 
związek К™a • с =  0, który zapiszemy w postaci

K ™ c-K ma =  0 .
Uwzględniając (4.6) łatwo teraz wyznaczymy krakowian y:

К™ с • K ma =  (а '—у • тКта) • K mа =  0 
у • (К та) 2 =  а • К т а

Obliczenie krakowianu К™ с polega na odejmowaniu od kolumn kra
kowianu b' kolejnych kolumn krakowianu К™ с pomnożonych przez te 
same co uprzednio współczynniki, tworzące krakowian y. Analogicznie 
do (4.6) mamy więc

Po podstawieniu krakowianu у =  a' • K ma otrzymamy:
K",c = b' — а’ -К™ a-iK™c  =  b b

b — а' [гК™с • tKma] =
=  b' — a' - {-cb • t((/aa)— 1 - f-ca*т(|/aa)— ’]} =

Reasumując widzimy, że wynik m przekształceń krakowianu c, które
go bloki a i b mają m  kolumn, przedstawiają się jak następuje:

5. Zastosowanie algorytmu К  w metodzie spostrzeżeń pośrednich

Zapiszemy układ równań poprawek (1.1) oraz układ funkcji niewia
domych (1.9) w postaci krakowianowej

у =  a' ■ K ma,
a stąd

К™ с =  a' —a' • K ma • %Kma =
— a' — a'-  (xKma) 2 =
=  а' —а'-[хат(|/а2) 1]! =  
=  a' — a' • [та • (a2)- 1  • та]. (4.7)

=  b' — а' •[тЬ-(а ’)_1та]. (4.8)

(4.9)

v =  X • та +  1 

f =  X • тЬ +  ф
(5.1)
(5.2)
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gdzie
V, X a a i b, Ci . . . m , '
V2

, X =  •
X h

, a  =
По ь 2 c» • . . m 2

Vn. bn Cn • . , m n

[ 4 ß, Ti • • ■ \4
h

<P =
?2 , b  -

Ko p3 TV ■ • !A»

?P. *P ßp ïp - . .[j-p

Dla kontroli rachunku wyprowadzimy kolumy sumowe równe odpo
wiednio

s =  a1 +  a2+  . . .  + a m-rl
a =  bj +  b2 +  . . .  + b m +  cp

Oprócz układu funkcji niewiadomych będziemy brali pod uwagę 
układ funkcji wyrównanych obserwacji

Fa, F $, . . .  F„,.
Zależnie od tego, czy wartości przybliżone tych funkcji obliczone są na 
podstawie wartości zaobserwowanych Lobs-, czy też na podstawie przy
bliżonych wartości obserwacji Lprzybl- układ ten będziemy pisali w po
staci

F a =  a > ,  +  a2U2+ • • • + аА  +  ф °Ь5'

FP =  ß’lUl +  ß2ü2 +  • ' ' + Р > „  +  ФрЬ8'

=  ‘ül'l ’1 +  ü)2'ü2+  • • • + “ ńUn +  (̂ °bS'
gdzie Ф»ь*. =  F ( [ L f s-, L°bs-. . .  L ° bs ), e -  a, ß . . .  a>, 
lub w postaci

Fa - < ( V l ~ h )  +  «2 (V2 ~ l2)+  ■ ■ ■ + Ctń K “ 1n) +  (,’»rZyb1'

F? =  M V ~ li) +  M V* - h ) + - - - + U Vn - ln) +  * î TXybl-

(5.3)

(5.4)

К  =  ^ { v ~ h ) + < { v 2 - h ) +  ■ ■ ■ + Ч К - У + ф г уЬ1-
gdzie фРггУЬ1- =  F (LPrzybl-, LprzybI, . . .  Lprzybl) , 
zaś lj jest wyrazem wolnym: l t =  L przybl — L°bs-.

Krakowianowo układy te będziemy przedstawiali jak następuje
F =  v B  +  4>obs-, (5.5)
F =  (v-1) • В + ФрГ2уЬ1-, (5.6)
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gdzie

F =

F„ фОЬБ.а фрггуЫ.а
F P t фоЬэ. -

фоЬэ.
..

фрггуЫ. =
фрггуЫ.

фоЬг. фрггуЫ-

В =

a[ p; . . .  «; 

a2 ^2 “ 2 !

a' ß' . . .  to’n r n n
W przypadku, gdy obserwacje są niejednakowo dokładne układ funkcji 

wyrównanych obserwacji należy przekształcić, wymnażając współczyn
niki przy poprawkach przez odpowiednie błędy średnie.

Podamy teraz szereg podstawowych wzorów metody spostrzeżeń po
średnich w ujęciu algorytmu K.

1. Obliczenie  p o p r a w e k  v

Kolumna poprawek v równa się kolumnie 1 krakowianu P =  {a 1} po 
m-tym przekształceniu:

v =  K™P. (5.7)
Uzupełniając krakowian P kolumną sumową s otrzymujemy dla kontroli

v =  К™ P , (5.8)
gdzie P =  {a 1 s}.

Wzory powyższe można łatwo sprawdzić posługując się wzorem ogól
nym *) (4.7), bądź też uwzględniając fakt, że jedno przekształcenie krako
wianu P odpowiada eliminacji jednej niewiadomej z układu równań po
prawek, a po eliminacji m niewiadomych mamy 1™ =  v it przy czym oczy
wiście l{"= Sjm.

2. Obliczenie  fun kc j i  n i e w i a d o m y c h  f

Kolumna funkcji niewiadomych f  równa się kolumnie przybliżonych 
wartości funkcji <p krakowianu P po m-tym przekształceniu:

f  =  K™P, (5.9)
gdzie

{ь i l -
*) M amy tu  K j"P  =  1—1 • [^a • (а^-Ча] =  1 [т—ха (аЗ)-Ча] =  l t y v  =  v, ponieważ 
t l/v =  т—та (a2)~4a je s t krakow ianem  transform ującym  w yrazy wolne na poprawki.
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Uzupełniając krakowian P kolumnami sumowymi s i a:

P =  j a 1 S1
| b  cp ct|

otrzymujemy dla kontroli
f =  K™P, (5.10)

Łatwo zauważyć, że obliczenie funkcji niewiadomych wiąże się z oblicze
niem poprawek, ponieważ mamy:

H k ' v v |  (5.11)Ib ? o) lt( i 'a s)-»-Tb f f 1
Uzasadnienie podanych tu wzorów przebiega analogicznie, jak w przy

padku wzorów (5.7) i (5.8). Z (4.8) wynika пр. К ™P =  ф—1 [tb(a2)_1Ta]==f.

3. Obl iczenie  n i e w i a d o m y c h  x

Obliczenie niewiadomych może być traktowane jako szczególny przy
padek obliczenia funkcji niewiadomych, przy którym

b =  i, ф =  0 , zaś o =  1 =  т { 1  . . .  1 }.
Mamy zatem

x=K ™ P (5.12)
oraz dla kontroli

x = K f  P (5.13)
gdzie

4. Obl iczenie k r a k o w i a n u  t ran sf orm u jącego  tUv

Krakowian tUv transform ujący wyrazy wolne na poprawki: v = 1 • tUv, 
wyraża się wzorem

V  = к Г р . (5-14)
gdzie

P  =  {at} .
Rzeczywiście, podstawiając do układu równań poprawek (5.1) x =  

=  — 1 [(а2)_1та] otrzymamy [2 ]:
v =  x • та+ l  =

=  — 1 • [(a2)- 1  • та] • та +  1 =
=  1 {т—та • [та • (а2)-1]} =
=  1 [т—та • (а2) - 1  ■ та] =
‘ 1 ‘

7 Prace In sty tu tu  Geodezji
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natomiast na podstawie (4.7) mamy
K mp =  ç - ï a ^ a * ) " 1- « ,

co potwierdza słuszność wzoru (5.14).

5. Obl iczenie  'krakowianu t r an sform uj ącego  tyx 
Krakowian tI/x transformujący wyrazy wolne na niewiadome: x =  

1 • ty*, wyraża się wzorem

Mamy tu  t U x =  —(а2)- 1 -та, zaś z wzoru (4.8) wynika, że К™ P  — 
=  —та • (a2)“1, a więc t Ux =  tK™P.

Obliczenie krakowianu ti/a; według wzoru (5.15) wiąże się z obliczeniem 
krakowianu tUv, ponieważ

Podana powyżej metoda obliczenia krakowianu tVx może się okazać 
niedogodna dla dużych układów równań poprawek, ze względu na znacz
ne zużycie miejsc pamięci. Przyjmując, że krakowian a ma m  kolumn 
i n  wierszy będziemy musieli zarezerwować dla kolejno przekształcanych 
krakowianów

ogółem (m + n ) 2 miejsc pamięci, przy czym zakłada się, co jest oczywiste, 
że krakowiany К 1 P zapisywane są na miejscach pamięci, zajętych na po
czątku rachunku przez krakowian P =  K°P.

Znacznie mniejszej liczby miejsc pamięci wymaga metoda przedsta
wiona wzorem

Występujące we wzorze (5.17) mnożenie kolumnowe dwóch krakowia
nów stransponowanych wygodnie jest zastąpić mnożeniem wierszowym. 
Opierając się na definicji prof. dr T. Banachiewicza, według której ilo
czyn wierszowy

(5.15)
gdzie

(5.16)

i =  0 ,1 . ..  m,

(5.17)

Xwy =  ту • TX, (5.18)
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możemy przedstawić w postaci wzór (5.17)
t t/ x = - Kr p w K -P . (5.19)

Dla wykazania słuszności wzoru (5.17) wystarczy wykonać podstawie
nia K™P =  t(|/ä»)-4a, K fP  = t ( ^ a 2) -1:

— (j a2)-1 [ta-x(| a‘!)_ ,I =  — (a2)"1 ta =  ti/ x .

6. Obl iczenie  k r a k o w ia n u  t r ans for m uj ącego  ti,f

Wprowadzimy pojęcie krakowianu transformującego wyrazy wolne I 
na funkcje niewiadomych f. Krakowian ten okaże się niewątpliwie przy
datny w zastosowaniach praktycznych.

Podstawiając x =  — 1 • [(a2)- 1  • та] do układu funkcji (5.2) otrzymamy
f =  ф— 1 • [(a2)- 1  • та] тЬ

- ф —1 • {тЬ • [та • (а2)-1]} =
=  ф — 1 • [тЬ • (а2)- 1  • та] =
=  ф+ 1  • ti/f,

gdzie krakowian
tuf =  —тЬ • (а2) - 1  • та (5.20)

będziemy nazywali krakowianem transformującym wyrazy wolne l na 
funkcje niewiadomych f.

Proces obliczenia krakowianu t l/f może być ujęty łatwym do spraw
dzenia wzorem

1( | а г)"K m l a ' L l ' l r a t 1«  
Ib 0| |x(|/a2)-1 xb

4 /v

tl/f
z którego wynika, że 

gdzie

t = tK mP  
l i / f  o >

(5.21)

(5.22)

a t 
b 0

W przypadkach, gdy istotne jest zmniejszenie wymiarów krakowianu 
przekształcanego P, może być stosowany wzór

(5.23)li// -tK ^P -tK ^P  =  
=  -  K^Pw K ^P,

gdzie
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Kładąc tu K™P =  т(]/а2)-1 та, K^P =  т((/аа)-1 tb otrzymamy
tw =  - tK™P-tK™P =

=  —1тЬ-'с(|/а2)_1]>[та*г(|/а2) - 1] =
=  — тЬ-[та-т((/а2) -1 -(|/а2)~3] =
=  — тЬ- [ta-(а2)-1] =
=  — тЬ-(а2)-1та,

a więc rzeczywiście
tw =  -xK-P-xK™P.

7. Obl iczenie  k ra k o w ia n u  t r an sform uj ące go  t tlF

Podstawiając do układu (5.5) v =  1 • tVv — 1 [т—та • (a2)- 1  • та] otrzyma
my bezpośrednio wzór określający krakowian ti/F transformujący wyrazy 
wolne l na funkcje obserwacji F.

F =  1 [т—та • (a2)- 1  • та] B +  Oobs- =
=  1 { B - B  • [та • (a2) " 1 • та]}' +  ФоЬ5- =
=  1 • t l/F+ 0 obs-,

gdzie t(/F =  В —В • [та • (а2)- 1  • та]. (5.24)
Weźmy teraz pod uwagę krakowian P =  {aB} i obliczmy K m{aB}: 

K m {а В} =  {т(|/a5)-1-ta B - B - ^ a ^ a 2) " 1 та]}.
Jak widać

tVF= K “ P . (5.25)
Dla układu (5.6), w którym występują wartości przybliżone funkcji 

фрггуы.  ̂ фрггуы.  ̂ фрггуы. > obliczone na podstawie przybliżonych war
tości obserwacji, krakowian transformujący przybiera nieco inną postać. 
Mamy wówczas:

F =  l - t ’/F+ $ pr2ybl- (5.26)
gdzie

t;/F =  -  В.[та-(а2)-Ча] =  К™P - В  .

8. Obl iczenie b ł ę d ó w  średnich fun kc j i  n ie w ia d o m y c h

Błąd średni funkcji niewiadomych
fi  =  a3xa+ß 3x b+  . . .  +HjXm +  (fi, j  =  1 , 2  . . .  p,

możemy łatwo obliczyć na podstawie krakowianu transformującego 1 

mamy bowiem
f i  =  1 • (ti//)j +  ł j ,
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a z wzoru Gaussa na przenoszenie się błędów średnich wynika, że

m u =  =  m ° i / i v j  (5-27)
Opierając się na wzorze (5.23) otrzymamy

( У 2 =  № P .X K -P ,s  =
=  xK™P (K™P)UK™P.

Ponieważ (K™Pf =  (Kma )2 =  z,  to

( У *  =  (• « гч * .
zaś j -ty  element przekątny krakowianu (тЯ™Р)2 równa się sumie kwadra
tów elementów j-tcgo wiersza krakowianu K ™ P .  Oznaczając ten wiersz 
przez K™(j)P  mamy ostatecznie

m fj =  m o ] / ( ' К м Р )2 (5-28)

Wzór ten możemy wyrazić słownie w następujący sposób: błąd średni 
j-tej funkcji niewiadomych równa się błędowi średniemu pojedynczego 
spostrzeżenia m 0 pomnożonemu przez pierwiastek z sumy kwadratów ele
mentów j-tego wiersza bloku b w krakowianie P po m-tym przekształ
ceniu, gdzie

9. Obl iczenie  b ł ę d ó w  średnich  n i e w i a d o m y c h

Kładąc we wzorze (5.28) b =  т otrzymamy wzór na błąd średni k-tej 
niewiadomej

m*/c =  к =  1,2 . . .  m , (5.29)
gdzie

10. Obl iczenie  b ł ę d ó w  średnich  w y r ó w n a n y c h  ob se rw ac j i

Wyrównana wartość obserwacji L t jest funkcją niewiadomych, której 
współczynniki tworzą г-ty  wiersz krakowianu a. Na podstawie wzoru 
(5.28) możemy napisać

m Li =  т о у ( т К ^ а у ,  i = l , 2 . . . n .  (5.30)

Błąd średni wyrównanej wartości obserwacji L t równa się zatem błę
dowi średniemu pojedynczego spostrzeżenia mo pomnożonemu przez pier-



102 Jerzy Caździcki

wiastek z sumy kwadratów elementów i-tego wiersza krakowianu a po 
m-tym przekształceiu.

Inną postać wzoru (5.30) otrzymamy stosując pojęcie krakowianu 
transformującego t yv. Przedstawiając krakowianowo wyrównane wartości 
obserwacji jako funkcje niewiadomych napiszemy:

X • та =  V—1 =  1 (t[/y—t),

Wynika stąd, że

m Li =  m0 Vli tuv—üiY =
=  m0 1/ [( — та • (a2) ~ 1 • ia )ż]2 =
=  rn0 j/[(ta-(a2) - 1  та)2]«.

Ponieważ [та(а2)- 1та] 2 =  та • (a2)- 1  • та, to

m Li =  m 0 |/(та-(а2) - 1  та)г4 =  m 0 j / l —(W h  (5.31)

Powyższy wzór wskazuje na istotne znaczenie krakowianu t l/v. Uwzględ
niając (5.14) otrzymamy ostatecznie

m ą  =  m0 (5-32)

11. Obl iczenie b ł ę d ó w  średnich fu nk c j i  w y r ó w n a n y c h  ob serw ac j i  

Błąd średni funkcji wyrównanych obserwacji

F, =  q\  K - M + e i  +  • • • + 9 > „ - У + фГ уЬ1'> e =  “ P • • • “ >
wyraża się wzorem

m F =  m0 ] / Щ р  =  m0 (5.33)

gdzie
P =  {aB}.

Słuszność tego wzoru nietrudno jest sprawdzić opierając się na wzo
rze (5.26).

Zestawimy teraz tabelę przedstawiającą w zwarty sposób podstawowe 
wzory metody spostrzeżeń pośrednich. Przy każdym wzorze podamy bloki 
części głównej X, X' i części podrzędnej Y, Y' krakowianu danych począt
kowych
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Bloki krakowianu P 
L.p. Nr wzoru Wzór X X' Y Y'

1 (5.7) v =  KJnP a 1

2 (5.8) v =  К™ P a СЛ

3 (5.9) f =  K r  P? a I b ?
4 (5.10) f =  K fP a s b a
5 (5.12) x =  K^P a 1 x 0

6 (5.13) x =  К™ P a s x 1

7 (5.14) V  =  P a X

8 (5.15) V  =  *K“ P a X x 0

9 (5.19) V* =  -K -P w K fP a x

1 0 (5.22) ‘w =  'K ? P a X b 0

11 (5.23) =  -K -P w K -P a b
1 2 (5.25) V  =  K™p a В
13 (5.28) "V* =  m 0 | / ( TKb(j)P )2 a b

14 (5.29) =  mo | / | t K 7 fc)p )"2 a X

15 (5.30) =  m0 / ( 'K ^ a  )2 a

16 (5.33) ” 4  =  ^ o |/ ( K ™ P - B p2 a В

P r z y k ł a d  3. Dany jest układ równań poprawek
—x a + x b+ X c+ 2  =  v b 
2xa - 4  =  v 2,
3 x a — 2 x b—x c — 3 — v 3,

Xa — Xb — Xc +  4 =  Vit 
Xa ~T~XC 1 Z?5,

x b+ x c =  v s, 
x b—xc +  4 =  u7.

Należy obliczyć:
a) poprawki v,
b) wartości funkcji niewiadomych:

/i Xd 2xb +  4xc+ 2, 
f  2
/з =

c) błędy średnie:
m f l , m Xb, m Ll,

d) krakowian transformujący wyrazy wolne l na funkcje niewiado
mych fj i f 2.
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Dla wykonania tych obliczeń zestawimy krakowian
1 1 1 2 3
2 0 0 - 4 - 2
3 - 2 - 1 - 3 - 3
1 - 1 - 1 4 3
1 0 1 - 1 1
0 1 1 0 2 !
0 1 - 1 4 4

1 - 2 4 2 5
1 0 0 0 1
0 1 0 0 1

Stosując wzór (3.2) utworzymy kolejno krakowiany K 'P, K2P, K 3P. 
Współczynniki K ^P • KîÿP będziemy pisali ponad kolumnami oblicza
nymi KjP.

- 2 - 1 - 4 - 3
-0 ,25 0,50 0,75 1 2,25

0,50 1 0,50 - 2 -0 ,50
0,75 -0 ,50 -0 ,25 0 -0 ,75
0,25 -0 ,50 -0 ,75 5 3,75
0,25 0,50 1,25 0 1,75
0 1 1 0 2
0 1 -1 4 4

0,25 -1 ,50 4,?5 3 5,75
0,25 0,50 0,25 1 1,75
0 1 0 0 1

=  2
1 0 3

-0 ,25 0,25 0,50 1 1,50
0,50 0,50 0 - 2 - 2
0,75 -0 ,25 0 0 0
0,25 -0 ,25 -0,50 5 4,50
0,25 0,25 1 0 1
0 050 0,50 0 0,50
0 0,50 —1,50 4 2,50

0,25 -0 ,75 5 3 8
0,25 0,25 0 1 1
0 0,50 -0,50 0 -0,50

j/FP? =  2
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- 4

X?P

- 0 , 2 5 0 , 2 5 0 , 2 5 2 2

0 , 5 0 0 , 5 0 0 - 2 - 2

0 , 7 5 - 0 , 2 5 0 0 0

0 , 2 5 - 0 , 2 5 - 0 , 2 5 4 4

0 , 2 5 0 , 2 5 0 , 5 0 2 2

0 0 , 5 0 0 , 2 5 1 1

0 0 , 5 0 - 0 , 7 5 1 1

0 , 2 5 - 0 , 7 5 2 , 5 0 1 3 1 3

0 , 2 5 0 , 2 5 0 1 1

0 0 , 5 0 - 0 , 2 5 - 1 - 1

W ten sposób otrzymaliśmy z kontrolą zarówno poprawki jak i funk
cje niewiadomych:

Vl  = 2, fi =  13,
v 2 =  '-2 , / 2 =  x a =  1 ,
V3 = o, f 3 =  x b =  - 1 .
Vi  = 4,
v 5 = 2,
v e = 1,
v n = 1,

Mnożąc błąd średni pojedynczego spostrzeżenia

= / _ м _  _  _  2 J
p  n  — m  у  4

przez pierwiastki z kwadratów odpowiednich wierszy obliczymy poszu
kiwane błędy średnie:

' » - 7 . 1 ,m h  =  2 , 7  | / ( 0 , 2 5 ) г + (  — 0 , 7 5 ) a +  ( 2 , 5 0 ) 2 

m x . =  2 , 7  I ( 0 . 5 0 ) “ ! ( - 0 , 2 5 ) 3 =  1,5,
m Łl=  2,7 j/( —0,25)2+(0.25)2 +  (0,25)2 =  1,2.

Realizując wzór (5.23) obliczymy krakowian transform ujący wyrazy 
wolne na funkcje niewiadomych fi i jz', i - ty  wiersz tego krakowianu 
otrzymujemy wymnażając ż-ty wiersz bloku P przez pierwsze dwa
wiersze bloku

t i i f  =

0 , 3 7 5

- 0 , 2 5 0

0 , 3 7 5

- 0 , 3 7 5

1 , 1 2 5

0 , 2 5 0

- 2 , 2 5 0

0
0 , 2 5 0

0 , 1 2 5

0
0 , 1 2 5

0 , 1 2 5

0 , 1 2 5
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Dla kontroli poprawności obliczenia krakowianu tщ obliczymy przy 
jego użyciu wartości f i i f 2 — x a> podstawiając za l wartości dane w tym 
zadaniu.

f * |  =

2 0,375 0
- 4 -0,250 0,250
- 3 0,375 0,125

4 -0,375 0
- 1 1,125 0,125

0 0,250 0,125
4 -2,250 0,125

P r z y k ł a d  4. Obliczyć krakowiany transformujące t Uv i t Ux na podsta
wie podanego poniżej krakowianu współczynników w równaniach po
prawek:

1 - 1 1

0 4 - 4
- 1 1 - 1

- 1 1 0

1 - 1 0

Zestawiamy krakowian

а г 
г 0

1 - 1 1 1 0 0 0 0

0 4 - 1 0 1 0 0 0

- 1 1 - 1 0 0 1 0 0

- l 1 0 0 0 0 1 0

1 - 1 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

i stosując wzór (5.16) przy m  =  3 obliczamy

K 3P
a3)"1'

A V * 2) - 1

т:а ti/v

tti/x

0,50 0 0,50 0,50 0 0,50 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

-0 ,50  0 -0 ,50 0,50 0 0,50 0 0

1 0 01 o 0 0,50 0 0 0 0,50 0,50
0,50 0 -0 ,50 0 0 0 0,50 0,50

0,50 0,25 0,50 -0 ,50 -0 ,25  0,50 0 0

0 0,25 1 -0 ,50 -0 ,25 0,50 -0 ,50 0,50
0 0 1 -0 ,50 0 0,50 -0 ,5 0 0,50
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Mamy zatem:

t//u —

tl/x

0,50 0 0,50 0 0

0 0 0 0 0

0,50 0 0,50 0 0

0 0 0 0,50 0,50
0 0 0 0,50 0,50

-0 ,50 -0 ,50 -0 ,50
-0 ,25 -0 ,25 0

0,50 0,50 0,50
0 -0 ,50 -0 ,50
0 0,50 0.50

P r z y k ł a d  5. Dany jest układ równań poprawek Vi niejednakowo do
kładnych obserwacji o błędach średnich т г:

=  0 ,8 x — 3 y —8 , m i  =  1, 
v 2 =  l , 2 x —2 y —2, m 2 =  2 , 
v 3 =  ]/3  у  , m 3 =  1 .

Obliczyć poprawki stosując wzory (5.7) i (5.8).

Na wstępie zrównoważymy podany układ dzieląc obustronnie równa
nia poprawek przez błędy średnie obserwacji. Uzyskane w ten sposób 
współczynniki, wyrazy wolne i niezbędne dla realizacji wzoru (5.8) wy
razy sumów e są elementami krakowianu danych początkowych P:

0,8 - 3 - 8 : - 1 0 , 2

p  =  K°P ={a 1 s | = 0 , 6  - 1 - i i -  1,4
0 ]/3 0 l /s  .

] /  (K a lP )2 =  1

Obliczamy kolejno:

K ’P

К  P =

- 3 - 7  - 9
0 . 8  - 0 , 6 — 2,4! - 3
0 , 6  0 . 8 3,2  ̂ 4
0 |/3 0 i i'3

=  2

2 4
0 ,8 -0 ,3 1 —1 ,8 ;—1 , 8

0,6 0,4 i 2,4; 2,4
0,5 ]/3j - | / 3 - l / s ]
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Ostatnie dwie kolumny zawierają stosunki poprawek do błędów średnich

— . Wobec tego poprawki v t wynoszą: 
mi

u i =  - 1 ,8  

v 2 =  4,8̂
v3 = -  V 3

P r z y k ł a d  6. Dany jest układ równań poprawek v t niejednakowo do
kładnych obserwacji o błędach średnich mź:

v 1 =  0 ,8 x —3y +  lb m i  =  1 , 
v 2 =  l ,2x — 2  y + l 2, m 2 =  2 ,
Щ =  У З у + Ь ,  m 3 =  1 .

Obliczyć błąd średni funkcji wyrównanych obserwacji 
F =  —3 (и1- 1 1) +  (и2 - 1 2) +  фРггУы-.

Zadanie to rozwiążemy dwiema metodami.
Rozwiązanie 1. Równoważąc podany układ otrzymujemy: 

г?! — ï2 =  0 ,8 x —3 y,

=  0 ,6 x — y,

j/sy ,
-фРггуЫ.

Aby zrealizować wzór (5.31), który w naszym przypadku przybiera postać

m F =  m0 j / (K ^ P -B )2. 

zestawimy krakowian danych początkowych

i obliczymy

oraz

1coicoo' -3
P =  {a B} = 0 , 6  - l i 2Icoo

0 .

0 ,8 -0 ,3
к- P = 0,6 0,4

0 0,5 j/3 i -

1,47
K ^ P -B  = 0,04 .

-0 ,8 5  \ /3 .

2,04
-0,85 j/3
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Mamy zatem

m F =  m 0 ] / (I,47) 2 +  (0,04)2 +  ( —0,85 j/ З )2 =  m 0 \ ' ^ 3 3 .  

Rozwiązanie 2. Podstawiając do funkcji F wyrażenia
v 1 — l1 =  0,8x — 3 y, 
v 2 — l2 =  l,2x —2 y,

otrzymamy funkcję niewiadomych:
F =  —3 (0,8x —3y) + l,2 x  —2y +  Oprzybl- =

=  — 1,2x +  7y +  фРГ2Уы-( 

której błąd średni możemy obliczyć na podstawie wzoru (5.28)! 
Utworzymy najpierw krakowian danych początkowych

0 , 8 - 3
0 , 6 - 1

0 1/3

- 1 ,2 7

Po wykonaniu dwukrotnego przekształcenia otrzymujemy

0 , 8 -0 ,3
0 , 6 0,4

K 2P  = 0 0,5 (/3

- 1 ,2 1,7
oraz

mF =  m0 ^(xK2 P )2 =  m 0 \ / { - 1,2)2 +  (1,7) 2 =  m 0 ^4,33.

6. Zastosowanie algorytmu К  w metodzie spostrzeżeń zawarunkowanych

Punktem wyjścia w metodzie spostrzeżeń zawarunkowanych są rów
nania warunkowe. Układ tych równań może być traktowany jako układ 
funkcji (5.3) lub (5.4), których wartości są znane a priori. Tak więc, przez 
analogię do układów (5.3) i (5.4) układ równań warunkowych zapiszemy 
w postaci

a\vl Jr a2v 2 +  . . .  +a'nv _+A °bs- =  0,

b'iv i + b2v 2 +  ■ • ■ + bX + Abbs- =  °>
.....................  . . .  (6 .1)

. . .  + w ' nv n +  A°bs= 0 ,
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gdzie A°bs- (r =  а,Ъ . . .  w)  jest wyrazem wolnym obliczonym na podstawie 
wartości zaobserwowanych, lub też w postaci

• • • + « > „ - u + Ar ybl- =  o, 
ь ; к - м + ь ; к - у  + . . .  + ь > „ - д + д г уЬ1- =  о,

(6.2)
Ч К - М  +  Ч  {V2 ~ h ) +  ■■■+W'n{Vn - ln) +  Aw ZVbh =  °>

gdzie Дрг2уЬ1- jest wyrazem wolnym obliczonym na podstawie przybliżo
nych wartości obserwacji, zaś 1г — wyrazem wolnym równania poprawki 
г-tej obserwacji: Iź =  LPrzybl- —L°bs-. Ponieważ wartości przybliżone 
obserwacji są tak obliczane, że spełniają równania warunkowe, to 
Д przybi. _  q; za  ̂ ukjad (0  2 ) przybiera kształt następujący

a;(Ui-Z1)+a'2(î;2- l 2)+  . . .  +a'n(vn - l n) =  0 ,

4 v i - l i ) + K ( v  2 ~ h ) +  ■ ■ ■ + b 'n{v „ - ln) =  °>
(6.3)

W ’l(V l - l l ) + W '2{V2 - h ) +  ■ ■ ■ + W n(Vn ~ l n) =  °-

W przypadku, gdy obserwacje są niejednakowo dokładne, odpowiada
jący im układ równań warunkowych oraz układ funkcji obserwacji na
leży przekształcić, wymnażając współczynniki przy poprawkach przez 
błędy średnie.

Układy (6.1), (6.3) krakowianowo będziemy przedstawiali pisząc
v • А +Л  =  0, (6.4)
(v — 1) • A =  0, (6.5)

gdzie v i 1 są jednokolumnowymi krakowianami poprawek i wyrazów wol
nych, zaś

К  b' • . . w [ l K bs-

A =  . a2 Ь2 - . . w ' 2 _  lAobs. 
’ 1 :

an K - ..W'n k bs-
Przedstawimy teraz podstawowe wzory metody spostrzeżeń zawarun- 

kowanych w ujęciu algorytmu K.  Krakowian przekształcany będziemy 
tu oznaczali literą Z, dla odróżnienia od metody spostrzeżeń pośrednich, 
w której analogiczny krakowian oznaczaliśmy literą P.

1. O b l i c z e n i e  p o p r a w e k  v

Zestawimy krakowian Z, którego część główną stanowi krakowian 
współczynników w równaniach warunkowych A, zaś część podrzędną 
wiersz wyrazów wolnych tych równań тД

A )
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K - Z _  j-c( i/ A 2)— 1 • TA
И  Z (tIi/ Ä 5) - 1-A

Przekształcając ten krakowian w  razy (w  — liczba równań warunkowych) 
obliczymy

K w Z =

Poprawka i-tej obserwacji v t równa się zaopatrzonemu w znak minus 
iloczynowi г-tego wiersza bloku K “ Z oraz wiersza K™ Z. co zapiszemy 
w postaci

v =  -K £Z w K “ Z. (6.6)

Rzeczywiście, opierając się na dobrze znanym z literatury  wzorze [2], 
który przy przyjętych oznaczeniach przybiera postać

łatwo uzyskamy:

V =  - A  • [tA • (A2)-1],

V = - A [ tA t(j/X 2 ) -1-(j/X 5) - 1] =
=  - [ń T ( j /A 2) - 1]-[TA.x(>/Ai ) - 1] =  
= -iK™Z-zK™Z =
=  - K ^ Z w K ^ Z .A z A

(6.7)

2. O b l i c z e n i e  [w]

Suma kwadratów poprawek obserwacyjnych równa się sumie kw adra
tów elementów jednowierszowego krakowianu K™ Z:

[w ]  =  ( tK ^Z )2  (6.8)

gdzie

z  =  ( A | .
(тД)

Wzór ten łatwo wyprowadzimy podnosząc do kwadratu krakowian v 
(6.7):

[vv\ = (K-ZwK»Z)a =
=  (tK -Z - tK -Z)2 =
=  x K - Z . ( K - Z )2. t K - Z .

Pamiętając o tym, że (K“ Z)2 =  (KwA)2 =  т otrzymamy:

[w] = tK “ Z -tX “ Z =  (tK“ Z)2.
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3. O b l i c z e n i e  k r a k o w i a n u  t r a n s f o r m u j ą c e g o  t i/r

Sposób obliczenia krakowianu transformującego wyrazy wolne 1 na 
poprawki V podany już został dla metody spostrzeżeń pośrednich. Obecnie 
wyprowadzimy analogiczne wzory dla metody spostrzeżeń zawarunkowa- 
nych.

Wychodząc z układu (6.5) możemy napisać
V ■ A - l  • A =  0, 

zaś uwzględniając (6.4) otrzymamy
A =  - 1 -A.

Po podstawieniu A do wzoru (6.7) będziemy mieli:
V =  1 • A  • [xA • (A 2)“ 1] =

=  1 • [tA  • (A2)-1 • tA] =
1 ■ ti/ui

gdzie
tVv =  tA  • (A2)- 1  • tA  (6.9)

jest krakowianem transformującym wyrazy wolne na poprawki. Porów
nując wzór (6.9) z wzorem

tuv =  T —та • (a2)- 1  • та
wyprowadzonym uprzednio dla metody spostrzeżeń pośrednich otrzyma
my ciekawy związek *) pomiędzy krakowianami współczynników a i A 
tego samego układu obserwacyjnego:

tA • (A2) -1  • тА +та • (a2) - 1  • та =  т, (6.10)

*) Związek 'ten nie jest zresztą jedyny. Najprostszy, a przy tym  nie pozbawiony 
w artości praktycznych (nip. w  obliczeniach kontrolnych) jest zw iązek podany przez 
prof, d ra St. H ausbrandta:

A ■ a =  0,
k tó ry  łatw o wyprowadzim y, mnożąc obustronnie uk ład  rów nań popraw ek

V =  хта+1
przez krakow ian A:

V • A =  X • та • A + l  • A =
=  X • (A • a) +  l • A.

Po przekształceniu otrzym ujem y
(v—1) • A =  X • (A • a).

Z drugiej strony, uw zględniając zapis (6.5) układu rów nań w arunkow ych m am y

(v—I) • A =  0.

W idać stąd, że dla dowolnych x  m a być x  (A • a).=  0, co może zachodzić tylko wów 
czas, gdy A • a =  0.
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gdzie
a — krakowian współczynników w równaniach poprawek,
A  — krakowian współczynników w równaniach warunkowych.
Łatwo sprawdzić, że

t Uv =  T - K - Z ,  (6.11)

gdzie Z =  ( A  t}.

Mamy tu bowiem
K f Z  =  t - tA  • (A*)-» • tA ,

skąd wynika, że
t Uv =  t A  • (A2)-i • t A  =  t - K » Z .

Podamy jeszcze jeden wzór na obliczenie krakowianu ty„:

t,/„ =  tA  • (A2)-1 • tA  =  [гА-т(|/Д^)_1]а =  [тК^А]2. (6.12)

4. O b l i c z e n i e  k r a k o w i a n u  t r a n s f o r m u j ą c e g o  ty ,

Podstawiając do układu funkcji wyrównanych obserwacji (5.5) v =  
=  1 • ti/v otrzymamy:

F =  v • В + Ф оЬз- =
=  1 • t l/v • В + Ф ° Ьа =
=  l ( B - T t !/i;) + ® obs- =
=  l {В • [тА • (A2) - 1  • тА]} +  ФоЬ5- =
=  1 • Ъ/г+Ф оЬ8-,

gdzie
ty , =  В • [ tA  • (A2)-1 • tA] (6.13)

jest krakowianem transformującym wyrazy wolne 1 na funkcje wyrów
nanych obserwacji F, przy założeniu, że wartości przybliżone funkcji ®°bs- 
obliczone są na podstawie wartości obserwowanych.

Opierając się na wzorze (4.7) możemy przedstawić krakowian ty , w na
stępujący sposób:

t y ,  =  B - K g Z .  (6.14)

gdzie Z =  {A B ) .

W przypadku, gdy dane są wartości przybliżone funkcji фРГ2Уь1- (5 .6 ) 
wzory powyższe przybierają odpowiednio postać:

F  =  l - t ^ + ф р ^ у ы - ,

t;/f, =  B -[T A -(A 2) - 1- T A ] - B  =
=  -K "  z . (6.15)

8 Prace Insty tu tu  Geodezji
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5. O b l i c z e n i e  k r a k o w i a n u  t r a n s f o r m u j ą c e g o  t i/p

Krakowian t A/F transformujący wyrazy wolne równań warunkowych A 
na funkcje wyrównanych obserwacji

F =  v • В +  ФоЬз-
łatwo można wyznaczyć podstawiając do układu tych funkcji

v =  -A  • [tA • (A2)-1].
Otrzymamy wówczas:

F =  —A • [tA • (A2)-1] • В +  ФоЬз- =
=  -A  • {В • [(A2) - 1  • тА]} +  ФоЬз- =
=  Д . ł -4- ф obs. “  Д/F >

gdzie
V  =  - B  • [(A2) - 1 • ТА]. (6.16)

Krakowian transformujący tA/F może być przedstawiony wzorem

^д/f (6.17)
gdzie

Z = А В 
г 0

Obliczenie krakowianu t A/F według powyższego wzoru wiąże się z obli
czeniem krakowianu t UF, ponieważ mamy tu

Ч / ^ Н - х А  B - t l/FK w z
x(}/A2)-

A / F

(6.18)

6 . O b l i c z e n i e  k r a k o w i a n u  t r a n s f o r m u j ą c e g o  t i/t)

Występujący we wzorze (6.7) krakowian — tA(A2)- 1  jest krakowia
nem t y v transformującym wyrazy wolne A na poprawki v. Krakowian ten 
można łatwo obliczyć realizując wzór

V  =  - K^ ZwKaZ- (6-19>
gdzie

A ]
X J

Aby sprawdzić słuszność tego wzoru podstawimy K ™Z =  t (j/ A 2) -1  oraz 
K I  Z =  x(j/A2)_1 -xA:

tA/v =  - K “ ZwK“ Z =  - z K ^ Z - i K f Z  =

=  -  x A - x f j / X ^ - M i / Ä 5) - 1 = - xA - ( a 2) - 1.

Z =
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7. O b l i c z e n i e  f u n k c j i  w y r ó w n a n y c h  o b s e r w a c j i

Zgodnie z wzorem (6.16) możemy napisać
tF  =  тФоЬз- -  {В • [(А2) " 1 • тА]> А =

=  хФоЬ5' -  В • {А • [тА • (А2)"!]} =
=  тФоЬз- -  В • {А -(А2)- 1  • тА}.

Porównując postać tego wzoru z wzorem ogólnym (4.8) nietrudno zauwa
żyć, że

F =  i K > b SZ, (6.20)
gdzie

z  =  | A B | .
(тА хФоЬ® J

W trakcie przekształcenia krakowianu Z obliczany jest tu  również kra
kowian transformujący t\.F , ponieważ

K w Z l/F
t f /A 2) - 1 A tF

Różnica krakowianów F oraz фоЬ!5- może być uzyskana prócz tego na 
podstawie wzoru

р _ ф о ь 8. = _ K “ BZWK “ Z, (6.21)
gdzie Z jest krakowianem o części podrzędnej utworzonej przez wiersz тА 
oraz blok A • B, część główną stanowi krakowian A:

Z =
тА

A B
Rzeczywiście, mamy tu

- К »  BZwK »Z =  
=  - ,K - Z - x K - BZ
=  —[A-t(|/A2)_1]>[B-A-t(j/A2)_11 =
=  —A-[b* A-x(j/A2)_1 , (y,A2)-1] =
=  - A  • [B • A • (A2)-1]
- - A  ■ {B • [(A2) - 1  • тА]}.

8 . O b l i c z e n i e  b ł ę d ó w  ś r e d n i c h  f u n k c j i  w y r ó w n a 
n y c h  o b s e r w a c j i

Błąd średni funkcji wyrównanych obserwacji FQ równa się błędowi 
średniemu pojedynczego spostrzeżenia m 0 pomnożonemu przez pierwia--
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stek z sumy kwadratów elementów ©-tej kolumny bloku В w krakowia
nie Z po го-tym  przekształceniu, gdzie

Występujące pod pierwiastkiem wyrażenie jest w tym wzorze różnicą 
sumy kwadratów elementów ç-tej kolumny krakowianu В i sumy kwa
dratów elementów e-tego wiersza iloczynu A • В po го-tym  przekształ
ceniu.

Wzór (6.23) nietrudno jest uzasadnić, opierając się na znanym w lite
raturze wzorze

m F =  m0 j
k tóry przy stosowanych w niniejszej pracy oznaczeniach może być zapi
sany w następującej postaci

9. O b l i c z e n i e  b ł ę d ó w  ś r e d n i c h  w y r ó w n a n y c h  o b 
s e r w a c j i

Kładąc we wzorze (6.24) В =  t  będziemy mogli wyprowadzić wzór na 
błąd średni wyrównanej obserwacji

Tak więc, błąd średni г-tej obserwacji po wyrównaniu równa się błę
dowi średniemu pojedynczego spostrzeżenia m 0 pomnożonemu przez pier
wiastek z wyrażenia: jedność minus suma kwadratów elementów i-tego 
wiersza krakowianu A po го-tym  przekształceniu.

Z =  {AB}.
Mamy zatem wzór

(6 .2 2 )

którego słuszność wynika bezpośrednio z wzoru (6.15).
W pewnych przypadkach wskazane może być użycie wzoru

(6.23)

(6.24)

=  mo ] / 1 —{Ti , ['t(j/A2) 1 • tA] }2

= m0y  1 - |

Ponieważ г(|/А2)_:ЧА =  K WA,  to
(6.25)
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Opierając się na wzorach (5.31), (6.11) podamy jeszcze jedną postać 
powyższego wzoru:

m Li =  m 0 | / K “ Z, (6.26)
gdzie Z =  {A t},

Na zakończenie rozdziału o zastosowaniach algorytmu К  w metodzie 
spostrzeżeń zawarunkowanych podamy zestawienie najważniejszych wzo
rów odnoszących się do tej metody. Podobnie jak w metodzie spostrze
żeń pośrednich obok każdego wzoru wypiszemy bloki części głównej x, x ' 
i części podrzędnej Y, Y' krakowianu danych początkowych

z  =  (x  x 1 .
Iy  Y'j

Bloki krakowianu Z
L.p. Nr wzoru Wzór X X' Y Y'

1 (6 .6 ) v =  -K ^Z w K ^Z A тД
2 (6 .8 ) [ w ]  =  (tK“ . Z )2 A тД
3 (6 .1 1 ) ti ,v  =  x - K “ Z A T
4 (6 .1 2 ) t i /v =  ( tK - A ) 3 A
5 (6.14) t l / F=  B - K % Z A В
6 (6.15) t  ;/ F = - K - z A В
7 (6.17) t Д/F =  K™ Z A В т 0

8 (6.19) U /o =  -K ^Z w K ^Z A т
9 (6 .2 0 ) F  =zK™j.obs.Z A В ХД T<ï>obs-

1 0 (6 .2 1 ) р - ф о ь з .  =  - K ^ .BZwK^Z A {
тД 1 

A -B J
11 (6 .2 2 ) mFp= m 0 | / ( K “ ZY A в
12 (6.25) m Li =  m0 j / 1 — (tK ^ A ) 2 A

13 (6.26) m Li = m 0 W k ™ Z A

P r z y k ł a d  7. Dany jest układ równań warunkowych:
Vi + ^ 2  +  ̂ 3  +  U 4 — 6  — 0 ,
V i + v 2 —2 =  0,

2v 2—U3 +  U4 — 2 =  0.
Należy obliczyć

a) poprawki v,
b) wartości funkcji wyrównanych obserwacji

F =  —UJ +  U2 +  2U3 +  5,
c) błąd średni funkcji F,
d) błąd średni trzeciej obserwacji wyrównanej.
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Poszukiwane wielkości łatwo otrzymamy, trzykrotnie przekształcając 
krakowian danych początkowych

z  -  lA Bl 
| < д  f J

Rachunek przeprowadzimy z kontrolą, dopisując na wstępie kolumnę su- 
mową do krakowianu Z.

Z =  K° Z =

K l Z =

K 2 z  =

Ks z  =

1 1 0 - 1 1

1 1 2 1 5
1 0  - 1 2 2

1 0  1 0 2

- 6 - 2  - 2 5 - 5

/ ( к 'д, Z)2 =  2

1 1 1 5
0,5 0,5 -0,5 -1 ,5  - 1,5
0,5 0,5 1,5 0,5 2,5
0,5 -0 ,5  --1,5 1,5 - 0,5
0,5 -0 ,5 0,5 -0 ,5 0,5

- 3 1 1 8 1 0

to! II 1

1 1 1

0,5 0,5 -- 1 — 1 - 2

0,5 0,5 1 1 2

0,5 -0 ,5  -- 1 1 0

0,5 -0 ,5 1 — 1 0

- 3 1 0 9 9

] / ( K *A, Z)2 =  2

0 2

0,5 0,5 --0,5 - 1 - 1

0,5 0,5 0,5 1 1

0,5 -0 ,5  --0,5 1 1

0,5 -0 ,5 0,5 - 1 - 1

- 3 1 0 9 9
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Mnożąc kolejne wiersze krakowianu
0,5 0,5 -0 ,5

irl y  —
A -  0,5 -0 ,5  -0 ,5

0,5 -0 ,5  0,5
przez wiersz

- K ^ Z = - { - 3  1 0} 
otrzymamy poprawki v :

Vi =  1 ,
v 2 =  1 , 
v 3 =  2 ,
г>4 =  2 .

Suma kwadratów poprawek wynosi:
[w] = v l + v l+ v l+ v l  =  1 0 , 

co łatwo jest sprawdzić (6 .8 ) sumując kwadraty elementów wiersza K l à Z:
[vv\  =  ( - 3 ) 2  +  ( l )2  +  (0)2 =  10.

Błąd średni pojedynczego spostrzeżenia równa się zatem:

=  ] / у =  i ,8-

Wartość funkcji F obliczyliśmy dwukrotnie (na skutek wprowadzenia 
kolumny sumowej) uzyskując

F  =  9.
Błąd średni tej funkcji otrzymamy (6.22) mnożąc m 0 przez pierwiastek 

z sumy kwadratów elementów kolumny współczynnikówKRZ:

m F =  1,8 | ' ( - l ) 2 +  ( l ) 2 +  ( l ) 2 +  ( - l ) 2 =  3,6,
natomiast mnożąc m 0 (6.25) przez pierwiastek z wyrażenia: jedność minus 
suma kwadratów elementów trzeciego wiersza krakowianu K \  Z otrzy
mamy błąd średni trzeciej obserwacji po wyrównaniu:

mL3=  1,8 ] 1 — [(0,5) 2 +  ( — 0,5) 2 +  ( — 0,5)2] =  0,9.

P r z y k ł a d  8. Dane jest równanie warunkowe

l^ U j-l^ U a + K S u a + A 0153- =  0 , 
odnoszące się do obserwacji o błędach średnich równych odpowiednio

mj = 1 , 
m 2 =  2 , 
m3 =  1 .
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Obliczyć błędy średnie wyrównanych obserwacji oraz błąd średni 
funkcji

F =  — 3uŁ +  u2+  î>obs-.
Utworzymy krakowian danych początkowych

1 ,8 ; - 3
Z =  |A F )  = — 2,4 ! 2

1'3 i 0

zawierający wymnożone przez błędy średnie współczynniki przy popraw
kach w równaniu warunkowym oraz w funkcji F. Krakowian ten prze
kształcimy jednokrotnie {w  =  1) uzyskując

1 , 8 -1 ,47
j / Î 2

K1 Z =
-2 ,4
| / l 2

-0 ,04

|/3
j / l 2

0,85/3

Zgodnie z wzorem (6.22) błąd średni funkcji F  wynosi:

m F = m 0 ] / ( —1,47)2+ ( —0,04)2 +  (0,85 j/ з ) 2 =
=  m0 j /4,33.

Błędy średnie wyrównanych obserwacji łatwo otrzymamy, mnożąc war
tości obliczone według wzoru (6.25) przez wartości m b m2, m3:

тпг — mimo

m Lj =  m 3m 0 j / 1 — = m 0 l/o,75.

=  m 0 ] / 0,73 ,

m U} =  m 2m 0

7. Zastosowanie algorytmu К  do rozwiązywania układów równań 
liniowych

Weźmy pod uwagę układ n  równań liniowych
a 11x 1+:a2ix2+  . . .  + a„iх п+ 1 г =  0 , 
a12x 1 +  a22x 2 +  . . .  +ian2x n +  l2 — 0 ,

ai„Xi +  a2nX2+ \-  • • Q,nnXn~̂ ~l'n 0 ,
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który krakowianowo zapiszemy w postaci

X • та +  l =  0 , (7.1)

Xi \ k an a2i . ■ ■ a„i

X = * 2 , 1 = h , a = a 12 a 22 -■ ■ O- ni

X n Л . а\П a2П • ■ • ^ n n

Jest rzeczą oczywistą, że wzory algorytmu К  podane dla metody spo
strzeżeń pośrednich mogą być stosowane również do rozwiązania układu
(7.1). Tworząc ze współczynników, wyrazów wolnych i elementów sumo- 
wych krakowian

a i s

(7.2)
(7.3)

t 0  1

i obliczając K nP otrzymujemy bezpośrednio:

X =  K0"P,
X =  К?Р.

Niewiadome x są tu określone w sposób jednoznaczny, a w związku z tym 
poprawki v =  0 , co dostarcza dodatkowych kontroli rachunku:

K? P =  0, 
K"P =  0.

(7.4)
(7.5)

Analogicznie mogą być obliczane wartości liniowych funkcji niewia- 
mych f =  x • tb  +  cp:

f =  K»P, (7.6)

gdzie
f =  K n P,a '

a 1 s I
b <p aj

(7.7)

Jednakże przy rozwiązywaniu układów równań liniowych większe 
znaczenie zdaje się posiadać metoda spostrzeżeń zawarunkowanych. 
Układ (7.1) możemy traktować jako układ równań warunkowych

v • A+A =  0,

w którym liczba poprawek n równa się liczbie równań w.  Dla krakowia
nu v podaliśmy wzór (6 .6 )

v = -K £ Z w K ^ Z ,
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gdzie

Z = A. I 
tA

Wprowadzając do tego wzoru oznaczenia użyte w zapisie układu (7.1) 
otrzymamy

x =  -K ? aZwK"Z, (7.8)

gdzie
' та IZ =

tl

A zatem pierwiastki x układu (7.1) są zaopatrzonym w znak minus 
iloczynem wierszowym bloku Kfa Z oraz wiersza K ” Z.

Wartościową kontrolę rozwiązania układu uzyskujemy dopisując do 
krakowianu Z wiersz sumowy ts =  т1+(та)(и +  (та)(2) +  . . .  + (та)(гг):

Traktując ts jako wiersz wyrazów wolnych możemy obliczyć służące 
do kontroli niewiadome

x 'l Xj — 1 !

X II *2 . =  . x 2 - l |
tXnt x n 1 J

zgodnie ze wzorem
x '= - K T"a ZWK"Z. (7.9)

P r z y k ł a d  9. Rozwiązać układ równań liniowych

8 x + 6 y —54 =  0,
2 x +  y — 1 =  0 .

Zastosujemy obydwie omówione metody. Pierwsza z nich wymaga zesta
wienia krakowianu

P =

8 6 -5 4 -4 0
2 1 - 1 2

1 0 0 1

0 1 0 1
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i obliczenia

K2P =

8 2
0 0

] / 6 8 j / 6 8

2
j / 6 8

- 8

| / 6 8
0 0

1 -12 ,5 -1 2 - 1 2

0
5

CO ] / 6 8

0
17 25 25

] / 6 8

Pierwiastki układu równają się
X =  —12,
У =  25.

Zgodnie z drugą metodą zestawimy krakowian
8 2
6 1

Z = - 5 4 - 1

-4 0 2

Po obliczeniu

mnożymy pierwsze dwa wiersze

przez wiersz 
oraz wiersz
otrzymując odpowiednio

0,8 0,6
0,6 -0 ,8

K 2 Z = -5 ,4 27,2

-4 ,0 27,0

wiersze
0,8 0,6
0,6 -0 ,8

; -5 ,4 27,2
— ! -4 ,0 27,0

X  —  - -12,
У = 25,
x ' =  X - 1  = -1 3 ,
y ,== У- 1  = 24.
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8. Zapis algorytmu К w języku ALGOL

Biorąc pod uwagę znaczne już obecnie rozpowszechnienie języka 
ALGOL jako środka opisu algorytmów numerycznego rozwiązywania za
dań matematycznych, przedstawimy algorytm К  w symbolice tego języ
ka. Przedtem jednak przekształcimy wzór (3.2) do postaci podającej 
w sposób wyraźny przebieg obliczeń dokonywanych na poszczególnych 
elementach krakowianu danego c. Wprowadzimy tu następujące wskaź
niki:

i — wskaźnik kolumny, 
j — wskaźnik wiersza,

h  — wskaźnik określający liczbę przekształceń danego elementu.
W ten sposób przez с f będziemy rozumieli element położony w i-tej 
kolumnie i j-tym  wierszu uzyskany po h-tym przekształceniu. Przyjm u
jąc, jak uprzedno, że należy dokonać m  przekształceń krakowianu с o ?c 
kolumnach, którego część główna ma n  wierszy, zaś część podrzędna p 
wierszy, ujmiemy algorytm К  wzorami:

chj =  — ; СУ  1 -  (8.1)

Ÿ Î  к г 1)’

cii =  c.Vł -  ct i  • У  cv  ' сй-1 (8-2)
gdzie

zas

j  =  1, 2 . . .  n, n + 1 . . .  n + p ,
i — h~h 1, h +  2 . . .  k,  
h =  1, 2 . . .  m,

m-^.k.

Zapisując te wzory w języku ALGOL otrzymamy następujący pro
gram:

begin
comment a l g o r y t m  К;  
integer i, j, h, H, p,  n, M, k,  m;  
real s, t;
M : =  p  +  n ; 

begin
array с [1: p,  1: M];
for h: =  1 step 1 until m  do
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begin
s: =  0;
for j: =  1 step 1 until n  do
s: =  s+ c  [h, j]X c [h, j];
s: =  l / s q r t  [s];
for j: =  1 step 1 until M  do
c [ h , j ] :  =  с [h, j ] X s ;
H : =  h + 1;
for i: =  H  step 1 until к  do
begin

t: =  0;
for j: =  1 step 1 until n  do 
t: =  t+ c  [h, j]X c [i, j]; 
for j: =  1 step 1 until M do 
c [ i , j ] :  =  c [i, j] с [h, j]X t;

end i 
end h

end
end

9. Zakończenie

Podstawowymi zaletami algorytmu К  są zwięzłość i prostota dogod
nych w programowaniu wzorów. Niezmiernie ważna jest również uni
wersalność tego algorytmu. Przy jego użyciu można rozwiązywać wszel
kie zadania występujące w  metodzie najmniejszych kwadratów. Stosując 
prosty i krótki program realizujący algorytm K ,  można obliczać po
prawki, niewiadome, krakowiany transformujące, błędy średnie, a nawet 
rozwiązywać układy równań liniowych. Rodzaj uzyskiwanych wyników 
zależy tylko i wyłącznie od tabeli danych początkowych. Zmieniając 
kształt tej tabeli otrzymuje się znaczną liczbę różnych schematów rachun
kowych, z których bez trudu można dobrać najbardziej odpowiedni dla 
konkretnego przypadku.

Na uwagę zasługuje także łatwość obliczania błędów średnich funkcji 
wyrównanych obserwacji i niewiadomych. Równie proste jest obliczanie 
krakowianów transformujących, dla których brak było dotychczas zwar
tych algorytmów.

Wymienione tu  zalety wiążą się jednak z pewnymi nieuniknionymi 
wadami. Z uniwersalności algorytmu wynika, że niektóre zadania o cha
rakterze specjalnym będą rozwiązywane w sposób nieoptymalny i to za
równo pod względem liczby operacji, jak i liczby zajmowanych miejsc 
pamięci. W szczególności algorytm К  nie przewiduje pomijania działań
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na elementach zerowych, co jest podstawową cechą algorytmów dostoso
wanych do wyrównania dużych sieci geodezyjnych określonego typu, 
np. triangulacyjnych czy niwelacyjnych.

Jednakże porównywanie algorytmu К  z innymi algorytmami tylko 
pod względem liczby wykonywanych działań jest pozbawione sensu, po
nieważ zakres informacji o wynikach wyrównania, który uzyskuje się 
przy użyciu algorytmu К  jest z reguły znacznie szerszy.

Reasumując należy stwierdzić, że algorytm K ,  podobnie jak i pobież
nie opisany algorytm G, jest przeznaczony do obliczeń na maszynach elek
tronicznych, wyróżniając się prostotą i uniwersalnością od innych zna
nych algorytmów, stosowanych w metodzie najmniejszych kwadratów. 
Należy go szczególnie polecać w tych przypadkach, gdy istotna jest zwięz
łość programu, lub też, gdy zależy nam na otrzymaniu pełnej charakte
rystyki dokładnościowej wyników wyrównania. Można się spodziewać, 
że algorytm К  znajdzie zastosowanie m. in. przy opracowywaniu stałych 
programów maszyn elektronicznych specjalizowanych dla potrzeb geo
dezji.

Praca niniejsza przedstawia podstawowe właściwości i zastosowania 
algorytmu K ,  nie wyczerpując całości związanej z tym problematyki.
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ЕЖИ ГАЗЬДЗИЦКИ

НОВЫ Е А Л ГО РИ Ф М Ы  У РА ВН И ВА Н ИЯ ПО СПОСОБУ 
Н А ИМ ЕН ЬШ И Х  КВАДРАТОВ

Р езю м е

В работе представляется два алгорифма для выполнения на ЭВМ вычислений 
выступающих в способе наименьших квадратов. Первый из них, названный алго
рифмом G является близким к алгорифму Гаусса; второй, названный алгориф
мом К ,  имеет некоторые общие черты с алгорифмом краковянового корня Ба- 
нахевича.

Для объяснения сущности алгорифма К, более подробно изложенного в на
стоящей работе, рассмотрим краковян с имеющий к  колонок и п + р  строк. Сде
лаем последовательность краковянов

где с0 = с, а  каждый последующий краковян этого ряда составляется по преды
дущему согласно формулам (8.1), (8.2), в которых Су обозначает элемент кра
ковяка c h расположенный 'В г-той колонке и j-той строке:

Блок краковяна с составленный первыми п  строками называется главной 
частью этого краковяна, блок составленный из остальных р строк — второсте
пенной частью.

Вычислен после т  преобразованный формулами алгорифма К  краковян cm  
принято обозначать К тс, а  его блоки, строки и  колонки принято обозначать 
символами

К™с — блок а краковяна с после тугого преобразования;
К|"с —• г-тая колонка краковяна с после m -того преобразования;

— г-тая отрока краковяна с после m -того преобразования;
К™с — г-тая колонка блока а краковяна с после m -того преобразования;
К™)° — г-тая строка блока а краковяна с после m -того преобразования.

С°. С1, С2, . . . Сп,

j  =  1 ,2  . . .  гг, т г + 1 . . .  п + р , 
i =  h + 1, h + 2 , . . .  k,  

h  =  1, 2 . . .  m ,
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Будем предполагать, что главную часть краковяна с составляют блоки а, а ', 
второстепенную — блоки b, Ь'.

- { :  : : )
После исполнения т  преобразований этого краковяна получим согласно фор

муле (4.9)

а а' т ( [ /а 2) " * - та а '  —а ' -[та- ( а 2) ‘-та]

n II я =
т((/а2)_1-тЬb b' Ь '  — а '  • [тЬ • ( а2)-1 • та1

где т  — число колонок краковянов а, Ь.
Эту формулу можно тоже представить в виде

К™ с =  т ^ а ^ - т а ,

К™ с =  т С /а ^ -т Ь ,

К™, с =■ а ' — а ' • [та • (а’)-1 • та],

К ^ с  =  Ь' —а/ -['Ь-(а2)"1-'а].

Род результатов получаемых при употреблению алгорифма К  зависит от кра
ковяна первоначальных данных с, т.е. от того, какие таблицы подставим в место 
блоков а. а '.

Для примера вовмем вычисление поправок в методе посредственных измере
ний. Составляем в таком случае «раковян первоначальных данных в виде

Р =  {а 1}
где а — краковян коэффициентов системы уравнений поправок с т  неизвестными.

1 — колонка свободных членов этих уравнений, 
и производя т  преобразований получаем непосредственно

V =  К™Р

Алгорифм К ,  так же как и алгорифм G  предназначенный для вычислений на 
ЭВМ, отличается несложностью и универсальностью в сравнении с другими 
известными алгорифмами, применяемыми для способа наименьших квадратов. 
Особенно нужно его рекомендовать для тех случаев, когда существенной является 
сжатость программы, или же, когда мы заинтересованы в получении полной точ
ностной характеристики результатов уравнивания. Можно ожидать, что алго
рифм К  найдет в частности применение при разработке постоянных программ 
для ЭВМ специализированных для геодезических вычислений.

Применяя простую и  краткую программу решающую алгорифм К  можно вы
числять поправки, неизвестные, трансформирующие краковяны, средние квадра
тические ошибки, а  даже решать системы линейных уравнений.

Основные применения алгорифма излагаются в разделах: пятом (способ не
обходимых неизвестных), шестом (способ условий) и седьмом (решение систем ли
нейных уравнений).
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NEW ALGORITHMS OF ADJUSTMENT BY THE METHOD OF THE
LEAST SQUARES

S u m m a r y

T h e  p a p e r  d e a l s  w i t h  tw o  a lg o r i t h m s  w h i c h  c a n  b e  a p p l i e d  to e le c t r o n ic  c o m 
p u t e r s  of th e  c o m p u t a t i o n s  a p p e a r i n g  in  t h e  m e t h o d  of t h e  l e a s t  s q u a r e s .

T h e  f i r s t  of  t h e s e  a lg o r i t h m s  c a l l e d  a lg o r i t h m  G r e l a t e s  to  t h e  G a u s s  a lg o r i t h m ;  
th e  se c o n d  o n e  ca l led  a lg o r i t h m  К  p o ss e s se s  c e r t a i n  t r a i t s  c o m m o n  w i t h  t h e  a lg o 
r i t h m  of t h e  c r a c o v ia n  r o o t  of B a n a c h ie w ic z .

I n  o r d e r  to  e x p la i n  t h e  e s se n c e  of t h e  a lg o r i t h m  К  d i s c u s se d  in  a  b r o a d e r  w a y  
in  t h is  p a p e r  w e  t a k e  in  a c c o u n t  t h e  c r a c o v ia n  с p o s s e s s in g  к  c o lu m n s  a n d  n  +  p  
ro w s .  W e  r e c e iv e  t h e n  a  s e q u e n c e  of c r a c o v ia n s

c° • c 1 • c 2 . . .  c m

w h e r e  c n =  c; e a c h  of t h e  n e x t  c r a c o v ia n s  of t h e  s e q u e n c e  is  c r e a t e d  on t h e  b a s is  

o f  t h e  p r e v io u s  o n e  a c c o r d in g  to  t h e  f o r m u l a e  (8.1), (8.2) in  w h i c h  с ^  d e n o te s  t h e  
e l e m e n t  of c r a c o v ia n  in  t h e  г- t h  c o lu m n  a n d  in t h e  j - t h  l ine .

i

”  "  , /  W 2 ’
У Л

i - >
j  =  1, 2 , . . . ,  n ,  n  +  1 . . .  n + p ,  
i =  h  + 1, h  +  2 . .  . k ,  
h  =  1,2 . . .  m ,  
m ^ k .

T h e  b lo c k  of c r a c o v ia n  с c r e a t e d  b y  t h e  f i r s t  n  r o w s  is c a l l e d  t h e  p r i n c i p a l  p a r t  
of t h e  c r a c o v ia n  w h e n  t h e  b lo c k  c r e a t e d  b y  t h e  r e m a i n i n g  p  r o w s  is  c a l l e d  —  i ts  
s e c o n d a r y  p a r t .

T h e  c r a c o v ia n  c 7"  c o m p u t e d  a f t e r  m  t r a n s f o r m a t i o n s  b y  th e  a lg o r i t h m  К  f o r 

m u l a e  is d e t e r m i n e d  as К « 1 с a n d  i ts  b lo c k s  ro w s ,  a n d  c o lu m n s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  
t h e  sy m b o ls .

K™c — b lo c k  a  of c r a c o v ia n  с a f t e r  m - t h  t r a n s f o r m a t i o n ;

К™с — г- t h  c o lu m n  of c r a c o v ia n  с  a f t e r  m - t h  t r a n s f o r m a t i o n ;

K ^ c  —  г- t h  r o w  of c r a c o v ia n  с a f t e r  t h e  m - t h  t r a n s f o r m a t i o n ;

K ^ c  — г- t h  c o lu m n  of t h e  b lo c k  a  of c r a c o v ia n  с a f t e r  m - t h  t r a n s f o r m a t i o n ;

K ™ )C—• г- t h  r o w  of t h e  b lo c k  a  of  c r a c o v ia n  с  a f t e r  m - t h  t r a n s f o r m a t i o n .

Э Prace Insty tu tu  Geodezji



130 Jerzy Gaździcki

W e can adm it th a t the principal p a rt of th e  cracovian с consists of the  blocks a 
and a ' w hile the secondary p art consists of blocks b and b '

H aving perform ed thus m  transform ations of this cracovian w e receive accor
ding to the form ula (4.9)

w here m  — is the num ber of columns of the  cracovians a and b. This fo rm ula can

The k ind  of resu lts obtained ow ing to the use of the algorithm  К  depends upon the  
cracovian of the  in itial data c. i. e. upon tables w hich w ill be substitu ted  in  lieu on 
the  blocks a, a ', b and b '.

We take as an exam ple the com putation of corrections in  the  m ethod of indirect 
observations. We create thus the cracovian of in itia l data

w here: a  — cracovian of coefficients in  the system  of correction equations w ith  m  
unknow ns, I =  column of free term s of these equations. Doing m  transform ations 
we receive directly

The algorithm  К  like the algorithm  G is destined for on the electronic com pu
te rs ; it d istinguishes itself from  the other know n algorithm s applied in  th e  m ethod 
of least squares by sim plicity and universality . I t shall especially be reccom ended 
in these cases w hen the consiseness of the program m e is essen tial or w hen wa 
w ill obtain  a fu ll accuracy characteristic of the ad justm ent results. One can hope 
th a t algorithm  К  w ill find the application in  the elaboration of constan t program m es 
of the electronic com puters specialized for the  needs of geodesy.

A pplying a sim ple and short program m e w hich realizes the  algorithm  К  we can 
com pute the corrections, the unknow ns, transform ing  cracovians, the  m ean square 
errors, anrl even solve the system s of linear equations. The fundam ental applications 
oif the algorithm  are given in the chapters: 5-m ethod of ind irect observations; 
6-m ethod of conditioned observations, and 7-solution of linear equation system.

be also w ritten  down as follows:

K™c =  т(|/а5)_1"та,

K™c =  t(v/a?)_l-Tb.

K ™ c  =  a ' — a'  • f r a  • ( а 2)_1- т а ]  

Kj j î c =  b ' — a '  • fib • ( а 2) ’ 1 - та]  •

P  =  (a 1},

V =  K,m P.
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