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Wyrównanie sieci triangulacyjnych na maszynach elektronowych

Wstęp

Stosując m aszynę elektronow ą do rozw iązania określonego problem u 
rachunkowego pow inniśm y dążyć do m aksym alnego w yelim inow ania 
pracy ludzkiej — do w ykonyw ania na m aszynie całości obliczeń zwią
zanych z tym  problem em . Powyższa zasada odnosi się w  szczególności 
do w yrów nania sieci triangulacyjnych  m etodą najm niejszych kw adra
tów. Udział m aszyny elektronow ej w w yrów naniu ograniczony był na 
ogół do w ykonania jednego z najbardziej pracochłonnych etapów  ra 
chunku: rozw iązania układu  rów nań norm alnych. N iew spółm iernie 
większe korzyści osiągniemy w ykonując na m aszynie całość dość różno
rodnych obliczeń wyrównawczych.

Opłacalność stosowania współcześnie budow anych m aszyn cyfrowych, 
przeznaczonych do obliczeń naukow ych i technicznych, jest na ogół tym  
większa, im  w iększy jest stosunek ilości działań w ykonyw anych przez 
m aszynę do ilości danych początkowych i w yników  końcowych. W ynika 
to z faktu, że szybkość p racy  urządzeń wejściowo-wyjściow ych jest 
z reguły  zbyt m ała w  porów naniu do szybkości p racy  samej m aszyny.

Rozwiązując w yłącznie układ rów nań norm alnych m usim y w yperfo- 
rować, spraw dzić i wprow adzić do pam ięci m aszyny dużą ilość danych 
początkowych; np. dla rozw iązania układu  100 rów nań należy w prow a
dzić k ilka tysięcy współczynników. N atom iast p rzy  w ykonyw aniu  na 
m aszynie całości obliczeń wyrów naw czych m am y znacznie m niejszą ilość 
danych początkowych: w spółrzędne punktów  stałych, w artości obserw acji 
i pew ne dodatkow e inform acje określające położenie obserw acji w  sieci.

P rzystępując do opracow ania program ów  w yrów nania sieci triangu 
lacyjnych należy w  pierw szym  rzędzie ustalić m etodę rachunku. Różnego 
rodzaju m etody przybliżone, k tórych zadaniem  było zm niejszenie praco
chłonności rachunku  arytm om etrycznego, w  epoce techniki elektronow ej 
z reguły przestają  być aktualne. Możliwość w yboru ogranicza się zatem  
do dwóch podstawowych m etod: zaw arunkow anej i pośredniczącej. N ie
w ątpliw ie bardziej dogodną jest tu ta j m etoda pośrednicząca, odznacza
jąca się jednolitością wzorów. N atom iast isto tną w adą m etody zaw arun
kow anej jest różnorodność rów nań w arunkow ych, znacznie kom plikująca 
budowę program ów.
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Po ustaleniu  m etody rachunku należy dodatkowo określić, jakiego 
rodzaju  obserw acje podlegają wyrów naniu, na jakiej powierzchni pro
w adzi się obliczenia, jakiej wielkości sieci m ają być w yrów nane itd.

W niniejszej publikacji przedstaw iono koncepcję program ów  umożli
w iających całkowite w yrów nanie sieci triangulacyjnych dowolnego 
kształtu, w  których pom ierzone zostały kąty. Uwzględnienie innych 
obserw acji w  w yrów naniu tym i program am i, może być dokonane po 
ręcznym  obliczeniu odpowiednich rów nań poprawek, ew entualnie po 
zastosowaniu dodatkow ych program ów. Jako powierzchnię odniesienia 
przyjęto  płaszczyznę — całkowicie w ystarczającą dla w yrów nania naw et 
dużych sieci, jeśli rachunek zostanie przeprow adzony jednocześnie na 
k ilku płaszczyznach odwzorowawczych [13].

Przedstaw ione dalej koncepcje są ogólne. Zrealizowano je wyłącznie 
na m aszynie UMC 1 *) i tylko dla sieci kątowych, jednakże nie spraw ia 
większych trudności opracowanie analogicznych program ów  dla innych 
m aszyn i dla innego rodzaju sieci, np. kątowo-liniowych, czy też k ie ru n 
kowych.

P rzy  użyciu opisywanych program ów przeprowadzono na m aszynie 
UMC 1 w yrów nanie szeregu sieci triangulacyjnych nie zaw ierających 
więcej niż 50—60 punktów  wyznaczanych. W yrów nanie takich sieci 
wym aga rozwiązania układów kilkuset rów nań popraw ek o ilości n ie 
wiadomych dochodzących do 100— 120, co przy  niew ielkich m ożliwoś
ciach technicznych m aszyny UMC 1 (pojemność pamięci 4096 słów, 
szybkość ok. 100 operacji/sek.) można osiągnąć tylko p rzy  zastosowaniu 
odpowiednich programów.

M yślą przew odnią opracowania tych  program ów było m aksym alne 
w yelim inow anie w  toku całego w yrów nania zarówno zbędnych zapisów 
elem entów zerowych do pamięci (oszczędność m iejsc pamięci), jak  też 
zbędnych działań na tych elem entach (skrócenie czasu rachunku).

Specyficzna budowa program ów umożliwia w yrów nanie bardzo du
żych sieci w  oparciu o odpowiednio dostosowaną do rachunku autom a
tycznego ideę Pranis-Praniew icza. W r. 1962 przeprowadzono w yrów na
nie sieci składającej się z 542 punktów  wyznaczanych. Przebieg w yrów 
nania oraz opis zastosowanych m etod przedstaw iony jest w  dalszych 
częściach niniejszego artykułu .

Całkowite w yrów nanie sieci triangulacyjnych na m aszynach elek tro 
nowych jest obecnie problem em  niezm iernie aktualnym  w obliczeniach 
geodezyjnych. L ite ra tu ra  dotycząca tego problem u jest jednak bardzo 
uboga, co w ynika zapewne z ciągle jeszcze niewielkiego rozpow szech-

*) Opis tej m aszyny znajdzie Czytelnik w  pracach [19] i [8].
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nienia maszyn elektronow ych oraz b raku  kw alifikow anych program istów  
wśród geodetów.

W Związku Radzieckim W. A. Kougija [16] opracował program  w y
rów nania m etodą zaw arunkow aną niew ielkich sieci triangulacyjnych  na 
maszynie „STRIEŁA”. Do rozw iązania układu rów nań w arunkow ych 
utworzonego na podstaw ie pom ierzonych kierunków  zastosowano m etodę 
kolejnych przybliżeń. M aksym alna ilość punktów  wyznaczanych w y
nosi 17. Podjęcie prac z tego zakresu sygnalizował również T. F. A lek
sandrów [1].

W yrów naniem  sieci triangulacyjnych  na m aszynie ZRA 1 zbudowanej 
w  Niemieckiej Republice D em okratycznej zajął się K. N äser [21]. O pra
cowane przez niego program y um ożliw iają w yrów nanie m etodą pośred
niczącą sieci kierunkow ych, w  których ilość punktów  nie przekracza 
25—30.

Program y w yrów nania m ałych sieci triangulacyjnych  opisywali 
również E. G o tthard t [10] — dla m aszyny ZUSE 22 i F. H öllrigl [14] — 
dla m aszyny IBM 650.

W szystkie te  program y mogą służyć do w yrów nania wyłącznie m a
łych sieci, co jest ich poważną wadą.

*

Problem  w yrów nania sieci triangu lacy jnych  na m aszynie e lektrono
wej jest zadaniem  dość złożonym. Szczegółowe opisanie w szystkich 
program ów  zajęłoby dużo m iejsca i byłoby nużące dla Czytelnika. 
Zwłaszcza podaw anie list rozkazów i pełnych schem atów blokowych 
m ijałoby się z celem w tego rodzaju  publikacji, k tó ra  powinna przed
stawiać zasadniczą m yśl budow y zespołu program ów. Z tego względu 
opisane zostały szerzej tylko te m omenty, k tó re  m ają charak ter ogólny 
i mogą być in teresu jące zarówno dla program isty  opracowującego ana
logiczne program y dla innego typu  m aszyny elektronow ej, jak  też dla 
użytkow nika —  geodety interesującego się m etodam i rachunku  auto
matycznego.

Pod względem użytkow ym  można wydzielić następujące program y:
1. określenie kształtu  tabeli rów nań norm alnych,
2 . obliczenie i perforacja  rów nań poprawek,
3. obliczenie rów nań norm alnych,
4. rozwiązanie rów nań norm alnych w raz z ew entualnym  obliczeniem 

błędów średnich niewiadomych,
5. obliczenie współrzędnych w yrów nanych oraz kontro la ostateczna.
Każdy z tych program ów  składa się z szeregu podprogram ów, np.
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program  2 . w ykorzystuje podprogram y: a) obliczenia rów nań popraw ek,

b) perforacji rów nań poprawek, c) obliczenia w artości funkcji arc tg  —
Ъ

Poza w ym ienionym i program am i mogą być stosowane dodatkowo 
oddzielne program y kontroli danych początkowych, kontroli sumowych, 
perforacji i d ruku  w yników przejściowych, np. tabeli rów nań norm al
nych, obliczenia nietypowych rów nań popraw ek itp.

1. W yrównanie pojedynczych grup

1.1. P rzygo tow anie  danych  począ tkow ych

Danymi początkowymi dla rachm istrza w yrów nującego sieć triangu 
lacyjną są: a) w spółrzędne punktów  stałych, b) w artości obserw acji 
(kątów), c) szkic sieci.

Te same inform acje muszą być dostarczone m aszynie elektronow ej 
w odpowiednio zakodowanej postaci.

Założym y dla uproszczenia, że w spółrzędne przybliżone punktów  
wyznaczanych są również dane; do obliczenia ich mogą być użyte od
dzielne program y, np. wcięcia w  przód lub wstecz, jednakże w  większości 
przypadków  współrzędne te  są znane à priori. Prócz tego przyjm iem y, 
że kąty  zredukow ane zostały na płaszczyznę.

P rzy  tych założeniach dane początkowe pow inny zawierać: a) współ
rzędne przybliżone i stałe, b) wartości kątów  zredukow anych na płasz
czyznę, c) zbiór dodatkow ych inform acji zastępujących szkic sieci.

W przedstaw ianych program ach przyjęto  system  kodowania danych 
początkowych sprow adzający się do sporządzenia 3 wykazów:
a) w ykazu współrzędnych zawierającego na początku w spółrzędne p rzy 

bliżone p punktów  wyznaczanych oraz na końcu -— współrzędne s 
punktów  stałych,

b) w ykazu kątów  pom ierzonych <xk (k. =  1,2 .... n) zredukow anych na 
płaszczyznę,

c) w ykazu num erów  punktów  L k P k Ck ułożonego w kolejności w ykazu 
kątów, gdzie:
Lfc —  num er punktu  na lew ym  ram ieniu kąta  <xk 
P k — num er punk tu  na praw ym  ram ieniu kąta ak 
C k — num er punk tu  na k tórym  pomierzono kąt <xk.
Podana w tym  wykazie num eracja punktów  m usi być zgodna z ko le j

nością w spółrzędnych w wykazie a).
Dla przykładu pokażemy, w jaki sposób należy sporządzić powyższe 

w ykazy dla sieci przedstaw ionej na rys. 2
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a) W ykaz współrzędnych x ,  y

X j

X2
^3
x 4

b) W ykaz kątów  ak

Vi 
Уг 
Уз 
У4

с) W ykaz num erów  L k P k C k

<*i
«2
«3

«4
«5
0£g

3 
1 
2 
2 
1
4

2
3 
1
4 
2 
1

1
2
3 
1
4 
2

o Pk д -  stały

Rys. 2

W przypadku, gdy obserw acje zostały w ykonane z różną dokładnością 
powyższe w ykazy należy uzupełnić w ykazem  błędów średnich obserw acji 
m-,. Sposób uw zględniania w  w yrów naniu  obserw acji bazowych i azy- 
m utalnych podany zostanie w  dalszym  ciągu niniejszej publikacji.

1.2. O kreślenie  k s z ta ł tu  tabeli ró w n a ń  n o rm a ln ych

Jak  wiadomo, układy  rów nań norm alnych tw orzone w trakcie  w yrów 
nania  sieci triangulacyjnych  charak teryzu ją  się w ystępow aniem  znacznej 
liczby współczynników zerowych, p rzy  czym obserw ujem y grupow anie 
się większości współczynników niezerow ych wokół głównej przekątnej. 
W pracy [7] opisany został program  rozw iązyw ania tego rodzaju  układów  
rów nań norm alnych .Program  ten  nie zajm uje m iejsc pam ięci na elem enty 
zerowe pierw iastka krakowianowego, jak  rów nież nie w ykonuje na  nich 
zbędnych działań, co stw arza możliwości rozw iązyw ania stosunkowo du 
żych układów  przy  jednoczesnym, poważnym  skróceniu czasu rachunku
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Jako dane początkowe służą: a) elem enty tabeli rów nań norm alnych wpi 
sane do pamięci z pominięciem początkowych z; elem entów zerowych 
г-te j kolumny, b) wartości z,. Przez początkowe elem enty zerowe kolum ny 
rozum ie się tu  elem enty zerowe tej kolum ny położone ponad pierw szym  
różnym  od zera elem entem  kolumny. Jeśli w kolum nie i elem enty а,,,ъ
ah 2 ..... a ;, r są równe zeru, a następny z kolei elem ent ah r + г jest różny
od zera, to z-, — r. E lem enty tabeli zapisuje się kolumnami, p rzy  czym 
z uwagi na sym etrię, elem enty poniżej głównej przekątnej są również 
pomijane.

D la przykładu podam y sposób zapisu z pominięciem początkowych 
elem entów zerowych sym etrycznej tabeli o 4 kolumnach:

tabela kolejność zapisu do pamięci
8 0 0 0
0 9 0 - 1
0 0 + 1  0 8, 9, 1, —1, 0, 8

0 - 1  0 8

i =  1 2  3 4 
z, =  0 1 2 1

Z powyższych uwag wynika, że przed obliczeniem i zapisaniem  do 
pamięci współczynników rów nań norm alnych muszą być znane w ar
tości Zj ustalające położenie tych współczynników w pamięci.

W artości z, mogą być jednoznacznie określone na podstaw ie num e
rów  LPC. Podnosząc do kw adratu  w iersz współczynników przy  nie
wiadomych w rów naniu poprawki:

V =  a d x L +  b d y L +  cd xp +  d d y p — ed xc +  f d y c +  l (1)

otrzym am y 6 X 6 =  36 elementów. Zakładając, że L  =  3, P  =  2 , С — 5 
będziem y mogli przykładowo przedstaw ić położenie tych elem entów k rzy 
żykam i na rys. 3. (elem enty poniżej głównej przekątnej zostały pominięte).

Jak  widać, rów nanie popraw ki dostarcza nam  inform acji o w artoś
ciach z, dla kolum n odpowiadających niew iadom ym  dx, d y  punktów  LPC.

W rozw ażanym  przypadku wiadomo już, że wartości z t dla i =  3, 4, 5, 
6, 9, 10 mogą być co najw yżej równe 2 . W artości te będą rów ne 2, jeżeli 
w  w yniku analogicznego badania pozostałych num erów  LPC nie w ykry 
jem y elem entów niezerow ych kolum n 3, 4, 5, 6 , 9, 10 położonych w p ierw 
szych 2 wierszach.

W ten  sposób dochodzimy do algorytm u obliczenia w artości z h P rzy  j
m ijm y na początku z-, =  2p (i =  1,2 .... 2p).
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Badajm y kolejno tró jk i num erów  LPC  określając za każdym  razem  
wynikające stąd wartości z-,. Załóżmy, że po zbadaniu к  tró jek  ustaliliśm y 
wartość z 'o raz, ż e w H  1 tró jce o trzym ujem y w artość z". Jeżeli z'<Cz'r, 
to należy podstawić na m iejsce daw nej w artości zr nową: z '  -> z'r, w  prze
ciw nym  przypadku ustalona uprzednio w artość zc nie ulega zmianie. Po 
w ykonaniu badań wszystkich tró jek  otrzym ujem y właściwe w artości z-..

1 2 3
1 г  3 h 5 6

Dr - numer punktu 

i  - „ ,, kolumny 

j  - wiersze

Rys. 3 Rys. 4

Na rys. 4 podano fragm ent schem atu blokowego odpowiadającego tem u 
postępowaniu. Zauważmy, że dołączone zostało jeszcze jedno badanie: 
czy num er pu n k tu  nie jest w iększy od p, tzn. czy p unk t nie jest punktem  
stałym , nie w pływ ającym  na kształt tabeli. Przez min. (L, P, C) oznaczone 
zostało symbolicznie w ybranie najm niejszej spośród liczb L, P„ C.
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1 . 3 .  O b l i c z e n i e  r ó w n a ń  p o p r a w e k

W spółczynniki równania poprawki (1) obliczane są w edług następują
cych wzorów:

a =  — — -  qcc 
A x l  +  A y L

b =  -  . ? lLA-2?c (2)
A x l + A y L

А Урс = ------- ;----------, в
А х р  +  A y p

j  d x pd =  — 5------„ q
A x p  + Ayp

Г__Лу р_______ A y L I
[ а х 2р +  A y p  A  x l  +  A y i \  ' 

Г A xp A x l
A xp + A y 2p A x l  +  A y i

gdzie:
A x L =  x L -  x c, A y L =  y L -  y c 
A Xp =  Xp — x c, A y P =  y P — y c

zaś qcc =  636 620cc
W yraz w olny l jest różnicą m iędzy w artością obserwowaną kąta  i p rzy

bliżoną, obliczoną ze w spółrzędnych przybliżonych:

1 - « - a r e  t g4 ^ (3)
A x L A Xp +  A y L A y P

Dla kontroli dalszych obliczeń tw orzy się sumę kontrolną 
s =  a +  b +  c +  d +  e +  /  +  Z.

Po w ykonaniu rachunku  współczynniki, w yraz w olny i sum owy oraz 
num ery  LPC drukow ane są i perforow ane na taśm ie dalekopisowej w  po
staci um ożliw iającej pow tórne w prowadzenie ich do pamięci m aszyny, 
co jest niezbędne p rzy  w yrów naniu większych sieci, z uwagi na niew ielką 
pojemność pamięci.

N a rys. 5 przedstaw iono rów nanie popraw ki n r 1 w ydrukow ane przez 
m aszynę UMC 1. W pierw szym  w ierszu drukow any jest n r  rów nania, 
w  drugim  —  num ery  punktów  LPC,  w  trzecim  — współczynniki а, Ъ, с, 
d, e, f,  zaś w  czw artym  —  w yraz w olny i sumowy. Znaki dodatkow e „v ” 
i d ruku je  się zgodnie z kodem  w prow adzania liczb do m aszyny UMC 1.

P rzy  obliczaniu współczynników bada się: czy L >  p ? czy P  >  p ? 
czy С >  p ? tzn. bada się, czy któryś z punktów  LPC nie jest punktem
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stałym . W przypadku na trafien ia  na punk t stały, w  m iejsce odpowiada
jących tem u punktow i współczynników w staw ia się zero. W podanym  
przykładzie punk t 19 jest punk tem  stałym .

W podobny sposób można przedstaw ić rów nania innych obserw acji 
w ystępujących niekiedy w  kątow ych sieciach triangulacyjnych. O bser-

v+019 . +009 . +001 .
V+0000000. +0000000. -0104316, -0029669. -0008813. +0046175. 
V+0324547. +0227922.

Rys. 5

wacje liniowe, kierunkow e i azym utalne w iążą ze sobą w spółrzędne tylko 
dwóch punktów : początkowego I  oraz końcowego K,  co może być zapisane 
ogólnie w  postaci:

adx i  +  bdy j  +  cdxK +  d d y K +  l =  v  (4)

Rów nania te, zależnie od ich ilości wyliczane oddzielnym i program am i, 
lub ręcznie, tra k tu je  się dalej jako szczególny przypadek rów nań po
praw ek obserw acji kątow ych odpow iadający założeniu, że jeden z punk
tów L P C  jest punktem  stałym . Analogicznie można uzm iennić współ
rzędne punktów  nawiązania.

1.4. Obliczanie ró w n a ń  n o rm a ln ych

Rachm istrz układający rów nania norm alne przyw ykł do obliczenia na 
arytm om etrze iloczynów poszczególnych kolumn. Postępow anie tak ie  nie 
jest wygodne w rachunku  na m aszynie elektronow ej, ponieważ wym aga 
w prow adzenia do pam ięci m aszyny w szystkich elem entów  krakow ianu a 
utworzonego z tabeli w spółczynników w  rów naniach popraw ek, kolum ny 
wyrazów  wolnych 1 i kolum ny sum  kontrolnych s.

Znacznie wygodniej jest obliczać poszukiw any krakow ian a2 przez 
tw orzenie iloczynów elem entów pejedynczego w iersza krakow ianu a:

(a b с d e f  l s}2=

aa ba ca 
ab bb cb 
ac bc cc

al Ы cl 
as bs cs

la sa 
Ib sb 
Ic SC

U sl 
Is ss

i dodawanie ich do odpowiednich sum  poprzednio już obliczonych iloczy
nów.
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Zemanie miejsc pamięci 
przmsczonych пз utwo
rzenie krakowianu ą 2

Wprowadzenie do pamięci 
I  grupy równań

Wymnożenie elementów 
a,b,....t,s Igrupy rów
nań poprawek i  dodanie 
ich do zawartości miejsc 
pamięci określonych wzo

rem (6)

! Wymnożenie elementów 
a.b,...L.s ostatniej gru
py równań poprawek i  
dodanie ich do zawar
tości miejsc pamięci 
określonych wzoremfó)

Wykonanie kontroli su- 
mowej krakowianu a 2

Na specjalną uwagę zasługuje tu  sposób odnajdyw ania w  pam ięci 
miejsca, w  którym  tw orzy się elem ent krakow ianu a2 położony w i-tej 

kolumnie i j-tym  wierszu. Adres tego m iejsca pa
mięci będziem y oznaczać przez l„ j. P rzy  jego obli
czaniu należy pam iętać o tym , że do pamięci nie 
wprowadza się elem entów położonych poniżej głów
nej przekątnej oraz początkowych elem entów zero
wych.

Podobnie jak w  program ie rozw iązywania ukła
dów rów nań norm alnych, opisywanym  w  pracy  [7], 
również i w  program ie układania rów nań norm al
nych wygodnie jest posługiwać się adresam i p ierw 
szych różnych od zera elem entów poszczególnych ko
lumn. A dresy te  obliczane są przez m aszynę wzorem  
rekurencyjnym  na podstawie danych wartości z,:

Li =  Li-1 +  i  — 1 — Zi—i (5)
gdzie: L ; — adres pierwszego różnego od zera ele
m entu i-te j kolumny. Łatwo wykazać, posługując się 
choćby rysunkiem  nr. 3, że adresy I-,, j  mogą być ob
liczane przy użyciu następującego wzoru:

L; -  Zi +  i  -  1 jeśli j  <  i 
Lj -  Zj +  i -  1 jeśli j  >  i

W artości wskaźników i, j  określane są bezpośred
nio na podstawie num erów  LPC. Konieczność rozróż
nienia 2 przypadków w powyższym wzorze w ynika 
z braku uporządkowania współczynników rów nania 
poprawki w kolejności num erów kolum n krako
w ianu a.

Działanie tego program u można przedstaw ić 
schem atem  blokowym przedstaw ionym  na rys. 6 .

W przypadku w yrów nania obserwacji n iejedna
kowo dokładnych, elem enty а, Ъ ... Z, s po w prow a
dzeniu ich do pamięci są mnożone przez odwrotności 
odpowiednich błędów średnich. Do tego celu używa

j ą  6 ny  jest oddzielny program.

h,j — (6)

1.5. Rozw iązanie  u k ła d u  rów nań  norm alnych

Do rozw iązania układu rów nań norm alnych stosow any jest program  
opisany dość szczegółowo w  pracy [7]. P rogram  ten  w ykorzystujący w zory 
m etody pierw iastka krakowianowego może być używ any w 2 w ariantach. 
W pierw szym  z nich obliczane są:
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a) niewiadom e dx, dy,
b) niewiadom e kontrolne d x  — 1, d y  — 1,
c) elem enty kontrolne:

[II] -  [LL] =  [si] -  [SL] =  [ss] -  [SS] (7)
równe, jak  wiadomo [w ].

W drugim  w ariancie oblicza się dodatkowo błąd średni pojedynczego 
spostrzeżenia m 0 oraz błędy średnie niew iadom ych m x, m y.

1.6. Obliczenia końcow e

Piąty  z kolei — i ostatni — program  oblicza kolejno:
a) w spółrzędne wyrów nane:

Xwyr.  =  X  +  dx, y  wyr. =  y  +  dy;
b) popraw ki v, przez podstaw ienie niew iadom ych dx, d y  do rów nań 

popraw ek;
c) ką ty  w yrów nane ze w spółrzędnych w yrów nanych:

, A xl A yp — A xp A yL 
ocwyr. —  arc tg . . .А х ь А х р  +  A y i A y p

d) sumę kw adratów  popraw ek: [от].
Prócz tego dla każdego z kątów  w ykonyw ana jest kontrola:

»wyr. -  oc -  v  =  0 (8)
M aksym alne odchyłki wynoszą 0,02cc.

1.7. Dane techn iczne  program ów  opracow anych  dla m a s z y n y  UMC 1

Opisane powyżej program y w czytyw ane są kolejno, tak  aby jak  n a j
więcej m iejsc pamięci pozostało na dane początkowe i w yniki rachunku. 
P rogram  1 zajm uje ogółem 327 m iejsc pamięci, program  2 — 509, p ro 
gram  3 — 320, program  4 — 320 (bez obliczenia błędów średnich) lub 550 
(z obliczeniem błędów średnich), zaś program  5 —  537. Znaczną ilość 
m iejsc zajm ują tu  podprogram y druku.
Czas w yrów nania (bez obliczenia błędów średnich) sieci zaw ierającej około 
300 kątów i około 50 punktów  wyznaczanych zajm uje około 20— 25 godzin. 
Koszt w yrów nania wynosi ok. 20% kosztu pracy  ręcznej.

2. Wyrównanie wielogrupowe i wielostopniowe
2.1. Celowość stosowania w yró w n a n ia  w ie logrupow ego

Pranis-Praniew icz [23] przedstaw iając m etodę w yrów nania w ielogru
powego, jako podstaw ową zaletę tej m etody w ysuw ał możliwość jedno
czesnego zatrudnienia w ielu rachm istrzów  p rzy  uk ładaniu  rów nań nor
m alnych i elim inow aniu t. zw. niew iadom ych właściwych. M etoda P ran is-



14 Jerzy Gaździcki

Praniew icza stosowana w  technice rachunku arytm om etrycznego daw ała 
istotne korzyści n a tu ry  organizacyjnej, a jednocześnie pozwalała na znacz
ne skrócenie czasu wyrów nania, co było niezwykle ważne w przypadku 
dużych sieci.

W technice elektronow ej przyspieszenie pracy przez jednoczesne uży
cie w ielu m aszyn nie jest na ogół potrzebne i praktycznie rzecz biorąc d la  
obecnie w yrów nyw anych sieci nie wchodzi w  rachubę *). Pomimo tego, 
m etoda Pranis-Praniew icza nie traci nic ze swej aktualności. M aszyny 
elektronow e używane w obliczeniach geodezyjnych posiadają stosunkowo 
niew ielką pojemność pamięci ograniczającą wielkość układu rów nań nor
m alnych. Podział na grupy jest w tych w arunkach najw łaściw szą m etodą 
ułożenia i rozw iązania układów równań nie mieszczących się w  pamięci 
maszyny. Jako dodatkowe względy przem aw iające za stosowaniem  m etody 
Pranis-Praniew icza wym ienić należy:
a) większą skuteczność kontroli danych początkowych i w yników  po 

średnich rachunku,
b) możliwość łatwiejszego popraw ienia wyników obliczeń po w ykryciu 

błędów w  danych początkowych, czy też błędów w rachunku,
c) różnego rodzaju uspraw nienia w  organizacji p racy  obliczeniowej.

2.2. P ierw ias tek  kra ko w ia n u  blokowego

W w yrów naniu wielogrupowym , zwłaszcza p rzy  użyciu m aszyny elek
tronow ej, odczuwa się w yraźnie potrzebę operow ania tabelam i liczbo
wymi; w zory w  których w ystępują pojedyncze liczby są w  tym  p rzy 
padku trudniejsze do wyprow adzenia i objaśnienia. W związku z tym  
au to r uważa za pożyteczne w prowadzenie pojęcia pierw iastka krakow ianu 
blokowego.

Niech dany będzie krakow ian a. Podzielm y tabelę tego krakow ianu 
na m • 71 prostokątnych części prowadząc m  — 1 linii pionowych i n  — 1 
linii poziomych. O trzym am y w ten  sposób m  pasów pionowych — kolum n 
blokowych i n  pasów poziomych —  w ierszy blokowych. K rakow ian o ta 
beli znajdującej się w  г-te j kolum nie blokowej i j-tym  w ierszu blokowym  
nazyw a się blokiem  i oznacza a„ ; [2]. K rakow ian utw orzony z bloków 
nazywa się krakow ianem  blokowym.

a =
ai,i a2, i .. . a, 1

a l, 2 82,2 a m, 2

a l, n a 2,

(9)

*) Jednoczesne użycie k ilku  m aszyn może okazać się niezbędne przy  w yrów nan iu  
sieci, k tó re  dotychczas nie były w yrów nyw ane w  całości ze względu na sw ą wielkość. 
Jako  przykład  może tu  służyć polska sieć tr iangu lac ji w ypełniającej.
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N ależy tu  zwrócić uwagę na w prow adzoną dla uniknięcia nieporozu
m ień różnicę oznaczeń elem entu i bloku: elem ent oznacza się zw ykłą 
czcionką a ;, ,■ blok — półgrubą czcionką a„

Załóżmy teraz, a jest krakow ianem  sym etrycznym  posiadającym  m 
kolum n blokowych i m  w ierszy blokowych, przy  czym ilość kolum n 
w г-tej kolum nie blokowej rów na jest ilości w ierszy w i-tym  w ierszu 
blokowym.

P rzy  tych założeniach bloki a,-, ; są krakow ianam i sym etrycznym i, zaś

Przypuśćm y dalej, że krakow ian a posiada pierw iastek tró jk ą tn y  A,

w pierw iastku A bloki o identycznych w ym iarach z odpowiednim i blokam i 
krakow ianu a:

O pierając się na rów naniu  A2 =  a łatw o możemy w prowadzić w zory 
określające dow olny blok pierw iastka. Mnożąc i-tą  kolum nę blokową 
p ierw iastka przez i-tą  otrzym am y:

we wzorze tym , podobnie jak  w  następnym , gdy górna granica sum owa
nia jest m niejsza od dolnej, należy przyjąć, że sum a rów na się zeru.

Mnożąc z kolei i-tą  kolum nę blokową p ierw iastka przez j- tą  (i >  j) 
otrzym am y:

ai,i аг, 1 .. am,i

® ai,2 a 2 , 2 • • am, 2 (10)

а ь  i  ~  x a j . i •

tzn., że A2 =  a, co można zapisać w  postaci A =  j/а .  W yodrębnijm y

A =

Ai, i A2, i .. Am,i 

■Аг, 2 • • Am, 2
( U )

■m, m

a stąd:

(12)

A,-, i • A y, i +  A,-, 2 • A j, 2 +  . . .  +  Ai, j - i  'A j ,  j - i  +  A i j  • A j , j  — a,-,y-,
a zatem:
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skąd łatwo możemy obliczyć A it h ponieważ A -p -s jako pierw iastek  k rako
w ianowy jest krakow ianem  trójkątnym . O pierając się na definicji dzie
lenia podanej przez prof. T. Banachiewicza *) napiszem y w yraźnie:

А/, j — (&i,j ~  Аь к • Aj, к] • t  Aj7 j 
'  k = 1 '

Przykład.
Obliczmy pierw iastek krakow ianu blokowego:

(14)

a = a l,l a 2,l 

a l,2 a 2,2

1 - 1 - 1 3  0
- 1  5 5 - 3  2

- 1  5 6 - 4  2
3 - 3 - 4  19 - 3
0 2 2 - 3  18

M amy kolejno:

{Aj, i Аг

6 - 4 2 5 - 3 2 1 - 1 0

a2, 2 — A22, 1 — - 4 19 - 3 • — ■- 3 9 0 . =  . - 1 10 - 3

2 - 3 18 2 0 1 0 - 3 17

A.2 , 2 ]  a 2, :

a zatem

A 2. i —

1 - 1  

3

A _jAi, i A1i21 __
A-2, 21

: - 1 3 0
: 2 0 1

1 - 1 0
OO - 1

4

*) Równanie krakow ianow e x t a  =  l może być zapisane w  postaci x  =  1 : a 
i wówczas x  nazyw a się ilorazem  krakow ianów  l i a .  Dzielenie może być w yko
nane bezpośrednio, jeżeli k rakow ian a jest tró jką tny . Np.: stosując m etodę 
p ierw iastka krakow ianowego do rozw iązyw ania uk ładu  rów nań liniowych obli
czamy, w  znany sposób, kolejno jeden za drugim , elem enty kolum ny w yrazów  w ol
nych L  p ierw iastka A. O pieram y się przy tym  na rów naniu  LA =  I, gdzie 1 jest 
kolum ną w yrazów  wolnych układu danego. W ykonywane tu  działania prow adzą do 
obliczenia ilorazu L =  1 : t  A.
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Z wzorów (12) i (14), um ożliw iających obliczenie bloków p ierw iastka A, 
łatw o otrzym am y odpowiadające im  w zory na elem enty  p ierw iastka 
krakowianowego, jeśli zastąpim y oznaczenia bloków oznaczeniami ele
m entów.

2.3. W y ró w n a n ie  w ie logrupow e  

Niech dany będzie układ rów nań popraw ek:

X r a ' +  1 =  V (15)

gdzie X, 1, V są odpowiednio kolum nam i niewiadom ych, w yrazów  w ol
nych i poprawek, zaś a ' krakow ianem  współczynników.

U tw órzm y krakow ian a =  {a 'ls} , w  k tó rym  s =  a ' +  a' +  . . .  a.'m + 1  
jest kolum ną sum ową i obliczmy pierw iastek  A z kw adra tu  tego k rako
wianu:

a '2 la ' sa' 

a l  l2 si (16)

A =  I a2

Y I. S 

J V  j / v 2

0

(17)

gdzie A ' = j / a '2, L  — kolum na w yrazów  wolnych pierw iastka,
S — kolum na sumowa, 

zaś V2 jest krakow ianow ym  zapisem [iw].
W dalszym  ciągu rozw ażań obliczenie p ierw iastka A będziem y tra k 

towali jako praktycznie równoznaczne z rozw iązaniem  danego problem u 
wyrównawczego. Rzeczywiście: krakow iany A i L  pozw alają na łatw e 
obliczenie niewiadom ych, [w ]  — na obliczenie błędu średniego pojedyn
czego spostrzeżenia, p rzy  czym ostatnia kolum na krakow ianu A dostar
cza niezbędnych kontroli. P rzedstaw m y teraz krakow ian a w  postaci 
blokowej:

a l, 2 a 2, 2 a m, 2
(18)

ai „ &2,n

2 P race  Inst. G eodezji i  K artografii
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O statnia kolum na blokowa am zaw iera tu  m iędzy innym i kolum nę 1 i s. 
Interesow ać nas będzie szczególnego kształtu  krakow ian a:

ai, i

a2,2

am+i, 1 

am +1, 2

äm , m S m + l, m

(19)

K rakow ian ten  zaw iera m  w ierszy blokowych i m  +  1 kolum n blo
kowych, a jego cechą charakterystyczną jest to, że w spółczynniki n ie- 
zerowe w ystępu ją  wyłącznie w  blokach ostatniej kolum ny, lub też 
w  blokach położonych na głównej przekątnej.
Obliczmy kw adrat krakow ianu (19):

Я2a i,i a m + l, 1 * ai, 1 

2,2 a m+i , 2 ’ a 2 , 2

2
3  m, m a m + l, m * a m,m 

m *2a  m+1, i
i=l

(20)

N a podstaw ie wzorów (12) i (14) napiszem y w zory pozwalające na 
łatw e obliczenie bloków krakow ianu A =  ]/ a2.

Dla pierwszych m  w ierszy słuszne są wzory:

A i ,  i =z  ] / a i) i , (21)

Am+l, i ' * (a?;; ; 1, i • a,, j) . X A;, i , (i 1,2.. .  tti) , 

natom iast dla ostatniego elem entu przekątnego —  wzór:

m m
m+1 ~  JT* a  m+1, i A.2m + l , i  >

i=1 i=1

k tó ry  może być przepisany w  postaci:

-A-m+l, m+l
- V I

(a 2mH-l, i A“ i)

(22)

(23)

Idea w yrów nania wielogrupowego opiera się na spostrzeżeniu, że 
bloki A i, i oraz A m+i,; określone wzoram i (21), jak  również różnice k ra 
kowianów a2m+lj i — A2m+i,i w ystępujące we wzorze (23) mogą być obli
czane w  sposób niezależny, oddzielnie dla każdego z m  w ierszy blokowych
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krakow ianu a. Pom ijając bloki zerowe, i-ty  w iersz blokowy m ożem y za
pisać jako krakow ian o dwóch blokach:

{a;, ; am+i, ;}, (24)
k tórym  przyporządkujem y jednokolum now e bloki niewiadom ych:

X ; = X;, +1 —

Xm + lj 

+ 12 

Xm-f 

1 

0

(25)

W bloku x m+1 jedność odpowiada kolum nie w yrazów  wolnych, a zero — 
kolum nie sumowej *).

P rzy  tych  oznaczeniach częściowy układ rów nań popraw ek o tabeli (24) 
może być przedstaw iony w  postaci:

X / • T i i ; : î “I-  XïTi-j-i * T Эщ+ l ,  i  —  V,-, (26)

gdzie Vj jest jednokolum now ym  blokiem  odpowiednich popraw ek. Blok 
niew iadom ych x m+1 w ystępujący we w szystkich m  „rów naniach bloko
wych popraw ek” (26) będziem y nazyw ali blokiem  wiążącym, a niew ia
dome tego bloku —  wiążącymi.

Blok niew iadom ych x ; w ystępujący ty lko w  i-tym  rów naniu, będziem y 
nazyw ali blokiem  względnie niezależnym , a niew iadom e tego bloku — 
względnie niezależnym i lub właściwym i. Bloki x ; mogą być obliczane 
niezależnie od siebie po podstaw ieniu niew iadom ych w iążących do odpo
w iednich rów nań.

Przedstaw iona powyżej m etoda, podana przez P ran is  — Praniew icza 
w  symbolice Gaussa, pozwala na  zastąpienie rachunku  na podstaw ie 
jednej dużej tabeli rów nań popraw ek typu  (19), rachunkiem  na pod
staw ie m  częściowych tabel typu  (24). Jednakże, w  n iek tórych  przypad
kach m etoda P ran is  —  Praniew icza w  jej pierw otnej w ersji nie w y sta r
cza. P rzy  w yrów naniu  w ielkich sieci o charakterze powierzchniow ym

*) P rzyporządkow ując odw rotnie — kolum nie w yrazów  w olnych zero, a kolum 
nie sumowej jedność, t. zn. zastępując uk ład  (15):

x t a ' ł l  =  v
układem

y r a '  +  s  =  w

otrzym am y niew iadom e у , — х-, — 1 oraz popraw ki Wj = v,, co może być w ykorzy
stane do kon tro li rachunku. D la spraw dzenia słuszności tych zw iązków  w ystarczy 
podstaw ić niew iadom e y , do uk ładu  rów nań  norm alnych i uk ładu  rów nań  popraw ek 
zaw ierających zam iast kolum n w yrazów  wolnych — kolum ny sumowe.

2*
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w ystępuje duża ilość niewiadom ych wiążących w stosunku do niew iado
m ych właściwych, w  związku z czym wielkość końcowego bloku Am+i, m+i 
może przekroczyć pojemność pamięci m aszyny elektronow ej. Z najduje  
wówczas zastosowanie przedstaw iona w następnym  punkcie m etoda w y 
rów nania wielostopniowego *).

2.4. W yrów nan ie  w ielostopniowe

W eźmy pod uwagę krakow ian współczynników, wyrazów  wolnych 
i sumowych w rów naniach popraw ek {a' 1 s), o podanym  poniżej k sz ta ł
cie:

ai, i . . .  bj, i . . .  ej;, i . . .  di

»2, 2 • ■ • b j ,  2 • • ■ Cfc, 2 ■ ■ • d 2

&m, m • • ■ b),m • ■ • Cfc.m • • • dm

gdzie j  =  m  +  1, m +  2 . . .m  +  p, fc =  m +  p +  l , m  +  p +  2 . . .m  +  p +  q
M amy tu  m  w ierszy blokowych i m  +  p +  q +  l =  r  kolum n bloko

wych, z czego m  kolum n znajduje się w  części krakow ianu znakowanej 
lite rą  a, p  — w części znakowanej literą  b, q — w części znakowanej 
literą  c, zaś jedna kolum na znakowana jest literą  d.

Przyporządkujem y jednokolumnowe bloki niewiadom ych

Ха/, Xbj, Xcfc, Xrf

kolumnom  a ;, b y ,  ck, d  krakow ianu (27).
Bloki niewiadom ych xa/ są względnie niezależne, ponieważ mogą być 

niezależnie obliczone po podstaw ieniu niewiadom ych x hjl xcb i do 
odpowiednich równań.

Załóżmy, że względnie niezależne są również bloki niew iadom ych 
Хьу i xcfc, tzn. że,

a) podstawienie niewiadom ych xcfc i Xj umożliwia niezależne oblicze
nie p bloków niewiadom ych x bj,

b) podstaw ienie niewiadom ych x d umożliwia niezależne obliczenie a 
bloków niewiadom ych x ck.

Bloki niewiadom ych xa/ będziemy nazywali względnie niezależnym i 
I stopnia, bloki x bj — względnie niezależnym i II stopnia, bloki x ck —

*) Tego rodzaju  m etodę m gr inż. St. K asperek proponow ał zastosować do w y
rów nania polskiej sieci triangu lac ji w ypełniającej. P ro jek t w yrów nania znajdu je 
się w  Insty tuc ie Geodezji i K artografii.

{ab cd} =
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względnie niezależnym i III stopnia, blok x rf —  blokiem  wiążącym, zaś 
w yrów nanie opierające się na tego rodzaju  podziale niew iadom ych — 
w yrów naniem  trójstopniow ym . Oczywiście, prowadzone tu  rozw ażania 
słuszne są dla w yrów nania wielostopniowego. Przedstaw ione w  punk
cie 2.3 w yrów nanie w ielogrupowe może być nazw ane jednostopniow ym .

P r z y k ł a d

Łatwo sprawdzić, że kształt podanego poniżej krakow ianu współczyn
ników, w yrazów wolnych i sumowych (27) um ożliwia przeprow adzenie 
w yrów nania trójstopniowego.

ai, i
t>2, 2

j a  b  c  d i _
аз, 3

34, 4

35, 5

a 8, 6

bg, 1 Cl3, 1 di
bg, 2 Cl3, 2 d2

bio, 3 Cl3, 3 d3

bio, 4 Cl3, 1 d4

bil, 5 Cl4, 5 d5
bu, 6 Cl4, 6 d6

bl2, 7 Cl4, 7 dy
, 8 bl2, 0 Cl4, 8 d8

a 7, 7

X  X  =  { т Х д !  ТХэ2 ТХ аз T X ;4  T X as ^X;i5 ТХ д7 TX'jf]ТХ),э T X ;,; оГX/, 1 ; TX fri2 ^Xi-13 T X c i4 TXrf }

Rzeczywiście, przyjm ując, że dane są niewiadom e x d otrzym ujem y 
2 niezależne układy  rów nań popraw ek, z k tórych  niezależnie mogą być 
obliczone 2 bloki niew iadom ych xcfc (k =  13, 14). P rzy  analogicznych 
założeniach niezależnie mogą być obliczone 4 bloki niew iadom ych x b; 
(j =  9, 10, 11, 12) i 8 bloków xai (i =  1, 2 ... 8).

Podany tu  krakow ian odpowiada sieci triangulacyjnej pokazanej na 
rys. 8 i opisanej w  dalszej części artykułu .

Z podanego powyżej założenia o względnej niezależności niew iado
m ych x bj i xcfc wynika, że w  i-tym  w ierszu krakow ianu (27) w ystępuje  
co najw yżej jeden blok niezerow y b ; i co najw yżej jeden blok niezerow y 
Ck, i (w przeciw nym  przypadku nie byłoby spełnione założenie o względ
nej niezależności), prócz tego niezerow ym i blokam i są bloki a i  d;. 
W tym  ostatnim  — różne od zera są z reguły  w yrazy wolne i sumowe.

Pom ijając bloki zerowe, będziem y mogli zapisać i-ty  w iersz blokowy 
w  postaci:

I»li, i b „  i Сk, i d i}  у

a częściowy układ rów nań popraw ek o powyższej tabeli —  w postaci: 

x a; • t  a  j, i +  X b j  • t  b  j .  i +  Xcfc • г  с  к,  i+ xd  • т  d ,• =  V,- (28)
Z założenia o względnej niezależności niew iadom ych w ynikają  rów 

nież pewne wnioski odnośnie kształtu  p ierw iastka z kw adratu  krako-
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w ianu (27). W pierw iastku tym  dadzą się wydzielić kolejno zespoły m ,  
p, q w ierszy blokowych. W wierszach pierwszego zespołu mogą w ystę
pować co najw yżej 4 bloki niezerowe odpowiadające niew iadom ym  x a/, 
*bj> *ck, w  wierszach drugiego zespołu — 3 bloki niezerow e odpo
w iadające niewiadom ym  x b;-, xcf., x d wreszcie w  wierszach trzeciego ze

społu — 2 bloki niezerow e od- 
X powiadające niew iadom ym  хсь  

X xd. (Inaczej mówiąc w  dowol-
X nym  w ierszu może występować

X  co najw yżej jeden blok niezero-
w y przy niewiadom ych xa; — 
jeden przy  x bj i — jeden  przy 
yaCk). Każdy z w ierszy danego 
zespołu może być p rzy  tym  
obliczany niezależnie od pozo
stałych wierszy zespołu. Tego 
rodzaju pierw iastek przedsta
wiono schem atycznie na rys. 7; 
bloki niezerowe, lub te, k tóre 
mogą być niezerowe, zakreślo- 

Rys. 7 no, natom iast bloki zerowe nie
zostały oznaczone.

Na podstaw ie w yprowadzonych uprzednio wzorów (12) i (14) wypisze
m y w zory pozwalające na obliczenie pierw iastka z kw adratu  krakow ianu 
(27). Bloki tego pierw iastka będziem y oznaczali w  następujący  sposób:

X X  X  X  X
X X  X  X  X

X X  X  X  X
X X  X  X  X

X X  X  X  X X X  X  X
X X  X  X  X X  X  X  X

X X  X X  X X  X X X

X X X X  X X  X X X

X X X X. X  X X  X X  X  X  X

y ' j a b c d }2 =  (AB CD}

Aj,; Bj,;

В  J . J

C k , i  

С к, j 
c k, k

D,

D;
Dfc

Dr

gdzie: i =  1,2 . . .  m; j  =  m  +  1 . .  . m  
r =  m  +  p  +  q +  1.

M amy kolejno — dla pierw szych m  wierszy:

p; к  =  m  +  p  +  1 . m

(29)

p +  q;

At, i =  j/a2,-, i

By, i =  (by, i • a i) . X A i, i ,

C/c, i — (Ç-k, i ' a,', i) . T A;, i ,
(30)

Di — (di • Bi, i). T Ai, i ,
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dla następnych p w ierszy:
m

Bj,j =  2 ( Ъ 21 , , - В \ д ,
1 = 1

Cfc, ! — £  (cfc, ! * bj, i С fc, i ' В j, i) ■ T Bj, j  , (31)
i =  l

Dj — £  (di • bj, г D,- • Вjt i) . rBy, j,

dla dalszych q  w ierszy:

/ т m + p
(c2fc, i — c 2k, i) —  Ż  Q 2k . h

i=1 j=m+l

[m m +p "1
(d,-• Cfc, ,• — D;• Cfc,,) — 2  DrCfc.i :rCfc,fc, 

i = l  J

(32)

i w reszcie dla ostatniego bloku:

/ т m + p  m + p + q
(d2i — D2j) — £  D2j — £  D2fc

i = l  j = m + 1 fc= m + p + l

(33)

(35)

Z kształtu  tych wzorów i specyfiki zdania w ynika opisany poniżej, 
dogodny ze w zględu na  organizację procesu rachunkow ego, tok  operacji.

1. U tw orzenie m  w ierszy blokowych krakow ianu współczynników, 
w yrazów  w olnych i sumo w y ch rów nań popraw ek:

{ a i, i bj, i с*, i di } (34)
2. Podniesienie każdego z tych  w ierszy oddzielnie do kw adratu : 

a 2i, i b j ,  i • Hi, i Cfc, i • a i, i d; • 3i, i

b 2j, i Cfc, i • b j, i d i • b j, i

C2fc, i d i • Cfc, i 

d2,

3. Obliczenie m  krakow ianów  o następujących blokach:

A i, i Bj, i Cfc, i D i

b2j, i — B2j, i Cfc, ; • bj, i — Cfc, i • Bj, i di • bj, i — Di • Bj, i 
c2fc, i — C2fc, i di • Cfc, i — Di • Cfc, i 

d2, -  D2,
4. U tw orzenie p  krakow ianów  o blokach, k tó re  są sum am i bloków 

uprzednio obliczonych w zorem  (36):
( m m m \

I Z  (b2i- « -  B2>. i). 2  (cfc- • ЬУ. ‘ B J д. 1  (di ' bj, D ‘ Bj, i)\ (37)
\i=1 i=l i=1 I

(36)
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5. Obliczenie p krakow ianów  o następujących blokach:

B j i  C  k , j  D  j

- C h , j  - D r Ck,j

— D2j

(38)

6 . U tworzenie q krakow ianów  o blokach, k tóre są sum am i bloków 
uprzednio obliczonych wzorami (36) — (38):

8 . U tworzenie krakow ianu, k tó ry  jest sum ą bloków uprzednio obli
czonych wzoram i (36) — (40):

Jak  widać, problem  w yrów nania wielostopniowego sprow adzony tu  
został do, w ykonania szeregu jednorodnych i pow tarzających się operacji 
na blokach, k tórych wielkość może być dostosowana do możliwości ra 
chunkowych m aszyny elektronow ej.

P rzejdźm y do sposobu ustalenia podziału niewiadom ych w ystępu
jących w sieciach geodezyjnych na względnie niezależne różnych stopni 
i wiążące.

Dla przykładu weźmy sieć pokazaną na rys. 8 . W pierw szym  rzędzie 
podzielim y tę  sieć na osiem (m =  8) fragm entów, k tóre będziemy nazyw ali 
grupam i I stopnia; obserwacjom  każdej z tych grup przyporządkujem y 
jeden  w iersz blokowy krakow ianu { a b  с d}. Niewiadome w ystępujące w y
łącznie w  w ierszu blokowym  г-tej g rupy  tw orzą względnie nieza
leżny blok niew iadom ych I stopnia tej grupy. Na rys. 8a niew iadom e 
względnie niezależnych bloków I stopnia są popraw kam i w spółrzędnych 
punktów  znajdujących się w ew nątrz grup I stopnia; pozostałe niewiadom e 
są popraw kam i współrzędnych punktów  znajdujących się na pojedynczych 
liniach ciągłych.

£  (c2fc, i — C2fc,,) — 2 '  Ck2,j. ^ ( d i - c t . i - D r C f c , , ) -  £  Df Cf c  Л (39)

7. Obliczenie q krakow ianów o następujących blokach:

(40)

f m m +p m + p + q
! £  (d2; — D2,) — £  D2; £  D2t (41)
. i= l  j = m + 1 к —m + p  4-1

9. Obliczenie ostatniego bloku pierw iastka:

{ Dr } (42)
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Z  g rup  I stopnia, łącząc je  po kilka, u tw orzym y analogicznie cztery 
(p =  4) g rupy II stopnia. N iewiadome odpowiadające punktom  zna jdu ją
cym się jednocześnie na granicy grup I stopnia i w ew nątrz  g rup  II stopnia 
tw orzą cztery (p =  4) względnie niezależne bloki niew iadom ych II stopnia. 
Na rys. 8b niew iadom e tych  bloków są popraw kam i w spółrzędnych punk
tów znajdujących się na pojedynczych liniach ciągłych.

Rys. 8

Analogicznie łącząc g rupy II stopnia otrzym am y dw a (q =  2) g rupy  III 
stopnia i dw a (q =  2) względnie niezależne bloki niew iadom ych III stopnia. 
N a rys. 8c niew iadom e tych  bloków są popraw kam i w spółrzędnych punk
tów  znajdujących się na podw ójnych liniach ciągłych, natom iast punktom  
znajdującym  się na potró jnej linii ciągłej odpow iadają niew iadom e 
wiążące.

3. Opis wielostopniowego w yrów nania dużej sieci triangulacyjnej

3.1. C h a ra k te ry s tyk a  sieci

W m iesiącach listopadzie i g rudniu  1962 r. w Insty tucie Geodezji 
i K artografii *) w yrów nana została sieć triangu lacji w ypełniającej zawie
rająca  ogółem 566 punktów , z czego 542 punk ty  wyznaczane i 24 stałe. 
W sieci tej pom ierzono 3328 kątów, 7 baz i 1 azym ut astronom iczny. 
Powyższym  obserw acjom  w  w yrów naniu  przyporządkow ano odpowied
nie błędy średnie.

*) P race  przygotow awcze i obliczeniowe w ykonał zespół p racow ników  O środka 
Obliczeniowego In s ty tu tu  w  składzie: inż. inż. J. Chodowicz, J. D eryło-S tępniak, 
J . Gaździcki, J. Orzechowski, R. Podgórski, Z. Ż orski i H. Jeznach przy w spółudziale 
inż. inż. St. K asperka, St. Pachelskiej, M. R ynkiew icza i A. Skórczyńskiego.
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Wszystkie obliczenia przeprowadzono na maszynie UM C1 stosując 
wyrównanie czterostopniowe. Sieć podzielona została na 15 grup I stopnia, 
z których utworzono: 4 grupy II stopnia, 2 grupy III stopnia i 1 grupę 
IV stopnia.

Grupy wyższych stopni składały się z następujących grup niższych 
stopni (patrz szkic sieci):

1 grupa II stopnia składała się z 3, 4 i 5 grupy I stopnia
2 „ „ „ „ „ „ 6, 7, 8 i 10
3 ,, ,, „ „ ,, 2, 11 i 12
4 „ „ „ „ „ 13, 14 i 15 
1 » HI „ „ „ „ 1 i 2 „ II 
^ n it )T ?j ?) 3 i 4 
1 ,, IV ,, „ „ „ 1 grupy III stopnia i 9 grupy I stopnia

przy czym 1 grupa I stopnia i 2 grupa III stopnia mogą być tu trakto
wane jako równorzędne grupom IV stopnia.
15 względnie niezależnych bloków niewiadomych I stopnia zawierało 
ogółem 846 niewiadomych, 4 bloki II stopnia —  96, 2 bloki III stopnia 
— 50, 1 blok IV stopnia -— 20, zaś blok wiążący —  72 niewiadome;

całkowita liczba niewiadomych wy
nosiła 1084.

Sposób podzielenia sieci na grupy 
uzależniony był z jednej strony po
jemnością pamięci maszyny UMC 1 
(4096 słów), z drugiej zaś —  wzglę
dami natury organizacyjnej.

3.2. Prace przygotowawcze

Dla każdej z 15 grup I stopnia 
przygotowano następujące wykazy 
danych początkowych (patrz punkt 
1 .1):
a) wykaz współrzędnych przybliżo
nych i stałych,
b) wykaz kątów pomierzonych,
c) wykaz numerów punktów LPC. 

Na uwagę zasługuje sposób numeracji punktów danej grupy. Nume
racja ta została wykonana zgodnie z podaną niżej kolejnością:

1 , 2 . . .  «i —  numery punktów znajdujących się wewnątrz grupy 
I stopnia,
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Щ +  1 . ,.. n 2 —  num ery  punktów  
I stopnia

znajdujących się na granicy grup

Щ +  1 . ■ .Щ —  num ery  punktów  
II stopnia

znajdujących się na granicy grup

Щ +  1 . . . n 4 — num ery  punktów  
III stopnia,

znajdujących się na granicy grup

n 4 +  1 . • • щ —  num ery  punktów  
IV stopnia,

znajdujących się na granicy grup

n 5 +  1 . . .  щ  —  num ery  punktów  stałych danej grupy.

P u n k ty  na granicy dwóch grup  o trzym ały num ery  w  obydwóch g ru 
pach, p rzy  czym należało zachować jednakow y k ierunek  num eracji. 
Na ilustru jącym  sposób num eracji rys. 10 k ierunki te  oznaczone zostały 
strzałką.

Rys. 10

P u n k ty  leżące na  styku  3 lub 4 grup o trzym ały odpowiednie num ery  
w  każdej z tych  grup.

Dane początkowe w yperforow ano n a  taśm ie dalekopisowej, sp raw 
dzono, usunięto b łędy przez reperforację, po czym pow tórnie sprawdzono.

3.3. Prace obliczeniowe

W yrów nanie przeprowadzono przy  użyciu szeregu program ów, sk ła
dających się zasadniczo z tych  sam ych podprogram ów, k tórych  działanie 
zostało już opisane w  pierw szej części niniejszej pracy.
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Dodatkowo zastosowano następujące program y:
1. Program  obliczania krakow ianów  blokowych typu  (36),
2. P rogram  obliczania krakow ianów  blokowych typu  (38), (40),
3. P rogram  sumowania krakow ianów : a +  b =  c, gdzie a znajdu je  się 

w  pamięci m aszyny, zaś w yperforow any na taśm ie krakow ian b jest 
odczytyw any przez maszynę, sum a с jest bezpośrednio w pisyw ana 
na miejsce a.
We wszystkich używanych program ach eliminowano działania na 

zbędnych elem entach zerowych.
Prace obliczeniowe można podzielić na przedstaw ione poniżej fazy:
1. Określenie kształtu  15 tabel rów nań norm alnych (patrz punk t 1.2),
2. Obliczenie i perforacja na taśm ie 15 krakow ianów  typu  (34) za

w ierających współczynniki, w yrazy wolne i sumowe rów nań po
praw ek (patrz punkt 1.3).

Ze względu na duże rozm iary sieci obliczenie rów nań popraw ek prze
prowadzono w 2 sąsiednich pasach odwzorowania Gaussa —  K rügera  
stosując cenną metodę, podaną przez prof, d ra  St. H ausbrandta. Zgodnie 
z zasadami tej m etody sieć podzielona została na 2 części linią przebiega
jącą wzdłuż boków tró jkątów  położonych w pobliżu granicy m iędzy

pasam i odwzorowanymi (w danym  przy
padku najw ygodniejsze było przeprow a
dzenie linii podziału wzdłuż granicy 
m iędzy grupam i IV stopnia).

Dla wszystkich punktów  P' zachodniej 
części sieci obliczone zostały współrzędne 
przybliżone х ',  у  w zachodnim pasie od
wzorowawczym, analogicznie współrzędne 
przybliżone x " ,  y "  punktów P"  części 
wschodniej obliczone zostały we wschod
nim  pasie odwzorowawczym (rys. 11).

W spółrzędne punktów  leżących na linii 
podziału obliczono w jednym  pasie na 
drodze rachunku trygonom etrycznego, po 
czym przeliczono je na wspórzędne w  d ru 
gim pasie odwzorowawczym. W ten  spo
sób spełniony był w arunek metody, w e

dług którego punk ty  stykowe P' (x' у'), P "  ( x " , y")  m uszą być obrazam i 
tego samego punktu  na elipsoidzie odniesienia.

Rów nania popraw ek obserwacji leżących w części zachodniej obli
czone zostały na podstaw ie współrzędnych x ,  y '  pasa zachodniego, nato 
m iast rów nania popraw ek obserw acji leżących w części wschodniej —

- h  
1 V  i

'  /  / i \  i L ,

Ч ' Т
- T  '

# >

/  -  linia poàisiu sieci
Rys. 11
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n a  podstaw ie w spółrzędnych x" ,  y"  pasa wschodniego. Rów nania te  zawie
ra ły  zarówno popraw ki do w spółrzędnych przybliżonych dx', d y '  pasa 
zachodniego jak  i popraw ki do w spółrzędnych przybliżonych dx" ,  dy"  
pasa wschodniego. Dla punktów  stykow ych popraw ki powyższe spełniają 
związki funkcyjne podane wzorem  *)

lub  wzorem:

(dx", dy") =

s 1 dx" dy"

1 - С 1 1,2

dx ' dy'
С 1 1,2

(43)

(44)

gdzie С =  S  sin cp, przy  czym S' jest szerokością pasa odwzorowawczego 
w yrażoną w  radianach, a cp — szerokością geograficzną punktu.

O pierając się na wzorze (44) w yrugow ano z układu  rów nań popraw ek 
części wschodniej zmienne dx" ,  dy".

W rezultacie pow stał układ rów nań popraw ek zaw ierający wyłącznie 
wzajem nie niezależne zmienne; układ tak i mógł być już podstaw ą do 
ułożenia rów nań norm alnych.

U zasadnienie m etody w yrów nania sieci geodezyjnych rozciągniętych 
na wiele pasów odwzorowania G aussa —  K rüger a, jak  również szczegóły 
dotyczące techniki rachunkow ej tej m etody znajdzie Czytelnik w  pracy 
prof, d ra  St. H ausbrandta  [13].

3. Obliczenie i perforacja  na taśm ie 15 krakow ianów  typu  (35) za
w ierających współczynniki, w yrazy  wolne i sumowe rów nań nor
m alnych (patrz punkt 1.4).

4. Obliczenie i perforacja  na taśm ie 15 krakow ianów  typu  (36).
5. Obliczenie i perforacja na taśm ie 15 w zględnie niezależnych blo

ków niew iadom ych I stopnia p rzy  założeniu, że w szystkie pozostałe 
niew iadom e są rów ne zeru. Obliczenie na tej podstaw ie w stępnie 
w yrów nanych w spółrzędnych i w ykonanie w stępnej kontro li u ło 
żenia rów nań popraw ek (patrz punkt 1.6). K ontrola ta  pozwala 
również na w ykrycie błędów w  danych początkowych.

6 . Obliczenie i perforacja na taśm ie 4 krakow ianów  typu  (37), ob
liczenie i perforacja  na taśm ie 4 krakow ianów  typu  (38) itd., aż 
do obliczenia wszystkich bloków pierw iastka krakowianowego, 
wówczas następuje:

*) Zastosow ano tu  pomocnicze symbole rachunkow e prof, d ra  St. H ausbrand ta. 
a b

Sym bol (x , y) =
с a 1,2

oznacza, że x  =  ad — bc, zaś у =  ас +  bd
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7. Kolejne obliczenie i perforacja na taśmie wszystkich niewiado
mych X i — dla kontroli — wszystkich niewiadomych y  =  x  — 1, 
otrzymanych po zastąpieniu kolumny wyrazów wolnych kolumną 
sumową.

8. Obliczenie współrzędnych wyrównanych i wykonanie kontroli 
ostatecznej (patrz punkt 1.6).

3.4. W y n i k i  w y r ó w n a n i a

Dokładność uzyskanych wyników należy uznać za całkowicie w y
starczającą dla celów geodezyjnych. Świadczą o tym  przeprowadzone 
kontrole rachunkowe.

K ontrola sumowa w  wierszach pierw iastka krakow ianow ego nie w y
kazała większych odchyłek od kilkudziesięciu jednostek na siódm ym  
m iejscu po przecinku, p rzy  elem entach przekątnych większych od jed 
ności. Analogiczne odchyłki otrzym yw ano w kontroli obliczenia n ie
wiadom ych y  =  x  — 1 (niewiadome w yrażone by ły  w  decym etrach).

Dla i [pvv] otrzym ano następujące wartości:
a) na  podstaw ie algorytm u pierw iastka krakowianowego

y  [pil] -  [LL] =  233,785266,

У [pis] -  [LŚ] =  233,785262,

|/[pssj -  [SS] =  233,785265,
b) na  podstaw ie popraw ek obserwacji

]/\pvv\ =  233,77
W kontroli ostatecznej uzyskiwano odchyłki nie przekraczające 0,02cc. 
Na podkreślenie zasługują korzyści ekonomiczne, jakie osiągnięto 

w  w yrów naniu tak  dużej sieci triangulacyjnej na m aszynie elektronow ej: 
w ielokrotnie skrócono czas i koszty obliczeń.
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ЕЖИ ГАЗЬДЗИЦКИ

УРАВНИВАНИЕ ТРИАНГУЛЯЦИОННЫХ СЕТЕЙ 
НА ЭЛЕКТРОННЫ Х МАШ ИНАХ

Р е з ю м е

Работа состоит из трех следующ их частей:
1. Уравнивание отдельных групп.
2. Многогрупповое и многостепенное уравнивание.
3. Описание многостепенного уравнивания большой триангуляцион

ной сети.
В первой части описаны пгограммы, позволяющие на комплексное 

уравнивание триангуляционных сетей. Эти программы были разрабо
таны для небольшой счетной машины UMC 1, находящ ейся в Инсти
туте Геодезии и Картографии. Их особенностью является максималь
но возможное исключение в течение всего уравнивания лиш них  
операций на нулевых элементах, что позволяет сократить время рас
чета и дает возможность уравнивать большее число систем при той 
ж е ёмкости памяти машины.

С точки зрения использования, программы разделяются на сле
дующ ие части:

а) определение формы таблицы нормальных уравнений,
б) рассчет и перфорация уравнений поправок,
в) рассчет нормальных уравнений,
г) решение системы нормальных уравнений вместе с возможным  

рассчетом средней ошибки,
д) рассчет уравненных координат и окончательный контроль.
Начальными данными являются измеренные углы, номера пунк

тов, определяющ их положение углов в сети, а такж е постоянные 
и приближенные координаты.

В части 2 даны формулы метода многогруппового уравнивания 
(Пранис-Праневича) и её обобщения —  метода многостепенного урав
нивания. Формулы эти вводятся на основании альгорифма корня 
блочного краковяна, в котором применяемый до настоящего времени 
рассчет на элементах —  отдельных числах —  замещен более удоб
ным в автоматических вычислениях рассчетом на блоках — составах 
чисел.

Метод многостепенного уравнивания позволяет на уравнивание 
больших геодезических сетей даж е в тех случаях, когда употребляе
мые для вычислений электронные машины имеют память с малой 
ёмкостью.
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Часть 3 содержит опись четырехстепенного уравнивания поверх
ностной трангуляционной сети, которое было проведено на машине 
UMC 1 снабженной барабанной памятью с ёмкостью 4096 слов. Сеть 
эта содержала в общем 566 пунктов, в том числе 542 определяемых  
и 24 твердых. Включенные для уравнивания наблюдения содерж али  
3328 углов, 7 базисов и 1 астрономический азимут. Результаты  
уравнивания подтвердили целесообразность применения метода мно
гостепенного уравнивания в автоматических вычислениях.

3 Prace Inst. G eodezji i K artografii



JER ZY GAŹDZICKI

ADJUSTMENT OF THE TRIANGULATION NETS ON THE 
ELECTRONIC COMPUTERS

S u m m a r y

The paper is divided in  3 parts:
1. A djustm ent of single groups
2. M ulti-group and m ulti-step  adjustm ent
3. Description of a m ulti-step  ad justm ent of a large triangulation  net.

The firs t p a rt contains the  description of the  program s for the complex 
ad justm ent of the  triangulation  nets. These program s w ere elaborated for 
a m edium  —  size d igital com puter UMC 1, installed in the  In stitu te  of 
Geodesy and Cartography. The m ain fea tu re  of these program s are  the 
m axim al elim ination of the needless operations on the zero-elem ents 
during  the whole procedure of adjustm ent, w hich enables to shorten  the  
tim e of com putation and to ad just larger blocks w ith  the  same capacity 
of the  m em ory of the  machine.

W ith regard  to their use the program s are  divided in the  following 
parts:

a) the  determ ination of the  form  of the  table of norm al equations,
b) the  setting-up and perforation  of the  correction equations,
c) the  setting-up of the  norm al equations,
d) the  solution of the system  of norm al equations w ith  the com puta

tion of the  standard  errors,
e) the  com putation of the  ad justed  coordinates and th e  final control.
The in itial data  are  : the m easured angles, the  num bers of points,

w hich defines the  position of angles in the  net, the definite and approxi
m ate  coordinates.

In  the second p a rt are given th e  form ulas of the m ulti-group ad just- 
-m ent of P ram s Praniew icz and of its generalization — the m ethod of 
m ulti-step  adjustm ent. These form ulas are  deduced, basing on the  
algorithm us of the root of th e  block Cracovian, in w hich the  calculus on 
the  elem ents — the  sim ple num bers —  is replaced by  the  calculus on 
the  blocks —  ensem bles of num bers — m ore convenient in  the  autom atic 
com putations.

The m ethod of the  m ulti-step  ad justm ent enables th e  ad justm ent 
of the  large geodetic ne ts  even in  these cases, w here the  electronic 
com puters to be used have the  m em ory of a sm all capacity.
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The th ird  p a rt  contains the  description of the  four-steps ad justm ent 
of the triangulation  net, perform ed on the  UMC 1 com puter, fitted  w ith  
a drum  m em ory of the  capacity of 4096 words. This n e t w as consisted 
of 566 points : 24 given points and 542 points to  be determ ined. The 
observations included to  the ad justm ent consisted from  3328 angles, 
7 bases and 1 astronom ic azim uth. The resu lts  of ad justm en t confirm ed 
com pletely the fitness of use of m ulti-step  ad justm en t in  the  autom atic 
computation.

3*
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