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Uwagi o obliczaniu wartości geopotencjalnych

W związku z problem atyką związaną z system am i wysokości duże zna
czenie m a zagadnienie wyznaczenia t. zw. wartości geopotencjalnych.

Pojęcie w artości geopotencjalnych (cote géo-potentielle w  języku 
francuskim , geopotential num ber — w  angielskim) ustalone zostało przez 
M iędzynarodową Kom isję europejskiej sieci niw elacyjnej na  Zebraniu  
we Florencji ([13], [12]), w  oparciu o ogólne zalecenia X  Zgromadzenia 
Ogólnego M iędzynarodowej Asocjacji Geodezji w  Rzymie [11].

W artość geopotencjalna reprezentu je  pracę pow stałą w skutek  przejścia 
m asy  jednostkowej pod działaniem  siły  ciężkości w  polu jednorodnym  
z powierzchni poziomowej odniesienia do powierzchni rozw ażanej [13].

Każda z powierzchni poziomowych może więc być scharakteryzow ana 
w stosunku do wyjściowej powierzchni poziomowej (przyjm ow anej za 
powierzchnię odniesienia np. w  stosunku do pow ierzchni geoidy) w ar
tością geopotencjalną.

W artość geopotencjalna punk tu  A  jest w ięc różnicą potencjałów  siły  
ciężkości: geoidy — jako powierzchni wyjściowej oraz pow ierzchni pozio
mowej przechodzącej przez ten  punkt.

Ponieważ w artość geopotencjalną oznacza się przez с uzyskujem y więc 
zależność:

w której W  jest potencjałem  siły ciężkości Ziemi.
W artość ta  jest niezależna od drogi przejścia od wyjściow ej po

w ierzchni poziomowej W Gdo powierzchni poziomowej W A. Dla obliczeń с 
przy jm uje się drogę po fizycznej powierzchni Ziemi wzdłuż linii niw ela
cyjnej łączącej punkt wyjściowy położony na powierzchni poziomowej W 0 
z rozw ażanym  punktem  A  (rys. 1).

W związku z tym

o
Analogicznie dla różnicy wartości geopotencjalnej Ac pomiędzy dwom a 

punktam i A  i В  wzór przedstaw ia się następująco:
в

cA =  Wo -  W A

A

(1)

(2)
A
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Praktycznie do obliczeń wzór (2) m ożna zastąpić wzorem:
в

^  сА- в  =  £  (ffi. /+ 1 * л  К  i+ i )  • • (2 a )
A

We wzorze tym  A hi j+1 stanow i bezpośredni w ynik  niw elacji elem en
tarnego  odcinka i, i +  1, a g h i+ г średnią w artość przyspieszenia siły cięż
kości na  fizycznej powierzchni Ziemi dla tego elem entarnego odcinka 
(rys. 1).

P rzy  obliczaniu w artości geopotencjalnych ustalono przyjm ow ać w ar
tości przyspieszenia siły ciężkości w  kilogalach (1 Kgal =  1 • 103 gal =  
=  1 • 103 cm • sek-'2), a w artości niw elow ane dh  (a praktycznie Ah) w  m e
trach  [13]. Jednostka w artości geopotencjalnej 1 Kgal X 1 m  oznaczona 
je s t przez u.g.p. (unites géopotentielles [13], lub przez g.p.u. w  języku 
angielskim  (geo-potential units) [1].

1 u.g.p. =  1 Kgal X 1 m =  1 • 10® mgal • m  =  1 • 108 cm2 sek~2.
W artość geopotencjalna с oraz jej różnice Ac  są głównym  czynnikiem  

wzorów wysokości H  lub jej różnic AH  d la  różnych system ów wysokości.

Ogólnie w ystępuje zależność H =  ^  ^lub A H  — — j, gdzie g p rzy jm uje  się

zależnie od system u wysokości w edług innych założeń.
Należy także zaznaczyć, że w artość geopotencjalna jest o około 2 %  

liczbowo m niejsza w  jednostkach u.g.p. od wysokości H w yrażonej w  m e
trach.
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W zajem ne przeliczenie wysokości z jednego system u na inny system  
opiera się na wartości geopotencjalnej. Szereg naukowców, jak  np. Bae- 
schlin [1], Bodem üller [2], Ram sayer [8] podają praktyczne w zory dla 
tych przeliczeń.

Isto tnym  zagadnieniem, k tóre chcemy rozważyć, jest obliczanie w ar
tości geopotencjalnych z możliwie najw iększą dokładnością w  w arunkach 
naszego kraju .

Praktycznie obliczenia będą realizow ały wzór (2a). Podstaw ą do obli
czeń są więc pom iary niw elacyjne Ah  oraz wartości przyspieszenia siły 
ciężkości g wzdłuż niwelow anej linii.

E lem entarny składnik 0 h i i i l -gj l  rl) powinien odnosić się do ele
m entarnego odcinka i, i +  1.

Teoretycznie słuszne byłoby wyznaczanie tych iloczynów dla w szyst
kich odcinków pomiędzy sąsiednimi stanow iskam i ła t niw elacyjnych pod
czas przeprow adzania pom iaru niwelacyjnego. Praktycznie jest to jednak 
mało realne i nieekonomiczne.

Odcinek i, г +  1 powinien być odcinkiem o jednolitym  charakterze 
profilu  pionowego fizycznej powierzchni Ziemi wzdłuż linii niw elacyjnej 
oraz o liniowej zmianie wartości przyspieszenia siły ciężkości pom iędzy 
punktem  i oraz punktem  i +  1 na profilu  niwelacyjnym .

Jako  odcinek elem entarny i, i +  1 przyjąć więc można praktycznie od
cinek pomiędzy sąsiednim i znakam i wysokościowymi linii niw elacyjnej 
pod w arunkiem  jednak, że te odcinki odpowiadają tym  właśnie kryteriom . 
Z reguły  będzie można w ten  sposób postępować dla linii położonych 
w rejonach rów ninnych i częściowo w rejonach podgórskich.

N atom iast dla obszarów górskich i niektórych obszarów podgórskich 
zagadnienie kom plikuje się i w  poszczególnych przypadkach należy prze
prowadzić wstępną analizę. Rozważmy przykładowo odcinek 1— 2, przed
staw iony na rys. 2, na k tórym  pomiędzy sąsiednimi reperam i 1 i 2 w y
stępuje lokalne wzniesienie (w punkcie P). T raktu jąc  odcinek 1— 2 jako 
elem entarny oblicza się różnicę A cb 2 na podstawie danych punktów  1 i 2. 
Różnica wartości geopotencjalnej powinna być jednak w tym  przypadku 
wyznaczona wzdłuż fizycznej powierzchni Ziemi na trasie  1-—P— 2, tj. 
A c1_p_2. Na podstaw ie danych podanych na rys. 2 uzyskujem y:

A c i-2 =  - Л H l^ 2 =9 i + 9 2
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Oznaczając przez R  różnicę pom iędzy tym i wyznaczeniam i otrzym am y: 

R  =  A Cj—P—2 — A Cj—2 — ~ 2 A Hi_2 — ~ ' ó  Hi - p .

Jeżeli w artość przyspieszenia siły ciężkości g w  rejonie pom iędzy punk 
tam i 1 i 2 zmienia się w  sposób proporcjonalny do wysokości H, tj. dg  =  
=  a • dH, gdzie a jest współczynnikiem  o stałej w artości w  rozważanym  
rejonie, w tedy R  =  0, gdyż

a-Ó H  . тт а А Н  „R  =  -  • A  H ------ —  ÔH =  0.Z z

Jeżeli natom iast wzdłuż linii pom iędzy punktam i 1 i 2 istn ieje  lokalna 
anom alia graw im etryczna (co bardzo często w ystępuje w  obszarze gór
skim), tj. współczynnik a nie jest w artością stałą, wówczas R  ф  0.

W eźmy dla przykładu  A H1-2 =  100 m, Ag — — 20 mgal; oraz SH l P — 
=  300 m, óg =  ~  50 mgal. O trzym am y w  tym  przypadku w artość róż-

Pg^Ss

nicy R  =  500 m gal • m  =  0,5 • 10-3  u.g.p., k tó ra  w  sposób system atyczny 
zniekształciłaby w artość Ac, gdyby obliczać ją  trak tu jąc  odcinek 1— 2 
(rys. 2) jako elem entarny.

Jak  w ynika więc z tych  rozw ażań w  rejonie górskim  może w ystąpić 
konieczność podzielenia odcinka niw elacyjnego na dw a lub w ięcej ele
m entarnych odcinków w  celu właściwego obliczenia różnicy w artości 
geopotencjalnej Ac.
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Przejdźm y teraz do zagadnienia obliczenia różnicy Ac; ;+1 jako ele
m entarnego składnika różnicy wartości geopotencjalnej A c 1 N  dla linii 
niwelacyjnej pom iędzy punktam i l i  N.

Zgodnie z wzorem  (2a)

A Ci, f4-l =  g i j-j-i • A Hi, i-fi, 

gdzie praktycznie: gt j+1 =  * (д. -f g.+1), a A h i i+1 jest pom ierzoną róż

nicą wysokości na  niwelow anym  odcinku г, i +  1.
Załóżmy następującą zależność:

9 и +1 =  90 +  àgu+1, przy czym
g0 — najm niejsza w artość przyspieszenia siły ciężkości na obliczo

nej linii lub w  rejonie, w  k tórym  przeprowadzone są obli
czenia wartości geopotencjalnych (g0 =  const.), 

b g it i+1> 0  i praktycznie m aksym alna w artość óg nie będzie większa 
niż k ilkaset miligali.

P rzy  tym  założeniu dla odcinka i, i +  1 otrzym ujem y:
A Cij+i  =  g 0 -A hi , ;+ i +  ógt, i+ 1 ' A  hi, ,-+i.

Wobec tego dla całej linii 1— N  można więc określić różnicę wartości 
geopotencjalnej Ac1+N na  podstaw ie praktycznego wzoru:

N N
A Ci-д? =  д о щ £  A hi, i+i +  JT1 (6 gi , ,+i • A hi, ,+ j). (3)

i i
N

Należy podkreślić, że JT1 A h. f+1 jest różnicą pomiędzy uzyskaną
i

z bezpośrednich w yników pom iarów niw elacyjnych (bez w yrów nania) w y
sokością H N i H 1.

M ateriały graw im etryczne, k tórym i należy dysponować przy  oblicza
niu wartości geopotencjalnych muszą umożliwiać wyznaczenie w artości 
przyspieszenia siły ciężkości dla punktu  początkowego i oraz punk tu  koń
cowego i +  1 każdego elem entarnego przęsła obliczanej linii niw elacyjnej.

Praktycznie dla każdego znaku wysokościowego obliczanej linii oraz 
w  rejonie górskim  o ile jest to konieczne -— także dla punktów  pośred
nich, muszą być znane wartości g. W artości przyspieszenia siły ciężkości 
powinny być — zgodnie z ustaleniem  MAG ■— określone w  system ie 
poczdamskim [13].

W artości g t oraz gj+1 mogą być uzyskane: a) w  w yniku bezpośrednich 
pom iarów graw im etrycznych na punkcie i oraz na punkcie i +  1 lub 
b) na podstaw ie map anomalii graw im etrycznych.

W pierw szym  przypadku punk t graw im etryczny powinien być zakła
dany przy każdym  reperze niw elacyjnym . Jeżeli dla tego punktu  graw i
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m etrycznego uzyskaliśm y w w yniku pom iaru w artość ggr, to obliczenie 
przyspieszenia siły ciężkości dla znaku niw elacyjnego i przeprow adzi się 
w edług wzoru:

9> =  gfgr +  К  • (Hgr -  H,).
Różnica wysokości tych punktów  (Hgr — H ;) będzie praktycznie rzędu 
kilkudziesięciu centym etrów , współczynnik К  dla reperów  naziem nych 
może być p rzy ję ty  zgodnie z redukcją  Faye’a К  =  0,3086 m gal/m , na
tom iast dla reperów  podziem nych — uw zględniając także w pływ  redukcji 
Bouguera —  współczynnik ten  dla w arunków  polskich będzie wynosił 
К  — 0,21 -f- 0,23 mgal/m .

Ponieważ (Hgr — H ;) znane będzie z dokładnością do k ilku centy
m etrów, wobec tego praktycznie średni błąd m g  i ^  mgrgr.

Zasada określenia w artości g na podstaw ie m ap anomalii graw im e
trycznej (Bouguera lub Faye’a) przedstaw ia się praktycznie następująco:

1) w ykreśla się na podstaw ie m apy anom alii przebieg izolinii anom alii 
wzdłuż obliczanych linii niw elacyjnych; dogodną jest skala opracow ania 
1 : 100 000 , tj. skala odpowiadająca dokum entacji kartograficznej obrazu 
jącej topograficzne usytuow anie znaków wysokościowych linii niw elacyj
nej;

2) określa się dla każdego znaku wysokościowego (a ew entualnie 
w m iarę potrzeb też dla punktów  pośrednich) w artość anom alii An-, na 
drodze interpolacji; dokładność odczytania z w ykresu  izolinii 0,1 mgal;

3) oblicza się w artość g-, stosując następujący  wzór przeliczeniowy:

gt =  A m  +  у о — К -Hi (4)

gdzie jo —  w artość norm alna przyspieszenia siły  ciężkości (według 
w zoru stosowanego przy  opracow aniu m apy anomalii, np. wzór H elm erta 
1901— 1909); w artość tę wyznacza się na podstaw ie szerokości geograficz
nej (pj określonej z m apy topograficznej w  ram ach dokum entacji n iw ela
cyjnej;

К  — współczynnik redukcy jny  zależny od rodzaju  anom alii g raw i
m etrycznej dla jakiej została opracow ana m apa (tj. anom alia Bougu
era  lub anom alia F aye’a); współczynnik ten  będzie m iał stałą w artość 
dla całej linii n iw elacyjnej lub dla całego obszaru;

Hi —  wysokość n.p.m. znaku wysokościowego, uzyskana z bezpośred
nich w yników pom iarów niw elacyjnych (bez w yrów nania).

W ten  sposób na podstaw ie m apy graw im etrycznej, odpowiednio do
kładnie opracowanej, m ożem y uzyskać dla każdego punk tu  w artość g 
potrzebną p rzy  obliczeniach w artości geopotencjalnych.

Należy zaznaczyć, że w  przypadku korzystania z m ap anom alii p rzy
spieszenia siły ciężkości Faye’a (An. F.) współczynnik К  =  0,3086 mgal/m , 
a  z m ap anom alii Bouguera (An. В.) w  w arunkach  obszaru Polski К  =

6 P race  Inst. G eodezji i K artografii
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=  (0,3086 -  0,0419 o), przy  czym o (w g  • cm-3) jest średnią gęstością pod
łoża przyjm ow aną przy  opracow aniu m apy (najdogodniej w  tym  przy
padku przyjąć o =  const, p rzy  sporządzaniu mapy).

Zestaw ienie wzorów będzie więc następujące:

g =  An.F. +  у o — 0,3086 • H  lub 
g =  An.B.  +  y0 — (0,3086 — 0,0419 o) H.

Jak  wiadomo anomalie Bouguera w ykazują znacznie m niejszą zm ien
ność, tj. m niejsze zm iany w  zależności od rzeźby terenu, niż anom alie 
Faye’a.

Założenie liniowej zm iany anomalii Bouguera pomiędzy sąsiednimi 
punktam i graw im etrycznym i przy  określaniu wartości tej anomalii (An.B.) 
dla znaku wysokościowego będzie w  rejonie górskim  i podgórskim  obar
czone m niejszym  błędem  niż b łąd  spowodowany przyjęciem  liniowej zm ia
n y  anomalii Faye’a (An. F.). W rejonach rów ninnych i pagórkow atych 
praktycznie obojętne jest czy korzystać będziem y z m apy anom alii Bou
guera, czy też z m apy anomalii Faue’a. Dla linii znajdujących się w  ob
szarach górskich i podgórskich celowe jest stosowanie do om aw ianych 
przeliczeń m apy anomalii Bouguera opracowanej p rzy  stałej gęstości
o (np. o  =  2,67 gem -3  lub o  =2,39 gem "3) oraz bez uwzględniania po
praw ki topograficznej.

Dla kontroli stosować można dw ukrotne przeliczenie na podstaw ie obu 
m ap graw im etrycznych.

Zastanów m y się nad dokładnością omawianego wyznaczenia w ar
tości g-, na  podstawie m apy graw im etrycznej.

Średni błąd określenia wartości przyspieszenia siły ciężkości w  syste
mie poczdamskim na podstaw ie wzoru (4) wynosi:

mg =  ± j / т гАп +  т 2уо+ К 2- т 2н  (5)
Średni błąd m An zależy od jakości m apy graw im etrycznej (dokładność 

określenia g d la punktów  graw im etrycznych w system ie poczdamskim 
wzdłuż linii niw elacyjnej, gęstość zdjęcia grawim etrycznego, skala opraco
w ania mapy), na podstaw ie k tórej wyznacza się dla znaku wysokościo
wego w artość anomalii (An).

Biorąc na przykład m ateria ły  graw im etryczne przygotow ane i opraco
w ane w 1955 r. dla potrzeb obliczenia polskiej sieci niw elacji precyzyjnej 
w  system ie wysokości norm alnych ([3], [4]), m ożna po uwzględnieniu 
w pływ u błędu in terpolacji ocenić, że w artość średniego błędu m An będzie 
wynosić od ±  0,4 m gal dla optym alnych w arunków  do około ±  1,5 mgal 
w  w arunkach  najgorszych.

N ależy zaznaczyć, że przy  tych rozw ażaniach in teresu je  nas tylko do
kładność wzdłuż linii niw elacyjnych dla których przeprow adzone będą 
wyznaczenia w artości geopotencjalnych.
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Nowsze pom iary graw im etryczne i opracow ania m apowe mogą za
pewnić oczywiście znacznie wyższą dokładność określenia A n w  system ie 
poczdam skim  (np. rzędu 0,2 mgal).

Średni błąd m y 0 p rzy  założeniu dokładności określenia szerokości geo
graficznej 93 z m apy topograficznej rzędu 5— 6", wyniesie m./o — 
=  ±  0,15 mgal. Szerokość geograficzna q> podana jest w  katalogu niw ela
cyjnym  dla każdego znaku wysokościowego w  związku z obliczeniami 
popraw ek ze względu na nierównoległość pow ierzchni poziomowych.

Średni błąd m H określenia wysokości n.p.m. z danych niw elacyjnych 
będzie m aksym alnie wynosił parę  centym etrów , a ponieważ współczynnik 
К  =  0,2— 0,3 m gal/m  (zależnie od przyjętego rodzaju  anomalii), wobec 
tego

К'тпн  sS 0,01 mgal.
W rezultacie m ożna z w ystarczającym  praktycznie przybliżeniem  

przyjąć m gi а з  m An.
Reasum ując należy podkreślić, że w  przypadku posiadania m apy 

anom alii wzdłuż tra sy  linii dla których oblicza się w artości AC  celowe 
jest jej w ykorzystanie do wyznaczenia w artości gf; p rzy  zastosowaniu 
w zoru (4).
Jeżeli natom iast w  w yniku  pom iarów  graw im etrycznych dysponujem y 
w artościam i przyspieszenia siły  ciężkości na punktach  p rzy  każdym  
reperze niw elacyjnym , to oczywiście m ożem y bezpośrednio w ykorzystać 
te  dane dla w yznaczenia średniej w artości przyspieszenia gi i+1 na ele 
m entarnym  odcinku naszych obliczeń.

Rozważm y dokładność obliczenia różnicy w artości geopotencjalnej 
przy  w ykorzystaniu  w zoru (3).
Średni błąd C; f+1 d la elem entarnego odcinka wynosi

Cłf ł +  1 =  ±  j / t o o  • W .A  A ;, i +  1) 2  +  ( à  9 U i + 1  * VflA f t .  ;  +  1) 2  +  ( A  k .  ; + 1  • Ш » g .  ( 6 )

Średni błąd pom iaru przęsła niwelacyjnego hu i+1=  ±  V • V Li, ,-+ь gdzie L 
długość przęsła w yrażona w  kilom etrach, a rj, w yrażone w mm, jest 
średnim  błędem  przypadkow ym  pom iaru niw elacyjnego na  1 km.

Na przykład w polskiej sieci niw elacji precyzyjnej I k lasy  bezwzględ
na w artość |ły |^ 0 ,7 5  m m /km  [14]. D la przeciętnej odległości L; ;+1 =  
=  2 km  uzyskujem y w tedy  т л  h; i+1 =  +  1,0 mm.

Rozpatrzm y kolejno w pływ  poszczególnych błędów.
A) g0 ‘ rnAhi f+1 =  ± 0 ,9 8  K gal-?; y L m m  ^  ±  rj • ] /L * 1 0 ~ 3 u.g.p. 

W yraz ten  reprezen tu je  w pływ  średniego błędu pom iaru niw ela
cyjnego na  w yznaczane w artości geopotencjalne.
D la obliczeń wzdłuż lin ii k rajow ej sieci niw elacji precyzyjnej 
I k lasy  otrzym ujem y, że w pływ  tego w yrazu  dla przęsła 2 km  
będzie rzędu  1,0 • 10~3 u.g.p.

6«
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B) W artość ô gj i+i będzie m aksym alnie wynosić kilkaset miligali. 
P rzy jm ując m aksym alnie ô gu ;+1 =  0,0004 Kgal o trzym ujem y

à gt, ;+i • m A hj i+1 =  ±  0,4 y y L • 10-6 u.g.p.

W pływ tego w yrazu jest tak  mały, że można go całkowicie zanie
dbać.
W w arunkach rozważanej sieci I klasy wyniósł by bowiem dla 
elem entarnego dwukilom etrowego odcinka ± 0,4 • 10-6  u.g.p.

C) Wielkość iloczynu (A hi, ,■ ц  • j+1) zależy od dokładności w y
znaczenia gt ;+1 oraz od różnicy wysokości w ystępującej na ele
m entarnym  odcinku i, i +  1.

Dla linii położonych w rejonach górskich należy więc mieć z wyższą 
dokładnością wyznaczone gt i+1, tj. dysponować gęstszym i dokładniej
szym zdjęciem graw im etrycznym  wzdłuż linii dla k tórej obliczane są 
w artości geopotencjalne, niż w  rejonach równinnych.

Biorąc pod uwagę m ateria ły  graw im etryczne z 1955 r. przygotow ane 
dla potrzeb niw elacji precyzyjnej I klasy ([3], [4]) otrzym alibyśm y dla 
niekorzystnych w arunków

m êi,i+1 =  1  ]/ 2~ ' m gi =  ± ]/2 • 1,5 mgal =  ± 2,1 mgal.

P rzyjm ując odpowiednio różnice wysokości
a) A hi, i+i =  20 m  uzyskujem y А }ц, ,- M • m igi ;+1 =  ± 0,04 • 10“3 u.g.p.
b) A h i , i+1=  80 m  uzyskujem y A hi, i+i • m Sgi .+1 =  ±  0,17 • 10-3 u.g.p.

Ja k  widać z powyższego, dla linii w obszarach rów ninnych i pod
górskich w pływ  średniego błędu danych graw im etrycznych na obliczenie 
w artości geopotencjalnych będzie w  tym  przypadku znikomy, w  sto
sun k u  do dokładności pom iarów niw elacyjnych.

Dla linii w  obszarach górskich wpływ ten m a już praktyczne zna
czenie p rzy  analizie dokładnościowej.

W rezultacie średni błąd wyznaczenia różnicy wartości geopotencjal
nej dla elem entarnego odcinka (6) przedstaw ić można praktycznie wzorem

m ^4 , i+1=  ±  ] /  L i. i+1 -V2 +  2^  i'G3+1’ mgi) * 10-3u.g.p., (6a)

dla L  wyrażonego w  km, ■>] w  mm, Ah  w m  i m g w mgalach.
Dla całej linii 1 -N  średni błąd obliczanej różnicy w artości geopoten

cjalnej przedstaw iać się więc będzie następująco:

™*c1_N =  ± | / ^ 1_N. ^ + 2 | ( ^ i + i . m g,.)2 . 10-3 u.g.p. (7)
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Biorąc pod uwagę przew ażnie rów ninny charak ter naszego k ra ju  oraz 
fak t posiadania odpowiednio dokładnych danych graw im etrycznych 
wzdłuż linii niw elacji precyzyjnej m ożna określić

m j Cl_ i v =  ±  V I L i - n - 1СГ3 u.g.p.
Oczywiście sieć linii, dla k tórych  wyznaczono różnice Ac, podlegać 

będzie w yrów naniu przy  uw zględnieniu w arunku, że w  zam kniętym  
poligonie

j \ d c  =  0 .
A

Przyspieszenia siły ciężkości stosowane do obliczeń w artości geopo
tencjalnych wyrażone są w  system ie poczdam skim  [13]. Zw róćm y jednak 
uwagę na fak t przew idyw anej korekcji wyjściow ej w artości g w  Pocz
dam ie o około — 13 mgal. K orekcja ta  spowodowałaby zm ianę o charak
terze system atycznym  liczbowych w artości с w  jednostkach u.g.p.

W pływ ten  dla linii rozciągającej się w  Polsce np. od obszarów gór
skich do obszarów rów ninnych, tj. d la  (Нм — Hi) 900 m  w yniósłby 
około — 12 X 10" 3 u.g.p. (co odpowiada około — 1,2 cm • 0,98 Kgal).

Obliczenie różnicy w artości geopotencjalnej Ac d la całej lini 1 -N  p ro
ponuje się praktycznie przeprow adzić zgodnie ze schem atem  podanym  
w  tab licy  1.

Tabela podaje przykład, gdy przyspieszenia siły ciężkości g-, określane 
są p rzy  w ykorzystaniu m ap anom alii graw im etrycznych. W przypadku

T a b l i c a  1 
g0 =  0,981200 K gal

N r
pkt

A h 
m

H pom 
m

<P A n
mgal

Уо
mgal

Red.
K.H
mgal

Si
mgal

ôS i,i+1 
mgal

A h -à g
10~6(m
mgal)

А с 
u. g. p. Uw

ag
i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

981000 981000
34

10,27550
13,15142 54°10'15" +  27,5 432,7 4,1 456,1

256,3 2634
35

0,13187
23,42692 12'01" +  28,7 435,0 7,2 456,5

257,5 34
36 23,55879 12'30" +  30,1 435,7 7,3 458,5

112,37551 112,37551 26432 110,28928

£0 -(H n  -  Я х) =  110,262850

Uwaga: a) przy obliczaniu A h  ■ <5 g należy przyjm ow ać A h  do 0,001 m a w artości óg  
do 0,1 m gal;

b) przy w yznaczaniu g 0 • (H.v— należy przyjm ow ać różnicę (H n — H i) 
do 0,00001 m, tj. w edług danych z katalogu  niwelacyjnego.
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posiadania danych g -, z bezpośrednich pom iarów graw im etrycznych pod 
znakam i wysokościowymi obliczanej linii, rub ryk i 5, 6 , 7 tabeli 1 są 
zbędne.

Dla poszczególnego przęsła na linii wyzaczane są iloczyny Ah  • óg i n a
stępnie wyznacza się ich sumę dla całej linii. N atom iast dla całej linii 
oblicza się g0 • (HN — H^), przy czym przyjm uje się wysokości pom ie
rzone H. Różnica A cl N określana jest w  jednostkach u.g.p. na podstaw ie 
wzoru

a it-, TT \ , ^  d h  • óg"A Ci .у =  g0 ■ (HN -  Hj) +  £  u.g.p.

Ostateczny w ynik obliczenia podaw any jest do 1.10“ 5 u.g.p. Iloczyny 
óg • Ah dogodnie jest natom iast wyznaczać do 1.10~ 6 u.g.p. (np. Ah  =--- 
=  20,000 m, óg =  150,0 mgal, w tedy Ah • óg =  3000 m mgal =  3000 • 10~6
u.g.p.).

W artości geopotencjalne mogą mieć w w arunkach polskich zastoso
w anie praktyczne p rzy  naw iązaniach niw elacyjnych pomiędzy zeram i 
łat wodowskazowych stacji m areograficznych na w ybrzeżu Bałtyku. 
Jeżeli na dwóch stacjach m areograficznych średni poziom morza, uzyskany 
z w ieloletnch obserwacji, wynosi M 1 i M2 to obliczając różnice w artości 
geopotencjalnej wzdłuż linii niw elacyjnej precyzyjnej łączącej te stacje 
m areograficzne otrzym am y w arunek

M

2  А с =  0 .
Mi

Wodowskazy i m areografy na polskim  w ybrzeżu B ałtyku są pow ią
zane liniam i niw elacji precyzyjnej, dla k tórych celowe jest wyznaczenie 
różnic Ac.
Ze względu na rów ninny charakter terenu  przez k tóre przechodzą linie 
niw elacji precyzyjnej w  tym  obszarze nadm orskim , do obliczeń różnic 
w artości geopotencjalnej mogą być w ykorzystane istniejące m apy ano
m alii graw im etrycznej [3], przy zastosowaniu praktycznych uwag poda
nych w  niniejszej pracy.

N ależy zwrócić też uwagę na praktyczne znaczenie łącznego obliczenia 
wartości geopotencjalnych dużych sieci międzynarodowych.
Obliczenia sieci w  wartościach geopotencjalnych są niezależne od sy
stem ów wysokości w  jakich opracowano sieci niw elacyjne poszczegól
nych obszarów lub krajów  i dlatego m ają duże znaczenie naukowo- 
badawcze.

Pom iary  sieci niw elacji precyzyjnej I i II klasy w  Polsce oraz posia
dane m ateria ły  graw im etryczne dają  możność w  m iarę potrzeby przepro
w adzenia z w ystarczającą praktycznie dokładnością obliczeń wartości 
geopotencjalnych dla wszystkich linii należących do tych sieci.
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ЕЖИ БОКУН

ЗАМЕЧАНИЯ К  ВЫЧИСЛЕНИЮ  ГЕОПОТЕНЦИАЛЬНЫХ
ВЕЛИЧИН

Р е з ю м е

Среди проблем, связанных с системами высоты, большое значение 
имеет вопрос определения геопотенциальных величин, которые были 
сформулированы и приняты М еждународным геодезическим общест
вом ([13], [12]).

Для вычисления разности геопотенциальных величин на основании
л

практической формулы А сл~в =  2  gi, ;+i • A hi, ,-+х надо знать для
в

отрезков г, г +  1 непосредственный результат нивелировки этого от
резка Aht,i+i,  а такж е среднюю величину силы тяж ести д<, ,+1 этого 
отрезка на физической поверхности земли. В районе равнинном и пред
горья, в качестве элементарного отрезка i, i +  1, можно принять от
резок меж ду соседними высотными знаками нивелирной линии; что 
ж е  касается горных районов, то там может появиться необходимость 
разделить нивелирный отрезок на два или более элементарных от
резков.

Определение AC i—n  для всей нивелирной линии предлагается про
водить на основании ф ормулы (3).

Определение величины gij+i  может быть проведено:
а) на основании полученных из непосредственного измерения величин 

ускорения силы тяж ести в нивелирной точке i, а такж е в точке 
г +  1, вы числяя

Qi.i+i =  у  (sr. + 0,+i);

б) на основании определения для точки i и i +  1 аномалии по грави
метрической карте и определяя затем gr; и gr;+i по формуле (4).

В результате анализа возможной ошибки предполагаемую среднюю 
ошибку определения Ас можно представить формулой (7).

Предполагаемую схему вычислений иллюстрирует таблица 1. 
Геопотенциальные величины могут иметь в польских условиях 

практическое применение при нивелирной увязке меж ду нулями ф у т
штоков мареографических станций. Для определения g-,,i+i в 3tqm слу
чае вполне достаточно будет пользоваться картами гравиметрических 
аномалий ([3], [4]).

Обращается такж е внимание на практическое значение геопотен
циальны х величин для совместной разработки больших международ-
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REMARKS CONCERNING THE COMPUTATIONS OF GEOPOTENTIAL
NUMBERS

S u m m a r y

The determ ination of geopotential num bers is of great im portance 
w ith  regard  to the  problem s concerning the  system s of heights. The 
definition of these num bers was accepted by the  In ternational Associa
tion of Geodesy ([13], [12]).

For the com putation of the differences of geopotential num bers, accord-
B

ing to the em piric form ula Aca ~b —]?(9i,>+iA hbi+i)> one have to know for
A

the elem entary  sections i, i +  1 the  resu lt of levelling A h h ; + 1 and the 
m ean value of the  acceleration of grav ity  gt i + 1 for th is section on the 
physical surface of the Earth.

In the p lain  and h illy  regions one m ay adopt the section betw een 
the  neighbouring height m arks of the  levelling line as the elem entary  
section i, i +  1; in a m ountainous region, however, it m ay  be necessary 
to  divide the  section of levelling in  two or m ore e lem entary  sections.

For the whole line of levelling betw een the points 1 and N  one propose 
to  determ ine Acr~N according to  the form ula (3).

The determ ination of the value of g-„ ■,+1 m ay be done as follows:
a) from  the values of the acceleration of gravity , m easured d irectly  

on the levelling points i and i +  1 and com punting gij+i =
1 ,=  у  (9i +  9i+i), or

b) from  the  anoam iles on the  points i and i +  1, determ ined from  the 
gravim etric map, com puting fu rth e r  gfj and g ; + 1 according to the 
form ula (4).

The expected m ean square e rro r of determ ination of Ac m ay be expres
sed by  the  form ula (7).

The scheme of com putations is given in the  table 1.
The geopotential num bers m ay be of practical use in  our country  in 

the connections by  levelling of null-points of the  w ater-level rods of the 
m areographs. In  th is case the  use of the  m ap of gravim etric  anomalies 
fo r the  determ ination of g„ ; +1 w ill be com pletely sufficient ([3], [4]).

The a tten tion  is given to the practical im portance of the geopotential 
num bers by  common elaboration of the great in ternational nets.
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