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TRIANGULATION D’UN TYPE NOUYEAU.La determination de la position relative des points de la surface terrestre s’effectuait jusqu’a nos jours par l’ap- plication d’une methode dont le principe consistait a mesurer les angles des triangles adjacents. Les mesurages lineaires etaient limites au mesurage, avec une haute precision, d’un cóte du triangle, ou plutót d’un fragment plus court — d’une base — qui permettait de determiner, en passant par une suitę speciale de triangles, reseau de base, le cóte de depart du reseau propre de la triangulation.C’est cette methode qui constituait et constitue encore aujourd’hui la seule solution du probleme dc mesurage des grandes etendues de la surface terrestre, vu qu’elle reduit les mesurages lineaires directs dc piecision, tres difficiles et tres laborieux, au mesurage des angles beaucoup plus facile a effectuer. II c-st necessaire de rappeler cependant que la precision de la determination des cótes dans le calcu! des triangles diminue rapidement quand on s’eloigne du cóte initial de la base.Le grand developpement de la radiotechnique a fait naitre recemment une nouvelle conception permettant de mesurer la distance cntre deux points en utilisant 1’emission des ondes electromagnetiques tres courtcs. Jusqu’a prescnt cette methode n’a pas encore acquis un haut degre de precision, neanmoins elle peut etre appliquee avec succes dans les cas qui ne demandent pas de precision extreme. Le parcours d’unc ligne a mesurer n’exigeant aucunc prepara- tion, la nouvelle methode est absolument independante de tous les obstacles du terrain qui auraient rendu impossible un mesurage direct avec les instruments actuels.On a cree en meme temps une autre methode de determination de la longueur en appliquant les signaux lumi- neux d’une tres grandę frequence. Cette methode, experi- mentee dernierement en Suede, donnę jusqu’a la distance3



de 20 km. une precision remarquable, qui ne cede en rien a celle obtenue a l’aide des instruments de mesurage de base les plus precis. Dans ce cas il est absolument neces- saire de realiser la condition d’une visibilite reciproque des deux points, le tracę de la ligne a mesurer pouvant etre impraticable au mesurage direct.En tenant compte de ces decouvertes on peut envisa- ger la possibilite de mesurer en masse les cótes des trian- gles, c’est a dire la triangulation d ' un ty p e nouveau, dont le principe fondamental aurait consiste a mesurer uniquement les cótes des triangles, et ou lesmethodes d’orientation de 1’ensemble sur la surface del’ellipsoide, c. a d. la determination des azimuts et des coor- donnees geographiqucs, seraient restees, les memes.Afin de se rendre compte de 1’utilite d’une telle metho- de de triangulation, nous nous proposons d’analyser le probleme dans ses lignes generales pour arriver a des con- clusions rationnelles.Pour simplifier le probleme nous allons envisager d’abord le cas d’une triangulation sur le plan, et ensuite le cas d’une triangulation sur la surface de 1’ellipsoide.I.Au prealable considerons le probleme de 1’influence qu’exercent les erreurs de mesurage des cótes sur la valeur des angles dans un triangle ainsi mesure.Supposons que dans un triangle P^Ps on ait mesure les trois cótes a12, a13, a23 (fig- U-En definissant le perimetre du triangle par 2p — a12 + a13 + a23nous aurons d’apres les formules trigono- metriques:sin
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la troisieme des formules ci-dessus deviendra:
Remarquons que le cóte droit de l’equation contient exclusivement des elćments mesures, independants l’un de l’autre et qui sont soumis aux erreurs accidentelles ine- vitables. En consequence les valeurs de cette fonction, (nom- mons son cóte droit F par abróviation) calculee a base de ces elements, contiendront de meme une erreur moyenne qni d’apres la theorie des erreurs aura la valeur suivante:
D’autre part en considerant la formule (1) directement, on obtient pour le membre gauche de cette formule l’expression suivante:
On obtiendra les derivees partielles, qui entrent dans la formule (2), en presentant le cóte droit de la formule (1) sous la formę generale
Afin de developper le second membre de (4), nous fornions successivement les derivees de (z) par rapport aux a12, ai3 et a23> d’ou nous obtiendrons des derivees partiel- les 8rc/8aik dans cette formę definitive:

Et les dei



En tenant compte de ceci et des formules (5), (6) et (7) nous obtiendrons les valeurs suivantes pour les de- rivees (4):

des cótes, lanous obtiendrons, chargee des erreurs de mesurage formule definitive suivante qui exprime 1’erreur moyerre de 1’angle du triangle P1P2Ps calculee d’apres la formule (1)

Supposons maintenant que 1 erreur de mesurage cóte soit directement proportionnelle a sa longueur, c. qu’en generał d’un a d,
et alors la formule

En supposant que portionnelles aux racines les erreurs carrees de des cótes soient longueur, c. a d. pro-quem2a = p.!2anous aurions obtenu une formule analogue mais differante en ce, que les expressions en parantheses ordinaires seraient mutlipliees par les premieres puissances de a.6



Ayant 1’intention d’aboutir a quelques conclusions gćne- rales nous allons supposer que notre triangle est equila- teral, c. a d. que
a12 — ai3 = a23Avec cette supposition nous obtiendrons, independam- ment de ce que Ferreur d’un cole soit proportionnelle a la longueur ou a la racine carree de la longueur, ce resultat definitif: mPl = ± ]/ 2 .............................................  (10)

Si nous nous proposons de reduire Ferreur de 1’angle calcule mp a une certaine limite nous aurons la possibilite de definir, moyennant la formule (10), le degre d’exactitude relative, ou plutót la grandeur de Ferreur correspondant a 1’unite de longueur, admissible dans le mesurage des cótes a du triangle.En admettant par exemple comme limites superieures de Ferreur d’un angle ± I" ou i 0,"5, nous aurons respectivement: i/T— _1—
a 206265 F 290000

m, __ 0.5 . _ 1___
a 206265 ' F 582000Nous arrivons alors a la conclusion que, dans une triangulation basee uniquement sur le mesurage des cótes, la de- termination des cótes devrait etre effectuee avec une tres grandę precision. Une telle exactitude, autant que nous pouvons en juger d’apres les documents connus, est donnee par la metho- de de mesurage a 1’aide de signalisation lumineuse utilisant les signaux de haute frequence.Nous allons remarquer encore qu’en limitant dans cette nouvelle methode de triangulation le mesurage uniquement aux cótes des triangles, nous n’avons aucun contróle de l’exacti- tude des observations dans les triangles particuliers. Le seul contróle possible aurait pu consister uniąuement a observer chaque cóte du triangle plusieurs fois, ce qui, semble-t-il ne se- rait pas trop penible avec Femploi des nouvelles methodes de mesurage de la longueur. II.En passant a Fetude de la triangulation, basee unique- ment sur le mesurage des cótes, nous nous proposerons d’exami- ner les differentes figures dont Fensemble constitue un reseau de triangulation, et en meme temps nous allons exiger que la constitution des figures rende possible le contróle du mesurage. Dans la figurę la plus simple, le triangle, cette condition ne 7



peut pas etre realisee, comme nous I’avons vu d’ailleurs. Une autre figurę plus compliąuee serait alors le quadrilatere geode- sique ou le polygone avec un point central interieur.Nous nous arreterons d’une faęon plus detaillee sur ces deux figures d’un reseau elementaire de triangulation.A) Considerons le systeme central des triangles, presente sur la fig. 2, ou tous les cótes auront ete mesures.En construisant successivement les triangles PtP0P2> P2PoPs>-•••••/•> P4P0P6 uniformement et sans contróle, nous obtiendrons les positions rócipro- ques de tous les sommets. Si nous mesurons en outre le cóte P5P1, et si alors nous construisons sur P6P0Plt c. a d. si nous utilisonssuivantle trianglePoP5 _ ______un nouvel element unique non indispensable pour la solution univoque du probleme de la determination de la position reci- proque de tous les sommets, nous devrons obtenir le point P* identique, duquel nous sommes partis. Vu pourtant les inevi- tables erreurs d’observation, la position de la ligne P0Pi, obtenue du dernier triangle P5P0P1 ne sera pas identique a P0P'i> quoique P0Pi =P0P'1. II en resulte que les observations des cótes des triangles de notre systeme central devraient remplir dans ce cas une seule condition, consistant en ce que la somme des angles a point central Po, calcules dans les triangles particuliers moyen- nant la formule (1), devrait avoir une valeur connue, celle de 360°. Cette condition peut etre presentee sous une formę sym- bolique SPiok = 360" .................................................(U)Afin de donner a cette equalion une formę developpee, de- pendant des elements mesures directement, nous nous basons sur la formule (1) et nous obtenons:= arctg = arctS F (a°i> a«k> aik) • ■ (12)Vu que chaque cóte a est charge d’une erreur d’observa- tion, les valeurs des angles obtenues de (12) ne realiseront pas evidemment la condition (11). II est necessaire alors d’ajouter a chaque cóte une certaine correction (a) pour que la condition (11) soit remplie par les valeurs corrigees a + (a), c. a d. qu’on arrive a l’equation- arctg F |a„i 4~ (aoi), aok 4" (aok), ay, 4~ ( ay,) j = 180° (13) En developpant en serie les fonctions de la formule (13) nous nous contenterons des premieres puissances des correc- 8



tions (a) vu leur petitesse en comparaison avec les a. De cette faęon 1’eguation (13) sera presentee sous la formę suivante:

Dans cette eguation le second ternie, c. a d. la difference
presente la discordance entre la somme des angles calcules a la base des cótes mesures et la valeur connue d’avance.Les derivees partielles qui sont les coefficients des correc- tions (a) dans l’equation (14) se presentent comme suit:
En se basant sur la formule (5) nous avons:

En outre nour ""—"
En tenant compte de tout cela, nous pouvons derivee partielle sous la formę presenter la

Si nous designons par ł’expression Aiok la surface du triangle Pi Po Pk nous avons
En tenant compte de cette expression, la derivee partielle cherchee prendra cette formę definitive: 9



De faęon semblable nous trouverons la formę generale des derivees partielles par rapport aux variables aok et a^. Elles auront ’la valeur suivante:

En utilisant a l'equation simplifier nous designerons du perimetre p par un secutif.Yoici ces
les eguations conditionnelle (16) nous pouvons donner(15) et(14) une formę developpee ou pour la surface du triangle A et la moitie chiffre correspondant au triangle eoneguations pour ie cas presente sur la figurę 2:

10



Comme nous voyons de la formule (17), l’equation conditionnelle pour le systeme central des triangles observes uniąuement par les longueurs de leurs cótes, a une formę tres simple et sche- matique malgre son aspect apparemment complique. Tout le travail se concentre ici sur le calcul des coefficients de cette equation, et parait etre tres simple avec l’aide d’une machinę a calculer.Le calcul suivant, ayant pour but d’obtenir les corrections (a) a la condition que S (a)2 soit minimum, a l’avantage d’etre a la fois court et simple. En ecrivant alors en abrege l’equa- tion (17) sous la formęsoi (aoi) 4" so2 (a02) 4~ si2 (ai2) + •••••• + w''sin 1" — 0 ... (17 bis) nous obtiendrons par la condition supplementaireS (a2) = minimumune telle expression pour les corrections cherchees:
( _ iu "sini"(,aik) - — sik s (s.k)2Dans une systemes

mutuel des deux systemes nement qui va suivre.

chaine de triangulation composee d’une serie de tels centraux, se superposant mutuellement, le probleme sera plus complique, puisque dans ce cas nous serons obliges de resoudre tous les systemes conjointement.Dans ce cas nous formons les equations (17 bis) pour chaque systeme central dont le nombre sera celui des points centraux. Comme exemple nous allons considerer une chaine de triangulation composee de deux systemes centraux elementaires, jointifs repre- sentes sur la fig. 3.Les equations conditionnelles en nombre de deux seront presentees ici sous formę d’un tableau, qui donnera une image claire de 1’engrenement et qui sera tres utile dans le raison-
11



(aoz 1) (a0' 2) ' a 1'2) (a 23) (a 41) (a0' 3) (a0'j) (a8"3) (a0"4) (a0".6) (ao"e) (aw) (a56) (aa.«)

s 0'1 S 0'2 S 12 S 23 S 4! s'o'3 s'o.0" S^'4 S o"8 S 0"4 - - - — - -j- to' = 0

- - - - - S 0,3 S^O'0” S 0'4 S Q" 3 S 0"4 s 0 5 s"o"« s"35 S 56 S 64 + to" = 0

A la base de ce tableau il est facile de composer les equa- tions correlatives, qui auront ici la formę suivante:ki - (szik)2 + k2 S (s'ik s^ijJ -j- w' — 0ki -■ (sZik sZZjk) -|- k2 ' (s'zlk)2 + <o" = 0Apres avoir determine k4 et k2 de ces equations on calculera les corrections des cótes (aik) des formules:
ik ) — S jk • k 1 j~ 8 ik • k 2B) Un systeme moins avantageux d’une triangulation basee uniquement sur le mesurage lineaire est presente par l’enchainement des quadrilateres geodesiques adjacents, puisque dans ce cas, malgre de grands efforts, nous n’obtenons qu’ une etroite bandę de surface couverte de points de triangulation et en outre le systeme entier est bien plus flexible qu’une double chaine de triangles d’un systeme central. Pourtant dans cc systeme elementarne de triangulation nous aurons une condition qui devra etre satisfaite au mesurage des cótes et des diagonales.Supposons que la figurę 4 presente un quadrilatere geodesique dont on a mesure tous les cótes et les diagonales. Remarquons que 5 Iignes auraient suffi pour determiner d’une maniere univoque la position reciproque des sommets du quadrilatere, et qu’alors unesixieme ligne, par ex. P4P4 = a41 nous fournira justement cette condition geometrique en liant directement le point P4 au point P4. Vu que les mesures des cótes sont pourvues d’erreurs inevitables, en con- struisant successivement les triangles PiP2P3, P2P3P4 et finalement sur le cóte P34 deja determine, le triangle P3P4P1, nous trouverons pour le point de depart une nouvelle position P'x Pour que notre quadrilatere soit ferme il est necessaire quc les Iignes P3P'i = P3P1 = = a13 coincidcnt, c. a d. que 1’angle PiP3P'i =0, ce qui peut etre presente sous la formę d’equationP2P3P4 -P2P3P4 -- P'iP3P4 =0Dans le but de prendre en consideration 1’influence des erreurs du mesurage direct, nous presentons, sous une formę analogue12



a (14), cette equation qui dćpend des cótes observćs, respective- ment corriges.

En tenant compte des formules (15) et (16) cette equation aura finalement la formę suivante:

Dans ces formules les indices de p sont les memes que ceux de A13



III.En developpant le probleme des resultats obtenus par les obser- vations lineaires dans le nouveau type de triangulation, nous avons a considerer encore le cas d’une chaine fermee et celui de 1’orien- tation multiple du reseau a l’aide des azimuts astronomiques.

Fig. 5.C) Supposons que sur un plan nous ayons une chaine fermee composee de triangles adjacents (fig. 5). Si, en sortant du triangle P^aPa, nous avions construit successivement des triangles sub- sequents en mesurant directement leurs cótes, nous aurions en arrivant au cóte P2,™ Ppnz-i) un systeme de points uniformement dćtermines I’un par rapport a 1’autre. Si tout en tenant compte de 1’influence des erreurs d’observation, nous mesurons les trois cótes restants de la chaine fermee a 1’aide desquels nous sommes en etat de determiner encore une fois la situation du cóte de depart P1P2, alors, les points de depart ainsi determines par le calcul de ce trois lignes supplementaires, viendront se poser dans les nouveaux empla- cements P'jetP'2 et notre chaine fermee paraitra en realite ouverte.Pour que la chaine se ferme il faut changer la valeur des cótes observes, en leur ajoutant certaines corrections (a^) d’une telle manidre, que le point Px coincide avec P'x et P2 avec P'2. Ceci n’aura lieu que lorsque les deux polygones de notre chaine, interieur et extćrieur, vont se fermer en angles, c. ad. que les sommes des angles, obtenues par le calcul des triangles dans les deux polygones, seront des valeurs theoriques connues. Nous pouvons ecrire ces óąuations sous la formę symboliquefSPu, = 90° (nm—2)1SP. = 90» (ih-2) (19)14



Lorsque la chaine fermee est composće de figures centrales ou de quadrilateres geodesiques ou de ces deux ćlements en meme temps, alors aux deux equations polygonales de ci - dessus viendront s’ajouter encore les equations conditionnelles, resultant de ces ele- ments composants et en nombre egal a celui des figures centrales ou des quadrilateres geodesiques. Dans ce cas le polygone inte- rieur restera sans changement, tandis que le polygone exterieur devrait etre choisi de faęon a avoir l’enchainement des triangles simples, presentes sur la figurę 5. Le moyen le plus simple d’arriver a ce but sera de prendre comme ligne polygonale exterieure la ligne joignant successivement les centres des figures polygonales elćmen- taires.En marquant les sommets du polygone interieur de notre en- chainement schematique (fig. 5) par les nombres pairs 2, 4,.............. 2i, ......2nm et ceux du polygone exterieur par les nombres impairs 1, 3, ..................(2i —1),....... (2nz —1), nous obtiendronspour le calcul des angles des polygones interieurs et exterieurs les formules generales suivantes:

(P)

L’indice generał place au dela des parentheses indique les sommets des triangles qui nous servent a calculer les elements composants de 1’angle P2i ou de P<2i + i)< les indices aux a definissent le cóte oppose au sommet P2i ou P(2i + i), en outre pour la darte on a admis 2i = 0.Ces formules nous laissent voir que le probleme est reduit aux equations du type (14) ou, dans sa formę developpee au type (17). Dans notre cas d’ enchainement des triangles nous n’avons pas a repeter ces formules en detail et nous nous bornerons a les presenter en formę abregee. Designons tous les angles des triangles aux sommets du polygone interieur par Pw, ou alors
15



et ou est la somme des angles composant le sommet en ąuestion. Designons de meme pour le polygone exterieur
En tenant compte de ces designations nous allons obtenir les eąuations polygonales conditionnelles sous la formę analogue a (17 bis) de la faęon suivante:1) le polygone interieur:

Dans une chaine fermee moins uniforme que celle de la fig. 5 les eąuations (20) et (21) d’une faęon generale seront en vigueur, malgre ł’inevitable complication en numeration des sommets du polygone exterieur, particulierement aux endroits de jonction de plus de trois triangles, ce qui aura comme resultat d’augmenter le nombre des points du polygone exterieur par rapport a celui du polygone interieur. En outre le nombre des composants a certains points des formules (P) ne sera pas trois, mais quatre et meme cinq.La transcription des coefficients Sik a la base des formules (15) et (16) peut se faire presque automatiquement.D) Pour orienter notre triangulation par rapport au meridien nous devons determiner a 1’aide des observations astronomiques 1’azimut d’au moins d’un cole de la triangulation.Si nous n’avons observe qu’un seul azimut, notre reseau sera oriente d’une faęon univoque. Si par contrę nous avons mesure deux ou plusieurs azimuts il sera alors question de mettre en con- cordance les mesurages geodesiques et astronomiques.

Fig. 6.la fig. 6, meme dans le cas d’un complique.

Supposons qu’on ait determine par les observations astronomiques les azimuts des deux cótes P1P2 et P(2n-i) P2n, unis par une chaine de triangles adjacents. Nous pou- vons choisir toujours une telle voie de passage d’un azimut a 1’autre, comme dans reseau de triangulation plus
16



Nous pouvons egalement calculer les valeurs auxiliaires — la latitude <p et la difference de longitude AX, — moyennant des formules simplifiees, mais pour ce but suffisamment exactes

Les rayons de courbure M,N et R seront donnes par les tabłes geodesiques correspondantes.En passant maintenant au calcul des azimuts geodesiques successifs et en supposant que le point astronomique de depart equi- vaut a 1’azimut geodesique, nous aurons:

17

Un procćde plus exact serait le suivant. Si nous designons les differences des azimuts reciproques d’un cóte par (180o 4-Aa(i_D i), c. a d. qu’en generał
alors, en admettant la longueur des cótes aproximativement egale a 20 km, la valeur Aalk neut etre calculee par la formule

Pour calculer les azimuts des cótes successifs, en partant de 1’azimut a12, nous allons suivre un itineraire en zigzags PiP2P3.... 
P(2n-1) P2n-Dans le cas precedent nous n’avons pas tenu compte de la courbure de la surface terrestre, rnais dans ce nouveau probleme cette condition ne peut etre omise, meme dans le cas d’une chaine d’une petite etendue, puisque 1’influence de la convergence des meri- diens se fait sentir sensiblement surtout si notre chaine s’etend dans la direction ouest-est.Quant aux triangles memes nous allons les traiter comme fi- gures planes. Nous pouvons calculer l’influence de la convergence des meridiens aux points Px et P(2n-i), en connaissant la difference entre les longitudes geographiques de ces points, ainsi que la latitude du point finał, en appliquant la formule rapprochee



La condition (23) ne sera satisfaite par les valeurs des angles P, provenant du calcul des cótes musures, qu’apres 1’introduction de certaines corrections a ces angles, c. a d. que sous les angles P dans l’equation (23) nous avons a entendre les grandeurs 
ou les coefficients s sont extraits des formules (15) et (16).De cette faęon l’equation des azimuts sera de nouveau reduite a la formę des equations (17) ou (17 bis) et aura 1’aspect suivant, ou 1’indice superieur designera le numero consecutif du triangle

Si le nombre des azimuts mesures est considerable, le nombre des eąuations de condition de la formę (24) sera egale a celui des azimuts observes moins un.
IV.Nous allons passer maintenant a la solution du probleme de la compensation de la triangulation du type nouveau sur l’ellip- soide. Nous nous limiterons aux triangles aux cótes de 20 km, puisąue nous savons par 1’etude des publications qui viennent de paraitre, que la precision du mesurage de la longueur par les nou- velles methodes est assuree a cette distance.En limitan.t la longueur des cótes a 20 km, ce qui presente a peine 0,003 du rayon terrestre, nous pouvons considerer de tels triangles, ellipso'idiques en principe, comme triangles spheriques, situes sur une sphere de rayon R, egale au rayon moyen de l’ellip- soide en un des sommets, quoique pour avoir plus de precision nous aurions du considerer une moyenne arithmetique de trois rayons de courbure aux trois sommets. Cette simplification admise causera une erreur beaucoup plus petite que celle d’observation.Le point de depart pour la solution de notre probleme sur le plan a ete la formule (1) qui dans le cas d’un triangle spherique situe sur une sphere de rayon R aura la formę

18



La formule (25 bis) a une structure semblable a celle de (1), et c’est pourquoi le procede a suivre, pour determiner 1’influence des erreurs de mesurage des cótes sur l’angle du triangle ellipsoidique, calculć moyennant la formule (25 bis), pourra etre en principe le meme que dans le cas des triangles plans.II est evident que les formules a obtenir maintenant pour les derivćes partielles 
seront plus compliquees par suitę de 1’introduction du facteur k2 dependant aussi de a12, a13, a23. Pour nous en convaincre, nous citerons une de ces derivees dans toute son etendue:

Nous voyons donc que ce procćde n’est pas a recommander et que nous devrons chercher une autre solution, plus simple.La voie, que nous nous proposons de suivre, aura pour principe de garder les memes coefficients des equations conditionnelles comme dans la solution piane et de trouver alors quelles modifica- tions devraient etre apportees aux termes libres de ces equations, 19

Vu que les arguments des fonctions trigonometriques qui se trouvent sous le signe de racine presentent dans notre cas des arcs tres petits, ne depassant pas environ 0,005 du rayon, nous pouvons, en developpant ces fonctions en series ne tenir compte que des deux premiers termes. De telle faęon la formule (25) aura 1’aspect suivant:
En mettant
et en appliquant les designations precćdemment employees, la formule ci- dessus peut etre presentee sous la formę simplifiee que voici:



pour que les equations ainsi modifiees de la triangulation piane cor- respondent aux conditions de 1’ellipsoide. Considerons par exemple une figurę centrale, constituee par les lignes geodesiques, dont les longueurs respectives seront aik (fig. 7).Nous savons du theoreme de Legendrc que les angles respectifs d’un triangle spherique (ellipsoidique) PoPjPg seront plus grands d’un tiers de l’exces spherique que les angles respectifs d’un triangle plan P'0P'1P'2. ayant les memes cótes que le triangle spheriquc. Ainsi nous pouvons ecrire:
(26)L’exces spherique s, exprime en mesure angulaire, sera donnę par la formule
(27)Pour les triangles de notre triangulation, tres petits en dimen- sion par rapport au rayon, la surface du triangle ellipsoidique pourra etre substituee par celle du triangle plan P', P'o P'k avec une erreur infiniment petite et sans aucune importance pour la determination de e, et alors

Ainsi nous n’avons aucune difficulte pour calculer s de la formule (27).Imaginons maintenant de placer sur un plan l’un acóte de Fautre, tous les triangles plans correspondant aux triangles spheriques con- formement au theoreme de Legendre, alors nous allons voir que, puisque tous les angles au sommet P'o sont plus petits que les angles formes par les lignes geodesiques Po sur Fellipsoide, il se formera une fente entre la position initiale de la ligne droite P'OP'X et la po- sition P^P'^ de la nieme ligne presentee par le cótć du dernier triangle de notre figurę centrale; la valeur angulaire de cette fente P^P^P'^ est egale au tiers de la somme des exces spheriques de nos triangles. II en resulte que, si dans une figurę centrale sur Fellipsoide la somme des angles au point central Po aurait du etre exactement 360°, dans la figurę centrale piane remplaęant celle-ci, la somme des angles au sommet P'o sera egale a
20



Par conseąuent l’equation conditionnelle pour la figurę centrale sur 1’ellipsoide sera la meme que (17) a la condition que le terme librę de l’equation (17a) sera substitue par (17b)De cette faęon le probleme sur 1’ellipsoide peut etre simple- ment resolu comme un probleme plan.De meme pour le quadrilatere geodesique, qui est une figurę elementaire de triangulation et dont on fait un frequent usage en pratique, le passage de 1’ellipsoide au plan ne presentera pas de grandes difficultes.

Fig- 8.

Supposons que la figurę 8 presente un quadrilatere geodesique P4P2P3P4 sur 1’ellipsoide, ou on a mesurć les longueurs des arcs aik, formant les cótes et les diagonales du quadrilatere.Si, en partant de ces donnees, nous calculons les angles des triangles correspondants, nous devons comme dans le cas d’un quadrilatere sur le plan, remplir la condition p. ex. que
En substituant les triangles spheriques par les triangles plans observons, d’apres le theoreme de Legendre, qu’il existe entre les angles spheriques et les angles plans la relation

et qu’alors l’equation de condition dans notre quadrilatere spheroidal sera la meme que l’equation (18), ou le terme librę (18 a) aura la valeur
Pour une chaine fermee de triangulation sur 1’ellipsoide les equations de condition n’ont pas a subir une modification essen- tielle, c. a d. comme dans le cas sur le plan, les sommes des angles des polygones interieur et exterieur devraient donner une valeur theorique, notamment d’une faęon generale
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ou E est l’exces spherigue d’un polygone ellipsoidal dont la gran- deur sera calculee de la formule (27), en y remplaęant la surface du triangle par celle d’un polygone correspondant.En ce qui concerne la figurę 5, et en considerant les triangles qui y sont presentes comme ellipsoidaux, nous allons appliquer au calcul de tels triangles le theoreme de Legendre, et alors dans les equations de condition (20) et (21) les coefficients n’auront pas change, mais les termes libres seront differents.Marquons les angles des differents triangles plans qui ont ete substitues, d’apres le theoreme Legendre, aux triangles spheroidaux, situes aux sommets du polygone interieur avec un indice w, et ceux situes aux sommets du polygone exterieur avec 1’indice z, et rap- pelons que d’apres la figurę 5 les indices uj sont les nombres pairs, et les z — impairs. Designons outre l’exces spherique des triangles, ayant pour base le cóte du polygone interieur par sro, et celui des triangles, ayant pour base le cótedu polygone exterieur par sz. Avec ces designations les termes libres des equations de condition (20) et (21) pour une chaine fermee sur 1’ellipsoide seront de la formę suivante:

Entre Ew et Ez il existe la relation (29)ou 2 j.z, en accord avec (28), indique la surface de notre chaine de triangulation fermee.Quand on aborde la solution de ce probleme, il se presente une certaine difficulte ou plutót un calcul supplementaire, notam- ment celui de la surface renfermee par le polygone interieur, ou exterieur, car quand on connait une de ces grandeurs on obtient l’autre par la formule (29), ou les grandeurs p et n sont connues, et R est le rayon de courbure pour la latitude du point central du reseau de triangulation. L’exactitude du calcul de la surface du polygone peut etre d’un ordre pas trop eleve, puiscjue, comme il resulte de la formule (27), pour obtenir une exactitude de 0",01 pres, il nous suffit de connaitre la surface du polygone a 2 km2 pres. On peut alors considerer le polygone curviligne comme un polygone plan ayant ses cótes egaux aux longueurs des arcs correspondants, et en connaissant les angles plans obtenus a l’aide de la formule (1) il suffira de calculer les coordonnees des sommets par rapport a un systeme rectangulaire quelconque et ensuite la surface meme 22



du polygone. Le plus facile serait de choisir un des cótes comme axe des X, et un de ces points extremes comme origine du systeme.La surface F sera obtenue par la formule comme:
Dans le cas des equations de conditions azimutales l’equa- tion (23) est en m.eme temps une equation de condition pour' les triangles ellipsoidaux, si nous considerons les angles Pitl comme spheriques. Alors l’equation (24) conservera aussi sa valeur quand dans son terme librę les angles plans seront rem- places par des angles spheriques, c. a d. quand les exces spheriques correspondants y seront introduits. De cette faęon le terme librę de l’equation (24) sera:

Les considerations precedentes ont une valeur plutót theo- rique, en attendant que I’exactitude et la facilite de l’execution du mesurage des distances superieures a 20 km soient telles que la nouvelle methode de triangulation puisse devenir univer- selle. Mais des ajourd’hui il se pose un probleme pratique, celui de 1’application de la nouvelle methode a la determination de la position d’un point intersecte d’une ou de plusieurs bases (par ex. de deux), dont la situation est donnee dans un systóme determine des coordonnees planes.Les distances sont mesurees ordinairement d’un point Po aux points donres abreviation celle du Pi a l’aide d’une methode, nommee par radar. Cette methode ne donnę pas encore une haute precision, pourtant elle parait suffisante dans certains cas p. ex. pour les mesurages cótiers en mer.L’analyse du probleme et de la d’observation laisse voir a ici aucune et lamethodeclairement qu’il n’y difference entre 1’intersection resection,—les deux cas etant identiques.Supposons donc que d’un point Po on ait mesure les cótes aoi, a02 aux points Px et P2, dont les coor- donnees rectangulaires planes sont23



connues. (fig. 9). En utilisant ces coordonnees nous allons calculer le gisement et la longueur du cóte PXP2 (base) par les formules connues

Ensuite nous pouvons calculer l’angle P012 du triangle P0PiP2 par la formule 
et le gisement
Et enfin nous obtenons les coordonnees du point cherche

Dans sa formę dependant des donnees observees a01, a02> a03> cette equation sera analogue a (18) avec cette condi- tion que les cótes joignant les points fixes, c. a d. a12, a23 et a13 restent sans changement.En tenant compte de ceci, l’equation de condition pour un point intersecte de deux bases (trois points) aura l’expression suivante:24

Pour le contróle nous pouyons encore calculer:

Dans le cas ou nous avons d’autres points observes aux coordonnees connues ct dans le meme spsteme de coordon- nees, il sera question de compensation du point intersecte plusieurs fois.Supposons que nous ayons trois points fixes (fig. 9). Dans ce cas il se formcra une condition a laquelle les longueurs observees doivent satisfaire, notamment la condition connue du quadrilatere:



Avec trois bases independantes nous aurions obtenu deux equations. VI.En resumant les resultats de l’etude analytique de notre probleme, nous pouvons arriver aux conclusions suivantes.La triangulation basee uniquement sur le mesurage des cótes des triangles, a cet avantage indiscutable qu’elle donnę la meme exactitude lineaire sur toute 1’etendue de la triangulation, et elle peut former alors une base fondamentale des plus sures pour les mesurages de detail, ou les observations lineaires constituent 1’element primordial. Cette base serait d’une exacti- tude beaucoup superieure a celle de la triangulation d’aujourd’hui. Ceci meme dans le cas ou l’exactitude de mesurage des cótes des triangles aurait baisse jusqu’a 1 : 200.000 pres, ce qui fait ± 0,1 m a 20 km.Les angles necessaires au calcul definitif d’une telle triangulation, obtenus par la voie du calcul, seront d’une exactitude uniforme dans tout le systeme et ne seront pas charges des erreurs d’ordre systematique provenant de telles sources comme la refraction laterale de lumiere, les phases dans 1’eclai- rage des signaux, le mouvement des signaux sous 1’influence des rayons solaires et beaucoup d’autres.Vu cela nous pouvons former la these que 1’erreur de trans- fert des azimuts d’un cóte a 1’autre et des coordonnees geogra- phiques sera de meme plus petite que dans le cas de mesurage des angles.Le calcul d’un tel reseau, et en particulier sa compensa- tion serait beaucoup plus simple surtout par suitę d’un nombre 25



plus petit des eguations de condition et alors toutes ces eąuations seraient d’une structure uniforme.Et quoique les calculs preparatoires paraissent ici etre plus penibles, ils ne sont pas en realite ni plus nombreux ni plus compliques et peuvent etre aisement effectues par plusieurs personnes simultanement.Le nouveau type de triangulation permet de raccourcir les longueurs des cótes du reseau primordial a 20 km sans aucune atteinte a la precision, et meme avec un accroissement de l’exac- titude qui dćpasse les meilleurs resultats obtenus jusq’a nos jours. De cette faęon nous obtiendrons un des reseaux des points fondamentaux, uniforme pour une grandę etendue du terrain, ce qui aura un grand cffet au point de vue pratique.Dans le domaine scientilique, la nouvelle methode de triangulation combinee avec les observations de la force de pesanteur et les determinations astronomiques, pourra sans doute susciter les nouvelles conceptions de beaucoup de problemes consernantla formę du geoido et le parcours des anomalies causees par 1’emplacement non uniforme des masses dans 1’ecorce terrestre.Une telle triangulation a pourtant son cóte faible. C’est que les methodes de mesurage direct des cótes des triangles ne sont pas encore tellement au point qu’elles puissent etre appliquees pour le mesurage en masse. 11 semble cependant que ces methodes ne seront ni plus couteuses ni plus compliquees que celles d’aujourd’hui.En tous cas il sera necessaire de proceder aux travaux d’essai a une vaste echelle pour arriver a des decisions defini- tives. Une conclusion generale pourrait etre exprimee de la faęon suivante. Nous sommes au seuil de modifications profondes dans les methodes de triangulation.Et si, durant une certaine periode de temps, le mesurage des angles conservera encore son róle preponderant, on peut deja entrevoir le temps non eloigne ou le mesurage des bases par les instruments de precision de construction actuelle et la fon- dation des reseaux basiques ayant pour but la determination des cótes de depart pour la triangulation, seront totalement substitues par les nouvelles methodes radio-optiques de mesurage de grandes distances.Tout cela, grace a la determination plus freąuente des cótes des triangles, aura pour resultat un accroissement sensible de l’exactitude du reseau dc triangulation, ayant desormais un caractere mixte, angulo-lireaire.
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