PRACE INSTYTUTU GEODEZJI | KARTOGRAFII

Tom XLII, zeszyt 92, 1995

JERZY JANUSZ

ORTOGONALNE WPASOWANIE KRZYWEJ TEORETYCZNEJ
W EMPIRYCZNY ZBIOR PUNKTOW

ZARYS TRESCI: Podano sposéb wpasowania krzywej teoretycznej
w empiryczny zbiér punktéw, przy natozonym warunku minimum sumy
kwadratow odlegtosci punktdw od krzywej. Wyprowadzono algoiytmy wpasowania
krzywej taricuchowej w empiryczny zbior punktéw lezgcych na rozwieszonym
ciegnie, np. linie odciggowej masztu lub komina, majgcych wyznaczone
z pomiaru wspoétrzedne x i y. Algorytmy opracowano w dwdch wariantach:

I. - przy spetnieniu warunku [V2j=min. lub [V2]= min.

Il. - przy spetnieniu warunku + v2arj = min.

Wykazano ortogonabio$é obliczonych odchytek Ar = g/Ar2+ Ay2 wpasowania
krzywej tancuchowej w wariancie Il, w przypadku gdy btedy a priori
mx= m . Zilustrowano przyktadami efekty uzyskiwane algorytmem Il przy
roznych stosunkach biedéw mx, my, mpar.

1. WPROWADZENIE

W wielu dziedzinach uzyskuje sie przez pomiar empiryczne zbiory
wspotrzednych punktéw. Czesto w zbiory te sg wpasowywane okre$lone
krzywe, ktérych parametry zalezg od wzajemnego potozenia pomierzonych
punktéw, doktadnoSci pomiaru oraz zastosowanego kryterium wpasowania.
Wpasowanie moze by¢ dokonane graficznie lub analitycznie. W przypadku
wpasowania graficznego mozna postugiwac sie np. krzywikiem, przyktadajac
go odpowiednio do zbioru punktéw przedstawionego w formie graficznej.
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Przyjete jest, ze wpasowanie analityczne krzywej o okreslonej postaci
odbywa sie przy zatozeniu, ze suma kwadratéw réznic wartosci obliczonych
i pomierzonych jednej ze sktadowych wynosi minimum. Jezeli potozenia
punktéw wyznaczonych z pomiaru wyrazone sg w prostokatnym uktadzie
wspo6trzednych XY (rys. 1), to wpasowanie krzywej ptaskiej nastepuje przy
dyrektywie minimum sumy kwadratéw odstepéw krzywej wzdtuz osi Y lub
X, co oznacza uzyskiwanie, w wyniku obliczen, odchytek wpasowania krzywej
Ay (rys. l1a), lub Ax (rys. Ib). Takie sposoby wpasowania omowione
s§ m.in. w pracy [14].

+Y

a) b)

Rys. 1

Postepowanie zilustrowane na rys.la, majace na celu wyznaczenie parametrow
wielomianu i krzywej tancuchowej, wyrazajacych krzywe zwisu lin odciggowych,
zostato zastosowane np. w pracach [1], [5]. Ze wzgledu na zatozenie w procesie
wpasowania bezbtednosci wspdtrzednych x punktéw (sktadowe te nie otrzymuja
poprawek i spetniajg wyznaczane réwnanie) postepowania te prowadzg do
wyznaczenia przyblizonych parametréw funkcji i nie sg miarodajne dla
dokonania oceny prawidtowos$ci doboru postaci funkcji i analizy bleddw
pomiaru wsp6trzednych. W pracy [8] stwierdzitem, ze do oceny doktadnosci
wpasowania krzywej teoretycznej w empiryczny zbiér punktéw najbardziej
miarodajne jest operowanie odchytkami skierowanymi wzdtuz normalnych do
krzywej, ktére oznaczymy tu Ar i nazwiemy odchytkami ortogonalnymi.
Odchytki Ar uzyskuje sie w wyniku obliczenia parametrow krzywej
z uwzglednieniem btednosci wyznaczenia wspdétrzednych x, y, lecz przy
zatozeniu, ze btedy mxi my wyznaczenia obu wspotrzednych punktu majg
jednakowe wartosci. Takie zatozenie jest przypadkiem szczeg6lnym doboru
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btedow wspdbtrzednych, dlatego w niniejszej pracy przedstawie algorytm
wpasowania krzywej ptaskiej w empiryczny zbiér punktow wedtug ogo6lnego
kryterium

(1)

gdzie Apar - poprawka parametru przyblizonego funkcji wyrazajacej krzywa
wpasowywang, mpar- btagd a priori parametru funkcji. Proces pomiarowo-
-obliczeniowy, prowadzacy do uzyskania odchytek ortogonalnych nazwiemy
wpasowaniem ortogonalnym. Wpasowanie ortogonalne umozliwia obliczanie nie
tylko odlegtosci Ar empirycznego punktu od wpasowanej krzywej, lecz takze
wyznaczenie wspoétrzednych spodka prostopadtej opuszczonej na krzywa
z punktu empirycznego oraz wartosci wspdtczynnikéw kierunkowych normalnej
i stycznej do krzywej w spodku prostopadtej (por. rys. 2). Odlegto$¢ Ar wyraza

sie wzorem Ar = yAx2+ Ay2. Wspdirzedne spodkdéw prostopadtych

uzyskujemy dodajac poprawki wpasowania do odpowiednich sktadowych
empirycznych xw=x + Ax, yw=y +Ay. Wspotczynnik kierunkowy normalnej
obliczamy ze wzoru

a wspoétczynnik kierunkowy stycznej - ze wzoru

Informacje te sg pozyteczne i czesto pozadane.

AY

Rys. 2
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Przedstawiona w niniejszej pracy, na przyktadzie krzywej tancuchowej,
metoda wpasowania ortogonalnego dowolnej krzywej ptaskiej moze by¢
zastosowana rowniez do wpasowania krzywej przestrzennej lub powierzchni
w empiryczny zbior punktdw. Wowczas obliczenie parametréw réwnania
krzywej przestrzennej lub powierzchni nastepuje przy jednoczesnym spetnieniu
0g6lnego kryterium

NAXN2 f Apar o
+ Z v2=min. . ()

\m*J V mpar

gdzie: Ar, Ay, Az - sktadowe wektora Ar, wyrazone w prostokatnym uktadzie
wspotrzednych XYZ;
Apar - poprawki parametrow réwnania krzywej przestrzennej lub
powierzchni.

W przypadku, gdy m =my- rn wektor Ar o dtugosci Ar = -y/0x2+ Ay2 + Az2
jest normalny do krzywej przestrzennej lub powierzchni. Problem ortogonalizacji
wpasowania rozwigzywany jest na innych zasadach w pracach [3], [6],
[9] i [10].

Z potrzebg uzyskania odchytek ortogonalnych spotkatem sie w trakcie badan
nad zastosowaniem krzywej tanicuchowej do przyblizania realnych linii zwiséw
lin odciggowych. Proces uzyskiwania odchytek ortogonalnych zobrazuje na
przyktadzie wpasowania krzywej tafcuchowej w zbiér pseudoobserwacji
wspotrzednych prostokatnych wybranych punktéw lezgcych na realnej krzywej
Zwisu.

Krzywa fanicuchowg przedstawia réwnanie

/=acosh— i a>0 (2)

ktérego argumenty x' i parametr a uwiktane sa w funkcji hiperbolicznej, co
uniemozliwia wyznaczenie jego parametrOw przez rozwigzanie jednoznacznego
uktadu réwnan metoda rugowania niewiadomych. Stwarza to konieczno$¢
wykonywania obliczed etapami, z ktérych pierwszy oparty jest o metode
numeryczng i w przypadku wykorzystania w nim wiekszej liczby pseudoobserwacji
niz niezbedna prowadzi do uzyskania, poza wartosciami poprawek do grubo
przyblizonych parametrow krzywej tancuchowej, takze poprawek Ay. Obliczenia

prowadzone w tym etapie wg kryterium [v2]= min. i z wykorzystaniem

wszystkich pseudoobserwacji wolnych od btedéw systematycznych zwykle
kohAcza proces wpasowania. Gdy jednak pragniemy dokona¢ wpasowania
z warunkiem (1), to parametry uzyskane w pierwszym etapie moga by¢ uznane
w dalszych rachunkach jako wyjSciowe - przyblizone.
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2. ALGORYTM WPASOWANIA KRZYWEJ £ ANCUCHOWEJ
W EMPIRYCZNY ZBIOR PUNKTOW Z WARUNKIEM [v2] = min.

Zadanie definiujemy nastepujaco:

- dany jest zbiér pseudoobserwacji xjt ~ wspdtrzednych prostokatnych
punktéw lezacych na linie zamocowanej na kohcach, obcigzonej
jednorodnym ciezarem wiasnym i znajdujgcej sie w polu grawitacji.
Wspotrzedne x ,y. wyznaczone sg w lokalnym uktadzie wspdtrzednych
XY; j=12,3..n. Osie X i Y ukfadu wspotrzednych lezg w ptaszczyznie
liny; 0§ Y skierowana jest pionowo do go6ry, a 0§ pozioma X jest
skierowana w prawo od najnizszego w strone najwyzszego punktu liny,

- nalezy obliczy¢ wartosci parametrow a, jo0, yOréwnania

y.+Ay +y0=acosh X+ 70 ®
a
wyrazajacego krzywa wpasowang w empiryczny zbiér pseudoobserwacji
X , v. wedtug kryterium

(*n2

4>, v 2
_Z =2/ r Tw, (4)
Ryryiy W

gdzie TY) jest to btad wyznaczenia wartosci empirycznejy.. Poszukiwane
réwnanie (3) ma by¢ spetnione przez wszystkie pary wspdtrzednych
(Xj-Vj+Ayj).
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Przyjmijmy oznaczenia:
rx=x0

n=Yo ®)
Dla n pseudoobserwacji x. i poszukiwanych wartosci r,, r2i r3 rownania
typu (3), zapisane w ukladzie wspo6trzednych XY’ (rys. 3), w formie

X +r.
[ (x|r’r2>r3) - h c°sh -r (6)

uzyskatyby n wartosci /(*,-|r,,r2,r3) réznych od odpowiadajgcych im wartosci
wspotrzednych pomierzonych (pseudoobserwacji) yj o wartosci Av.

f(x\rxr2,r,)-yj=Av,. )

W celu uzyskania jednoznacznego rozwigzania uktadu n rownan (6), ktéry po
uwzglednieniu (7) zapisujemy nastepujaco:

Ay, +y, = cosh X
X2+/i
Ay2+y2=r3C0Sh ——-- - 2
©)
Ay,, +v,, =r3cosh —------- 2 >
r3
zgodnie z zatozeniem (4) formutujemy funkcje
[a 7
Ay_L
. - ©)
= VAL

Funkcja (9) osigga minimum dlajednoznacznego zestawu wartosci poszukiwanych
parametréw rx, r2, r3. Dla uproszczenia wzoréw dalsze wywody w tym
rozdziale poprowadzimy przy zatozeniu jednorodnos$ci doktadnosciowej
wszystkich pseudoobserwacji y..
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Dyrektywa (4) jest spetniona, gdy spetniony jest uktad

» X, + K i+ fi
9 _ A5 Booshl'C b yj siph M
dm iy
X.+r 4
dro =12 r,cosh—— —r2- yj
r2 | Y 3
- n cosh XLZ-t M-y coshr-n (10
c/'3 7=1 3
X.+r X +r.
--i— sinh-"~’ 1 =0
r3 A y

Kazde z trzech réwnan uktadu (10) jest nieliniowe wzgledem niewiadomych
rl, r2, r3 - zawodzi przeto metoda rugowania dla wyznaczenia jego
pierwiastkéw. Zatem podejmujemy sie znalezé niewiadome uktadu rownan (8)
metoda numeryczng. W tym celu, dla kazdej pary sktadowych empirycznych
X.,Yi i przyblizonych wartosci r]0,r20,r3) parametréw r], r2, r3 zapisujemy
réwnanie (6) w postaci sumy szeregu potegowego

f(x J(Ar, = x—r0)(Ar2= 12 —120)(Ar3= /, —130))

dfAr
A b \r10,rxo,rro) + Ary — + Ar2( +
n <, VA2 AxjSI05205i0)
+ Ar,
10R0A0) dn)
m N2 ~3 J

ktore po odrzuceniu wyrazéw o potegach wiekszych niz 2 uzyskujg postaé

f(XA ri- rio»(r2 ~ r2,0>r3-'Vo)) = 3cosh————— 20

+ sinhXj H]=2 |, =rhi0 + (=2 -rg0 +
3,0 (12)

Xj+bo Xj+r,0 _  Xj+rio
S|rh—J

‘3,0 ‘3,0
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Dla nrownan liniowych wzgledem (r,- r10), (r2-r20), (r3-rJ0), analogicznie
jak w przypadku uktadu réwnan (8), formutujemy funkcje celu

h=2Z [f(xjl(ri - n.opr2- 120),(r3- 1) - yj (13)
I
lub konkretnie, z uwzglednieniem (12):

. u . X+ rn,o
"o riocosh---------—---- Mo sinh — U -n,0) +

721V 3.0
+(-») (2 ~ 12,00+

(o (14)
+ hXJ+rw *>+rio .h'\ +r.o .

cos — Smh —-———-- (r3 ~i0)- my,
\Vi 3,0 '3,0 3,0 y

Funkcja (14) osigga minimum dlajednoznacznego zestawu wartosci niewiadomych
(r,-r,,0) = Atj, (r2-r20) = Ar2, (r3-r30) = Ar3. Wartosci niewiadomych
Art, Ar2, Ar3obliczamy z uktadu trzech réwnan liniowych wzgledem trzech
niewiadomych, ktére uzyskujemy dzieki realizacji warunkéw koniecznych
istnienia minimum funkcji h, tj. przyrdwnania pierwszych pochodnych funkcji
h wzgledem Ar, , Ar2, Ar} do zera.

Zauwazajac analogie roznic f[xj|(r,-r10),(r2-r20),(r3-r30) -vy,,

tworzgcych szereg (14) do zroéwnowazonych réznic wartosci wielkosci
wyréwnanych i wynikéw pomiaréw, wyrazanych w procedurze zmiennych
posredniczacych rownaniami poprawek w funkcji przyrostow zmiennych
posredniczacych, mozemy obliczy¢ niewiadome Arx, Ar2, Ar®, korzystajac
z oprogramowanych algorytmoéw rozwigzywania uktadéw réwnan normalnych.

Na podstawie obliczonych wartosci rx = x0, r3= a obliczamy wartos$¢
parametru yOp ze wzoru

X, +1,
MP=mBcosh-— L y; | (15)

a nastepnie dlaj = 1, 2, 3...n wyznaczamy zbidr réznic:

Xj+rx
A\ cosh -Y0p -Y; =Sj (16)

Jezeli wartosci elementdw zbioru (16) przekraczajg znacznie btedy wyznaczenia
(pomiaru) wspotrzednych y., wowczas przyjmujac obliczone wartosci rv
>0p, r3odpowiednio za wyjsciowe r10, r20i r, Oformutujemy ponownie funkcje
celu (13) i znajdujemy jej pierwiastki w punkcie, w ktérym osigga minimum.
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Jezeli po kolejnej iteracji warto$¢ ~g.g,. nie staje sie znaczagco mniejsza
niz w iteracji poprzedniej, wowczas przyjmujemy, ze dla wartosci niewiadomych

rt(=xo)

r2(=Yo) = YoP + ﬁe (17)

uzyskanych z ostatniej iteracji, funkcja (9) osiggneta najmniejszg wartos¢ (dla
charakterystycznej doktadnosci pomiaru sktadowych y. oraz przewaznie
nienaturalnego zatozenia bezbtednosci sktadowych ac).

Koniecznos¢ iteracyjnego poszukiwania pierwiastkéw funkcji h wynika
z przyjecia we wzorze (12) jedynie wyrazéw o potegach poprawek parametrow
mniejszych niz dwa, oraz grubo przyblizonych wartosci parametréw rx0, r2n,
r}0, co powoduje, ze przyblizenie (12) funkcji (11) nie jest, dla pierwszych
iteracji skorelowane z doktadnoscig wyznaczenia wspétrzednych y.. Pierwsze
wartosci parametréw przyblizonych ri10, r*0, rJO stanowiag wartosci parametrow
paraboli

Y+ 120 =80+ (18)

posiadajacej z wyznaczong krzywa taricuchowg wspolny wierzchotek i lezacej
ponizej wyznaczonej krzywej tancuchowej. Tak obliczone wartosci parametrow
r10, r20, r30 (na podstawie wspétrzednych x, y dowolnych trzech punktow
na linie) moga sie r6znié od poszukiwanych zgodnie z dyrektywa (9) wartosci
tych parametréw o kilkadziesiat procent. Uniemozliwia to wpasowanie krzywej
tanicuchowej w empiryczny zestaw punktéw na linie z uwzglednieniem
rzeczywistej doktadnosci wyznaczenia kazdej skfadowe;' x., y i zmusza do
etapowych obliczen, z ktdrych pierwsze zakonczyliSmy.

Wyniki uzyskane w powyzszym etapie moga stanowié zakoiczenie zadania
wyznaczania wartosci parametréw krzywej fancuchowej, pod warunkiem, ze
btedami obcigzone sa tylko wyznaczone empirycznie wartosci y].

Jako$¢ dokonanego wpasowania charakteryzuje btad

(19)

na ktérego wartos¢ majg wptyw btedy pomiaréw pseudoobserwacji y., zatozenie
bezblednosci pseudoobserwacji x oraz zatozenie postaci funkcji wpasowywanej.
W przypadku gdy /uy= 1 wz6r (19) mozemy wyrazi¢ w formie
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Otrzymane wartosci parametrow a, x0,y 0mozemy przyja¢ jako wartosci
przyblizone do wpasowania ortogonalnego.

3. ALGORYTM WPASOWANIA KRZYWEJ £t ANCUCHOWEJ
W EMPIRYCZNY ZBIOR PUNKTOW Z WARUNKIEM

[ + vy+ VE] = min.

Przyczyng opracowania niniejszego algorytmu, poza omoéwionym dgzeniem
do ortogonalizacji wpasowania jestto, ze stosowana dotychczas dyrektywa

[v,a = min. jest rGwnoznaczna z przyjeciem bezbtednosci empirycznego
wyznaczenia wartosci pseudoobserwacji x , co ktdci sie na 0g6t z rzeczywistoscia.
Swiadomo$é tego stanu wykazat autor pracy [11], ktéry jednak nie wykorzystat

jej do uzytecznego uwzglednienia btedow obu sktadowych. Temat ten byt
réwniez poruszony w publikacji [16].

Celem do jakiego bedziemy tu zdgzac jest wykonanie wpasowania, dla
ktérego suma kwadratow poprawek zréwnowazonych

AX Ay
e , VvV -

7 mx 'y oom

yJ

od punktdw empirycznych x ,y do wyznaczanej krzywej o réwnaniu

Xi+Ax-+x0
Yi + +Yo0=acosh LA R (21)

bedzie miata warto$¢ najmniejsza:

[vir]1=[v2 +V2] = min. (22)
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Funkcje (22) realizuje przy uzmiennieniu parametréw przyblizonych, tj. przy
spetnieniu warunku (1).

W przypadku gdy m = m ,to wektory wypadkowe wektoréow [ x, Ay
sg zgodnie z (22) prostopadte do wyznaczanej krzywej (21).
Przyjmijmy oznaczenia:

yl+ Ayj*f(xj)*yJ

Xj +Axj-xJ
MO+ M1 — (23)
0o+ ="

B30+ 73 =h »

gdzie t10,t20,tJ0 sg to odpowiednio wartosci x0, V0, a zbioru (17) lub parametry
o zatozonych wartosciach.

Dla n par pseudoobserwacji x ,y. wyrazam funkcje (6), w formie szeregu
potegowego

=¥+ = KxUu»Yo>Uo) + AXj +
ax,
\Y J/o
df . (24)
- A2+ "L At +reszta.
v5t.y0 21 V61370

gdzie wskazniki 0 przy pochodnych czastkowych oznaczaja, ze pochodne
te liczone sg dla wartosci x}, t10, t20, t30 tj.

yi wocoshXI-£2 ¢ = _Av. +Ax sinh

v oo *30
(25)
v At sinh X0 Ay +
30 )

f

X +t A _ i
+ A?3 cosh —.+40 smh *+ Lo
\V ‘3,0 13,0 13,0 y

Przechodzac do zapisu krakowianowego oznaczamy tablice réznic

t30 cosh— — — jako A (wymiar tablicy 1x n), tablice wspotczynnikow

y> t

przy niewiadomych Ay., Ax oraz Ar,, At2, At3jako w (wymiar tablicy
(2n+3) x n), oraz tablice niewiadomych Ax, A", Ar,, Ar2, Ar3,j-1,2,3...n
jako A/ (wymiar 1 x (2n+3)).
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Ukdad rownan (25) zapisuje nestepujaco
Al iw= A . (26)
W celuwyrazenia niemiadomych we wspdlngj jednostoe precyzji, zestawiamy
tablice bleddw (0 wymiarach 2n+3 x 2n+3) i abliczamy wartodci elementow
tablicy A wykonujac dziakanie:
mTW-A @n
Po podstawieniu A ze wzoru (27) w miejsce w we wzorze (26) otrzymujenty
zestaw n rownan liniowych wiazacych wezystkie niewiadome, juz jednorodne
pod wzgledem dokdadnosciowym
(29

co umozliwia postamenie warunku zapewniajacego obliczenie jednoznacznego
zestawu wartosci popranek normmalnych wpasowania v

A/m4 =v, (29)
w formie dyrektywy

= mm. (30)

Do rozmigzania tego zadania przyjmujemy algorytm T.Banachiewicza [2],[7].
Po adbliczeniu warto&ai elenentow teblicy A 1A wykonujemy przeto nestepujaoe
dziakania

—obliczamy tablice korelat k = A (rA)2 1,

—obliczamy tablice poprawek v~k A

—obliczamy tablice A/ = vm ,  Kidrg elerenty stanoMa wartosci popranek

Ax , Ay., Atl, At2, At3.

Znane juz wartosa niewiadomych ukdadu (26) poanalajg wyznaczyC wartosci
parametrow ronnania (21) oraz wspohrzednych wpasowanych, spehnigjacych to
ronnanie.

Bledy a priori zmiennych t10, 120,130, w stosunku do bledow pazostakych
niewiadomych, poszukujemy z zastosonaniem analizy wartodci suny (30) oraz

o

suma =Z (4 2+Ay)) @)

uzyskanych z kilku wpasowan przepronadzorych wg wzordw (25) —30), przy
zatozonych wartodciach bleddwtv 12, 13 rienych kazdorazowo o rzad wielkoscl.
Za ostateczre przyjmujemy wyniki wpasonwania dokonanego dla takiego zestanwu
wartosci bleddw zmiennych tJ0, t20, 130, dla ktdrego wartosC (31) jest
najrmiejsza. Uzyskane cstatecmie wartosa popranek A r, Ay. do wspdhzedych
empirycznychx, y wynikajg z zalazenia bliskodci ksztatu zwisu liny 1 kraywej
Yarcuchonej, bleddw wyznaczenia wspdhzednych empinyczrych oraz bledow

oszacowania bteddw a priori.
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JakosE dokonanego wpasowania ortogonalnego, Wyrazong za pomoca
wyznaczonych odstepdw punktdw empirycznych od wpasowanej krzywej,
mozemy przedstamc w postaci

mor = -Y ~ hd (32)

4. PRZYKLAD LICZBOWY WPASOWANIA ORTOGONALNEGO

W wyniku pomiaréw pewnego zjawiska uzyskano zbior wspéhzednych
siedmiu punktow —tabl. 1 i ns 5
Tablica 1

Nr pktu 1 2 3 4 5 6 7
X 15 35 55 75 90 105 120 cm

Y 15 25 40 60 75 100 125 <cm

Zadanie polega na sprawdzeniu, czy ten zespdt punktéw moze by¢ dobrze
wyrazony za pomoca krzywej tarcuchonej (3) i (21).

W tym celu, korzystajac z algorytmow przedstawionych w p. 2 i 3 oraz
odpowiednich programow* dokonalem wpasowania krzaywej tancuchowej
w empiryczny zbiér punktow. Zadanie wykonadem w dwoch wariartach:

1° sprzy zatozeniu [V21= min.
2 —przy zalazeniu [VB] = min. iprzy zalazeniy, Zebledy mx = my = 1cm
dla kazdegoj ze zbioru (1,2,..,7) oraz mt* = m,» = w,3= 100 mx .

W pierwszym wariancie, odpowiadajgcym tradycyjnemu potraktowaniu
wpasowania, §. przyjmujac mx = 0, otrzymadem nestepujace wartosci (bl 2):
Tablica 2

Parametry [em] y0 [em] a [cm]
obliczone (krzywej wpasowanej) 2.491373 9.711963  10.458677
Nr pktu 1 2 3 4 5 6 7
Ay 0.0176 0.0103 -0.0488 LU 066 0.2210 -0.0923 -0.0012 cm
mo= #0.134 cm

Serdecznie dziekuje dr inz. Lucjanowi Siporskiemu za przetozenie algorytmow

wpasowania krzywej tancuchowej na jezyk PASCAL.
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W drugim wariancie, przy zatozonych bardzo duzych btedach parametréw

i parametrach przyblizonych t10, t20, tX

uzyskanych z pierwszego wariantu otrzymatem nastepujace wartosci (tabl. 3).

W przyktadzie widoczne jest uzyskanie rn® < mQy co jest efektem
ortogonalizacji wpasowania.

llustracjg przyktadu jest rys. 5, na ktdrym pokazatem rozmieszczenie
punktéw empirycznych, wykres krzywej taricuchowej, odchytki Ay z pierwszego
wariantu wpasowania oraz wektory Ar wpasowania ortogonalnego w skali
powiekszonej. Widoczne jest, ze odchyiki Ar z pewnym przyblizeniem w
wiekszosci przypadkéw moga byé traktowane jako rzuty prostokatne odchytek

Ay, Uczonych wg kryterium [v2] = min., na normalne do krzywej.

Tablica 3
Parametry *0[cm] Yo [cm] a [cm]
przyblizone 2.491373 9.711963 10.458677
obliczone 2.618294 9.901966 10.598646
Nr pktu 1 2 3 4 5 6 7

Ay 0.0058 0.0089 -0.0229 -0.0428 0.0822 -0.0268 -0.0043 cm
AX -0.0023 -0.0054 0.0193 0.0474 -0.1096 0.0425 0.0081 cm
Ac* 00062 0.0104 -0.0299 -0.0639 0.1370 -0.0502 -0.0092 cm

Ay

Ix -2.52 -1.65 -1.19 -0.90 -0.75 -0.63 -0.53

mor~ 0.081 cm

5. WEASCIWOSCI UZYTKOWE METODY
WPASOWANIA ORTOGONALNEGO

W toku wpasowania ortogonalnego wyznaczeniu podlegaja poprawki do
uzmiennionych parametréw przyblizonych przyjetej funkcji wyrazajacej
wpasowywana krzywa. Uzmiennienie to dokonywane jest przez wprowadzenie
do rachunku bteddw parametréw. R6znicowanie proporcji btedow parametrow
w stosunku do bteddéw wspdbtrzednych przynosi rézne efekty wpasowania.

Przyrosty Ar liczone sa ze znakiem gdy punkt empiryczny znajduje sie pod
wpasowang krzywa.
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1. Jezeli zalezy nam na uzyskaniu najwiekszej doktadnosci wpasowania,
mozliwej przy przyjetej postaci funkcji przyblizajgcej, to formutujac
uktad (28) zaktadamy bardzo duze btedy parametréw przyblizonych
w stosunku do btedéw wspotrzednych. Wéwczas wynik wpasowania jest
zawsze praktycznie jednakowy, nawet jesli przyjmie sie nieznacznie
réznigce sie wartosci wyjsciowe parametrow przyblizonych. (Pamietac
przy tym nalezy, aby dla przyjetych wartosci przyblizonych parametréow
zalezno$¢ (21) byta spetniona przez wszystkie pary pseudoobserwaciji
X, ¥ w granicach rzedu doktadnosci wyznaczenia x, y. Wowczas
pominiecie reszt w rozwinieciach (25) nie spowoduje koniecznosci
podjecia obliczen iteracyjnych.)

Aby to pokaza¢, wykonatem wpasowanie wedtug danych z tabl. 1
przy =mt - = 100 mx , przyjmujac inne niz w tabl. 3
przyblizone wartosci parametrow. W rezultacie otrzymatem nastepujgce
wartosci (tabl. 4):

Tablica 4
Parametry x0[cm] 6 [cm] a [cm]
przyblizone 25 9.75 10.50
obliczone 2.619110 9.903352 10.599844
Nr pktu 1 2 3 4 5 6 7

Ay 0.0058 0.0089 -0.0230 -0.0430 0.0827 -0.0270 -0.0044 cm
AX -0.0022 -0.0054 0.0193 0.0474 -0.1098 0.0426 0.0081 cm
+0.082 cm

or=

Poréwnanie danych zawartych w tabl. 3 i 4 wskazuje na otrzymanie
dobrej zgodnos$ci odchytek wpasowania przy roznych wyjsciowych
wartosciach parametrow.

2. Niekiedy moze zachodzi¢ potrzeba wpasowania krzywej o zadanych
parametrach w empiryczny zbiér punktéw. Wowczas wpasowanie
wykonujemy przyjmujac bardzo mate btedy parametréw przyblizonych,
ktérych niezmienno$¢ w toku wpasowania pragniemy utrzymac.

Aby to pokaza¢ wykonatem wpasowanie wedtug danych z tabl. 1,
przyjmujac m,io =m,* =m,jo = 0.0lw, Wynik tego wpasowania
zawarty jest w tabl. 5.
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Tablica 5
Parametry [cm] y0[cm] a [cm]
przyblizone 2.50 9.75 10.50
obliczone 2.500005 9.749997 10.500000
Nr pktu 1 2 3 4 5 6 7
Ay 0.0184 0.0084 -0.0306 -0.0528 0.0734 -0.0344 -0.0095 cm
AX -0.0072 -0.0051 0.0256 0.0583 -0.0975 0.0544 0.0176 cm
Ar 0.0198 0.0098 -0.0399 -0.0787 0.1220 -0.0644 -0.0200 cm

3. W przypadku gdy m, * m

m o= 0.083 cm

Osiggnieta zgodno$¢ parametréw przyblizonych z obliczonymi jest
potwierdzeniem skuteczno$ci postepowania polegajgcego na przyjeciu
matych wartosci btedow parametréw.

Zastosowanie wpasowania ortogonalnego w tym przypadku sprowadza
sie do obliczenia odlegtosci punktéw empirycznych od okreslonej krzywej
oraz wspoOtrzednych x + Ax, y + Ay spodkéw prostopadiych
opuszczonych z punktéw empirycznych na krzywa.

¥ wektory Ar ulegajg odchyleniu od
prostopadtosci do wpasowywanej krzywej; przy my>mxodchylajg sie
w kierunku osi OY, za$ przy mx> my odchylajg sie w kierunku osi
OX. Przy bardzo duzej wartosci stosunku mjmylub mjm xwektory te
przyjmuja kierunki praktycznie réwnolegte odpowiednio do osi OX lub

OY, za$ diugosci tych wektoréw Ard- a/Ax2+ Ay2 stajg sie
praktycznie rowne odchytkom Av lub Ay, liczonym zgodnie z warunkiem

vr2j = min. lub 2 mm.

llustrujg to wyniki wpasowania dokonanego przy zatozeniu
my = 10 m, im . = 100 m, zestawione w tabl. 6.

Widoczne jest, ze odchylenia kierunkéw wektoréw Ardod kierunku
osi OY nie przekraczajg tu 53'.

Poréwnanie dtugosci Ardz tabl. 6 z odchytkami Ay z tabl. 2 wskazuje
na wysokg ich zgodno$¢.

Duzg zgodno$¢ wykazuja tez wartosci obliczone parametréw krzywej
taricuchowej zestawione w tabl. 6 i w tabl. 2, oraz btedu mO0j z tabl.
6 z btedem m” z tabl. 2.
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Tablica 6
Parametry x0[cm] Yo [cm] a [cm]
przyblizone 2.491373 9.711966 10.458677
obliczone 2.492648 9.713904 10.460174
Nr pktu 1 2 3 4 5 6 7

AY 0.0176 0.0103 -0.0483 -0.1052 0.2172 -0.0900 -0.0014 cm
AX -0.0001 -0.0001 0.0004 0.0012 -0.0029 0.0014 0.0000 cm
Ard 0.0176 0.0103 -0.0483 -0.1052 0.2172 -0.0900 -0.0014 cm

mad= 0.131 cm

4. W przypadku gdy pragniemy do wpasowania krzywej wykorzystac
wspbtrzedne empiryczne czesci punktow zbioru, natomiast pozostate
punkty zbioru majg mie¢ wyznaczone odlegtosci Ar od wpasowanej
krzywej, lecz nie majg wptywac na wynik wpasowania, mozemy zadanie
rozwigzac, przyjmujac znacznie wieksze btedy a priori wsp6trzednych
punktéw, ktore nie uczestnicza praktycznie we wpasowaniu. Postepowanie
takie ilustruje przyktad wpasowania, ktérego wyniki zawarte sg w tabl.7.

Tablica 7
Parametry xjem] % [cm] a [cm]
przyblizone 2.976588 10.378917 10.929294
obliczone 2.857625 10.204818 10.802281
Nr pktu 1 2 3 4 5 6 7

m*=my lcm lcm lcm 100cm 100cm  1lcm lcm
Ay -0.0101 0.0164 -0.0028 -0.0199 0.1033 -0.0105 0.0070 cm
AX 0.0042 -0.0102 0.0024 0.0222 -0.1373 0.0165 -0.0129 cm
Ar -0.0109 0.0194 -0.0037 -0.0298 0.1718 -0.0196 0.0147 cm
ma= 20.023 cm
W przykiadzie tym przyjgtem mx = my= 1 cm, dla punktow 1, 2,
3, 617, wzbior ktérych wpasowatem krzywg, oraz mx=my =100

cm dla punktéw 4 i 5, ktérych odlegtosci od wpasowanej krzywej
pragnatem wyznaczyé. W przyktadzie przyjatem mpr= 100 cm.
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Dla sprawdzenia, czy wprowadzone do rachunku z duzymi btedami
wspétrzedne punktow 4 i 5 nie wplywaja na wynik wpasowania,
wykonatem ponowne wpasowanie z pominieciem tych punktow, tj.
wytgcznie na podstawie punktéow 1, 2, 3, 6 i 7 z bledami

=my= 1cm, mp= 100 mx Otrzymane wyniki zawiera tabl. 8.

Porownanie wynikéw zawartych w tabl. 7 i 8 wykazuje, ze
wprowadzenie do rachunku punktéw 4 i 5 z duzymi btedami nie wptyneto
praktycznie na odchytki Ar punktéw 1, 2, 3, 6 i 7. Podkres$li¢ nalezy
prostote i szybkos$¢ uzyskiwania niniejszym sposobem odlegtosci Ar
punktéw niewykorzystywanych do wpasowania - od wpasowanej krzywe;j.

Tablica 8
Parametry xolcm] Y60 [cm] a [cm]
przyblizone 2.976588 10.378917 10.929294
obliczone 2.857686 10.204900 10.802339
Nr pktu 1 2 3 4 5 6 7
Ay -0.0101 0.0164 -0.0028 -0.0105 0.0070 cm
AX 0.0042 -0.0103 0.0024 0.0165 -0.0129 cm
Ar -0.0109 0.0194 -0.0037 -0.0196 0.0147 cm

mQa= +0.023 cm

5. Korzystajac z wartosci Ar obliczonych w r6znych wariantach wagowania
i przy r6znych zatozeniach mozemy obliczy¢ odlegtosci wzajemne d
wpasowanych krzywych w przekrojach normalnych przechodzacych przez
poszczegOlne punkty empiryczne, obliczajgc odpowiednie réznice Ar.

Tablica 9
Nr pkt. tabl.3 tabl.4 tabl.5 tabl.7
1 0.0062 0.0062 0.0198 -0.0109
2 0.0104 0.0104 0.0098 0.0194
3 -0.0299 -0.0300 -0.0399 -0.0037
4 -0.0639 -0.0640 -0.0787 -0.0298
5 0.1370 0.1375 0.1220 0.1718
6 -0.0502 -0.0504 -0.0644 -0.0196

7 -0.0092 -0.0092 -0.0200 0.0147
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W tabl. 9 zestawiono wartosci Ar z tabl. 3, 4, 5i 7 (dane w tabl.
6 sg nieporéwnywalne z uwagi na brak ortogonalnosci). Rysunek 6
zawiera wykresy odlegtosci krzywych wpasowanych jak w tabl. 5, 7,
wzgledem krzywej wpasowanej jak w tabl. 3. Zauwazmy, ze uzyskana
graficznie ciagto$¢ wykreséw stanowi tu potwierdzenie poprawnosci
wykonania obliczen zwigzanych z wpasowaniem krzywych.
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JERZY JANUSZ

ORTHOGONAL ADJUSTMENT OF THEORETICAL CURVE
TO EMPIRICAL SERIES OF POINTS

Summary

Empirical series of points obtained from measurements of various phenomena often

form curves, which we need to describe mathematically. In order to determine, if the
theoretical curve expressed by the particular function well describes the empirical series
of points, we must adjust curve to these points, compute function parameters and
calculate deviations in relation to this curve. The smaller deviations of points are, the

better adjustment of the curve is.

Curve is adjusted to empirical series of points usually with assumption, that sum

of square distances of points from the curve, measured along one coordinate axis, reaches
minimum. This principle of curve adjustment is presented in fig. la, where

or

H2) = min
in fig. Ib, where

Aﬂ?Qj:min.
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The aim of this work was to prepare such a method of adjustment, which would
fulfil the following condition

AOr2J= [AX2+ Ay2j= min.

Author presented methods of adjusting catenary curve, described by equation

p=acosh— i a>0
a
fulfilling conditions:

r. \
Ay L

1 =mm
vmy;
/

Ay\2 lﬁ,lx/\z {,ﬂ,par\z
my vmox3 "V

=mm

where

Apar - correction of the determined parameter of function

mx, my, wlpar - "a priori" assumed errors of coordinates and approximate

parameters of function.

In particular case - TX= my solution of the task according to criterion 2 leads to
fulfilment of the condition “Ar2j= min; then vectors of deviations f? are oriented
perpendicularly to the curve, as it was presented in fig. 2. Such an adjustment, called
the orthogonal adjustment, has an advantage of giving the smallest sum of squares
(at2+ Ay?2) for the approximating function at a given form. Moreover, this adjustment

gives Ajc, Ay corrections, which can be used for calculating:
- distance of empirical point from the curve

A =JAX +Ay ,
- nadir coordinates for the empirical point in relation to curve
x" =n:+ Ax
yT=y +Ay
- directional coefficient of the nadir line
_A
AXx
directional coefficient of the tangent line
a, :-I'Dx
Ay

Effects of adjusting catenary curve according to condition 2 were presented using
numerical example, for different values of error ratios m.,m.,m._.
Case study - catenary curve exemplifies method of orthogonal adjustment, which can

be applied for adjusting spatial curve or surface to empirical series of points. Then



Ortogonalne wpasowanie krzywej teoretycznej w empiryczny zbidr punktow 127

parameters of function describing this curve or surface can be calculated, while the
following condition is fulfilled:

Ox Ay Az [Jpar
my vaw J

where XY Z - orthogonal coordinate system.

Translation: Zbigniew Bochenek

EXXW AHY111

OPTOIMOHA/IbHOE COBMELLEHVE TEOPETUYECKOW KPUBOW
C SMIMMPUYECKM MHO>XECTBOM TOYEK

Pestome

3MNMPUYECKOE MHOXECTBO TOYEK, MOMyHYEHHOE W3 W3MEPEHWA pasHbIX ABMEHWIA,
YKaAblBAETCA YaCTO BOO/b KPMBbIX, BbIPXEHHbIX C MOMOLLBIO (hYHKLWW, NapaMeTpbl
KOTOPOIA >KenaeM onpeaennTb. YTBEpXKAEHMe, YTO TEOPETUYECKAsA KPKBas, BbIpaKeHHas
OnpeLeneHHO (hyHKLelA, XOPOLLO 1306pakaeT faHHOE SMNMPUYECKOE MHOXECTBO TOYEK,
3aK/H04aeTCA B COBMELLEHUM KPWBOW C KOMI/IEKCOM TOYEK, B BbIMMCMIEHUM MapaMeTpoB
(DYHKUMM U BbIYMCIIEHUN OTK/IOHEHMIA OTHOCUTEBHO COBMELLIEHHON KpuBoid. KpriBasi Tem
Nyyllle BbIPOXAET KOMMMEKC TOYEK, YeM OTK/IOHEHWS! TOYEK OTHOCUTENIbHO KPWBOIA
MeHbLLIME.

CoBMeLLEHME KPMBOW C AMMMPUYECKVIM MHOXECTBOM TOUEK NPOV3BOANTCS BOGLLIEM MPY
MPEeANOCHIIKE, YTO CyMMa KBafpaTOB OTAAIEHHOCTU TOYEK OT KPUBOM, M3MEPSEMbIX BAO/b
OfIHOI U3 OCW CUCTEMbI KOOPAMHAT - JOCTUTaeT MAHMMYMA. STOT MPUHLAM COBMELLEHUS
KpUBOIA WAMOCTPUPYET PUCYHOK la, rae

Jaj2j=mm
nmbo prcyHoK 1B, rae
[£*2] = min.

Llenbto aaHHOM paboThl Gblia pa3paboTka Takoro MeToga COBMELLEHUS, MPY KOTOPOM
[OCTUraeTca UCNOHEHVE YCNOBYA

|Ar2J= 02+ Ay2j = min.

B paboTe npeacTas/ieHbl METOAb! COBMELLEHWS LIEMHOM KPWBOW C ypaBHEHVEM

y - acosh— i a>0
a

MPX UCTIONHEHWN YCTOBUIA:
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4y —mm
vmy;
Ay n2 f Ax f ,ﬂ,par\r .
Vinxy  vm Par)

roe
Apar - nonpaska OMpeaenseMoro napameTpa qyHKLmK,
TX, TY, Mpet- NPUHATBIE "apriori™ OLLINOKN KOOPAMHAT 1 NPUBAVKEHHBIX MapaMeTpoB
hyHKUMN.
B VCKNMOUNTENBHOM CrlyYae, Fae TX=TY peLLeHe 33a4M COrlacHO KpUTepuio 2

BeA&T K BbIMO/IHEHWIO /1T 2j = min.; MpWM KOTOPOM BEKTOPbI OTKMOHeHWA Or poctura-

tOT HanpaB/eHWs NepreHAVKYNSpHbIE K KPUBOIA, Kak 3TO MOKa3aHO Ha pucyHKe 2. Takoe
COBMeLLEHME, Ha3BaHHOe 37eCh OPTOTOHafbHbIM, WMEET CBOMCTBO MOMYyUYEHUS CyMMbl

KBagpatoB [X2+{y2) HaumeHbLLIEV 13 BO3MOXHbBIX 415 OyHKLMM NPUBIMIKEHHON K
3afjaHHOMY Bifly. Kpome Toro, npu 3TOM COBMELLIEHUM MOMyYyaroTcs nonpaeku Ox, Ay,
3 KOTOPbIX MOXHO BbIMMC/IATB:

- PaccTosHME 3MMUPMYECKOM TOYKW OT KPUBOI

Ar =~Ax2+ Ay2,
- KOOpAWHaTbI OCHOBaHWA NepneHAnKysapa, OnyLLeHHOro U3 SMMMUPUYECKON TOUKN Ha
KpVBYIO
prsy Xw=X+ [x
yw=y+Ay
HanpaBfeHHbIA KO3(hMLIMEHT HOPMaN K KPUBOW

A/
a,,
Ax

HanpaB/eHHbIA KO3MLIMEHT KacaTeNbHOM K KpUBOI

a, =--
Iy

Ha uucnoBoM npuMepe WMHOCTPUPOBaHbl 30)heKTbl COBMELLIEHWS! LIEMHON KPUBOWA
COrMacHO YCMOBMIO 2, MPX pasHbIX 3HAYEHUSIX COOTHOLLIEHWIA OLLIMGOK TX, Ty, T pl

VInntocTprpoBaHHbIA Ha MpUMEpe LIEMHON KPMBOIA METOZ, OPTOrOHaIbHOTO COBMELLIEHUS!
MOXET ObITb MPUMEHEH [/19 COBMELLEHWS] C 3MMMPUYECKM MHOXECTBOM TOYEK -
MPOCTPaHCTBEHHOI KPUBOIA MM MOBEPXHOCTW. TOrAa BbIUMCEHME MApaMETPOB (hyHKLMK,
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