PRACE INSTYTUTU GEODEZJI | KARTOGRAFII

ToT XXVI, Zeszyt 3(63), 1979

JERZY GAZDZICKI 528.1:528.33

Metoda wyréwnania zbioru poziomych sieci geodezyjnych

Zarys tres$ci. Podaje sie metode wyréwnania zbioru wzajemnie powigza-
nych sieci, polegajaca na iteracyjnym obliczeniu jednoznacznych wartosci wspot-
rzednych wszystkich punktéw. Uzyskane rozwigzanie spetnia warunek minimalnej
deformacji sieci.

1. Wstep

Typowymi produktami prac geodetéw sa sieci geodezyjne. Z tego
oczywistego faktu wynika, ze liczba r6znego rodzaju sieci stale rosnie
w kazdym kraju. Sieci nowe sg zakladane na obszarach pokrytych juz
uprzednio innymi sieciami, zwanymi tu krotko sieciami starymi. Z re-
guty sieci tgczg sie ze sobg, majac pewne punkty wspdlne.

Pod wzgledem numerycznym powigzanie dwéch sieci wykonuje sie
réznymi sposobami. Og6lnie rzecz biorac, mozna stwierdzi¢, ze stosowane
sg procesy obliczeniowe prowadzgce do jednego z dwéch podstawowych
wariantow wynikéw.

W wariancie | punkty nalezgce wytgcznie do sieci starej zachowuja
wspotrzedne okreslone w wyréwnaniu tej sieci wykonanym bez uwzgled-
nienia sieci nowej; wspoéirzedne punktéw nalezacych wytacznie do sieci
nowej sa otrzymywane w wyréwnaniu sieci nowej, natomiast wspoétrzed-
ne punktéw wspdlnych uzyskuje sie w sposéb wiasciwy dla zastosowanej
metody.

Jako wypadki szczeg6lne mozna tu poda¢:

— klasyczne wyrOwnanie sieci nowej jako sieci drugiego rzedu
w stosunku do sieci starej; zaktada si¢ wéwczas, ze wspétrzedne obliczo-
ne w wyréwnaniu sieci starej sg bezbtedne w wyréwnaniu sieci nowej,

— wyrdwnanie sieci nowej przy uwzglednieniu wariancji (metoda
Hausbrandta) lub tez wariancji i kowariancji wspo6trzednych punktow
wspo6lnych okreslonych w wyréwnaniu sieci starej.

Wariant Il charakteryzuje sie tym, ze w rezultacie dotgczenia sieci
nowej zmianie ulegaja réwniez wspoéitrzedne wszystkich punktéow sieci



starej. Wyniki tego typu uzyskuje sie, stosujgc, na przyktad, jednag
z metod tgcznego wyréwnania sieci spetniajgcg warunek

vTQ-iv = min (D

odniesiony do wektora poprawek v oraz macierzy kowariancyjnej Q
wszystkich obserwacji obydwéch sieci.

Generalng wada rozwigzan wedtug wariantu | jest znieksztatcanie
jednej lub obydwodch sieci w rejonach punktéw wspdélnych. Obserwacjom
w tych rejonach przyporzgdkowywane sa nadmiernie duze poprawKki.
Wielkos¢ znieksztatcenia uzalezniona jest przy tym od stosunku doktad-
nosci obserwacji obydwoch sieci, uzytej metody oraz sposobu powigzania
i ksztattu sieci.

Metody realizujgce w sposéb Scisty warunek (1) stosowane sg dosc
rzadko z przyczyn czysto praktycznych: cena jaka nalezy ptaci¢ za zgod-
nos$¢ z teorig jest niejednokrotnie zbyt wysoka. Dotyczy to zwiaszcza
zaktadanych obecnie sieci szczegdtowych, ktdére, na przyktad w Polsce,
zawierajg dziesigtki, a nawet setki tysiecy punktow.

W praktyce geodezyjnej rozwigzaniem bardzo dogodnym jest wyrow-
nywanie kazdej sieci szczegétowej bez uwzglednienia powigzan z sasied-
nimi sieciami o podobnej dokiadnosci. Biorgc to pod uwage, w pracy
niniejszej rozpatruje sie zbior wzajemnie powigzanych, lecz oddzielnie
wyréwnanych sieci geodezyjnych pokrywajagcych pewien obszar. Zaktada
sie, ze wspoéirzedne punktow we wszystkich sieciach sg obliczone w jed-
nym i tym samym uktadzie wspdtrzednych na drodze:

— wyréwnania w nawigzaniu do punktéw sieci panstwowej wyzszej
klasy, lub

— wyrdwnania niezaleznego oraz pozZniejszej transformacji wspot-
rzednych.

Pomiedzy wartosciami wspotrzednych punktéw wspdlnych otrzyma-
nymi z sasiednich sieci istniejg zatem pewne rd6znice wynikajgce z bite-

dow pomiarowych. Zachodzi wiec potrzeba wyrownania i uzyskania
jednoznacznych wspo6trzednych kazdego punktu.
Dazac do unikniecia wad rozwigzan weditug wariantu | i jednoczes$nie

rezygnujac ze S$cistego speinienia warunku (1) proponuje sie nowag me-
tode wyréwnania, stawiajac warunek minimalnej deformacji zbioru sieci
w sensie okreslonym w dalszym ciggu pracy. Do zalet tej metody zali-
czy¢ mozna:

- jednoczesne i jednolite przetworzenie wszystkich wyréwnywanych
sieci,

— uniwersalno$¢ zastosowan,

— prostote algorytmu oraz mata pracochtonnos¢ obl;czen,

— niewielkyg liczbe danych poczatkowych.



Metoda nie kwalifikuje sig, oczywiscie, do wyréwnania sieci | klasy
oraz innych sieci o wysokich standardach doktadnosci.

2. Podstawowe zatozenia

W niniejszej pracy sie¢ geodezyjna S bedzie okreslona przez podanie
(rys. 1):

1) zbioru P oznaczen punktow sieci,

2) zbioru B = {(i, j)} oznaczen bokoéw sieci, gdzie i6 P, jCP sa
oznaczeniami pary punktéw potaczonych bokiem,

2) zbioru W = {(xk y/c)}, k 6 P par wspotrzednych punktéw sieci,

4) parametru m dokiadnosci sieci, przyjmowanego jako przecietny
Sredni btad wzgledny diugosci boku w sieci.

W spos6b ogdélny mozna zatem przedstawi¢ sie¢ geodezyjng S piszac

S= (P, B, W, m) 2

Wyobrazmy sobie teraz, ze dany obszar jest pokryty zbiorem Z sieci
geodezyjnych S(> S@), ... S(n) (rys. 2):



Z = {S<I>, S<« ... S}, 3)
gdzie
SOo = {pw, B<> W<"> m(h)}. (4)

Zaklada sie, ze:

1) kazda sie¢ S<4) ma co najmniej jeden punkt wspoélny z sieciami
pozostatlymi,

2) kazdy punkt geodezyjny w zbiorze sieci Z ma jedno, niepowtarzal-
ne oznaczenie,

3) wspobirzedne punktéw we wszystkich sieciach podane sg w jednym
uktadzie wspédirzednych,

4) wszystkie sieci sg doprowadzone do jednolitej skali oraz do jedno-
litej orientacji przez uprzednie wyrownania oraz ewentualne transfor-
macje metodg najmniejszych kwadratéw,

5) pomiedzy wspo6trzednymi punktéw wspélnych t, tj. punktéow nale-
zagcych do co najmniej dwoch sieci S(g), S(r) (t6 P(Q\ tGPW) istnieja
pewne réznice o charakterze przypadkowym, wynikajace z btedéw po-
miarowych.

Dla wyrownania tak okreslonego zbioru sieci i uzyskania jednoznacz-
nych wspoétrzednych wszystkich punktéw stawia sie nastepujgcy waru-
nek ogélny:

\% y1 w(h) [Fal,7)2+(b'b”)F = min, (5)
h=l (TT)eBh)
wW,l) — em?h)yi jest waga sieci S(h) obliczong przy uwzglednieniu wybra-

nej statej c,

va9f — jest zmiang azymutu affi (w radianach) boku (i, j) w tej
sieci,
vbff — jest zmiang logarytmu naturalnego bjV = Iniff diugosci

199 tego boku, réwnag wzglednej zmianie diugosci:

VWL

Ne

vb99 =

Warunek (5) nazywany jest w niniejszej pracy warunkiem minimal-
nej deformacji zbioru sieci. Zgodnie z tym warunkiem poszukuje sie
takich wartosci wspétrzednych punktéw, aby suma kwadratéw zmian
azymutow oraz wzglednych zmian diugosci pomnozonych przez odpo-
wiednie wagi byta rowna minimum. Stosuje sie przy tym wagi w<>jed-
nakowe dla azymutéw i logarytmoéw diugosci w danej sieci SN9. Przy-
jecie tak ogélnego modelu stochastycznego znajduje swoje uzasadnienie



w wynikach obliczen testowych, jak tez w fakcie, ze dla wiekszosci sieci,
zwitaszcza dawnych, brak jest informacji umozliwiajacych sformutowanie
tego modelu w sposéb bardziej szczegétowy.

3. Wyprowadzenie wzoréw

Rozwigzanie przedstawionego powyzej problemu uzyskuje sie w pro-
sty sposob, stosujac metode najmniejszych kwadratéw w odniesieniu do
azymutéw a/j° i logarytmoéw diugosci b¥¢j} jako wielkosci obserwowanych.

Zmiany vaff}, vU/p speiniajg woéwczas role poprawek obserwacji.

Dla kazdego boku (i, j) sieci S(h mozna zatem napisa¢ dwa réwnania
poprawek:

vaw = da.: af)—af), (6)
w<? = dbu+b<?-bff, @)

gdz;e dciij, dbjj sa zmianami, ktére nalezy doda¢ do wartosci przyblizo-
nych ajQ , b<> obliczonych ze wspéirzednych przyblizonych xj2y~xj~yj0
aby uzyska¢ wyréwnane wartosci azymutu i logarytmu dlugosci boku

0,j).

Oznaczajac dalej
dxk= x,.-xf, dyk= yk~-y( — réznice miedzy wspétrzednymi
wyréwnanymi i przyblizonymi
punktu Kk,
dx(h>= x(h)—xe, dy#) = yk]—yk — réznice miedzy wspotrzednymi
w sieci S<4» oraz wspotrzedny-
mi przyblizonymi punktu k,
mozna przeksztatci¢ rownania (6), (7) zastepujac d a d b tj, oraz ajf —af)
LUK —bp odpowiednimi rézniczkami zupetnymi:
m (/>= Bijdx{—Ajjdy, —B~dxj+ Aydy, —(Budx(l) —Atdy f-B ~ dxf>+

+ A..dyf), (8)
vb~ = —Ajjdxi—B. h+ Aijdxj+ Bijd y j-(-A 3d x~-Biddy "™+ A iJdxf>+
+ BOdy<*>), 9

gdzie wspéiczynniki Ay, By sa podane wzorami
XV *—x ¥ y-O*—yp
Ai} = (X)°)- x<=)2+ (>- yQ)2 ' B7= (xjo)-xQ)2+ (1 0)- 2/0)2 (10)

Obliczenie niewiadomych réznic miedzy wspoétrzednymi wyréwnany-
mi i przyblizonymi moze by¢ tatwo wykonane przy zastosowaniu procesu



iteracyjnego Gaussa-Seidla,, ktéry w rozpatrywanym wypadku sieci
szczeg6towych jest z reguiy szybko zbiezny. Odpowiednie wzory itera-
cyjne otrzymuje sie uktadajac réwnania normalne na podstawie réwnan
poprawek (8) i (9).

Kazdemu punktowi o wspétrzednych wyréwnywanych sga przypo-
rzadkowane dwa réwnania normalne:

dxi V yrw(h(Al V V wihA-j-\-BI'dxj +
h j h j

- v jadx<w-|-v ¥ w(h) (Al+BIl) dxf = 0, (12)
h j h j

dy, V.V wm\A*+B?)- v V + BI1) dvj+
h j h j

-£ v teNe)(A*+B*) + NN -fBf.) dyjw = 0. (12)

iy h ]

Podstawiajac

Aj+By — X(OQZTip"y(Q_ y(@2 UJ (13)

oraz rozwigzujac rownania (11), (12) wzgledem dxit dyt otrzymuje sie
bezposrednio wzory procesu iteracyjnego, zapisane tutaj w nastepujacej
postaci:

V V whuis (dXH)— V V w(Bu§ dXj
j h i
dXii = =mmmmmm mmmmmmm s + ———-fTTi ————— (14

Y Y mujdyrl—agM) Y Y wWu-dy

h i h j
dyt m-—mmee - N\ AL b e . 15
4 N Y u- Y V rof >n- (19)
_'ll —]J 1 h u
Na poczatku procesu przyjmuje sie dxk = dyk = 0. Po uzyskaniu do-
statecznie matych — w sensie wybranego kryterium — rdéznic miedzy

kolejnymi przyblizeniami niewiadomych, oblicza sie wyréwnane warto-
Sci wspotrzednych:
X, = XjO+ dXj (16)
Yi= Vi*+ dyi (17)

Przy praktycznym stosowaniu wzoréw iteracyjnych (14) i (15) nalezy
zwréci¢ uwage na to, ze wyrazenia



V V w<d) uj (dx”™ —dxjh) vj V w(h Uy dyfr—
1 I (18)
Y Y wtrug ' Yy W(h> Uy
h o j h i
sg statymi, ktére wystarczy obliczy¢ jeden raz w pierwszej iteracji. Na-
tomiast w kazdej iteracji obliczane sg wyrazenia
Y V wruydXj V Y w(hUydyj
B N (19)
Mi Yiwhyug 7 <7/ ) U-
h o h o
ktére moga by¢ interpretowane jako og6lne Srednie arytmetyczne z ak-
tualnych wartosci niewiadomych dXj oraz dy3 dla wszystkich punktéw j
potaczonych bokami z punktem i w kazdej sieci S(h) wyréwnywanego
zbioru sieci Z.
Dla uproszczenia obliczenia wyrazenn (18) sugeruje sie przyjmowanie
nastepujacych wartosci przyblizonych wspétrzednych:
1) jesSli punkt k wystepuje wylgcznie w sieci S(h), przyjmuje sie
-0, Y[® = (xf\ Vin), a wowczas (dx‘h), dy[h) = (0,0),
2) jesli punkt kK jest punktem stalym o wspoétrzednych (xk, yk), przyj-
muje sie (x<0),yf) = {xk, yk), a wéwczas (dx™, dy™ = (x™ - xk y'* - yJ,
3) jesli punkt k jest punktem wyznaczanym wystepujgcym w wiecej
niz jednej sieci, wéwczas jako wspo6trzedne przyblizone przyjmuje sie
wspotrzedne dane w jednej z tych sieci, np. S<O3 co oznacza, ze (x[Q,y<0)=

= (x<f, y”), (dxf>, dyf>) = (xf}-xf>, yf>-yf).

4. Przyktad

Przyktad dotyczy zbioru z = {sS(@\ s<} dwéch matych sieci geode-
zyjnych:

1 sm (P(n b (1% W<», m(i>),
P(i) = {1, 2, 3, 4,5, 6,7}

B<) = {(1,6), (1,2), (2,6), (1,7), (1,3), (3,7), (2,3), (2,4),
(3.4), (2,5), (4,5)}
Wen = {(x<])y @) >

m<» = 4,2 «10~5

2) s<? = (p(2; p(Q>w<3, m<2)
P‘2>= (4, 5 8,9, 10}



BI) = {(4,5), (5.8), (8,4), (4,9), (8,9), (5,10), (8,10)}
W@ = j~3ry@ " ~*@(y@W

m2= 3,0 «10~-5

Przecietna dtugos¢ boku w sieciach wynosi 3 km.

W procesie wyréwnania weditug opisanej metody przyjeto, ze

— wspotrzedne punktéw 6, 7 sa state o wartosciach réznych od war-
tosci danych w sieci S(15

— wspo6trzedne punktéw 9, 10 sg state o wartosciach réwnych war-
tosciom danym w sieci S(2),

= wspobtrzedne punktéw wspodlnych 4, 5 w sieci S(1) majg wartosci
rézne od wartosci w sieci S(2).
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Rys. 3

Na rysunku 3 przedstawiono obydwie sieci po wyréwnaniu (linie
ciggte) oraz przed wyrédwnaniem (linie kropkowane — sie¢ S(I\ linie
kreskowane — sie¢ S<2).
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EXWN TA3bA3NUKN

METOA YPABHUBAHWMA TOPU3OHTANNbHDbLI X
FEOLE3VNYECKWMX CETEMN

Pe3wme

B pa6oTe paccmMaTpvMBaeTCsl MHOXXeCTBO B3aMMOCBA3aHHbIX, HO OTAENbHO ypaBs-
HEHHbIX Treofe3nyeckux ceTeii. MpeanonaraeTcsi, 4YTO KOOpPAMHATbl MYHKTOB BO BCeX
CeTsiX BblUWC/EHbl B TOW >Xe& camMoli OAHOW CUCTEMe KOOPAMHAT MyTEM:

— ypaBHMBaHWA C MPUBA3KON K TMYHKTAM TrOCYyAapCTBEHHON CeTuM BbICLWIErO
Knacca, unu

— He3aBUCMMOF0 YypaBHWBaHWA U MO3AHENLWel TpaHchopmaLunm KoOpAMHAT.

MeXAay BeAMdYMHAMMK KOOpAMHAT O06WMX MYHKTOB, MONYYEHHbIMWU W3 COCEAHMUX
ceTel, CyWecTBYOT pasHWLbl, BbiTeKalolWne N3 oWMNG0K U3MEPEHUS.

Ans ypaBHMBaHWSA MHOXecTBa ceTeil M ANA MONyYeHUs OAHO3HAUYHbIX KOOpAUHAT
BCeX MYHKTOB MpuMHUMaeTCcs chnejyioliee obluee ycnosue:

1 5 > o« [«T + M »)']-""1"
h=1 (ij)eB
roe:
AN\ c
= (T())2~ Bec ceTu SOIJ), BbIYUCNEHHbLIW C y4eTOM BbI6pPaHHOW MOCTOAHHOW c,
vaW — un3mMeHeHue a3umyTa ay (B pagmaHax) 6oka (i, j) B Tolh >ke ceTn,
vhjV — n3meHeHne HaTypanbHoro norapucpma by* —InijV agnnHbl ijj¥rtoro
*
60Ka, paBHOe OTHOCUTENbHOMY M3MEHEHUID ANVHbI: Vb)]<M= >4h .

OTo ycnoBue HasbiBaeTca B pfaHHoOW paboTe ycnoBMeM MUHUManbHOW pedop-
MauuMm MHoXecTBa ceTeii. CornacHo 3TOMY YCNOBWIO OTbICKMBAKTCA Takue BeNUYUHBI
KOOpAMHAT NYHKTOB, 4T06bl cymMMa KBajpaToB W3MeHEHWU a3nMyTOB U OTHOCUTENb-
HbIX W3MEHeHWW [NVWH YMHOXeHHas Ha cooTBeTCTBYylLUiMe Becbl 6blna paBHa MU-
HUMYM.

PeweHne npeacTtaBneHHOW Bbiwe Npo6ieMbl OCYyUW,eCTBNAETCHA MNPOCTbIM crnocobom
C ucnonb3oBaHuem GopmMyn, ykasaHHbIX B pasgene 3.

MepeBoga:
Réza Tolstikowa

3 Prace IGiK z. 3, t. XXVI



JERZY GAZDZICKI

A METHOD FOR ADJUSTMENT OF A SET OF HORIZONTAL
GEODETIC NETWORKS

Summary

A set of mutually connected but separately adjusted geodetic networks,
covering a certain area, is considered in this paper.

It is assumed that the point coordinates in all networks are computed in one
and the same coordinate system in the way of:

— adjustment with a reference to the higher order national network points,

— independent adjustment followed by transformation of coordinates.

Thus, some differences caused by measurement errors exist between the joint
point coordinates obtained from neighbouring networks.

In order to adjust and to obtain unique coordinates of all points, following
condition is imposed:

(VAR w( \(vag>)2vo 1) = min,
h--1  (i,j)eB(h)
where

wh == is the weight of the enetwork S>> computed with regard to
a chosen constant c,

vajjl is the alteration of the azimuth a'J¥ (in radians) of the side (i, j)
in this network,

«b f is the alteration of the natural logarithm by~ = In iKJI of the
length of this side being equal to the relative length alte-
ration

Oi)
vb
J Ah)

1ij
In this paper, the condition written above is called as ,Minimum network
distortion condition”. According to this condition, such values are sought for point
coordinates, that the sum of squares of azimuth alterations and of relative length
alterations multiplied by corresponding weights is equal to the minimum.
The solution of the problem mentioned above is achieved in a simple way be
using formulae of chapter 3.
Translation: Jacek Drachal
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