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36 Bogdan Ney

1. Wstęp

Badanie zmian położenia punktów poziomej sieci geodezyjnej jest za­
gadnieniem  kapitalnym . W ystępuje ono zarówno w zadaniu typowo geo­
dezyjnym , jakim  jest utrzym anie w aktualności osnów, jak  też w proble­
m atyce o szerszym zasięgu, interesującej więcej branż zawodowych. 
W tym  drugim  przypadku chodzi o badania przemieszczeń i odkształceń 
terenu  i różnych obiektów pod wpływem  czynników naturalnych  lub tech- 
nogennych. W obu przypadkach podstawą badań s-ą odpowiednie pom iary 
sieci geodezyjnej. W yznaczenie deform acji sieci na podstawie wyników 
pomiarów okresowych jest istotnym  składnikiem  procesu badania defor­
m acji terenu  i obiektów; składa się z czynności o charakterze kam eral­
nym , ciąg tych  czynności tworzy technologię. Podstaw ą takiej technologii 
jest zasada lub zbiór zasad postępowania. Zbiór takich zasad, wzbogacony
o sposób lub sposoby ich stosowania, stanow i metodę.

Przedm iotem  niniejszej pracy jest metoda wyznaczania zm-ian (defor­
macji) poziomej sieci geodezyjnej. W pracy stosowany jest term in „defor­
macje sieci” , równoznaczny zresztą z term inem  „odkształcenia sieci” , k tó­
ry  m oże-budzić pewne wątpliwości n a tu ry  pojęciowej i językowej. Do­
tychczas bowiem w zagadnieniach tego typu operuje się przeważnie po­
jęciem „przemieszczenia punktów ”. W arto więc zaznaczyć, że nieidentycz- 
ne przemieszczenia punktów  sieci są podstawowym  przejaw em  jej defor­
m acji i jedną z podstaw do określenia charakterystyki tych deform acji. 
Również w metodzie stanowiącej przedm iot niniejszej pracy rezu lta ty  nu ­
merycznego opracowania pomiarów okresowych będą wyrażone w postaci 
przemieszczeń punktów badanej sieci. Składniki tych przemieszczeń są 
jednakże wywołane różnym i przyczynam i (źródłami). Jak  się okaże, poza 
faktycznym i przemieszczeniami (ruchy własne punktów), na pozorne prze­
sunięcia składają się również inne przyczyny.

T raktu jąc  sieć geodezyjną jako konstrukcję szkieletową, związaną 
w jej punktach z powierzchnią terenu  utożsam ianą z powierzchnią ciała 
stałego o zachowanej ciągłości, można przypisać jej własności ciała stałe­
go i przez analogię przenieść na nią pojęcia i term iny zapożyczone z m e­
chaniki ciała stałego. W ten sposób składniki ogólnego przemieszczenia 
poziomego punktu  sieci są wiązane z różnym i rodzajam i deform acji tej 
sieci. Generalnie deform acje dzielą się na jednorodne i niejednorodne. 
Deform acje jednorodne charakteryzują zmiany całej sieci, traktow anej 
analogicznie jak  ciało stałe, natom iast deform acje niejednorodne — to 
faktyczne ruchy  punktów  (przemieszczenia własne, lokalne). Drugą, obok 
wyżej przytoczonej, przesłanką do konsekwentnego potraktow ania pozio­
mej sieci geodezyjnej w kategorii deform acji ciała stałego jest in tencja 
sform ułow ania takiej metody, która może służyć nie tylko do wyznaczania
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przemieszczeń poszczególnych punktów  sieci, ale również do badania 
i syntetycznej charak terystyk i sposobu deform owania się powierzchni te ­
renu , na którym  położona jest pozioma sieć geodezyjna.

Podejm ując badania nad m etodą służącą dwóm wyżej określonym  ce­
lom, przyjęto założenie, że metoda ta powinna być wolna od założeń 
w stępnych dotyczących stałości niektórych, określonych punktów  sieci. 
Rezygnacja z tego rodzaju założeń wejściowych uwalnia metodę od skut­
ków ew entualnej błędności tych założeń, dzięki czemu m etoda staje  się 
bardziej ogólna i niezawodna. Jednocześnie jednak  stanowa to o trudności 
postawionego zadania badawczego. W niniejszej pracy w ysunięto hipotezę, 
że w arunek taki może być spełniony przez metodę, w której dane em pi­
ryczne (wyniki pomiarów), odpowiednio opracowane, stanow ią podstawę 
do utw orzenia zgeneralizowanego modelu nieznanej rzeczywistości, przy 
opracow aniu zaś m etody skorzystano z dorobku m echaniki ciała stałego, 
przenosząc ideę pola wektorowego do opisu przemieszczeń punktów  pozio­
mej sieci geodezyjnej. Ciągły model pola wektorowego, budow any za po­
mocą funkcji wielomianowych, pozwala na wyznaczanie przemieszczeń 
dowolnych punktów  z obszaru danej sieci w ustalonym  układzie współ­
rzędnych.

Zasadnicza teza pracy polega na wykazaniu, iż m etoda wielomianowej 
aproksym acji wektorowego pola przemieszczeń spełnia postulaty  posta­
wione w program ie badań nad tem atem  i nadaje się do wyznaczania de­
form acji poziomych sieci geodezyjnych oraz pośrednio do badania charak­
terystycznych cech odkształceń powierzchni terenu. Zasady m etody i jej 
algory tm  podane są w drugim  rozdziale pracy. Z aw arty  tam  opis obejm u­
je  również sposoby oceny dokładnościowej wyznaczanych wielkości oraz 
niezbędne uzasadnienia i kom entarze metodyczne. W arto podkreślić, że 
spośród znanych dotąd m etod badania deform acji sieci poziomych, m eto­
da stanowiąca przedm iot niniejszej pracy najbardziej konsekwentnie, 
w pełni realizuje ideę wektorowego pola przemieszczeń.

Najwięcej miejsca w pracy poświęcono na przedstaw ienie sposobów 
i wyników testowego badania m etody na podstaw ie sieci i zbiorów danych, 
sym ulow anych za pomocą kom putera. Te zagadnienia są treścią rozdzia­
łów  trzeciego i czwartego. Uzasadnienie słuszności m etody na tej drodze 
au to r uważa za podstawowe zadanie badawcze. A rgum enty przem aw iają­
ce za w yborem  m etody sym ulacyjnej jako najbardziej właściwej drogi 
testow ania przyjętej hipotezy są przytoczone w rozdziale trzecim . 
W dwóch ostatnich rozdziałach — piątym  i szóstym — podsumowano w y­
niki badań, dokonując charakterystyki i oceny m etody, głównie w aspek­
cie jej zastosowań. W załączniku do pracy, umieszczonym poza jej teks­
tem , podany jest liczbowy przykład o charakterze metodycznym. W przy­
kładzie tym, ze względu na konieczność ograniczenia objętości pracy, po­
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dano tylko te etapy rozwiązania zadania, k tóre są niezbędne do zilustro­
wania praktycznej procedury tworzenia modelu, pom ijając czynności (eta- 
py) typowe dla m etody najm niejszych kw adratów  w ujęciu macierzowym 
lub krakowianowym. W zestawieniu bibliografii wykazano tylko te prace, 
na k tóre są powołania w tekście. Pominięto więc także wiele pozycji 
z ostatnich lat, należących do litera tu ry  przedm iotu (wśród nich refe ra ty  
zaprezentowane podczas M iędzynarodowego Sympozjum Pom iarów Od­
kształceń M etodami Geodezyjnymi, Kraków, wrzesień 1975 r.), lecz n ie 
m ających ścisłego związku z zagadnieniam i rozważanym i w niniejszej 
pracy. Ponieważ praca nie ma charak teru  monografii z zakresu m etod 
wyznaczania poziomych przemieszczeń i odkształceń, można było zrezyg­
nować z umieszczenia w niej przeglądowej system atyki i porównawczej 
oceny tych metod. Czytelnikowi zainteresowanem u takim  tem atem  moż­
na polecić opracowanie [18], ujm ujące stan  ak tualny  w roku 1963. Od 
tam tego czasu nastąpił oczywiście dalszy rozwój metod. Można by  go 
prześledzić na podstawie pozycji [6], [8], [14], [20] i [21] oraz wspom nia­
nego już zbioru referatów  krakowskiego sym pozjum  z roku 1975.

Na zakończenie tego w stępu — parę inform acji z historii tem atu  n i­
niejszej pracy.

Badania nad tem atem  podjął autor we wczesnych latach siedem dzie­
siątych, prowadząc je  w ram ach prac planow ych w Instytucie Geodezji 
Górniczej i Przem ysłowej Akademii Górniczo-Hutniczej. W 1973 roku 
idea m etody oraz jej podstaw y i procedura były zaprezentowane przez 
autora na forum  M iędzynarodowego Sym pozjum  Metod Obliczeń w Geo­
dezji Geometrycznej, odbytego w Oxfordzie [15]. Tem at spotkał się z za­
interesow aniem  specjalistów, k tóre znalazło wyraz w publicznych wypo­
wiedziach dyskusyjnych. Od 1974 roku prace nad tem atem  były 'konty­
nuow ane przez autora w Insty tucie Geodezji i Kartografii. R eferat [16], 
wygłoszony na m iędzynarodowym  sym pozjum  w Krakowie, zawierał 
oprócz teorii m etody również pewne w yniki jej badań testowych. Zarys 
metody, nie zawierający wyników jej testowania, opublikow any był 
w Zeszytach Naukowych AGH, seria „Geodezja” w edycji językowej an ­
gielskiej [17]. Niniejsza praca poświęcona jest gruntow nem u przedstaw ie­
n iu  m etody i wyników jej badań testowych.

2. Podstaw y teoretyczne i zasady m etody

2.1. W ielom ianowy model wektorowego pola przemieszczeń 
poziomej sieci geodezyjnej

Isto tnym  przejaw em  deform acji poziomej sieci geodezyjnej są prze­
mieszczenia punktów  tej sieci. Zbiór dwuw ym iarow ych wektorów  prze­
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mieszczeń określa wektorow e pole przemieszczeń sieci. W ykorzystanie 
teorii wektorowego pola przem ieszczeń opiera się na założeniu, że prze­
mieszczenia punktów  sieci Аж i А у mogą być traktow ane jako funkcje 
ciągłe i różniczkowalne względem  położenia w ortokartezjańskim  uk ła­
dzie współrzędnych 0XY. W ogólnej postaci można napisać:

A x  = f 1 (х, у); А у  =  f 2 (х, у). (1)

Istn ieje wiele rodzajów funkcji, które m ogłyby być przyjęte  do rea li­
zacji ogólnych związków (1). Można nadto przypuszczać, że najw łaściw sze 
byłyby różne funkcje dla różnych pól przemieszczeń. W niniejszej pracy 
przyjęto następujące k ry te ria  doboru rodzaju funkcji dla związków (1):

— model m atem atyczny deform acji sieci poziomej pow inien być swo­
bodny;

— model ten powinien być praktyczny, czyli, inaczej mówiąc, posłu­
giwanie się funkcjam i f i  i f 2 powinno być łatw e;

— model m atem atyczny powinien opisywać rzeczywistość z pewną 
dokładnością, możliwą do wyznaczenia.

Powyższym w arunkom  odpowiadają funkcje wielomianowe, których 
zastosowanie w różnorodnych zagadnieniach geodezyjnych jest powszech­
ne. Funkcje wielomianowe posłużyły do opisu zjawisk deform acji w me­
chanice ciała stałego [5]. W geodezji tego typu funkcje rozpowszechnione 
są, jak  wiadomo, w różnych zagadnieniach aproksym acyjnych. W szcze­
gólności znalazły zastosowania w badaniach odkształceń budowli [12], [22], 
[2], [3], [4].

Jeżeli pozioma sieć geodezyjna zawiera N  punktów, to istnieją wielo­
m iany in terpolacyjne stopnia q, przy czym q <  N, dla k tórych zachodzi:

Ажг =  fj {xu Уг); Ay; =  f 2 (X;, yi); (i =  1, 2, . . . , N); (2)

natom iast wszystkie zbiory {Axb x h y,} oraz {Ay;, x h y,} (i = 1,2, , N) 
dla q =  N - l  są m iejscam i zerowymi funkcji

<I>i =  А х - f i  (x, y); <I>2 =  Ay - f 2(x, y). (3)

Dla stopnia w ielom ianu niższego od q dopuszczamy z góry pew ne błę­
dy (niedokładności) v  w spełnieniu, dla punktu  sieci, w arunku  (3), czyli 
będzie:

v f  =  A.xi—f 1 (Xi-уг ) ;  vV =  Ayż—f2 (xb y t); (i =  1, 2, . . . , N) (4)

Dążenie do uproszczenia m odelu w uzasadnionych granicach, polega­
jącego na obniżeniu stopnia wielom ianu, jest bardzo ważne z prak tycz­
nego p unk tu  w idzenia i będzie uwzględnione w algorytm ie metody.

W ielomianowy model wektorowego pola przem ieszczeń punktów  sieci 
poziomej, jako rozwinięcie ogólnej zasady (1), zapisujem y następująco:
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4 x =  к* +  fcf, x + k ^ y + Jc2r0x2+ к x2y 2 +  k f ,x y + kxMx 3 +  fc* у3 +
+  к ^ х гу+ к^гх у 2+  . . .

(5)
А У =  ^ Л+ к19Х +  кпУ +  к20Хг+ ко2Уг+ кПХУ +  ЧчХЗ+ к0зУг +

■+ к ^ х гу + к ^ х у 2+  . . .

We wzorach (5), napisanych przykładowo dla wielomianów trzeciego 
stopnia, przyjęto oznaczenia:
Ах, А у  — składowe wektorów pozornych przemieszczeń punktów  sieci, 

wyznaczane na podstawie pomiarów; 
kx, k v — współczynniki funkcji wielomianowych.

Wielkości Ax i А у  mogą być wyznaczane na podstawie pomiarów sieci 
geodezyjnej jednym  z dwóch sposobów:

— w ariant pierw szy — bezpośrednio jako różnice współrzędnych 
(przyrosty) z w yrównania dwóch okresowych obserwacji sieci;

— w arian t drugi — pośrednio na podstawie nie w yrównanych różnic 
elem entów geometrycznych sieci, pomierzonych w obydwu porów nyw a­
nych cyklach obserwacyjnych.

W pierwszym  przypadku liczba rów nań (5) równa jest podwojonej 
liczbie punktów  sieci. W wariancie drugim  liczba równań elem entarnych, 
biorących udział w tw orzeniu modelu, pokrywa się z liczbą pomierzonych 
różnic elem entów geometrycznych sieci. Związek tych rów nań elem entar­
nych z równaniam i typu (5) będzie podany na końcu podrozdziału 2.1.

Model (5) dla konkretnej sieci przy ustalonym  układzie współrzędnych
i znanych wielkościach Ax i Ay jest całkowicie określony po obliczeniu 
wartości współczynników k x i k y.

W praktyce liczba rów nań typu (5) przekracza na ogół liczbę współ­
czynników k x i kv, przeto wyznaczenie wartości tych współczynników od­
bywa się na drodze wyrównania. W prowadźmy oznaczenia:
Ax, Ay — jednowierszowe m acierze składowych wektorów przemieszczeń 

punktów,
k x, ky — jednowierszowe macierze współczynników funkcji wielom iano­

wych postaci (5),
« — m acierz współczynników przy niewiadom ych k x i k y, utw orzo­

na z jednom ianów współrzędnych poszczególnych punktów  
sieci.

Równania (5) zapiszemy teraz w form ie tabelarycznej:
Ах =  kx «T; Ay =  k*' aT, (6)

przy czym T oznacza transponowanie macierzy.
Zastosujm y dalej następujące oznaczenia:
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:i;r, a,; — macierze współczynników przy uszeregowanych niewiadomych; 
1 — m acierz wyrazów wolnych;
v —• macierz popraw ek do pom ierzonych różnic elem entów sieci. 

Układ równań popraw ek zapisujem y następująco:
a '[Лх Ду] +  1 = V. (7)

Po uwzględnieniu zapisu (6) rów nania popraw ek (7) przyjm ą postać:

[ kx к  у)
aT.(i

+  1 =  v. (8)

Ax<~ +

W w yniku rozwiązania rów nań poprawek (8) m etodą najm niejszych 
kw adratów  otrzym uje się najbardziej prawdopodobne w artości współ­
czynników kx i k v. W ielkości te opisują konkretnie model deform acji sieci 
poziomej, w yrażony rów naniam i (5) i (6).

Związki łączące składowe pola przemieszczeń pozornych ze zmianami 
elem entów geom etrycznych, obserwowanych w sieci, w yrażają się w po­
staci rów nań popraw ek następująco:

— BLAxL—ALAyL ВрЛхР +  ApAyp — (BL BP)

+  {Al - A p) Аус +  Аа.
VA1 =  В\хк + ААук — ВАхр — А\ур + AL.

W yrażenie (9) dotyczy zmiany kąta, a w yrażenie (10) — zm iany d łu­
gości. Symbole A i В oznaczają odpowiednie współczynniki kierunkow e 
(por. np. [7] lub [10]), natom iast w skaźniki L, P i  С po praw ej stronie wzo­
ru  (9) dotyczą lewego i prawego ram ienia oraz środkowego punktu  kąta, 
a wskaźniki P i К  po praw ej stronie wzoru (10) oznaczają punkty  począt­
kowy i końcowy danego boku sieci.

O)
(10)

2.2. Obliczanie składow ych deform acji sieci

W ielkości Л х  i Ay, otrzym ane na podstawie dwóch okresowych pom ia­
rów sieci, są pozornym i przem ieszczeniam i punktów . Każda z nich składa 
się z czterech części; składowe te będziemy oznaczać następująco:
Ax0, Ду0 — przemieszczenia w ynikające z rówmoległego przesunięcia po­

ziomego punktów  sieci względem układu odniesienia;
Дх? Ayf — przemieszczenia spowodowane skręceniem  sieci względem 

układu odniesienia;
Axs, Ayz — przem ieszczenia spowodowane zmianą skali sieci z ty tu łu  

przyjęcia do wyrów nania ustalonej długości jednego z bo­
ków tej sieci;

Axd, Ayd — faktyczne (własne, lokalne) przemieszczenia punktów  charak­
teryzujące rzeczyw istą deform ację sieci.
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Związek tych wielkości, zgodnie z zasadą superpozycji, jest następu­
jący:

Ах =  Лх0 + Ах^-Ь4хг4-Дхй,

А у  =  Ay0+\y: \-Ay_ +  A y d. ( U )

Trzy pierwsze spośród składników praw ej strony rów nań (11) w yzna­
czamy na podstawie wektorowego pola przemieszczeń, korzystając z jego 
geometrycznej in terpretacji. W zory na składowe deformacji, którym i po­
sługujem y się, pochodzą -z m echaniki ciała stałego [5]. Na podstawie ogól­
nych zależności, znajdując odpowiednie pochodne, otrzym uje się prak tycz­
ne form uły, stosowane w algorytm ie metody. Te wzory praktycznie m ają 
charak ter przybliżony na skutek uproszczeń dokonanych w toku ich w y­
prowadzania. Uproszczenia polegają na pominięciu pochodnych rzędu 
wyższego niż pierwszy i uzasadnione są założeniem, że przemieszczenia 
punktów  sieci są wielkościami bardzo m ałym i w porównaniu z w ym iara­
m i tej sieci. Okolicznością sprzyjającą om awianemu uproszczeniu jest to, 
że iloczyn pochodnych w ystępujący przy obliczaniu pochodnych miesza­
nych do różniczki zupełnej ma wartość o jeden rząd niższą od wartości 
pojedynczych pochodnych.

W ektor translacji całej sieci z ty tu łu  równoległego przemieszczenia 
dwóch punktów przyjętych za stałe w w yrów naniu sieci ma składowe:

ix() [A.r„. A y 0] jk*0, fc-'0j 

Jego długość wyraża się wzorem
(12)

(13)i Ni-]/ ■■•„„i2; \ 4  

a k ierunek o tego wektora można obliczyć ze związku
ь-у00 / , , Xa =  arc t g - - —. (14)
00

K ąt skręcenia sieci jako konstrukcji sztywnej z ty tu łu  wzajemnego 
(lecz nie równoległego) przemieszczenia dwóch punktów  przyjętych za s ta ­
łe do w yrównania sieci w yraża się wzorem

<?
Ду(*,у)

Эх
А х(хлу) 

д у
który  prowadzi do praktycznej form uły

1

Л- -0
y=0

(15)

(16)

K ąt ф liczony jest w mierze łukowej.
Składowe wektorów przemieszczeń punktów  sieci z ty tu łu  skręcenia 

sieci o ką t cp oblicza się wzorem macierzowym

(17}
" Axf 0  cp

cp 0 [ y \
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Jednorodne odkształcenie liniowe (zmiana skali) sieci z ty tu łu  zm iany 
odległości pomiędzy dwoma punktam i przyjętym i za stałe do w yrów nania 
sieci określone jest wzorem

Ax(x.y)
ox

Ay(x,y)
* У .v = 0 y = 0

z którego otrzym uje się form ułę uproszczoną

2 (k«* K )

(18)

(19)

' Ax£ s 0 X

Аг/е 0 e _y

Składowe wektorów przem ieszczeń punktów  sieci z ty tu łu  zm iany skali 
g oblicza się według wzoru

(20 )

W związku z założeniami przy jętym i w  teorii wektorowego pola p rze­
mieszczeń i przy w yprow adzeniu powyższych wzorów, należy zwrócić 
uwagę na zagadnienie doboru układu współrzędnych QXY, w którym  do­
konuje się badania sieci. Otóż początek tego układu powinien leżeć w  środ­
ku ciężkości sieci albo — co już jest pewnym  odstępstwem  od tej reguły  
•— w punkcie sieci położonym w pobliżu jej środka ciężkości. Ś rodek cięż­
kości sieci rozum iany tu  jest w sensie geodezyjnym ; jest więc nim  punkt 
m atem atyczny, którego współrzędne są średnim i arytm etycznym i odpo­
wiednich w spółrzędnych w szystkich punktów  danej sieci. Za p rzestrze­
ganiem tej zasady, oprócz względów teoretycznych związanych z założe­
niam i przyjętym i przy przejściu od wzorów ogólnych do praktycznych, 
przem aw iają rów nież powody n a tu ry  praktycznej. Chodzi tu  głównie o po­
trzebę m inim alizowania niedokładności w ynikających z nieuniknionego 
zaokrąglania danych w trakcie num erycznego opracow ania badanej sieci.

Dysponując wielkościami Az i Ay, o trzym anym i z dwukrotnego pom ia­
ru  sieci, oraz składow ym i deform acji pozornych, wyznaczonymi za pomo­
cą wzorów (12), (17) i (20), można już obliczyć składowe w ektorów  fak ­
tycznych przem ieszczeń każdego punktu  sieci. Na podstaw ie zasady (11), 
uwzględniając związki (17) i (20) piszemy w form ie m acierzowej wzory na 
najbardziej praw dopodobne wartości składow ych faktycznych przem iesz­
czeń:

Axd
Ayd ] - [

Ах
Ay

Ax0
Ayo

-tp

[;]■
(2 1 )

2.3. Ocena dokładności wyznaczenia składow ych deform acji

Znajomość dokładności, z jaką wyznaczane są wielkości opisujące mo­
del i odkształcenia sieci, jest niezbędna do in te rp re tac ji tych  wielkości.
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Z praktycznego punktu  widzenia najważniejsze są wskaźniki dokładności 
dopasowania m odelu (aproksymacji), współczynników funkcji w ielom ia­
nowych i składowych wektorów faktycznych ruchów punktów. Poniżej 
podane są wzory na obliczanie średnich błędów wszystkich wielkości, od­
gryw ających istotną rolę w procesie wyznaczania deform acji poziomej sie­
ci geodezyjnej metodą aproksym acji wielomianowej.

Stopień dopasowania modelu do zmian elem entów badanej sieci, o trzy­
m anych w w yniku pomiarów, charakteryzow any jest średnim i błędam i 
jednostkowym i:

/  У pvxvx /  V pvy vv ,-----------
M x =  \  ; M v =  'I /  ------- ; M =  i / M * + M * . (22)

у  n  — ii \  n  — u  > y

We wzorach (22) przyjęto oznaczenia: 
p — wagi wyznaczenia pozornych przesunięć \ x  i \y ; 
v  — popraw ki obliczone na podstawie rozwiązania układów rów nań ty- 

pu (8);
n —• liczba elem entów sieci biorących udział w jej badaniu; 
u  — liczba współczynników funkcji wielomianowych.

Średnie błędy wyznaczenia współczynników к o wskaźnikach i oraz j 
funkcji wielomianowych w yrażają się wzorami:

m l , .  =  M r |  Q ;\. ; < .  =  M„ | / ( Ę ,  (23)

w których Q kу oznacza elem enty m acierzy korelacyjnej, wyznaczanej na 
podstawie układu równań poprawek (8).

Z wzoru (23), uwzględniając form ułę (12), w ynikają związki na obli­
czenie średnich błędów składowych wektora translacji sieci:

тд*0 =  Mx j/ Q/c0'0; тпаУо = M y j Qk\  . (24)

Średni błąd wyznaczenia kąta skręcenia cp, uwzględniając związek (16), 
wyraża się wzorem

m ,  =  M j/ T Q F ,  (25)

0 0 -----0 . . .  0 , 0  0 . . .  O l .  (26)
i 2 I

Średnie błędy wyznaczenia składowych przemieszczeń punktów  z ty ­
tułu skręcenia sieci o kąt ę  będą (por. wzór (17)):

(27)

Średni błąd wyznaczenia zmiany skali sieci (por. wzór (19)) w yraża się 
zależnością

т г =  М l / f . Q  f j  , (28)

wr której

w którym

f

0 тп,r X
m.АУf m 0 У
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f = ° I  ° O) o o — o . . .  o 
■

(29)

" m&x. ' m .  0 X 1
mbyz 0 m o y  I

Średnie błędy wyznaczenia składowych przemieszczeń punktów  z ty ­
tu łu  zmiany skali będą (por. wzór (18)):

(30)

Pozostają jeszcze do wyznaczenia średnie błędy składow ych fak tycz­
nych ruchów punktów  sieci. W tym  celu trzeba najp ierw  dokonać pewnej 
przeróbki wzorów (21). Polega ona na podstaw ieniu tam  odpowiednich 
w yrażeń operujących współczynnikam i funkcji w ielom ianowych i zapisa­
niu tych wzorów w postaci zredukow anej:

1
2

IJ“ * (31)

Axa =  2 fcHix +  Y k^y+k'̂ xy +  '^>Щх)'(уУ+ y fcioу -

АУа =  у  Кгх  ~ Z ,
i,j=2

Stosując do w yrażeń (31) praw o narastania błędów, o trzym uje się 
wzory:

(32)
w których

f* =

=  M x | / f vQ f [  ; rn*yd =  M y I  f „ Q f w ,

1
0 \  x Y y xy x

(33)

f, o y x ~ \ y 0 ••• 0|° Y x \ y xy (у^ ■ ■i

3. Zadania i procedura badań metody na symulowanych 
sieciach testowych

Teza, że m etoda aproksym acji wielomianowej wektorowego pola prze­
mieszczeń sieci poziomej może być z pożytkiem  stosow ana do badania de­
form acji sieci, wym aga em pirycznej weryfikacji. Zasady m etody i wzory
o charakterze przybliżonym , zestawione w rozdziale drugim , pochodzą — 
jak  już zaznaczono — z m echaniki ciała stałego i słuszność ich została po­
tw ierdzona, również praktycznie, dla założeń i w arunków  właściwych 
obiektom  objętym  zainteresow aniem  m echaniki teoretycznej. W niniejszej 
p racy przyjęto założenie, że właściwości ciała stałego odkształcalnego mo­
gą być rozciągnięte (przeniesione) na geodezyjną sieć płaską (poziomą), 
k tórą z punk tu  widzenia m echaniki trzeba uważać za obiekt abstrakcyjny. 
Chcąc nadać bardziej rea lny  sens rozum owaniu, można jednak  potrak to­
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wać geodezyjną sdeć poziomą jako zbiór punktów  na powierzchni ciała s ta ­
łego rozpatryw anego wyłącznie w jego płaskim  przekroju. Potrzeba doko­
nania badań empirycznych proponowanej m etody w ynikała z pewnej od­
mienności sieci geodezyjnej od obiektów rozpatryw anych w mechanice. 
W szczególności chodziło o zbadanie możliwości efektywnego modelowania 
pola przemieszczeń sieci. Ponadto badania takie podyktowane zostały chę­
cią empirycznego porównania prezentow anej m etody z inną, obecnie n a j­
bardziej rozpowszechnioną m etodą identyfikacji stałych punktów  sieci, to 
jest z metodą transform acji poszukiwawczych, a także chęcią dokonania 
oceny rzeczywistych możliwości m etody aproksym acyjnej pod względem 
dokładności. Z założenia w yniki badań empirycznych o tak  określonym  
celu m iały być podstawą do dokonania wszechstronnej charakterystyki 
i oceny m etody aproksym acyjnej oraz do sform ułowania wniosków i za­
leceń n a tu ry  metodycznej, niezbędnych do nadania tej metodzie walorów 
użyteczności praktycznej. W yniki badań empirycznych wraz z ich in te r­
p retacją  i szczegółowymi wnioskami będą przedstawione w czw artym  roz­
dziale pracy.

W badaniach em pirycznych m etody posłużono się sieciami testowym i, 
zmodelowanymi na drodze sym ulacji kom puterow ej. Ściślej biorąc, budo­
wa samych sieci testowych nie wym agała sym ulacji, natom iast na drodze 
tej zostały wyznaczone pozorne deform acje sieci, im itu jące wyniki okre­
sowych pomiarów. Metodę sym ulacji kom puterowej zastosowano z dwóch 
następujących powodów:

1) sym ulacja kom puterow a pozwala na uzyskanie obszernego i różno­
rodnego, dostosowanego łatw o do celów badania, m ateriału  empirycznego 
stosunkowo m ałym  nakładem  pracy i kosztów;

2) m ateriał em piryczny, utw orzony na drodze sym ulacji kom putero­
wej, nie jest obciążony wpływam i pochodzącymi :z takich źródeł, k tóre nie 
są uwzględniane z założenia w  danym  badaniu; w szczególności w  naszym 
przypadku chodzi o błędy pomiarowe.

Spotyka się niekiedy zastrzeżenia, że opieranie badań na zbiorach lub 
sieciach tw orzonych (modelowanych) sztucznie nie jest właściwe, że nie 
daje podstaw do wyciągania wniosków dotyczących wszystkich cech ba­
danej m etody, interesujących z punktu  widzenia praktyki. W arto w związ­
ku z przytoczonym  poglądem podkreślić, że m etoda będąca przedm iotem  
niniejszej pracy dotyczy wyznaczania ruchów punktów  sieci, natom iast 
nie obejm uje zagadnień obserw acyjnych (pomiarowych). Z tego względu 
pominięcie w jej testow aniu błędów pom iarowych i ogólniej biorąc, spo­
sobów pozyskiwania m ateriału  obserwacyjnego poddawanego obróbce, jest 
w pełni uzasadnione; co więcej — daje możliwość uniknięcia takich źró­
deł zakłóceń, które nie są isto tne z punk tu  widzenia program u i celu 
badań.



Metoda wyznaczania deformacji poziomych sieci geodezyjnych 47

2

Rys. 1. Sieć testow a N = 61

Główne badania dokonane zostały na sieci testow ej, regu larnej, zbu­
dowanej z tró jkątów  równobocznych o długości boku 0,5 km, zawierającej 
61 punktów , tworzącej układ centralny . Sieć ta pokazana jest na  ry su n ­
ku 1. Opuszczenie w tej sieci odpowiednich punktów  dało dwa dalsze wa­
rian ty  testowe, pokazane :na rysunkach  2 i 3. Liczby punktów  tych modeli 
wynoszą odpowiednio 19 i 7, a długości boków 1 km  i  2 km . Powyższe 
trzy  w arian ty  sieci testow ej zachowują identyczny w zasadzie kształt, n a ­
leżą do tego samego rodzaju (sieć centralna), natom iast różnią się, ogólnie 
biorąc, skalą, co można w yrazić różną długością boków, różną liczbą punk ­
tów lub różną ich gęstością. Tak utworzone trzy  sieci testow e dały możli­
wość operow ania w  badaniach porównawczych m ateriałem  rep rezen ta tyw ­
nym  z punktu  widzenia cech, opisujących zróżnicowane param etry  w y­
m iarowe sieci poziomej przy zachowaniu tych samych param etrów  geo­
m etrycznych.

Układy sym ulowane pozornych przemieszczeń punktów  sieci tworzono
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na podstaw ie różnych kom binacji następujących elementów: m atem atycz­
nego m odelu rozkładu, przeciętnych wartości zadanych przemieszczeń 
i А у  punktów  sieci oraz stopnia losowego zaburzenia rozkładu tych prze­
mieszczeń, wyrażonego średnim  odchyleniem standardowym .

Dla sieci testowych N  =  61, N =  19 i N — 7 uwzględniono w zakresie 
modeli rozkładu przemieszczeń rozkłady wielomianowe z przeciętnym i 
wartościam i przemieszczeń od 0,07 m do 0,20 m oraz rozkład norm alny, 
natom iast w zakresie losowego zaburzenia rozkładów średnie odchylenia 
standardow e od 0,01 m do 0,05 m. Ogółem utworzono sześć zbiorów (mo­
deli) badawczych. Ich zestawienie zawiera tabela 1. Modele 5 i 6, aczkol­
w iek m ają ten sam typ rozkładu i identyczne odchylenie standardow e za­
burzające rozkład, są różne, ponieważ przemieszczenia Ах i А у  zostały 
zgenerowane niezależnie przy dw ukrotnym  użyciu generatora liczb loso­
wych.

2
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2

Rys. 3. Sieć testow a N = 7
T abela 1

Zestaw ienie zbiorów (modeli) badawczych utw orzonych na podstaw ie 
sieci testow ych pokazanych na rysunku 1, 2 i 3

Nr
modelu

Rozkład
przemieszczeń

W artości przeciętne 
(w m etrach)

Odchylenie 
standardow e 
(w m etrach)Ax Ay

1 w ielom ian 1 stopnia 0.2/0 0,16 0,02

2 w ielom ian 2 stopnia 0,20 0,15 0,0(2

3 w ielom ian 1 stopnia 0,0® 0,07 0,01

4 w ielom ian 2 stopnia 0,08 0,07 0,01

5 norm alny 0,05

6 norm alny 0,05

4 P r a c e  I n s ty tu tu  — T o m  X X IV
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Dla m odelu 5 utworzono jeszcze dodatkowy w arian t o tych  sam ych 
cechach (param etrach), obejm ujący wyłącznie sieć testową N =  19 (rys. 2).

Powyższe modele (tab. 1) posłużyły głównie do badań nad k ry teriam i 
i praktyczną procedurą dobierania stopnia wielom ianu aproksym ująeego 
w  najlepszy sposób wektorowe pole przemieszczeń oraz do empirycznego 
porów nania proponowanej m etody z m etodą transform acji poszukiw aw­
czych.

Drugim  źródłem zbiorów empirycznych poddanych badaniom  w ram ach 
niniejszej pracy była sieć pokazana na rysunku  4.

Jest to konstrukcja nieregularna, zbudowana z trójkątów , zaw ierająca 
15 punktów , zbliżona swoim kształtem  i wielkością do sieci typu powierz­
chniowego, stosowanych w geodezyjnych pom iarach przemieszczeń terenu  
i obiektów. Tej sieci użyto głównie do badania rzeczywistej dokładności 
proponowanej metody. Było to możliwe dzięki takiem u modelowaniu zbio-
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ru , w  k tórym  znane param etry  w yw ołujące pozorne przemieszczenia punk­
tów sieci (translacja, obrót, zm iana skali) przy zadanych całkow itych prze­
sunięciach Ax  i А у  pozwoliły na  dysponowanie praw dziw ym i w artościam i 
faktycznych przesunięć punktów  A xd i Ay d.

W badaniach proponowanej m etody posłużono się również siecią kon­
tro lną istniejącą w rejonie jednej z polskich zapór wodnych i w ykorzysty­
w aną od dawna do okresow ych badań stabilności tej budowli. Sieć ta  po-

Rys. 5. Sieć kon tro lna  zapory wodnej

5*
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siada na niektórych punktach podwójne znaki (stanowiska instrum entu), 
co pozwala operować w eksperym entach rzeczywistym i przem ieszczenia­
mi punktów. Omawiana sieć pokazana jest na  rysunku  5. Do badań, doko­
nanych  w związku z niniejszą pracą, użyto danych obserw acyjnych z tej 
sieci, pochodzących z kolejnych obserw acji okresowych, w ykonanych 
w  latach 1956 i 1958 przez K. Tarnowskiego, ówczesnego pracow nika IGiK 
(por. [13]).

Sym ulacje kom puterowe i inne obliczenia w ym agające użycia e lek tro ­
nicznej m aszyny cyfrowej, niezbędne do utw orzenia i obróbki zbiorów 
testowych, zostały wykonane na zlecenie Insty tu tu  Geodezji Górniczej 
i Przem ysłowej AGH przez Ośrodek Obliczeniowy Politechniki Rzeszow­
skiej, zgodnie z założeniami i w ytycznym i podanymi przez autora n in iej­
szej pracy. Użyto m aszyny Odra 1204 i języka ALGOL.

4. Analiza wyników badań te s to w y c h

4.1. Zagadnienie doboru stopnia wielom ianu aproksym ującego

W opisie analitycznym  zjawisk o charakterze niedeterm inistycznym  
za pomocą wielomianów algebraicznych istotną sprawą jest dobór stopnia 
wielom ianu aproksym ującego. Zagadnienie to jest szczegółowo rozpraco­
w ane dla zadań interpolacyjnych; stosuje się w nich testy kontrolne, po­
zwalające w prosty i szybki sposób dokonywać w yboru właściwego stop­
nia wielomianu. Testy te oparte są na właściwości zbieżności interpolacji; 
poczynając od pewnego stopnia wielom ianu interpolacyjnego ew entualne 
dalsze podnoszenie rangi wielom ianu jest niecelowe, różnice w artości w y- 
interpolow anych są teoretycznie zerowe, a praktycznie mieszczą się w gra­
nicach niedokładności obliczeń. Przedziały te są bardzo łatw o wyznaczane 
i stosowane w  praktyce. Testy, o których mowa, są rozpowszechnione 
w literatu rze fachowej; nowsze pozycje tej lite ra tu ry  podają te testy  
w form ie dostosowanej do nowoczesnych środków przetw arzania danych 
(komputery). L iteratu ra  geodezyjna zawiera też liczne przykłady zastoso­
wań m etod interpolacyjnych do różnych zagadnień badawczych i tech­
nicznych [1], [7], [9], [10], [11].

Bardziej złożone są zagadnienia związane z aproksym owaniem  wielo­
mianami algebraicznym i zjawisk o charakterze losowym, chociaż odzna­
czających się pewną regularnością w sensie statystycznym . Losowość,
o k tórej mowa, powodowana jest przypadkow ym i zakłóceniami procesu, 
z zasady swej zdeterm inowanego. L iteratu ra  fachowa zawiera wiele przy­
kładów7 zastosowania wielomianów algebraicznych do przybliżonego opisu 
pew nych zagadnień, również z dziedziny geodezji inżynieryjnej ([12], [22]
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i inne), W aproksym acji dla om aw ianych celów stosuje się z reguły  m eto­
dę najm niejszych kwadratów . Stopień wielom ianu dobierany jest w  tych 
przypadkach sposobami już nie tak  prostym i, jak  w  zagadnieniach in te r­
polacyjnych. Postępowanie zresztą oparte jest i tu  na zasadzie zbieżności 
aproksym acji w m iarę wzrostu stopnia w ielom ianu, natom iast praktyczne 
testow anie poprawności w yniku polega na ocenie średniego błędu apro­
ksymacji. Zejście wartości tego błędu poniżej przyjętej granicy, w ynika­
jącej z dokładności pozyskania danych em pirycznych, oznacza w ystarcza­
jące dopasowanie m odelu (wielomianu) i zarazem  oznacza zakończenie 
aproksym acji. Z zasady zbieżności aproksym acji w ynika, że podnoszenie 
stopnia w ielom ianu aproksym ującego, okupione zresztą dodatkow ym  n a ­
kładem  obliczeń, powinno prowadzić do obniżania w artości średniego b łę­
du aproksym acji (dostosowania). Teoretycznie biorąc, można dojść w ten 
sposób do zerowej wartości tego błędu, k tóra oznacza idealne dopasowanie 
m odelu do aproksym owanego zbioru empirycznego.

Zachodzi pytanie, czy w zagadnieniu będącym  przedm iotem  niniejszej 
pracy, funkcjonuje właściwość zbieżności aproksym acji. Pozytyw na odpo­
wiedź na to pytan ie byłaby bardzo pomyślna, oznaczałaby bowiem możli­
wość aproksym owania pola przemieszczeń punktów  poziomej sieci geode­
zyjnej w zasadzie z dowolnie wysoką dokładnością, dodatkowo pod w a­
runkiem , o którym  była mowa wyżej.

Popatrzm y na to zagadnienie najp ierw  form alnie, biorąc pod uwagę 
w zory (22), określające sposób liczenia średnich błędów aproksym acji. W i­
dać z nich, że w  m iarę w zrostu stopnia w ielom ianu aproksym ującego, 
kiedy wzrasta liczba wyznaczanych współczynników w tym  wielomianie, 
m ianownik m aleje. Co do licznika, sy tuacja nie jest tak  jednoznaczna. Na 
ogół przy wzroście stopnia w ielom ianu licznik również m aleje, bowiem 
popraw ia się dopasowanie m odelu do rzeczywistości i m aleją popraw ki 
aproksym acyjne. W zależności od tego, czy szybciej m aleje licznik, czy też 
m ianow nik pod pierw iastkam i w yrażeń ((22) — średni błąd aproksym acji 
zmniejsza się lub u trzym uje się na pew nym  poziomie, w przybliżeniu s ta ­
łym. Tempo zm ian wartości licznika i m ianownika może być ponadto róż­
ne w różnych przedziałach w artości tych  w yrażeń, lub — ogólniej biorąc
— dla różnych zakresów stopnia w ielom ianu aproksym uj ącego. Analiza 
form alna prowadzi więc do wniosku, że aproksym acja wektorowego pola 
przem ieszczeń może być zbieżna w pew nych przedziałach, co objaw ia się 
m alejącą w artością średniego błędu dopasowania. Właściwość ta może 
jednak  nie w ystąpić w pew nym  przedziale, w tedy średni b łąd  dopasowa­
nia nie m aleje.

Rozważmy teraz w yniki badań testow ych na ten  tem at.
Odpowiedni m ateria ł badaw czy został zgenerowany na  sieci testowej 

pokazanej na rysunku  1 (por. też tab. 1). W w arian tach  1, 2, 3 i 4 model
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Tabela 2

Zestawienie średnich błędów aproksym acji i ich różnic dla sieci 
testow ej pokazanej na rysunku 1

N r
modelu

Mx My

stop. wiel. przyrost 
w  %

stop. wiel. przyrost 
w %1 2 1 2

■1 18 18 0 21 21 0

2 2)9 20 - 3 0 81 19 - 7 7

3 9 9 0 10 10 0

4 28 10 -6 4 64 9 -8 5

5 4,5 45 0 52 53 + 2

6 51 51 0 48 47 - 2

Tabela 3

Zestawienie średnich błędów aproksym acji i ich różnic 
dla w ariantów  5 i 6 sieci testow ej N — 61 (rys. 1)

Nr
modelu

Stopień
w ielom ianu

Mx
w

mm

Przyrost 
w %

My
w

mm

Przyrost 
w %

1 45 52
+ 22 46 + 2 53

3 45 - 2 53 0

4 45 0 50 - 6
5 5 45 0 53 + 6

6 47 + 4 46 - 1 3

7 46 - 2 49 + ^
8 39 - 1 5 50 + 2

1 51 0 48 - 2
2 51 —2 47 + 2
3 50

- 4 48 0
6 4

5
48
48 0

+ 2

48
50

+ 4
+ 6

e 49 — 10 53 - 2
7
8

44
46 + 5 52

54
+ 4
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rozkładu wielkości Aa: i А у jest znany, założony z góry i zrealizowany 
przez sym ulację kom puterow ą. Przyjęto  tu  niskie stopnie w ielom ianu — 
pierwszy lub drugi — co daje sytuację bliską powszechnem u w geodezji 
zagadnieniu transform acji afinicznej. W w arian tach  5 i 6 rozkład wielkości 
Ax i А у jest przypadkow y, generow any przy  użyciu rozkładu norm alne­
go. Biorąc pod uwagę tę odmienność, dla w ariantów  5 i 6 wykonano obli­
czenia z uw zględnieniem  stopni wielomianów od pierwszego do ósmego.

W tabeli 2 zestawione są średnie błędy aproksym acji oraz różnice po­
między tym i błędam i dla wszystkich sześciu w ariantów  testowych, nato ­
m iast tabela 3 zawiera takie zestawienie dla w ariantów  5 i 6, uw zględnia­
jących osiem stopni wielom ianu.

Analizując tabelę 2 łatw o zauważamy, że istotne zm iany w artości śred­
nich błędów dostosowania w ystępują tylko w dwóch przypadkach: w mo­
delu 2 i 4 przy przejściu od pierwszego do drugiego stopnia wielom ianu. 
W pozostałych przypadkach podwyższenie stopnia w ielom ianu nie powo­
duje obniżenia w artości średnich błędów aproksym acji. Dane zaw arte 
w tabeli 3 potw ierdzają zauważoną właściwość, chociaż pochodzą one tym  
razem  nie ze zbioru o ustalonym  rozkładzie wielom ianowym, lecz zostały 
zgenerowane przy założeniu przypadkowości (rozkład norm alny). W obu 
przypadkach, zilustrow anych w tabeli 3 oraz na  rysunku  6, w ystarczają­
cym  do aproksym acji wektorowego pola przemieszczeń okazał się wielo­
mian stopnia pierwszego. Potw ierdza to pogląd o uniwersalności tran sfo r­
macji afinicznej w zagadnieniach badania ruchów  poziomych sieci geo­
dezyjnych, pod w arunkiem  przypadkowości rozkładu przem ieszczeń (ich 
zgodności z rozkładem  norm alnym ).

Jeżeli podkreśloną powyżej okoliczność możemy uznać za optym istycz­
ną i bardzo praktyczną, to z drugiej strony  analiza wyników ukazanych 
w tabeli 3 i na rysunku  6 rzuca pew ne pesym istyczne światło na ideę 
aproksym acji wielomianowej wektorowego pola przemieszczeń poziomej 
sieci geodezyjnej. Z tabeli 3 widać, że średnie błędy aproksym acji s tab ili­
zują się w rozpatrzonych przykładach na pew nym  poziomie i dalsze za­
biegi aproksym acyjne są nieskuteczne; po osiągnięciu pewnej granicy 
średni błąd dopasowania m odelu do rzeczywistości (przynajm niej pozor­
nej) nie m aleje w isto tny sposób. Oznacza to istnienie pewnej ba rie ry  do- 
kładnościowej. Ustabilizowana w artość błędu dopasowania w ykazuje przy  
dalszym  prow adzeniu aproksym acji już tylko w ahania (fluktuacje) wokół 
osiągniętego poziomu (granicy). Przedział tych fluk tuacji, jak  w ynika z do­
świadczeń, osiąga szerokość od k ilku do k ilkunastu  procent (Ustabilizowa­
nej w artości granicznej średniego błędu dopasowania modelu.

Z praktycznego punktu  widzenia w zagadnieniach aproksym acji w ekto­
rowego pola przemieszczeń sieci poziomej w ystępują dwa charakterystycz­
ne przypadki aproksym acji: aproksym acja zbieżna oraz aproksym acja nie-
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zbieżna, przy czym oba te stany  uzupełniają się wzajem nie w ty m  sam ym  
zadaniu. Do czasu znalezienia dla danego zbioru wielkości Ax i А у  wielo­
m ianu najlepiej — relatyw nie — dopasowanego, aproksym acja jest zbież­
na, natom iast poczynając od tego miejsca podnoszenie stopnia w ielom ianu 
nie prowadzi do zbieżności i staje  się w związku z tym  zbędne. Em pirycz­
ne wyznaczenie właściwego stopnia wielom ianu aproksym ującego, doko­
nyw ane odrębnie dla każdej z dw u składowych Аж i Ay, wym aga w ypró­
bowania (a więc i obliczenia) w ielom ianu o jeden stopień wyższego od 
stopnia tego wielom ianu, k tó ry  okazuje się w ystarczającym  dla danego 
przypadku. Jest to procedura bardziej kłopotliwa od tej, k tórą stosuje się 
w zagadnieniach in terpolacyjnych (por. poprzednie uwagi w  niniejszym  
rozdziale). Trzy okoliczności łagodzą w praktyce tę niedogodność. Oto one:

1) posługiwanie się kom puteram i; ten  w arunek  zresztą w  ogóle czyni 
zastosowanie proponowanej m etody realnym ;

2) w ystarczalność na ogół w ielom ianu niskiego stopnia, najczęściej 
pierwszego;

3) możliwość posługiwania się dla danej sieci w  jej kolejnych okreso­
wych badaniach wielom ianam i tego samego stopnia, k tóry  był w yznacza­
ny  na początku badań (po pierw szych kolejnych okresowych badaniach). 
U podstaw tej tezy leży założenie, że kolejne zm iany elem entów geome­
trycznych tej samej sieci, różne co do wartości, n ie w ykazują isto tnych 
różnic jakościowych im plikujących zmianę ich m odelu (rozkładu).

4.2. W pływ wielkości, różnic i rozkładu faktycznych przemieszczeń 
punktów  sieci na dokładność m etody

Badaniom  w pływ u wym ienionych czynników na proponow aną metodę, 
w szczególności na jej niezawodność (skuteczność) i dokładność, posłużyły 
sieci testowe, przedstaw ione w rozdziale 3.

Trzy w arian ty  sieci (rys. 1, 2 i 3), stopniowo „rozrzedzanej”, dały pod­
stawę do porównawczej analizy m etody w w arunkach różnej gęstości lub 
inaczej mówiąc, różnych elem entarnych wym iarów sieci, przy zachowa­
nym  jej kształcie i typie. U kłady wielkości sym ulow anych przemieszczeń, 
podane w tabeli 1, zastosowane do trzech modeli sieci dały w sumie obfity 
m ateriał statystyczny.

W tabeli 4 zestawione są dla czterech pierwszych modeli (por. tab. 1) 
sieci centralnej wartości faktycznych przemieszczeń (składowych) obliczo­
nych w każdym  przypadku trzykrotnie, raz — na podstaw ie sieci N =  7, 
drugi raz —  z sieci N  =  19 i trzeci raz  z sieci N — 61. Ja k  wiadomo, 
wszystkie trzy  sieci m ają  wspólnych siedem pierwszych punktów  (por. 
rys. 1, 2 i 3). W tabeli 5 podano najw ażniejsze param etry  w ektorow ych 
pól przemieszczeń, trzykro tn ie  aproksym ow anych na podstawie tych  sa ­
m ych danych wyjściowych, dla każdej sieci niezależnie.
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Przem ieszczenia punktów  wspólnych trzech sieci, zestawione w tabeli
4, nie w ykazują jakiejś system atycznej zmiany pomiędzy trzem a różnym i 
modelami, tym  sam ym  nie dają żadnych podstaw do dopatryw ania się za­
leżności dokładności wyników od określonego zagęszczenia, czyli w ym ia­
rów sieci geodezyjnej. F luktuacje wzajem ne wyznaczonych ruchów  w łas­
nych, widoczne w cytowanej tabeli, m ają charakter przypadkowy, o czym 
świadczy układ zarówno znaków, jak i bezwzględnych wartości składo­
wych Axd i Ayd.

Analizując tabelę 4 w arto przypomnieć, że układ siedm iu punktów  po­
chodzi z sieci regularnej co do kształtu, co może mieć wpływ na wnioski 
oparte  na tej tabeli. Rozpiętość m aksym alna wszystkich trzech sieci 
(N =  7, 19, 61) jest identyczna; wynosi ona 4 k ilom etry wzdłuż osi X  
i blisko 3,5 km  wzdłuż osi Y. Odległości wszystkich sześciu punktów  ob­
wodowych od centralnego punktu  sieci wynoszą po 2 km. M aksymalne 
przemieszczenia pozorne punktów  sieci wzdłuż osi współrzędnych w ynio­
sły, w zależności od różnych w ariantów  (por. tab. 1), od około 110 mm 
(w ariant 3) do około 540 m m  (w ariant 2 w Лх) i około 500 mm (w ariant 4 
w Ay). W zględne ruchy (składowe) m aksym alne liczone względem środka 
sieci wyniosły więc od 5- 10-5 do 2,5 • 10~4, przy przeciętnych zadanych 
przesunięciach składowych rzędu od 3,5 • W "5 do 1 • 10~4. Z tabeli 4 widać, 
że m aksym alne rozbieżności pomiędzy faktycznym i rucham i punktów, w y­
liczonymi z aproksym acji dla różnych trzech modeli sieci, wynoszą około 
30 mm, co względem odległości punktów  od centrum  sieci jest wielkością 
rzędu 1,5 • 10“ 5. Jednocześnie te m aksym alne rozbieżności stanow ią mniej 
niż 10% m aksym alnych przesunięć faktycznych (por. tab. 4), co może być 
traktow ane jako pewna m iara dokładności m etody w om aw ianym  przy­
kładzie.

Analiza tabeli 4 nasuw a spostrzeżenie, że najw iększą w ew nętrzną do­
kładność m etody uzyskano w wariancie trzecim, a następnie pierwszym. 
Oznacza to, że najw yższy stopień zgodności rezultatów  wykazał tak i w a­
rian t, w którym  przemieszczenia są rozłożone wielomianowo według n a j­
niższego (pierwszego) stopnia wielomianu, a przeciętna wartość tych  p rze­
mieszczeń i ich rozrzut są najm niejsze. Największy w ew nętrzny rozrzut 
wystąpił w takim  wariancie, w  którym  przemieszczenia o większych w ar­
tościach przeciętnych i większym  rozproszeniu statystycznym  rozłożone 
są według wyższego (drugiego) stopnia wielomianu. Spostrzeżenie to na­
daje się do pewnego uogólnienia, ponieważ znajduje również logiczne 
um otywowanie. Najniższy stopień w ielom ianu daje bowiem najm niejszą 
elastyczność rezultatów , czyli ich relatyw nie najlepszą zgodność; podobnie 
mniejsze w artości różnic przyrostów  współrzędnych punktów  sieci, rozło­
żone bardziej regularnie (mniejsze zaburzenia rozkładu), sprzyjają w ystą­
pieniu m niejszych rozbieżności, przynajm niej w liczbach bezwzględnych.



Zestawienie wartości składowych własnych ruchów punktów- dla wspólnych punktów czterech wariantów sieci testowej centralnej (w m ilim etrach)
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W arto dodać, że porównanie składowych przemieszczeń własnych, obli­
czonych z dwóch modeli sieci cen tralnej J V = 1 9 i N  =  61 dla pozostałych 
wspólnych punktów  obu tych  modeli, to znaczy dla punktów  od n r  8 do 
n r 19, nie narusza spostrzeżeń i wniosków opartych na  analizie tabeli 4. 
Rozbieżności w yników dla tych punktów  we wszystkich rozpatrzonych 
w ariantach są m niejsze od rozbieżności zanotow anych na punktach  obwo­
dowych sieci (to znaczy na punktach  2—7). Również i to spostrzeżenie 
znajduje logiczne um otywowanie.

Dane zestawione w tabeli 5, dotyczące tych samych w arunków  (przy­
padków), k tóre uwzględniane są w  tabeli 4, pozw alają na spostrzeżenia
0 charakterze bardziej generalnym  i uzupełniającym  albo potw ierdzają­
cym niektóre wnioski sform ułow ane powyżej. .Między innym i widać, że 
stosunkowo najlepsza zgodność rezultatów  w w ariancie 3 (por. tab. 4) 
znajduje odbicie w dwóch pierwszych wierszach tabeli 5; średnie błędy 
aproksym acji wektorowego pola przemieszczeń są najm niejsze w tym  
właśnie wariancie. Podobnie układają się stosunki w zakresie param etrów  
odkształceń jednorodnych sieci, to znaczy jej skręcenia, zm iany skali
1 translacji. Analiza w artości średnich błędów aproksym acji, zestawionych 
v tabeli 5, nie prowadzi do sform ułow ania jakiegoś spostrzeżenia o ich 

skorelowaniu z liczbą punktów  sieci. Dla kolejnych modeli sieci o N  =  7, 
N = 1 9  i N = 6 1  przeciętne w artości średnich błędów dopasowania są na­
stępujące: dla składowej X — 20; 12 i 14; dla składowej У — 9; 13 i 15. 
Można by  wprawadzie, pom ijając w yraźnie najw yższą pierw szą w artość 
(Mx =  20 dla N  =  7), zauważyć, że średnie błędy aproksym acji rosną 
w m iarę w zrostu liczby punktów  sieci, jednakże rozpatryw any zbiór ba­
dawczy jest za mały, aby  dać podstaw ę do takiego wniosku, znajdującego 
zresztą logiczną m otyw ację. Zauważm y tu  jeszcze, że ten  nieco „odskaku­
jący” pierw szy w ynik ukształtow any jest pod w yłącznym  w pływ em  w y­
raźnie „odskakującej” w górę w artości Mx =  49 dla N — 7 w  w ariancie 2 
(por. tab. 5). G dyby ten  składnik pominąć, om aw iany układ, jako średnia 
z trzech wielkości, w yniósłby l i i  w tedy rzeczywiście oba om aw iane ciągi 
Mx i M y byłyby rosnące.

Analizując dalej tabelę 5 zauważam y, że spośród dwóch porów nyw a­
nych wielkości: ką ta  sk rę tu  sieci i zm iany jej skali, większą zmienność 
w ew nętrzną w ykazuje ta  druga wielkość. M aksym alna rozbieżność e w y­
nosi w badanym  zbiorze 0,4 • 10~5 (w arianty 1 i 2), a  w zakresie kąta Ф 
rozbieżność taka osiąga 0,1 • 10~5 (w ariant 1; w pozostałych w ariantach 
w yniki są identyczne w żakresie piątego m iejsca po przecinku). N ajw ięk­
sza rozbieżność w ew nętrzna w zakresie składow ych translacji sieci w ystę­
puje, zgodnie z oczekiwaniem, w w ariancie 2, gdzie wynosi 20 mm, n a j­
lepsza zgodność — w w ariancie 3, potw ierdzając uprzednio poczynione
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spostrzeżenia odnośnie do relatyw nej dokładności wew nętrznej rozw aża­
nych w ariantów  przemieszczeń.

W ram ach badania wpływ u typu i kształtu  sieci oraz wielkości i roz­
kładu przemieszczeń faktycznych na skuteczność i dokładność prezento­
wanej m etody, podjęto próbę aproksym acji wektorowego pola przem iesz­
czeń na podstawie danych z sieci kontrolnej zapory, pokazanej na ry su n ­
ku  5. W sieci tej, złożonej z 11 punktów, na pięciu punktach dysponowano 
rzeczywistym i przesunięciami, uzyskanym i dzięki założeniu i zaobserwo­
w aniu podwójnych stanow isk teodolitu. Przesunięcia rzeczywiste wynosiły 
od 20,5 mm do 28,0 mm.

Zgodnie z przew idyw aniem  omawiana próba nie zakończyła się po­
myślnie. Nieistotność wyliczonych współczynników wystąpiła przy zm ien­
nych drugiego stopnia, przy czym już niektóre w yrazy pierwszego rzędu 
były obarczone dużymi błędam i średnimi, świadczącymi o słabości w yzna­
czenia tych wyrazów. Oznacza to, że układ punktów  omawianej sieci oraz 
rozkład założonych eksperym entalnych przemieszczeń faktycznych nie 
mogą służyć do skutecznego opisu ruchów  terenu  za pomocą m etody apro­
ksym acyjnej. Metoda ta, oparta  na m inim alizacji odstępstw  istniejących 
przemieszczeń punktów od ich modelu wyidealizowanego za pomocą fu n k ­
cji wielomianowej, wolna od inform acji i założeń wejściowych na tem at 
obiektywnej istniejącej praw dy, nie może — przynajm niej generalnie bio­
rąc — przynosić wyników trafnie opisujących rzeczywistość w takich 
przypadkach, w których zbiór danych jest zbyt ubogi dla dokonania tą  
drogą opisu sytuacji faktycznej.

4.3. Porów nanie badanej m etody z m etodą transform acji poszukiwawczej

Dokonane w ram ach niniejszej pracy porównanie proponowanej m eto­
dy z m etodą transform acji poszukiwawczej w jej najbardziej powszech­
nym  w ariancie ([13], [14]) ma dw ojaki charakter. Po pierwsze — jest ono 
oparte na zbiorze em pirycznym  uzyskanym  z  sieci testow ej, której model 
w różnych sześciu w ariantach przedstaw iony jest na rysunku 1 i w tabeli 
1; po drugie — ma charak ter ogólny, opisowy; prezentow ane tu  spostrze­
żenia i opinie oparte są na  własnościach m etody transform acyjnej d na 
doświadczeniach z jej stosowaniem w praktyce geodezyjnych pomiarów 
odkształceń.

Sześć w ariantów  sieci (tab. 1) opracowano m etodą transform acji po­
szukiwawczej, przyjm ując dla każdego z nich cztery  różne k ry teria  s ta ­
łości punktów, a mianowicie: 5 mm, 10 mm, 20 mm i 30 mm. O trzym ano 
w ten sposób 24 zbiory testowe, złożone z poziomych przemieszczeń punk­
tów. Porów nanie wyników uzyskanych dla tego samego w arian tu  sieci, 
lecz dla różnych kryteriów  stałości, daje możliwość oceny w ew nętrznej
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dokładności m etody transform acji. W yniki te z założenia pow inny być 
identyczne, ich rozrzut zatem  może być m iarą pozornej (wewnętrznej) 
dokładności metody. W tabeli 6 zestawione są inform acje nieparam etrycz­
ne, dotyczące wyników opracowania om aw ianych sieci testow ych m etodą 
transform acji. Dane te pozw alają na ocenę in teresu jących  nas cech m eto­
dy na podstawie dokonanego eksperym entu. I tak  widać, zgodnie z prze­
widywaniem, że złagodzenie k ry terium  stałości punktów  na ogół prow a­
dzi do większej liczby punktów  sieci, kwalifikowanych jako punk ty  stałe. 
Własność ta potwierdzona jest bardzo dobitnie przez w arian ty  1, 3 i 4, 
natom iast w w ariantach 6, 2 i 5 jest ona wyraźnie zaburzona. Niezależnie 
od liczby punktów  zaliczonych do stałych, tabela 6 pokazuje, jak  w yglą­
da jednoznaczność badanej metody. Ocenie tej cechy służy zestawienie 
num erów punktów, k tóre w poszczególnych przypadkach zostały zakwali-

T abela 6
Zestaw ienie punktów  dostosowania (punktów  stałych) 

wyznaczonych m etodą transform acji poszukiwawczej dla różnych w arian tów
sieci testow ej iV =  61

Wariant
sieci

Kryterium stałości w milimetrach
5 10 20 30

il.
P. nTy

il.
P- nry il.

P- nry il.
P- nry

1 4 1, 7, 27, 
57

4 1,2;, 14, 
56

16 1,2,13, 14,15, 
18, 23, 20, 41, 
45, 47, 40, 56, 
58,59,60

25 1,2,13,14,15, 18, 
21, 23, 20, 39,40, 41, 
42, 45, 46, 47. 49. 50. 
52, 53, 56, 56, 59, 60, 
61

2 3 1,14, 41 5 1,5,24, 
48, 50

3 1. 2. 46 8 1, 2,20, 21, 30,46. 
47, 52

3 4 1, 2, 14, 
27

7 1,2,13, 
14, 24, 
27, 41

17 1,2,13, 14,22, 
23, 24, 26, 27, 
31, 39, 40,41, 
42 415,47, 40

30 1,2, 5,8, 9, 11,13,
14, 18, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 28. 30, 31, 
32, 39, 40, 41, 42, 43, 
45 , 46, 47, 49,, 50

4 3 1,3,40 5 1,2, 15, 
16, 39

12 1, 2, 15,16, 20, 
39, 43, 44, 46, 
47, 54, 55

19 1,2, 15, 16,19,20, 
21, 39,41, 43, 44, 46, 
47, 51, 52, 54, 55, 56, 
61

5 3 1, 39,45 4 1,3, 13, 
34

4 1,2 14, 28 7 1,2,8,13, 14,28,29

6 3 1,16, 47 3 1, 8, 22 3 1, 2,22 3 1, 2,22
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fikowane jako punkty  dostosowania (punkty  stałe). Z założenia powinno 
obserwować się takie zjawisko, że zbiór punktów  stałych, w  rozpatryw a­
nym  wariancie, wyznaczony przy łagodniejszym  kry terium  stałości 
i w związku z tym  liczniejszy od zbioru wyznaczonego dla k ry terium  
ostrzejszego, powinien :zawierać, oprócz nowych, dodatkow ych punktów , 
wszystkie punkty  sieci zakwalifikowane poprzednio do punktów  stałych. 
Odpowiednie kolum ny tabeli 6 świadczą, że ta prawidłowość nie jest za­
chowana w pełni. Porów nania prowadzą do wniosku, że w rozpatryw anym  
przykładzie omawiana własność m etody jest w dość dużym  stopniu  zabu­
rzona. Zachodzi to naw et w  w ariancie 6, gdzie liczby punktów  dostosowa­
nia są identyczne, lecz punkty  stałe zgodne są w zupełności wyłącznie po­
między ostatnim i dwoma poziomami k ry terium  stałości.

W tabeli 7 zestawione są w artości rozstępów pom iędzy wartościam i 
składowych Ax i А у  przemieszczeń punktów  figury  testow ej, pokazanej 
na rysunku 7, utw orzonej z sieci testowej N  =  61 przez w ybór z niej 10 
punktów. Figura jest reprezentatyw na i stanow i jeden z segm entów sieci.

Tabela zaw iera rozstępy, czyli m aksym alne różnice pom iędzy czterem a 
wartościam i tej samej wielkości (składowej przemieszczenia poziomego), 
wyznaczonej m etodą transform acji przy różnych czterech k ry te riach  s ta ­
łości punktów, oraz rozstępy pomiędzy dwoma w artościam i składowej' 
przesunięcia, wyliczonymi m etodą aproksym acyjną, wielomianową. O tym , 
że w odniesieniu do m etody transform acji rozstępy pochodzą -ze zbiorów
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czteroelementowych, w  przypadku zaś drugiej m etody są różnicam i tylko 
dwóch wielkości, w arto pamiętać przy porównaniach czynionych na pod­
staw ie danych z tabeli 7, bowiem różna liczebność serii nie pozwala na 
równorzędne traktow anie om awianych wartości rozstępów, należących do 
statystycznych m iar rozrzutu  wyników. P rzy  założeniu jednakow ej do­
kładności dwóch porównywanych metod (chodzi tu  o dwie dowolne po­
rów nyw ane metody, nie zaś konkretnie o dwie m etody obecnie rozpa try ­
wane) z góry należy liczyć się z tym , że -— średnio biorąc — większe roz­
stępy wystąpią w tej metodzie, dla której operuje się dłuższą, liczniejszą 
serią danych. W naszym przykładzie jest to metoda transform acji. W m e­
todzie aproksym acyjnej operujem y tu  dwoma wartościam i składow ych 
faktycznych przemieszczeń punktów, obliczonymi — przypom nijm y — 
z dwóch modeli wektorowego pola przemieszczeń, opartych na wielom ia­
nach o różnych stopniach —• pierwszym  i drugim. Pomimo podkreślonej 
niepełnej porównywalności danych z tabeli 7, stanowią one in teresujący 
m ateriał empiryczny, um ożliw iający przybliżoną ocenę porównawczą w y­
ników uzyskanych dwoma odm iennymi drogami. Do ogólnej oceny rozpa­
tryw anego zagadnienia najbardziej przydatne są wartości przeciętne m a­
ksym alnych rozstępów, figurujące w ostatnim  wierszu tabeli. Widać z n ie­
go, że z w yjątkiem  składowej \ y  w wariancie 4 m aksym alne rozstępy 
w metodzie transform acji są wyraźnie, a w większości przypadków naw et 
w ielokrotnie większe od różnic z m etody aproksym acyjnej.

Tabela 7 umożliwia ponadto empiryczne śledzenie związku pomiędzy 
pozycją geometryczną punktu  w sieci a dokładnością (pozorną) wyznacze­
nia jego ruchów poziomych. W rozpatrzonej figurze testowej (rys. 7) punk­
tam i najbardziej odległymi od centrum  sieci są punkty  3, 4 i 5. Istotnie, 
rozstępy ich dotyczące, w metodzie transform acji są największe w rozpa­
tryw anym  zbiorze. Spośród ogółem 12 podzbiorów, aż w ośmiu przypad­
kach najw iększa w artość rozstępu dotyczy punktu  5, z pozostałych czte­
rech przypadków trzy  dotyczą punktu  3 i jeden — punktu  4. Trudno by­
łoby form ułować na podstawie powyższej statystyki jakąś ogólną praw id­
łowość, niem niej zauważony układ wielkości nasuwa powyżej zaakcento­
wane spostrzeżenie. Można przy tym  zauważyć, że rozkład różnic w za­
kresie m etody aproksym acyjnej w tej samej figurze testowej nie nasuwa 
analogi cznego skojarzenia.

Zatrzym ajm y się teraz krótko na ogólnej, opisowej ocenie porów naw ­
czej obu metod — m etody transform acji poszukiwawczych i przedstaw io­
nej w niniejszej pracy m etody aproksym acyjnej, wielomianowej. W obu 
m etodach wychodzi się z pozornych przemieszczeń punktów  sieci pozio­
m ej, uzyskanych z w yrównania pom iaru pierwotnego i aktualnego na 
bazie dwóch punktów  przyjętych za stałe O ile przyjęcie takie nie jest 
trafne, pow stają w rezultacie opracowania sieci pozorne zmiany układu
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współrzędnych (translacja i skręcenie) oraz zmiana skali sieci. Dwie osta­
tn ie spośród wym ienionych wielkości w yw ołują z kolei pozorne przem ie­
szczenia punktów  sieci, zależne nie tylko od syntetycznych wskaźników 
deform acji sieci, ale również od pozycji poszczególnych punktów  w danej 
sieci. Pozorne zm iany układu współrzędnych i skali sieci wyznacza się 
w  każdej z porów nyw anych m etod w inny sposób. W m etodzie transfo r­
m acji wyznaczenie to polega na w ielokrotnym , dla każdej pary  punktów  
przyjm ow anych za stałe, spraw dzaniu, czy założenie stałości jest zgodne 
z rzeczywistością. W metodzie aproksym acyjnej nie wym aga się sp raw ­
dzenia tego postulatu  (założenia); wyszukanie punktów  stałych n ie stano­
wi tu  odrębnego e tapu  postępowania, w arunkującego realizację dalszych 
procesów wchodzących w skład metody. Faktyczne przem ieszczenia (ru ­
chy własne) punktów  badanej sieci o trzym uje się w w yniku jednolitego 
procesu num erycznego, niezależnie od tego, czy w badanej sieci istnieją, 
czy też nie istnieją punk ty  o zachowanej stałości położenia.

Na tle m etody transform acji m etoda aproksym acyjna odznacza się, pod 
względem form alnym , zwartością i ciągłością. Jest to zaleta, zwłaszcza 
z punktu  widzenia kom puteryzacji procesu obliczeniowego.

Ujem nym i cecham i m etody transform acji poszukiwawczej są następu ­
jące jej właściwości:

-— niejednoznaczność wyników, przejaw iająca saę w niezgodności w y­
boru punktów  stałych (punktów dostosowania) na podstaw ie tego samego 
zbioru danych;

— możliwość w ykrycia już w pierwszej operacji (etapie) grupy punk ­
tów  wzajem nie nie przemieszczonych i potraktow ania wszystkich pozosta­
łych punktów  sieci jako ruchom ych, podczas gdy w rzeczywistości wśród 
tych  ostatnich mogą być, naw et w większej liczbie, zbiory punktów  wza­
jem nie nie przesuniętych;

—  nie określona ściśle ilość operacji poszukiwawczych, zależna od 
zbiegu okoliczności. Prawdopodobieństwo obioru pary  punktów  stałych 
już w  pierwszej operacji poszukiwawczej w yraża się stosunkiem  liczby 
kom binacji par punktów  stałych do liczby kom binacji par z wszystkich 
punktów  badanej sieci. Na przykład dla sieci złożonej z 50 punktów  i za­
w ierającej 5 punktów  faktycznie stałych to prawdopodobieństwo wynosi 
około 8,2 ■ 10-3.

W odróżnieniu od m etody aproksym acyjnej (por, zakończenie rozdz. 
4.2), m etoda transform acji poszukiwawczych, jest z założenia m etodą jed­
noznaczną. W przypadkach, w których ta  właściwość znajduje sprzyjające 
w arunki do potw ierdzenia się, m etoda transform acji prowadzi skutecznie

1 Je st tu  mowa o jednym  z dwóch w ariantów , ze względu n a  rodzaj danych 
wyjściowych, metody aproksym acyjnej.

5 P ra c e  I n s ty tu tu  — Tom  XXIV
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i szybko do osiągnięcia celu, to znaczy do identyfikacji punktów  w zajem ­
nie stałych i do wyznaczenia przemieszczeń pozostałych punktów  sieci. 
Typem  sieci korzystnym  z punk tu  widzenia m etody transform acji jest 
sieć nieduża, w której pewna liczba punktów  zachowuje stałość położenia, 
natom iast pozostałe punkty  ulegają zdecydowanym przesunięciom. W yso­
kie prawdopodobieństwo a priori stałości położenia określonych punktów  
sieci sprzyja efektyw nem u i szybkiem u w ykonaniu badania danej sieci.

O wyższości m etody aproksym acyjnej nad metodą transform acji moż­
na twierdzić w  przypadku badania sieci o charakterze powierzchniowym, 
złożonej ze znacznej liczby punktów , z których każdy ma jednakow e 
prawdopodobieństwo przemieszczenia, czyli, inaczej mówiąc, nie ma pod­
staw  do przyjęcia określonych warunków początkowych.

K om entarza może wymagać term in „znaczna liczba punktów ” ( w sie­
ci). Trzeba przyznać, że nie jest to określenie precyzyjne, jednoznaczne. 
Trudność polega na tym, że skuteczność i dokładność aproksym acji wielo­
mianowej wektorowego pola przemieszczeń zależy nie tylko od liczby 
punktów  biorących udział w budowie modelu, ale również od układu rze­
czywistych przemieszczeń punktów  (ich wielkości, wzajem nych stosun­
ków, kierunków) oraz od w arunków  geom etrycznych badanej sieci (por. 
rozdz. 4.2). P rzy  dość regularnym  kształcie sieci i przemieszczeniach tw o­
rzących układ korzystny, bez elementów osobliwych (odskakujących 
w sensie statystycznym ), już sieć nieduża, zawierająca m niej niż 10 punk ­
tów, daje możliwość utw orzenia m odelu skutecznego z punktu  widzenia 
praktyki, tzn. pozwalającego na wyznaczenie własnych ruchów  punktów  
z dokładnością odpowiadającą typowym  potrzebom. Uogólniając k ry te ­
rium , z pewną dozą asekuracji można stw ierdzić, że praktycznie przez 
kom entowane określenie rozum iem y sieć złożoną co najm niej z k ilkunastu  
punktów.

4.4. Ocena rzeczywistej dokładności metody

Jak  już wspomniano w rozdziale 3, badania nad zagadnieniem rzeczy­
wistej dokładności m etody aproksym acyjnej wykonane zostały w sieci tes­
towej, pokazanej na rysunku  4. Jest to sieć typu powierzchniowego, za­
w ierająca 15 punktów. Przeciętne różnice współrzędnych wzdłuż osi ukła­
du pomiędzy sąsiednim i punktam i wynoszą około 400 m. Pozorne prze­
mieszczenia punktów  sieci zgenerowano na podstawie założonych faktycz­
nych przesunięć oraz param etrów  deform acji sieci (transform acji afinicz- 
nej). P rzyjęto następujące wartości param etrów  deform acji sieci: Ax0 =
— +  40 mm, Ay 0 — + 30  mm, <p =  + 4 0 cc, e =  10-5. Punktom  sieci nadano 
przemieszczenia własne o składow ych od zera do 20 mm (wzdłuż osi X )
i od zera do 15 mm (wzdłuż osi Y). Wielkości te zestawione są w pierwszej
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części tabeli 8. W drugiej części tej tabeli zestawiono w artości pozornych 
przem ieszczeń punktów  sieci testow ej, będące sUmami przem ieszczeń 
w łasnych (faktycznych) oraz przemieszczeń spowodowanych afinicznym  
przekształceniem  sieci przy param etrach  o wyżej podanych wartościach. 
Jak  widać z tabeli, m aksym alne przem ieszczenia pozorne punktów  bada­
nej sieci wynoszą około 85 mm wzdłuż osi X  i  około 82 m m  wzdłuż osi Y.  
W ektorowe pole przemieszczeń, określone składow ym i podanym i w  dwóch 
ostatnich kolum nach tabeli 8, poddano aproksym acji w ielom ianowej w  ce­
lu  utw orzenia m odelu tego pola. E ksperym ent obliczeniowy (por. rozdz. 
4.1) wykazał, że najlepszym  m odelem  jes t w om aw ianym  przykładzie w ie­
lom ian stopnia pierwszego. Pomimo tego wykonano również aproksym a­
cję wielom ianam i stopnia drugiego i trzeciego w celu wzbogacenia m ate­
ria łu  testowego do analizy porównawczej.

Tabela 8

Założone przemieszczenia własne 
i przemieszczenia pozorne 

punktów sieci testowej N  =  15 (w mm)

P unk t A x d Ay<i Ax Ay

1 +  5 - 3 +26,9 -26 ,2
2 + 6 - 1 0 +3 ,4 -5 ,4
3 0 0 +0,9 +51,0
4 - 8 + 2 +6,5 +81.8
5 +10 - 1 3 +4Я.6 +70.5
6 + 7 + 7 +76.0 +76.8
7 - 1 + 2 +84,7 +43,4
8 - 3 0 +72,4 +3,1
9 + 9 +  11 +66,3 -8 ,8

10 + 4 + 15 +31,0 +  11,6
11 0 0 +26,4 +25.1
12 +20 + 3 +43,5 +58,2
13 - 8 + 7 +41,6 +53,7
14 + 5 - 5 +  67.4 +23,4
15 o. 0 +49,6 + 4.6

W tabeli 9 zestawiono w yniki aproksym acji. Podano jej średnie błędy, 
param etry  jednorodnej deform acji sieci, wyznaczone na podstaw ie pozor­
nych przem ieszczeń punktów  sieci (por. tab. 8), oraz składow e faktycznych 
ruchów  punktów . Porów nanie odpowiednich w yników  z tabeli 9 z danym i 
zestawionym i w drugiej i  trzeciej kolum nie tabeLi 8 prow adzi do p raw ­
dziwych błędów wyznaczenia w łasnych ruchów  punktów  sieci testow ej 
m etodą aproksym acji wielomianowej.
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T abela 9
Wyniki aproksymacji dla sieci testowej N =  15 (w mm)

Stopień wielom ianu 1 2 3

Wielkość а: У X У X У

Ś rednie błędy M x J M y 7,4 7,5 8,3 8,3 9,2 8,3
m u  oo ' ,90 • 10~3 1,94- 10“ 34,55-10 -* 4,60 • 10-з 5,12 • Ю -з 4,59-1 0 -3
rciiao 4,62 • Ю-о 4.72 - 1 0 -65,24 • М -ч 5,30 • 10 2,13 ■ Ю-s 1,91 • 10'—5

3.63- 10-« 3,71 • 10-о 4Д2 • 10 4.,,17 • 10—61,65 • 10-5 1,48 • I d - 5

P aram etry Л х 0 + 42 + 43 + 4 3
odkształć. ЛУо +31 + 33 + 33
jednorod. Ф 6.11 • 10-5 6,10 • ю - ’ 4.75 • 1 0 -5

Е 6,50 • ю -« 6,70 • ю -« 1,86 • 10-5

Przemdeszcz. 1 - 1 — 5 - 1 - Э + 7 -2 1
w łasne 2 + 1 -1 0 0 -1 2 - 2 - 2 6
punktów 3 - 3 + 2 - 4 - 1 - 1 5 - 5

4 - 9 + 4 - 1 0 + 2 - 2 5 + 5
5 +  1 - 1 2 0 - 1 5 -1 1 - 5
6 + 8 + 8 + 7 + 4 + 3 + 17
7 - 1 - 1 - 2 - 3 + 4 + 9
8 - 6 - 4 - 6 - 6 + 6 - 3
9 + 5 + 7 + 4 + 5 +18 0

10 - 1 +  13 - 1 +11 + 4 + 2
11 - 3 - 1 - 4 —3 - 5 - 6
12 +  18 + 4 +17 + 1 + 9 + 3
13 - 9 + 6 - 1 0 + 4 - 1 2 + 10
14 + 3 - 7 + 2 - 1 0 + 7 - 5
15 - 3 —2 - 4 - 5 + 3 - 7

Błędy prawdziwe zestawione są w tabeli 10. Układ błędów praw dzi­
w ych potwierdza, zgodnie z przewidywaniem, że najw łaściw szym  m ode­
lem  wektorowego pola przemieszczeń badanej sieci testowej jest model 
opisany wielom ianem  stopnia pierwszego. Przeciętne wartości błędów 
praw dziw ych wynoszą dla tego m odelu po 2,5 mm. M aksym alna w artość 
błędu prawdziwego składowej faktycznego ruchu  punktu  wynosi 6 mm 
w  m odelu najlepiej dopasowanym  (pierwszy stopień wielomianu). P rze­
ciętna w artość prawdziwego błędu wyznaczenia liniowego przesunięcia 
p unk tu  sieci testowej za pomocą najlepszego m odelu wyniosła 3,5 mm. 
W artość m aksym alna tego błędu osiągnęła w badanym  przypadku 7 mm 
(dla punk tu  2).
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Om awiany eksperym ent testow y posłużył do zbadania następującej 
interesującej kwestii: przemieszczenia pozorne punktów  sieci składają się, 
jak  wiadomo, z dwóch części, a to  z przemieszczeń faktycznych (indyw i-

Tabela 10
Błędy prawdziwe wyznaczenia własnych przemieszczeń 

punktów sieci testowej N  =  15 (w mm)

Stopień w ielom ianu 1 2 3

Składow a X Y X Y X Y

P unk t

1 - 6 —2 - 6 - 5 + 2 - 1 8
2 — 5 - 5 - 6 - 2 - 8 - 1 9
3 - 3 +  2 - 4 - 1 - 1 5 — 5
4 - 1 + 2 - 2 0 - 7 +  3
5 0 +  1 - 1 - 2 -1 0 + 8
6 - 1 - 1 0 - 3 - 4 +  10
7 0 - 3 - 1 - 1 - 3 +  7
8 +Э - 4 - 3 - 6 - 3 - 3
9 - 4 - 4 — 5 - 6 + 9 -1 1

10 — 5 - 2 — 5 - 4 0 - 1 3
U - 3 - 1 - 4 - 3 — 5 - 6
12. +  2 +  1 - 3 - 2 -1 1 0
13 - 1 - 1 - 2 - 3 - 4 +  3
14 + 2 - 2 - 3 — 5 + 2 0
15 - 3 — 2 - 4 — 5 +  3 — 7

Przeciętna bezwzgl. 2.5 2,5 3,3 3,0 5,7 7,3

dualnych, lokalnych) oraz z przem ieszczeń wyw ołanych deform acją jed ­
norodną całej sieci — translacją, obrotem  i zm ianą skali. Zachodzi py ta­
nie, czy w procesie aproksym acji, ściślej — w jej stad ium  końcowym — 
następuje praw idłowe uwzględnienie obu głównych źródeł przem ieszczeń 
punktów? Potw ierdzeniem  pozytyw nej odpowiedzi na powyższe pytanie 
byłoby uzyskanie pełnej zgodności założonych przem ieszczeń w łasnych 
z przem ieszczeniam i w yznaczonym i z aproksym acji. Zajm ijm y się bliżej 
w yjaśnieniem  tej okoliczności. Spraw dzim y w tym  celu, czy założone 
w  zadaniu faktyczne przemieszczenia punktów  m ają w pływ  na  w artość 
param etrów  jednorodnych deform acji sieci. Założone faktyczne przem ie­
szczenia punktów  sieci testowej (por. tab. 8) poddano aproksym acji wielo­
m ianem  stopnia pierwszego. W yniki obliczeń zestawiono w tabeli 11. O ka­
zało się, że z układu zadanych przem ieszczeń w łasnych m ożna wydzielić 
jeszcze część m ającą charak ter odkształceń jednorodnych lub, inaczej m ó­
wiąc, że założone składowe ruchów  lokalnych zaw ierają w sobie czynnik
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system atyczny. W ielkości zestawione w drugiej i trzeciej kolum nie tabeli
11 m ają więc charak ter popraw ek do założonych ruchów lokalnych; do­
dane do wielkości zestawionych w drugiej i trzeciej kolum nie tabeli 8 
uw aln iają je od w pływ u czynnika systematycznego (odkształcenia jedno-

Tabela 11
Poprawki, skorygowane składowe przemieszczeń 

własnych punktów  i skorygowane błędy prawdziwe 
dla sieci testow ej N =  15 (w mm)

Składo­
wa

Popraw ki Skorygowane
składowe

Skorygowane 
błędy p raw ­

dziwe

Punkt X Y Ax kor. Aykor. A xd ЛУс1

1 +  5,6 +  2,2 -0 ,6 -5 ,2 -0 .4 +  0,2
2 +5,6 — 0,7 +  0,4 -9 ,3 +  0.6 -0 ,7
3 +0,3 -2 ,0 -0 ,3 +2,0 -0 ,7 0
4 -1 ,3 -2 ,3 -6 ,7 +4,3 -2 ,3 -0 ,3
5 -1 ,0 -1 .0 +2,0 -12,0 -1 ,0 0
6 +0,5 +1,1 +  6,5 +  5,9 +1,5 +  0,1
7 +2,6 +  8.2 -3 ,6 -1 ,2 +2,6 +0.2
8 +4,0 +4.2 -7 ,0 —4,2 +  1,0 +  0,2
9 +6,1 +4,0 + 2.9 +  7,0 +2,1 0

10 +4,9 +1,6 -0 ,9 +  13,4 -0 ,1 -0 .4
U +2,5 +  0,5 -2 ,5 -0 ,5 -0 ,5 -0 ,5
12 +0,5 -0 ,8 +19.5 +  3.8 -1 ,5 +0.2
13 +  1,4 +  0,7 -9 ,4 +6.3 +  0,4 -0 .3
14 +3.1 +2,4 +  1,9 — 7,4 +  1,1 -;-0,4
15 +4,4 +  2,6 —4.4 -2 ,6 +  1,4 +0,6

Przeciętne: 1,1 0,3

rodne). Tak skorygowane wejściowe w artości przemieszczeń zestawiono 
w  kolum nie czw artej i p iątej tabeli 11. W celu oceny dokładności badanej 
m etody należy porównać składowe wyznaczone przez aproksym ację i ze­
stawione w tabeli 9 ze skorygow anym i w wyżej opisany sposób w yjścio­
wym i, założonymi składowym i przemieszczeń faktycznych, podanym i 
w tabeli 8. O trzym ujem y stąd  błędy prawdziwe, zestawione — dla wielo­
m ianu stopnia pierwszego — w  ostatnich dwóch kolum nach tabeli 11, ba r­
dziej m iarodajne od podobnych wartości, podanych uprzednio w tabeli 10 
(kolum na druga i trzecia). B łędy prawdziwe uwolnione od czynnika syste­
m atycznego przyjęły  wartości w yraźnie m niejsze od tych, k tó re  zestawio­
ne były  w  tabeli 10. Błędy składowe Axd n ie przekraczają 2,6 mm, tylko 
d la trzech spośród 15 punktów  wynoszą ponad 2,0 mm, a ich w artość
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przeciętna (bezwzględna) wynosi 1,1 mm, to jest ponad dw ukrotnie mniej 
od takiej wielkości nie skorygowanej. Jeszcze wyraźniej zmalały na sku­
tek om aw ianej redukcji błędy praw dziw e składowej Ayd. Żaden z nich nie 
przekracza 1,0 mm, m aksym alny osiąga 0,7 mm, a w artość przeciętna w y­
nosi 0,3 mm, to jest ponad siedm iokrotnie mniej niż przed redukcją. P rze­
ciętna w artość prawdziwego błędu przemieszczenia liniowego punktu  w y­
nosi 1,2 mm, a wartość m aksym alna takiego błędu — 2,6 m m  (punkt 7).

Na podstawie wyników opisanego eksperym entu można udzielić pozy­
tyw nej odpowiedzi na pytanie sform ułow ane uprzednio. W toku wielo­
mianowej aproksym acji wektorowego pola przemieszczeń, zakończonej 
wyliczeniem  składow ych faktycznych ruchów punktów  (tab. 9), nastąpiło 
wydzielenie składników deform acji, pochodzących z dwóch różnych źró­
deł. Dokładność wyznaczenia składowych w łasnych ruchów  punktów  sieci 
testow ej, określoną układem  błędów praw dziw ych skorygow anych
o w pływ czynnika system atycznego (tab. 1,1), można ocenić jako wysoką. 
Upoważnia do takiej oceny to, że b łędy praw dziw e wyznaczenia faktycz­
nych przemieszczeń punktów  zmieściły się w granicach od zera do 3 mm. 
Przypom nijm y tu, że w ym iary  sieci testowej wynoszą 1,7 km  wzdłuż osi X  
oraz 1,34 km  wz,dłuż osi Y, przy  średnim  przyroście w spółrzędnych punk­
tów sąsiednich 400 m. Oczywiście nie można zapominać o tym , że p rzy to ­
czone dokładności uzyskane zostały w jednej, konkretnej sieci testow ej, 
odpowiadającej w dużym stopniu wym aganiom  z punk tu  w idzenia rozpa­
tryw anej m etody oraz, że dokładności te charak teryzu ją  wyłącznie proces 
wyznaczania przemieszczeń, pojęty  jako czynność kam eralna, obliczenio­
wa i nie uw zględniający niedokładności sam ych pom iarów w sieci.

Z atrzym ajm y się jeszcze pokrótce przy zagadnieniu identyfikacji punk ­
tów stałych w rozpatrzonym  przykładzie. Jak  to już podkreślono w roz­
dziale 4.3, w  m etodzie aproksym acji wielom ianowej w yszukanie punktów  
stałych jest in tegralnym  składnikiem  procesu obliczeniowego. P u n k ty  s ta ­
łe badanej sieci określa się na podstaw ie w yników  obliczenia faktycznych 
przemieszczeń. Zerowe w artości przesunięć faktycznych świadczą o s ta ­
łości punktu . Ze zrozum iałych powodów także w artości przesunięć bliskie 
zera kw alifikują punk t do kategorii punktów  stałych. Spraw a granic ta ­
kiej „bliskości zera” jest zagadnieniem  isto tnym  i w spólnym  we w szyst­
kich m etodach badania stałości punktów . W rozpatrzonym  przykładzie 
dysponujem y błędam i praw dziw ym i, co stanow i zaletę przypadku i pod­
nosi jego w artość z punktu  widzenia badawczego. P unktam i z założenia 
stałym i są tu  punkty  3, 11 i 15, k tórym  nadano zerowe przem ieszczenia 
własne. Bliskie zera przem ieszczenia nadano punktom  7 i 8 (por. tab. 8). 
Tak więc wśród w ym ienionych pięciu punktów  sieci testow ej należało 
upatryw ać tych  punktów , k tó re  w  procesie obróbki prezentow aną m etodą 
będą zidentyfikow ane jako punk ty  stałe. Ze względu na zjawisko pew nej
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generalizacji (dosadniej można by je określić jako „rozm azyw anie”), w y­
stępujące w procesie aproksym acyjnym , nie spodziewano się otrzym ania 
zerowych składowych ruchów faktycznych w tych wszystkich p rzypad­
kach, w  których takie zerowe wielkości założono. Dodatkową okolicznoś­
cią, k tórą trzeba wziąć pod uwagę, było omówione już szczegółowo zagad­
nienie iSkorygowania założonych danych wejściowych ze względu na Wpływ 
czynnika system atycznego (odkształcenia jednorodne sieci). Istotnie, 
uwzględniając tę spraw ę stw ierdzam y, że żaden z punktów  sieci (por. tab.
11) nie wchodził do procesu aproksym acji z zerowym przemieszczeniem 
faktycznym , zredukow anym  o wpływ stały. Jak  widać z tabeli 11, skory­
gowane składowe zadanych przemieszczeń faktycznych punktów  stałych
3, 11 i 15 mieszczą się w granicach od 0,3 mm do 4,4 mm. W tych gran i­
cach mieszczą się także składowe dla punktu  7, natom iast punkt 8 odska­
kuje  już wyraźniej poza te granice.

Biorąc pod uwagę rzeczywistą dokładność osiągniętą w rozpatrzonym  
przykładzie i scharakteryzow aną błędam i prawdziwymi, możemy przyjąć 
tu  kryterium , że do kategorii punktów  stałych w badanej sieci kw alifikują 
się te  punkty, których składowe przemieszczeń faktycznych (por. tab. 9), 
wyznaczone z aproksym acji wektorowego pola przemieszczeń pozornych, 
nie przekraczają 3 mm. W edług tego k ry terium  do zbioru punktów  s ta ­
łych kw alifikujem y punkty : 3, 7, 11 i 15. Jak  widać, zbiór punktów  s ta ­
łych, wyznaczonych za pomocą m etody aproksym acyjnej, jest wzbogaco­
ny  o jeden punkt (p. 7) w porów naniu z danym i założonymi {(wejściowy­
mi). Na taką kwalifikację punktu  7 złożyły się dwa czynniki: m ałe zało­
żone przemieszczenie faktyczne punktu, mieszczące się swobodnie poniżej 
granicy czułości m etody oraz widoczna z wyników obliczeń podatność tego 
punktu  do takiej jego kwalifikacji. Można ocenić, że w om aw ianym  przy­
kładzie osiągnięto za pomocą m etody aproksym acyjnej zadowalający w y­
nik identyfikacji punktów  stałych.

5. Właściwości metody. W ytyczne i uwagi dotyczące 
jej praktycznych zastosowań

Spośród znanych m etod badania deform acji poziomych sieci geodezyj­
nych m etoda aproksym acji wielomianowej, przedstaw iona i zbadana tes­
towo w ram ach niniejszej pracy, odznacza się naj większą ogólnością. Ogól­
ność ta w ynika z rezygnacji z  założeń w stępnych dotyczących stałości n ie­
k tórych punktów  sieci ora;z z jednolitości procedury num erycznej. Obec­
nie w rachunku  wyrównawczym  dążenie do uwolnienia m etod num erycz­
nych oid w stępnych w arunków  ograniczających swobodę opracow ania da­
nych jes t na  ogół silnie akcentowane. Tłum aczy się go troską o unikanie 
deform ow ania wyników pomiarów, i obliczeń na skutek  nieuzasadnionego
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Łch „w tłaczania” w  pewne ram y  wcześniej ukształtow ane. K lasycznym  
już niem al przykładem  tej tendencji jest rezygnacja z kategorycznego 
ustalenia punktów  nawiązania przy  w yrów naniu sieci geodezyjnych. 
W geodezyjnych badaniach przemieszczeń punktów  sieci i obiektów inży­
nierskich om awiana tendencja przejaw ia się podobnie — w rezygnow aniu 
z apriorycznego traktow ania n iektórych punktów  i ich zespołów jako s ta ­
łych, nie podlegających ruchom . Aby rozwiać ew entualne wątpliwości, 
trzeba zaznaczyć, że dysponowanie punktam i lub  zespołami punktów  s ta ­
łych w geodezyjnych badaniach przemieszczeń i odkształceń jes t w aru n ­
kiem  sensownego rozw iązania zadań badawczych. Eksponowana tu  ten ­
dencja nie dotyczy przeto tej sprawy, lecz tylko sposobu dochodzenia do 
inform acji o stałości określonych punktów  i ich zespołów. Uzasadniona, 
budząca zaufanie inform acja o stałości określonych punktów  badanej sieci 
jest wartościową pomocą w rozw iązaniu zadania. Natom iast założenie s ta ­
łości niektórych punktów  sieci, p rzyjęte na podstaw ie n iew ystarczających 
przesłanek, bez zachowania należytej ostrożności, może u trudn ić  uzyska­
nie trafnych  wyników. W prezentow anej metodzie nie wprowadza się za­
łożeń stałości określonych punktów ; natom iast, jak już podkreślono w roz­
dziale 4.3, identyfikacja punktów  stałych następuje w w yniku jednolitego 
procesu num erycznego opracow ania badanej sieci.

Zatrzym ajm y się teraz  krótko nad praktyczną, proceduralną stroną tej 
operacji. W szczególnym przypadku rozpatrzonym  w rozdziale 4.4 istn ia­
ła możliwość posłużenia się praw dziw ym i błędam i wyznaczenia faktycz­
nych (lokalnych) przesunięć punktów  sieci testow ej. W prak tyce takiej 
możliwości rzecz jasna nie ma. Do oceny stałości punk tu  wprow adzam y, 
na ogólnie stosowanej zasadzie, dwie kategorie wielkości: składowe fak ­
tycznego przemieszczenia punk tu  oraz średnie błędy tych  składowych. 
Przyjm ując regułę dwukrotnego błędu średniego, k ry te rium  stałości 
współrzędnych punk tu  będzie następujące:

p rzy  czym w yrażenia na  гп \Х(1 i m  \ Vd podane były w  rozdziale 2.3 
w postaci wzorów (32).

T raktu jąc łącznie obydwie składowe, co jest podejściem praktycznym  
ze względu na potrzebę jednoznacznej kw alifikacji punktu , k ry te rium  s ta ­
łości będzie nierówność

Powyższe k ry te ria  m ają, w sensie pojęciowym, charak ter praktyczny 
oraz są dość liberalne. Term in „punkt s ta ły” oznacza tu  niekoniecznie tak i 
punkt, k tó ry  faktycznie nie zmienił swego położenia względem  układu 
odniesienia, lecz raczej znam ionuje taki punkt, być może naw et trochę

Axd <  2 • m\xd ; Ayd <  2 • m \ Vd, (34)

(35)
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przesunięty, którego zm iany położenia nie można efektyw nie wyznaczyć, 
ze względu na mieszczenie się jej w przedziale niepewności. W zagadnie­
niach o charakterze badawczym  może być uzasadnione zaostrzenie k ry te ­
rium  stałości punktu, podanego wzorami (34) i (35). Szersze naśw ietlenie 
idei takiego postępowania zaw arte jest w publikacji [19]. Zwróćm y jeszcze 
uwagę na to, że do zastosowania omówionego kry terium  niezbędna jes t 
m acierz korelacyjna, wyznaczona na podstawie układu rów nań popraw ek 
(8) (por. rozdz. 2). Aczkolwiek w arunek ten  nie jest specjalnie uciążliwy 
wobec kom puteryzacji obliczeń oraz dodatkowo, wobec możliwości wielo­
krotnego posługiwania się w niektórych przypadkach raz  wyliczoną m a­
cierzą korelacji, można liczyć się z tendencją do upraszczania sposobu w y­
znaczenia średnich błędów ruchów  własnych, figurujących po praw ej 
stronie nierówności (34) i (35). Jednym  ze sposobów takiego uproszczenia 
jest posługiwanie się w k ry terium  stałości wyłącznie średnim i błędam i 
dopasowania modelu, obliczanymi, jak  wiadomo, na podstawie popraw ek 
aproksym acyjnych.

W tekście niniejszej pracy parokrotnie podkreślana była rezygnacja 
w proponowanej metodzie z dnformacj-i o stałości lub wysokim  praw do­
podobieństwie stałości określonych punktów  sieci poziomej. Właściwość 
ta  została zdecydowanie zaliczona do zalet metody. Może jednakże powstać 
wątpliwość co do adekwatności m etody w takich przypadkach, w których 
rzeczywiście dysponujem y w iarygodnym i danym i (przesłankami) o s ta ­
łości niektórych punktów. W ątpliwość taka byłaby nieuzasadniona, ponie­
waż istn ieje  w  metodzie aproksym acyjnej pełna możliwość uwzględnienia 
tego rodzaju  w arunku. W łaściwe, zróżnicowane wagowanie odpowiednich 
rów nań aproksym acyjnych, wchodzących do układu będącego podstaw ą 
utw orzenia m odelu wektorowego pola przemieszczeń, jest w tedy skutecz­
nym  sposobem racjonalnego spożytkowania inform acji w stępnych o s ta ­
łości określonych punktów  sieci.

Do pozytyw nych właściwości m etody aproksym acyjnej należy popraw ­
ny  i p rzejrzysty  algory tm  wyznaczania charak terystyk  dokładności 
wszystkich wielkości obliczanych w w yniku aproksym acji. Odpowiednie 
wzory, o stopniu ścisłości identycznym  jak  w metodzie najm niejszych 
kw adratów , były zestawione i objaśnione w rozdziale 2.3. W praktyce n a j­
częściej używanym i charakterystykam i dokładnościowymi będą średnie 
błędy dopasowania m odelu (wzory (22)), średnie błędy współczynników 
funkcji wielomianowych (wzory (23)) oraz średnie błędy faktycznych 
(własnych) przemieszczeń punktów  sieci (wzory (32)). Zasady zastosowania 
pierwszych spośród wym ienionych błędów średnich zostały przedstaw ione 
w rozdziale 4.1. B łędy średnie współczynników wielom ianu aproksym a­
cyjnego, wyliczane i wypisywane w  tabulogram ie wynikowym  bezpośred­
nio po w artościach odnośnych współczynników, pozw alają na bardzo
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szybką ocenę istotności tych współczynników. Wiadomo, że jest to opera­
cja bardzo ważna i podkreślona wyżej jej sukcesy wność jest korzystna. 
Bezpośrednie porównanie współczynnika z jego błędem  średnim  daje 
szybko odpowiedź na pytanie, czy dany współczynnik ma jeszcze sens 
praktyczny, czy też zawiera się już w  przedziale niepewności. Ja k  wiado­
mo, przy rozkładzie przem ieszczeń poddającym  się aproksym acji wielo­
m ianem  niskiego stopnia, dość szybko następuje  zjawisko niew yznaczalno- 
śei współczynników przy  zm iennych o wyższych, rosnących potęgach. 
Przew ażnie już porównanie rzędów wielkości w spółczynnika i jego śred ­
niego błędu daje w ystarczającą podstawę do szybkiej oceny istotności; 
przy wielkościach tego samego rzędu (wyrażonego w ykładnikiem  potęgo­
wym) trzeba jeszcze porównać pierwsze znaczące cyfry obu wielkości, co 
w ykonuje się również bardzo szybko.

Średnie błędy wyznaczenia param etrów  jednorodnego odkształcenia 
badanej sieci poziomej (wzory (24)— (30)) m ają najw iększe znaczenie p rak ­
tyczne dla procesu in terp re tac ji rezultatów  badania. Trzeba tu  wyraźnie 
podkreślić, że przedstaw iona m etoda, ze względu na jej właściwości, może 
mieć bardzo duże znaczenie i zastosowanie jako narzędzie w ykryw ania
i opisu charakterystycznych sposobów deform owania się pow ierzchni te ­
renu, na k tórym  rozpostarta  jest badana sieć geodezyjna. Takie zastoso­
wanie m etody jest uzasadnione charakterem  odkształceń pow ierzchni te ­
renu, wyw oływ anych na przykład przez podziem ną lub odkryw kow ą eks­
ploatację górniczą. Przem ieszczenia powierzchni, a  więc i punktów  sieci 
rozmieszczonych na tej powierzchni cechują się wówczas pew nym i p ra ­
widłowościami, k tórych  ilościowy i jakościowy opis, zwłaszcza w  pow ią­
zaniu z czasem, może być dokonany na podstaw ie okresow ych obserw acji
i analiz sieci kontrolnych (badawczych). M etoda aproksym acji w ielom ia­
nowej wektorowego pola przem ieszczeń może oddać cenne usługi w  tego 
rodzaju badaniach, tym  bardziej, że są podstaw y do realnego przypuszcze­
nia, że w  określonym  zadaniu generalny m odel wielomianowy, zbudow a­
ny  na podstaw ie dwóch lub trzech pierwszych cykli badaw czych (okreso­
wych) będzie niezm ienny. Wówczas podstaw ą do wnioskowania o zacho­
dzących zm ianach będą różnice w artości tych sam ych param etrów  od­
kształceń jednorodnych oraz konkretn ie wyznaczone faktyczne (lokalne) 
ruchy  punktów  sieci. Może się nadto okazać uzasadnione i celowe tw orze­
nie oddzielnych, różnych m odeli d la różnych partii badanego terenu , w y­
odrębnionych ze względu na  odmienność sposobów i generalnych k ierun ­
ków deform ow ania się powierzchni.

Na rysunku  8 pokazany jest schem at obliczeń w ykonyw anych na kom ­
puterze w  celu aproksym acji wektorowego pola przem ieszczeń i w yzna­
czenia składow ych deform acji badanej sieci poziomej. Obecnie opatrzym y
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Schemat blokowy o b l i c z ań w m etodzie  ap roksym ac ji  wielomianowej 

wektorowego p o la  p rzem ieszczeń  

, /d la  p ierwazego w a r ia n tu  danych wejściowych i  oznaczeń Jak w ro z d z .  2 /

.Rys. 8.
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ten  schem at pewnym i kom entarzam i o znaczeniu praktycznym  i in te rp re ­
tacyjnym .

Jak  już wcześniej podkreślono, danym i wejściowymi, obok współrzęd­
nych punktów  sieci, są składowe pozornych przem ieszczeń punktów  tej 
sieci lub przyrosty  (różnice) bezpośrednio m ierzonych elem entów  sieci. Te 
dwa w arian ty  mogą wywołać dyskusję, zm ierzającą do ustalenia opinii
0 wyższości jednego z nich. G runtow na dyskusja nad  tą  kw estią nie na le­
ży do program u niniejszej pracy. Nadto można mieć wątpliwość, czy roz­
sądzenie tej kw estii jest w ogóle możliwe. Poprzestańm y przeto na przy­
pom nieniu, że każdy z om aw ianych w ariantów  m a swoich zwolenników
1 przeciwników. Dyskusje na ten tem at są dość powszechne, jako że za­
gadnienie to w ystępuje w  ogóle w problem atyce num erycznego opraco­
wania pom iarów okresowych w geodezyjnych sieciach kontrolnych. 
W kry tyce w arian tu  pierwszego (por. [8]) w yrażany jest zarzut, iż pozorne 
przemieszczenia Ax i Ay, o trzym ane z  w yrów nania dwóch cykli obser­
w acyjnych sieci, obciążone są, w łaśnie w procesie tego w yrów nania, znie­
kształceniam i wprow adzonym i sztucznie, nie w yrażającym i faktycznych 
zmian w usytuow aniu punktów  sieci. Zniekształcenia te przenoszą się 
w procesie aproksym acji wielom ianowej wektorowego pola przemieszczeń 
na w yniki tej aproksym acji i obciążają w jakim ś stopniu wyznaczane pa­
ram etry  deform acji sieci.

Rzecznicy omawianego w arian tu  przytaczają w jego obronie argum ent, 
że praw idłow e w yrów nanie sieci z racjonalnym  doborem wag, ułatw ione 
obecnie dzięki w ykonyw aniu operacji num erycznych na  kom puterach, 
elim inuje niebezpieczeństwo przytoczonych obciążeń.

Dodajm y jeszcze, jako argum ent n ieprzychylny w ariantow i pierw sze­
mu, że wielkości Ax i Ay, wzięte z w yrów nania dwóch okresow ych obser­
w acji sieci i z tego powodu jednak  w  pew nym  stopniu w zajem nie uzależ­
nione (skorelowane), u legają niejako w tórnem u skorelow aniu w procesie 
aproksym acyjnym , co w  konsekw encji obniża zaufanie do param etrów  
charakteryzujących dokładność w yników aproksym acji. Jeżeli naw et fak ­
tyczny skutek tego skorelow ania może być, z praktycznego p u n k tu  w idze­
nia pom ijalny, to trzeba przyznać, że ze względów form alnych przytoczo­
na okoliczność deprecjonuje w artość pierwszego w arian tu  danych wejścio­
wych.

W ariant drugi, w którym  operuje się jako danym i wejściowym i do bu ­
dowy m odelu, różnicami pom ierzonym i elem entów sieci (kątów, długości), 
n ie jest obarczony zarzutam i w ysuniętym i powyżej wobec w arian tu  
pierwszego. Z tego względu można uznać go za rozw iązanie właściwsze, 
chociaż w zapisie i w realizacji w arian t ten  jest w porów naniu z w arian­
tem  pierw szym  mniej zwięzły. Ta m niejsza zwięzłość, będąca pod wzglę­
dem  form alnym  ujem ną cechą omawianego w arian tu , w ydaje się być
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w istocie jego zaletą. Można bowiem sądzić, że drugi w arian t danych wej­
ściowych jest bardziej elastyczny, pozwala na swobodniejsze niż w arian t 
pierwszy modelowanie wektorowego pola przemieszczeń.

Rekapitulując powyższe kom entarze stw ierdzam y, że operowanie róż­
nicam i elem entów sieci pom ierzonych jako danym i wejściowym i do b u ­
dowy m odelu wielomianowego jest bardziej godne polecenia niż w arian t 
pierwszy, aczkolwiek poprawne zastosowanie każdego z obu porów nyw a­
nych sposobów prowadzi w konkretnych zadaniach do wyników zadowa­
lająco zgodnych z punktu  widzenia praktyki.

W przykładzie m etodycznym , dołączonym do niniejszej pracy, .zilustro­
wane jest postępowanie z zastosowaniem drugiego w ariantu  danych w ej­
ściowych.

Skoro zatrzym aliśm y się nieco dłużej przy początkowym etapie proce­
su aproksym acyjnego, przypom nijm y jeszcze zalecenie, aby obliczenia w y­
konywać w lokalnym  układzie współrzędnych, którego początek powinien 
leżeć w środku ciężkości badanej sieci. W ytyczna ta w ynika z n a tu ry  sto ­
sowanych wzorów i ma znaczenie dla dokładności obliczeń. Jednorazowe 
przeliczenie współrzędnych sieci do takiego układu nie jest uciążliwe.

Dane liczbowe wprowadzane do obliczeń według przedstawionego algo­
ry tm u m etody aproksym acyjnej mogą wym agać w niektórych przypad­
kach norm alizacji. W układzie rów nań aproksym acyjnych, służących do 
utworzenia m odelu wektorowego pola przemieszczeń badanej sieci, w y­
stępują we wzajem nych stosunkach liczby duże i małe. Odpowiednia n o r­
m alizacja danych wejściowych elim inuje lub łagodzi dysproporcje pom ię­
dzy liczbami poddawanym i dalszej obróbce num erycznej i dzięki tem u 
spełnia dwa cele: uwalnia w yniki od ew entualnego wpływu błędów obli­
czeniowych z ty tu łu  zaokrągleń oraz ułatw ia pod względem technicznym  
wykonanie rachunków. W brew pozorom ten drugi czynnik ma znaczenie 
naw et w w arunkach kom puteryzacji obliczeń, zwłaszcza w tedy, kiedy ma 
się do czynienia z wielom ianam i wyższych stopni i kom puteram i średniej 
klasy. Zagadnienia norm alizacyjne są dość powszechne w obliczeniach, nie 
należą do specyfiki m etody aproksym acyjnej i poświęcenie im większej 
uwagi w niniejszej pracy nie byłoby celowe.

Z atrzym ajm y się jeszcze pokrótce na kom entarzu uzupełniającym  za­
gadnienie aplikacji przedstaw ionej metody. W dotychczasowej treści p ra ­
cy wyeksponowane było zastosowanie m etody aproksym acyjnej w celach 
typowych dla geodezyjnych badań przemieszczeń i odkształceń рэwierz­
chni terenu. Drugą dziedziną zastosowania zaprezentowanej m etody są 
zadania typowo geodezyjne, dotyczące zagadnień takich, jak  okresowe ba­
dania kontrolne płaskich osnów geodezyjnych, nawiązanie nowych sieci 
do sieci istniejącej, uzupełnianie i powiększanie istniejących osnów. 
W każdym  z wym ienionych zagadnień w ystępuje jako zadanie cząstkowe
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(etap) spraw dzenie stałości całej sieci istniejącej lub jej odpowiedniej czę­
ści. W przypadku stw ierdzenia, że sieć lub jej badana część zmieniła swój 
p ierw otny kształt w związku z rucham i punktów  sieci, zachodzi koniecz­
ność efektywnego wyznaczenia zmian. Podczas gdy w zagadnieniach zali­
czonych tu  do pierwszej dziedziny zastosowań om aw ianej m etody, to jest 
do badań ruchów  terenu, isto tną spraw ą jest wyznaczenie składow ych de­
form acji, wym ienionych w yczerpująco w rozdziale 2.2, w drugiej dzie­
dzinie — w badaniu osnów poziomych — z reguły  zachodzi potrzeba w y­
znaczenia dodatkowo aktualnych  wartości różnych elem entów sieci. 
W szczególności chodzi o kąty, azym uty i odległości pomiędzy punktam i, 
przy czym nie wszystkie spośród in teresujących nas elem entów  podlegają 
pomiarom, w rezultacie których można by bezpośrednio uzyskać ak tualne 
wielkości. Znajomość składow ych A,xd i Ay d faktycznych przemieszczeń 
punktów  sieci, wyznaczonych om awianą metodą, pozwala na wyliczenie 
popraw ek do pierw otnych wartości i tym  samym  uzyskanie aktualnych  
wartości dowolnych elem entów w sieci. Obliczenia te można wykonać zna­
nym i wzorami, opisującym i zmianę kąta, azym utu d długości boku sieci 
w zależności od drobnych zmian współrzędnych punktów , o k tó re  wym ie­
nione elem enty sieci są oparte  (por. np. [7], a także wzory (9) i (10)). Ta 
dziedzina możliwych zastosowań przedstaw ionej m etody obejm uje lokalne
i regionalne poziome osnowy geodezyjne, a także, i to w jeszcze większym  
stopniu, osnowy szczegółowe o specjalnym  przeznaczeniu. Do ostatniego 
rodzaju  należą między innym i osnowy realizacyjne, zakładane na obsza­
rach  podlegającym  ruchom , na przykład pod w pływem  eksploatacji gór­
niczej. W osnowach realizacyjnych dość często zachodzi potrzeba opero­
w ania aktualną wartością elem entu geometrycznego, określanego w spo­
sób pośredni, na podstaw ie współrzędnych odpowiednich punktów  sieci 
(por. [23]). W szczególności elem enty takie służą do dokonania analizy  
dokładnościowej tyczenia p ro jek tu  w oparciu o daną osnowę. W tych za­
daniach om awiana m etoda może oddać cenną przysługę.

6. Wnioski i uwagi końcowe

1. Badania i analizy dokonane i przedstaw ione w ram ach niniejszej 
p racy pozytyw nie zw eryfikow ały postaw ioną przez au tora tezę, że m etoda 
aproksym acji wielomianowej wektorowego pola przemieszczeń punktów  
sieci jest efektyw na i może być stosow ana w celu wyznaczenia deform acji 
poziomych sieci geodezyjnych na podstaw ie okresow ych obserwacji tych 
sieci.

2. Badania w ykonane na zbiorach danych doświadczalnych, uzyska­
nych m etodą sym ulacji kom puterowej sieci testowych, potw ierdziły tezę,
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że do wyznaczania składowych deform acji poziomych sieci geodezyjnych 
mogą być z zadowalającym  skutkiem  stosowane wzory, przedstaw ione 
w rozdziale 2.2 pracy, zaczerpnięte z m echaniki ciała stałego.

3. W praktycznych zastosowaniach przedstawionej m etody należy po­
sługiwać się algorytm em , którego istotne elem enty zostały podane w ni­
niejszej pracy, w  szczególności w rozdziałach 2 i 5, i k tóry  zilustrow any 
został w niezbędnym  zakresie na przykładzie num erycznym , umieszczo­
nym  w załączniku poza tekstem  pracy.

4. Przestrzeganie w ytycznych i uwag o charakterze metodycznym, 
podanych w rozdziale 5 niniejszej pracy, ma istotne znaczenie dla ko­
rzystnego pod względem technologicznym stosowania metody.

5. M etoda aproksym acji wielomianowej wektorowego pola przem iesz­
czeń punktów  sieci stanowi pożyteczny, isto tny krok naprzód w rozw oju 
środków do badania stałości i wyznaczania ruchów poziomych sieci geo­
dezyjnych. Spełnia ona postulat współczesnej teorii i praktyki, aby m e­
tody badawcze były ogólne, w m iarę możliwości wolne od czynników su ­
biektywnych.

6. Istotną, charakterystyczną zaletą przedstaw ionej m etody jest re ­
zygnacja z niepew nych z n a tu ry  inform acji wstępnych o stałości okreś­
lonych punktów  lub elem entów geometrycznych badanej sieci i z założeń 
opartych na takich inform acjach. Istnieje jednak  również, przez zastoso­
wanie odpowiedniego wagowania rów nań aproksym acyjnych, możliwość 
uwzględnienia w omawianej metodzie ew entualnych wstępnych inform a­
cji o stałości niektórych punktów  sieci. Z tych  względów prezentow aną 
metodę można uważać za ogólniejszą od innych metod, rozpowszechnio­
nych dotychczas w geodezyjnych pom iarach odkształceń.

7. Metoda aproksym acji wielomianowej wektorowego pola przem iesz­
czeń może być stosowana z powodzeniem do identyfikacji punktów  sta ­
łych w sieciach, w  których daje się utworzyć model ich deform acji (por. 
rozdziały 4.2 i 4.4). Zastosowanie m etody w tym  celu jest uzasadnione
i godne zalecenia szczególnie w takich przypadkach, w których nie dyspo­
nuje  się inform acją a priori o stałości albo o znacznym prawdopodobień­
stw ie stałości określonych punktów  sieci. W ykrycie punktów  stałych jest 
w  omawianej metodzie integralnym  składnikiem  procesu wyznaczenia 
przemieszczeń.

8. Przedstawiona m etoda może służyć do okresowych, kontrolnych ba­
dań geodezyjnych osnów poziomych oraz może być w ykorzystyw ana przy 
nawiązywaniu, uzupełnianiu i powiększaniu sieci, a także do analiz o cha­
rak terze specjalnym , dokonywanych na geodezyjnych osnowach realiza­
cyjnych.

9. Ze w zględu na właściwości przedstaw ionej m etody jest ona godna 
szczególnego zalecenia do stosowania w sieciach o charakterze pow ierz-
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chndowym, w celu badania ruchów  powierzchni terenu  o charakterze ciąg­
łym, cechujących się pewnym i charakterystycznym i objawami. Chodzi 
głównie o ruchy o charakterze technogennym , na przykład w yw oływ ane 
działalnością górniczą. Param etry  wektorowego pola przemieszczeń mogą 
służyć w tych zagadnieniach również do pozageodezyjnej, fizycznej in te r­
pretacji wyników badań geodezyjnych.
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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ДЕФОРМАЦИИ 
ГОРИЗОНТАЛЬНЫ Х ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ СЕТЕЙ

Р е з ю м е

Горизонтальная геодезическая сеть рассматривается в представляемом методе 
как  скелетная конструкция, которая связана с поверхностью местности. П оверх­
ность эта имеет свойства твёрдого сплошного тела. Исходя из такой предпосылки 
автор поставил тезис, что деформацию горизонтальной сети можно определить 
с помощью формул заимствованных из механики твёрдого тела с применением 
полиномной аппроксимации векторного поля смещения. Основой операции я в л я ­
ются результаты  периодических измерений исследуемой сети. Р езультаты  изме­
рений могут быть взяты  для вычислений в одном из двух вариантов: как  мнимое 
смещение пунктов сети Дх и А у, определённое из уравнивания двух периодиче­
ских измерений, или к ак  не уравненные разницы соответствующих углов (Да) 
и сторон (AL).

Полиномная модель векторного поля смещений пунктов сети с координатами 
х  и у  вы раж ается формулами (5), в которых к х  и кУ обозначают коэф ф ициенты  
полиномной функции. Наиболее правдоподобные величины этих коэффициентов 
выходят при решении методом наименьших квадратов системы уравнений по­
правок (8). Зная модель векторного поля можно вычислить параметры деф орм а­
ции сети и составные смещений пунктов вы званны х разными причинами. Служ ат 
этому формулы: (12), (16), (17), (19), (20) и (21). В этих формулах отдельные симво­
лы  обозначают: Дх0 и Ду„ — составные трансляции сети, (р — оборот сети, Дх^  
и Дy f — перемещения вызванны е оборотом сети, е — изменение масштаба сети, 
Дх, и ДуЕ — смещения, вызванны е изменением масштаба сети, Axd и Ay,i — со­
ставные ф актических (собственных, местных) смещений пунктов. Точность опре­
деления вы ш еуказанны х величин может быть оценена с помощью средних к в а­
дратических ошибок. Соответствующие формулы даны в разделе 2.3.

Б ольш ая часть работы посвящ ена эмпирической вериф икации тезиса при­
годности предлагаемого метода. Применено для этой цели тестовые множества, 
генерированные ЭВМ. Главные исследования проводились на симулированных 
тестовых сетях, которые показано на рисунках 1, 2. 3 и 4. Исследовано таким спо­
собом следующие проблемы, как:

— подбор степени аппроксимирующего полинома (раздел 4.1);
— влияние величин, разниц и распределения ф актических смещений пунк­

тов сети на точность результатов (раздел 4.2);
— свойства предлагаемого метода по сравнению со свойствами метода поиско­

вой трансформации (раздел 4.3);
■— реальная точность метода в определённых условиях (раздел 4.4).
При последнем случае применено при исследованиях метод настоящ их оши­

бок (сеть на рис. 4). Результаты  исследований и сформулированные на их основе 
указания по практическому применению метода подробно рассмотрены в разде­
ле 5. Р аздел  6 содержит сжатое подведение итогов работы.

Исследования подтвердили тезис, что метод полиномной аппроксимации век ­
торного поля смещений пригоден для определения деформаций горизонтальной 
геодезической сети.

Достоинством метода является освобождение от необходимости принятия пред­
варительны х положений относительно постоянства определённых точек иссле­
дуемой сети. И дентификация опорных пунктов производится в результате одно­
родного цифрового процесса обработки периодических измерений сети. О казы ­
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вается, что поле смещений сети поверхностного типа с случайным распределе­
нием деформаций может быть моделировано с помощью полиномов низких сте­
пеней, второй и первой. Признаком относительно хорошего подбора степени по­
линома является стабилизирование средней квадратической ошибки аппрокси­
мации на некотором уровне, несмотря на дальнейшее повышение степени.

Метод, изложенный в работе, особенно пригоден для исследования движений 
поверхности постоянного характера, отличающейся некоторыми характерны м и 
признаками. При установленной для данной местности генеральной модели поля 
смещений, изменчивость величин её отдельных параметров даёт возможность про­
изводить синтетическую интерпретацию хода исследуемого явления.

Дригой областью применения этого метода могут быть периодические, кон­
трольные исследования горизонтальных геодезических основ и работы, связанны е 
с увязкой, дополнением и увеличением сети.

В приложении к  работе дан цифровой пример применения изложенного мето­
да. Пример этот иллюстрирует способ создания модели векторного поля смещений 
горизонтальной геодезической сети на основе измеренных изменений углов и длин 
(второй вариант исходных данных).

BOGDAN N EY

METHOD OF DETERMINATION OF HORIZONTAL GEODETIC 
NETWORK DEFORMATIONS

S u m m a r y

H orizontal netw ork is discussed at presented m ethod as a fram ew ork construc­
tion connected w ith the surface of te rrain . This surface has the  properties of the 
constant, solid body. Assuming these properties, author subm itted  the proposition, 
th a t the horizontal netw ork deform ations can be determ ined by m eans of form ulas 
d raw n from  solid body m echanics, using polynomial approxim ation of the vector field 
of dislocation. The resu lts of periodic survey  are  the  base of this operation. They can 
be introduced to the com putations alternatively : as the apparent dislocations of the 
netw ork points Аж and Ay determ ined from  the ad justm ent of two periodic 
surveys, or as unadjusted  differences of appropriate  angles (A«) and sides (AL).

Polynom ial model of the vector field  of dislocation of netw ork points w ith x  and 
у  coordinates is expressed by form ulas (5), w here k x  and  кУ denote coefficients of 
polynom ial functions. The most probable values of these coefficients are obtained 
solving the system  of correction equations (8) by the m ethod of th e  least squares.

Having model of dislocation field, one can calculate the  param eters of netw ork 
deform ations and the com ponents of point dislocations caused by various reasons. 
Form ulas (12), (16), (17), (19), (20) and (21) are used for these  calculations. There are 
the following designations in these form ulas: Ax0 and Ay„ — com ponents of the  n e t­
w ork translation , cp — netw ork rotation, Ax^ and A — dislocations caused by the 
netw ork  rotation, e — scale change of the network, A x s and Ay. — dislocations 
caused by the change of scale of the netw ork, Axd and Aya — com ponents of real



(own, local) point dislocations. The accuracy of determination of these values can be 
estimated by means of mean square errors. The proper formulas are given in 
chaptre 2.3.

The majority of work is given to empirical verification of the thesis, on useful­
ness of proposed method. Test sets, generated by means of computer, were used for 
this purpose. The main studies were carried out on simulated test network, shown 
in figures 1, 2, 3, 4. The following problems were studied:

—  choice of the degree of approximating polynomial (chapter 4.1),
•—  influence of values, differences and real point dislocation on accuracy of the 

results (chapter 4.2),
—  properties of proposed method as compared with properties of the method of 

preliminary transformation (chapter 4.3),
—  real accuracy of the method in defined conditions (chapter 4.4).
The method of true errors was used for studies in the last instance. The results 

of studies and derived instructions to practical application of method were described 
in details in chapter 5. Chapter 6 contains the concise recapitulation of this work.

Studies confirmed the thesis, that method of polynomial approximation of the 
vector field of dislocation is suitable for determination of horizontal network defor­
mations. The advantage of this method relies on releasing from necessity of prelimi­
nary assumptions, that specified points of examined network are constant. Identifi­
cation of stability points is done as a result of uniform process of numerical elabora­
tion of periodic survey. It appears, that dislocation field for networks of surface type 
with random dislocation pattern can be modelled by means of polynomials of low 
degrees (first and second degree).

Stabilization of mean error of approximation at a certain level, although the 
degree of polynomial is increased, indicates, that relatively good choice of polyno­
mial degree was done.

The method presented in this work is particularly useful for examination of 
permanent movements of terrain surface, characterized by certain, specific symp­
toms. Having for a certain area the established, general model of dislocation field, 
variability of values of its parameters gives us the possibility of synthetic interpre­
tation of examined process.

This method can be also used for periodic checking of horizontal networks and 
for the works related to connecting, complementing and extending of networks.

The numerical example of application of presented method is shown in enclo­
sure to this work. The example particularly shows the way of building model of the 
vector field of dislocation of horizontal network on the base of measured changes of 
angles and lengths (second variant of input data).
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Tabela I

WYMOŚCI ZMIAN ELEMENTÓW POMIERZONYCH

/o z n a c z e n ia  w ie lk o ś c i  -  ja k  na s z k ic u  s i e c i /

O znaczenie
k ąta

W artość zmiany 
k ąta

Д ot"

O znaczen ie
d łu g o ś c i

W artość zmiany 
d łu g o ś c i

Д 1  mm

1 + 1 3 ,9 25 + 1 0 ,0
2 + 0 ,8 26 -  0 ,1
3 -  1 5 ,7 27 + 5 ,0
4 -  2 0 ,5 28 + 0 ,6
5 -  8 ,6 29 -  1 ,3
6 + 3 0 ,1 30 + 1 2 ,0
7 + 4 7 ,9 31 -  2 0 ,0
8

40CM 32 -  1 ,4
9 -  2 1 ,5 33 + 15,0

10 -  3 ,0 34 + 1 5 ,5
11 -  4 6 ,3 35 + 3 ,3
12 + 4 9 ,3 36 + 1 3 ,2
13 + 1 0 ,3 37 -  1 ,4
14 -  4 4 ,4 38 -  21 n
15 + 3 2 ,1 39 - 1 .7
16 + 2 1 ,3 40 -  1 2 ,1
17 + 5 7 ,9
18 -  7 7 ,3
19 + 19 ,7
20 + 1 2 ,7
21 -  3 6 ,4
22' + 2 3 ,9
23 + 41,2
24 -  6 1 ,1

Tabela II

WSPOŁRZEDNE PUNKTÓW SIECI

Nr
pun­

W spółrzędne  
w u k łc d z ie  pierw otnyir

P r z y r o s ty
D łu gośc i

| W spółrzędne zredukow . 
na środ ek  c ię ż k o ś c i

k tu L s i e c i
Y A

[m]
A y
и

Л х
[m] [m] x i ‘ x śr

[hm
4  - ?ŚT

1 2 3 4 5 6
x ś r =113,4m y ś r =109,4m

1

2

3

4

5

6

7

8 

1 

9

0 ,0 0 0  

0 ,0 0 0  

1 39 ,756  

221 ,971  

228 ,413  

1 9 5 ,542  

103 ,> 68  

2 6 ,6 3 0  

0 ,0 0 0  

10 5 ,083

1 00 ,000

1 9 4 ,4 0 0

2 06 ,202

1 8 8 ,3 7 7

1 14 ,892

34 ,029

20 ,026

9 ,2 1 3

1 0 0 ,000

1 1 7 ,376

0 ,0 0 0  

1 3 9 ,7 5 6  

8 2 ,2 1 5  

6 ,4 4 2  

-3 2 ,8 7 1  

-9 2 ,1 7 4  

-7 6 ,7 3 8  

-2 6 ,6 3 0  

1 0 5 ,0 8 3  

-1 0 5 ,0 8 3

94 ,4 0 0

1 1 ,8 0 2

-  1 7 ,8 2 5

-  7 3 ,4 8 5

-  8 0 ,8 6 3

-  1 4 ,0 0 3

-  1 0 ,8 1 3  

90 ,7 8 7  

17 ,3 7 6  

7 7 ,0 2 4

94 ,400

1 4 0 ,253

8 4 ,1 2 5

7 3 ,7 6 7

8 7 ,2 8 9

9 3 ,2 3 2

77 ,4 9 6

94 ,612

1 06 ,510

13 0 ,2 8 9

-  1 ,1 3 4

-  1 ,1 3 4  

+ 0 ,2 6 3  

+ 1 ,0 8 5  

+ 1 ,1 5 0  

+ 0 ,8 2 1

-  0 ,1 0 0  

-  0 ,8 6 8

-  0 ,0 8 3

-  0 ,0 9 4  

+ 0 ,8 5 0  

+ 0 ,9 6 8  

+ 0 ,7 9 0  

+ 0 ,0 5 5

-  0 ,7 5 3

-  0 ,8 9 4

-  1 ,0 0 2

+ 0 ,0 8 0

-3 4 ,6 7 3 -8 8 ,8 2 6 95,353
4 1 1 6 ,8 8 е» 7 1 ,0 0 1 136 ,762

5 
9

6

-1 2 3 ,3 3 0 2 ,4 8 4 1 2 3 ,355

9 0 ,4 5 9 -8 3 ,3 4 7 123,002

7 1 ,7 1 5 9 7 ,3 5 0 97 ,365

8 j - 7 8 ,4 5 3 -1 0 8 ,1 6 3 13 3 ,6 1 9



ТаЪ»1а IV
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1 2 5 4 5 6 7 3 9 10 11 12 13 14

1 S -2*037 410 -0 ,332 340 +0,216 280 +2,443 018 +0*034 653 0 +0,336 320 -2 ,0 0 2  240 +2,297 446 -<М 09 302 -1 ,5 5 *  567 +13,9

2 © +1,345 850 -0 ,9 S 5  6С0 +1,225 293 -1 ,6 3 7  206 -8 ,9 1 6  SC3 0 +0,'*-37 943 +1,334 120 +1,554 120] -1 ,2 0 2  323 +0,£32 654 + 0 ,3

3 0 +0,662 130 +10317 МО -1 ,4 4 1  573 -0 ,8 0 5  812 +0,911 935 0 -1 ,3 2 4  260 +0,668 120 -® ,3€3 559 +1,611 625 +0,673 514 -1 5 ,7

4 9 +1$ 071 940 -1 ,6 3 7  120 +1,165 4СЗ -1 ,8 3 2  885 -1 ,S 5 1  8С1 0 -0 ,4 4 5  060 +2,667 960 -0 ,7 5 9  174 +1,715 619 +2,555 026 -2 0 ,5

5 0 40,694 340 +1,157 830 +0,282 988 +0,131 403 +1,346 813 0 -1 ,1 5 5  580 +0,709 640 -1 ,0 2 3  792 +1,326 087 +0,Й47 391 -  8 ,6

6 0 -1 ,7 6 6  230 + 0 ,5 2 9  240 -1 ,4 4 3  391 +1,701 483 +9,421 S8S 0 -0 ,5 3 1  280 -1 ,7 7 9  600 -0 ,0 2 9  166 - 0 fl624 109 -1 ,8 5 4  118 +30 ,2

7 0 4*1,699 4 СО -1 ,1 2 3  720 + 1 ,8 3 1  265 +2,018 659 -1 ,4 8 6  211 0 + 1 ,1 2 6  350 +1,701 200 +0,562 885 +0,980 117 +1,717 140 + 4 7 ,9

3 0 -0 ,4 6 6  080 + 1 ,3 4 3  100 -0 ,7 7 6  864 - 0 / / 0 4  605 + 1 ,5 4 7  851 0 -1 ,3 3 8  430 -0 ,4 6 1  240 -1 ,0 3 3  £06 -1 ,3 9 2  635 -0 ,3 1 9  086 -2 6 ,3

9 е -1*233 380 -0 ,2 1 4  "SO -1 ,0 5 4  400 -1 ,3 1 4  055 -0 ,0 6 1  640 С + 0 ,2 1 2  120 -1 ,2 3 9  960 +0,520 622 +0,412 518 -1 ,3 9 8  054 - 2 1 ,5

10 © - 0 ,5 5 2  3S0 + 0 ,9 5 7  650 + 0 ,9 9 7  573 -0* 6 8 7  337 +0,002 469 0 -0 ,9 4 8  СЗО -0 ,5 5 3  050 -0 ,6 7 5  853 -0 ,9 5 2  331 -0 ,4 8 1  705 -  3 ,0

11 0 -1 ,4 5 1  120 -1 ,0 9 2  500 - 1 ,3 0 4  826 -1 ,4 7 4  867 -0 ,5 4 5  891 0 + 1 ,0 9 1  740 -1 ,4 8 9  500 -1 ,5 3 3  285 +1,316 727 -1 ,2 4 4  782 - 4 5 ,3

12 0 *2,043 510 + 0 ,1 5 4  650 + 0 ,3 0 7  253 + 2 ,1 6 2  204 + 0 ,1 4 3  422 0 -0 ,1 4 3  710 +2,042 550 +2,209 138 -0 ,364  396 +1,726 487 +49,3

13 0 +0,947 ISO + 0 ,9 3 2  840 .0 ,868  952 + 1 ,3 7 6  474 -0 ,6 3 5  185 0 -0 ,9 9 3  570 +0,943 950 +0,699 291 -0 ,7 2 1  085 -С ,639 195 +10,3

14 0 -1 ,7 6 6  300 +0,760 870 +0,489 786 -1 ,6 1 9  941 -0 ,4 9 6  310 0 -0 ,7 5 7  500 -1 ,7 6 8  770 -1 ,4 9 4  500 -1 ,4 5 9  593 +1,235 226 -44 .,4

15 0 +0,819 НО -1 ,7 4 3  710 -1 ,3 5 3  737 +0,243 469 +1,191 495 0 + 1 ,7 5 1  070 +0,819 900 +0,794 579 +2,167 453 -0 ,0 6 0  246 +32,1

16 0 +0*819 ПО +1,333 380 -0 ,7 9 7  437 +0,633 652 -1 ,1 9 8  126 0 -1 ,5 3 4  490 40 ,903 090 +0,930 705 -0 ,9 7 9  687 -0 ,5 6 2  459 +21,4

17 0 +1,111 240 -1 ,0 6 3  550 -0 ,7 4 8  393 +0,820 721 +0,721 262 0 + 1 ,0 6 6  600 +1,115 260 -0 ,9 0 0  798 +0,753 958 -1 ,0 4 1  718 +53,0

13 0 -2 ,0 1 6  310 -0 ,2 6 9  830 +1,545 830 -1 ,4 5 4  374 +0,476 86 3 0 +0,267 390 -2 ,0 1 8  350 -0 ,0 2 9  907 +0,225 729 +1,604 177 -7 7 ,3

19 0 +2,026 ело +0,246 160 -2 ,0 5 6  245 -1 ,9 6 2  515 - 0 ,5 0 3  875 0 -0 ,2 4 8  120 + 2 ,0 2 4  920 +0,085 119 +0,268 472 -1 ,605  049 +19,7

20 е -1 ,3 1 3  170 +0,659 500 +1,262 585 +1,283 293 ' -0 ,3 6 7  232 0 -0 ,6 9 7  090 -1 ,3 1 2  540 +0,806 746 +0,658 102 +1,171 241 +12,7
21 0 -0 ,7 1 5  670 -0 ,9 4 5  660 + 0 ,7 9 3  661 +0,679 223 +0,876 107 0 +0,945 210 -0 ,7 1 2  320 -O j891 865 -0 ,9 2 6  573 +0,433 807 -3 6 ,4
22 0 -1 ,2 9 3  060 +0,652 2S0 - 0 ,5 8 1  222 + 1 ,7 6 3  671 -0 ,9 0 3  167 0 -0 ,6 4 4  930 -1 ,2 9 6  820 +1,059 234 +0,523 867 +1,246 225 +23,9
235 0 -0 ,5 5 2  090 -1 ,5 3 8  500 +1,263 017 +0,354 502 +1,514 872 0 +1,537 190 -0 ,5 4 5  220 +0,499 492 -2 ,0 4 6  161 +0,832 896 +41,2
24 с +1,845 150 + 0 ,8 8 6  220 -0 ,6 8 1  796 -2 ,1 1 3  174 -0 ,6 1 1  705 0 -0 ,8 9 2  260 +1,842 040 -1 ,5 5 8  727 +1,522 294 -2 ,0 7 9  121 -6 1 ,1

25 0 0 +2,057 920 - 2 ,3 3 3  681 0 + 1 ,5 5 5  788 0 0 0 0 0 0 +21,8
26 0 +0,167 640 4 0 , ©14 160 + 0 ,1 2 3  968 -0 ,1 2 3  765 + 0 ,0 2 5  743 0 + 2 ,0 3 9  620 +0,172 280 +1,503 281 -1 ,5 0 5  803 +0,313 205 -  0 ,2

27 0 -0 ,4 2 7  524 +0,092 560 - 0 ,4 0 9  750 -0 ,4 7 9  773 + 0 ,1 6 2  720 0 + 1 ,9 7 2  800 -0 ,4 2 7  200 +1,891 154 +2,214 338 -0 ,7 5 1  018 н-12,2
28 0 -0 ,1 8 0  700 +2,043 300 +2,207 042 -0 ,4 0 3  864 +1,726 588 0 +0Р015 600 -0 ,1 7 6  400 -0 ,1 9 0  536 -0 ,2 5 0  794 -0 ,1 4 9  058 + 1 ,8

29 о *0,720 510 +1,769 520 +1,432 404 + 1 ,4 2 0  125 -1 ,2 3 5  125 0 +0,292 810 +0,719 120 +0,606 502 +0,577 129 -0 ,5 0 1  946 -  3 ,0
30 0 +0,453 930 ->0,046 510 -0 ,2 3 3  510 +0,219 134 -0 ,0 7 6  635 0 + 2 ,0 1 6  990 +0,303 790 -1 ,5 4 9  672 +1,454 250 -0 ,5 0 8  577 +26,6

51 0 +0,3Q4 160 +■0,039 960 -0 ,2 8 8  724 -0 ,2 7 5  067 -0 ,0 7 5  764 0 +2,027 520 +0,285 120 -2 ,0 6 0  087 -1 ,9 6 2  639 -0 ,5 4 0  583 -5 3 ,3
Л2 0 -0*555 9*0 +1,827 720 -1 ,5 9 4  962 + 1 ,1 1 2  997 -2 ,0 7 9  901 0 +0,162 260 -0 ,5 5 3  880 +0,465 515 -0 ,3 2 4  844 +0,607 052 + 3 ,0
55 0 -*ут33б ГО +oso55 esc - 0 ,0 3 6  236 -0 ,4 0 9  302 -0 ,0 0 0  780 0 + 2 ,0 0 7  410 +0,332 340 -0 ,2 1 6  280 -2 ,443  018 -0 ,0 0 4  653 + 29 ,1

54» 0 -0 ,93 '" 940 +0,723 800 - 0 ,8 9 9  824 + 1 ,2 0 2  323 +0,673 134 0 +1,345 230 -0 ,9 3 5  600 +1,225 293 -1 ,6 3 7  206 -0 ,916  608 + 24 ,6

35 0 +0,698 «20 +1,793 7бО +0,153 134 + 0 ,5 0 0  344 +1,879 860 0 +0,273 340 +0,701 520 +0,059 890 +0,195 679 +0,735 193 + 7 ,2
56 0 -«0,911 ЦО +0,553 еоо +0,673 753 + 0 ,9 1 2  363 +0,431 805 0 * 1 ,5 0 5  720 НО,915 900 +1,114 290 +1.509 733 + 0,?9ć 833 + 1 9 ,9

37 0 -0 ,036  $$0 +0,000 750 -0 ,0 9 2  097 -0 ,0 3 9  468 +0,000 101 0 +2,059 ПО -0 ,0 4 1  750 +0,116 717 +2,197 070 -0 ,0 0 5  636 -  2 ,4
33 0 -1 ,030  560 +0,943 620 4-0,69? 193 -0 ,7 6 0  554 - 0 ,6 3 9  094 0 + 1 ,1 1 1  520 -1 ,0 2 4  590 -0 ,7 5 2  235 +0,820 597 +0,639 549 -3 6 ,4

а +0 ,0 5 6  ало +2,064 880 -0 ,2 0 3  605 -0 ,0 0 6  535 -1 ,6 8 0  812 0 + 0 ,0 0 0  680 +0,038 960 -0*003 342 -0 ,0 0 0  124 -0 ,0 3 1  713 -  3 ,6
0 + 0 , »  250 + 1 ,3 5 2  500 -1 ,0 9 5  470 -0 ,9 3 3  169 -1 ,2 4 7  005 0 + 0 ,7 1 4  350 +0,984 620 -0 ,7 9 7  502 -0 ,6 7 9  347 -0 ,9 0 7  820 -1 8 ,6



Tabela V

ZESTAWIENIE NAJBARDZIEJ PRAWDOPODOBNYCH WARTOŚCI WSPÓŁCZYNNIKÓW WIELOMIANÓW STANOWIĄCYCH MODEL 
WEKTOROWEGO POLA PRZH-IIESZCZEK SIECI

W spółczynnik oo k10 к o H k l l * ° 
■

k02

Składowa

X 0 ,0 -  3 ,8 0 2  186 + 4 ,0 9 3  202 + 5 ,6 4 8  615 -  1 3 ,8 9 3  339 -  4 ,7 5 1  735

У 0 ,0  ' -  2 ,0 5 1  647 -  6 ,4 3 3  119 -  7 ,0 6 5  140 + 1 ,9 7 8  500 -  0 ,3 4 2  683

Tabela VI

ZESTAWIENIE SKŁADOWYCH PRZEMIESZCZEŃ PDNKTbW SIECI /w mm/

Nr
punktu Д х A y ►?

<

Дх^» А у  ip Д у е A x d

<а P aram .jednor. 
doform .

1 2 3 4 5 6 . 7 8 9 10 11 12

1 -  1 3 ,3 8 + 4 ,7 2 + 3 ,4 8 -  0 ,2 9 + 5 ,8 0 + 0 ,4 8 -  2 2 ,6 6 + 4 ,5 3

2 -  18 ,9 5 + 5 ,9 6 + 3 ,4 8 + 2 ,6 1 + 5 ,8 0 -  4 ,3 5 -  28 ,2 3 + 7 ,7 0 Д у0 = 0; Д у 0 .  0

3 4 ,6 4 -  7 ,0 7 -  0 ,81 . + 2 ,9 7 -  1 ,3 5 -  4 ,9 5 -  2 ,4 8 -  5 ,0 9 f = -  3 ,0 7 ?  4?45

4 -  1 5 ,3 7 -1 1 ,2 5 0 0 • -  3 ,3 3 + 2 ,4 3 -  5 ,5 5 -  4 ,0 4 -  6 ,4 9 9 ,6 4

5 -  22 ,1 8 -  0 ,5 4 -  3 ,53 + 0 ,1 7 -  5 ,8 8 -  0 ,2 8 -  1 2 ,7 7 -  0 ,4 3 С »  -  5 ,1 1 7  65?5

6 -  21 ,75 + 8 ,6 7 -  2,52 -  2 ,3 1 -  4 ,2 0 + 3 ,05 -  1 5 ,0 3 + 7 ,1 3

7 -  6 ,7 1 + 5 ,0 7 + 0 ,3 1 -  2 ,7 5 + 0 ,5 1 + 4 ,'58 -  7 ,5 3 + 3 ,2 4

8 -  1 1 ,1 3 + 3 ,2 3 + 2 ,6 7 -  3 ,0 8 + 4 ,4 4 + 5 ,1 3 -  1 8 ,2 4 + 1 ,1 8

9 + 0 ,4 8 -  0 ,2 9 + 0 ,2 6 + 0 ,2 5 + 0,42 -  0 ,4 1 -  0 ,2 0 -  0 ,1 3
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