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O bledach Srednich wspélrzednych
w sieciach niezaleznych

1. Wstep

W niezaleznych sieciach geodezyjnych bledy s$rednie wspéirzednych
zalezg od:

— konstrukeji sieci,

— dokladnosci pomiarow,

— wyboru parametrow stalosci, ktorymi moga by¢ np. wspoirzedne
punktow zatozonych jako state.

Liczbe i rodzaj parametréw statosci przyjmuje sie tak, aby sie¢ byla
wyznaczalna, zwazajac jednoczesnie na to, aby nie powstaly dodatkowe
warunki miedzy wielkosciami obserwowanymi. W typowych sieciach ka-
towych, wyréwnywanych na plaszczyznie, w ktorych wielkosciami mie-
rzonymi sa wylacznie katy lub kierunki, jako elementy state, przyjmowane
sg zazwyczaj wspolrzedne x, y dwoch punktow. Na rysunku 1 pokazano
szkic przykladowej sieci, na ktorym oznaczono punkty state a i b.

.
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W wyniku wyréwnania tej sieci przy zalozeniu stalosci punktow a, b
uzyskuje sie jednokolumnowy krakowian wspoéirzednych wyznaczanych
w sieci:

x (a, b), (1)
krakowian wspoélczynnikow wagowych

Q(a.b) (2)

oraz btad jednostkowy m.
Przy wprowadzonych oznaczeniach bledy Srednie wspoirzednych punk-

tu ¢ mozna wyrazi¢ wzorami:

My (@, b) = M) Quizi: 1544 @
My (@, D) = MV Qyiyi, %D

gdzie Qui i, Quiyi sa odpowiednimi elementami przekatnej krakowianu

Q (a, b).

2. Bledy Srednie wspélrzednych jako funkcje parametrow stalosci

W niektérych zagadnieniach geodezji inzynierskiej dotyczacych bada-
nia odksztalcen wykonuje sie¢ analize przesunie¢ punktéw sieci, przy czym
zachodzi potrzeba obliczania bledow srednich wspoéirzednych przy réznych,
dowolnie wybieranych parach punktow staltych. Bledy $rednie wspoirzed-
nych punktu i odpowiadajace zalozeniu statosci punktéw p, 7

Myi(P, 7).
4
my(p, 1) , @

moga by¢, oczywiscie, uzyskane przez powtoérne wyrdwnanie sieci i obli-
czenie krakowianu
Q.7 (5)

Jest to jednak droga bardzo pracochionna. Przedstawione ponizej wzory
pozwalajg na obliczenie bledéw $rednich (4) w sposéb znacznie latwiejszy,
wykorzystujge jedynie znajomos$é elementéow krakowianu Q (a, b).

Dla obliczenia bledéw Srednich m,(p, 1), m,(p, ) wykonuje sie kolejno:

1) obliczenie przyrostow wspolrzednych

Arep ==, DX =i~ %p, ©)
IAyrp = Yp~— Yr Aypi =Yi— Yp-

2) obliczenie wspolczynnikow

Ax,, Ay
> B —_— —— rp
Az}, 43y}, R A Ay @

Arp =
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_ | Arp Ayp | _ | A% Ay |
a | B —anl B=| A B (8)
3) zestawienie jednokolumnowych krakowianow wspoélezynnikow
1 0
0 1
—ipa—=1 v =] b

fl‘i(p! T) — _bi ' > fyl(p, T = ai_l ' (9)
—ai ‘—‘bi I
b; I -

4) wyszukanie elementow krakowianu Q (a, b) odpowiadajacych wspol-
rzednym x;, Y;, Xy, Ypy &y Yy Oraz utworzenie z tych elementéw symetrycz-
nego krakowianu q (i, p, 7):

l Q.ri,xi Q:/i,:cz Q:rp..ti Q!m..ti Q.rr,:cl Q.ur.:l:i I

Qri.yi yl,yt Qrz‘p.yl Q!/p.yi Q: r.yt Qur.yi

q(,p,1)= b Quizp Quiap epaxp Rupxp Reraxp ‘Qurzp (10)
xi,yp ui, yp rp,yp yp.yp Q.rr.yp er.?/p
Qri.xr Qyi..rr Q.rp,.rr Qyp.xr Q_rr..rr er.:rr
xi,yr le,yr Q.t‘p.!/r va.yr Q:rr..l/r er.!ﬂ
Poszukiwane bledy $rednie otrzymuje sie na podstawie wzorow
Mai(P, ) =MV £2i(P, 7) * @ (i, P, 7) * £(P, 7) (11)

myi(p, 1) = Mol Eyi(p, 1) - a (i P, 1) Byi(p, 1) -
Jesli ktorys z punktoéw i, p, r jest jednym z dawnych punktéw statych
a, b, wowczas przyjmuje sie, ze elementy odpowiadajace temu punktowi
w krakowianie q (i, p,7) sa rowne zero. W szczegélnym przypadku dwa
sposrod punktow i, p, ¥ moga by¢ dawnymi punktami staltymi.

3. Przyklad

Jako prosty przyklad ilustrujacy przedstawiony problem obliczeniowy
wezmy pod uwage sie¢ uwidoczniong na rysunku 2.

Wspolrzedne przyblizone punktow sieci wynosza:
i T Yi
1 1800,00  1000,00
2 1000,00 1100,00
3 1500,00  2300,00
4 2600,00 2700,00
5 800,00  3400,00
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Sie¢ te wyréwnano uwzgledniajac 12 pomierzonych katéw oraz przyj-
mujac, ze punkty 1, 2 sg state. W wyniku uzyskano:

a) krakowian Q (1, 2) dla wspéirzednych uporzadkowanych w kolejno-
Sci 3, Y3, T4, Ys, Ts, Ys

2.367 0,306 3,164 —1463 3914 1949
0396 5681 4923 6,873 —3,046 9,832
) 3164 4923 14156 5285 —0,146 14669
QL2 =) 1463 6873 5285 11,983 —8,663 11,889
' 3914 —3,046 —0,146 —8,663 14,127 —8,318|

1,949 9832 14,669 11,889 —8,318 27,879

4
1
5
2
Rys. 2
b) btad jednostkowy m, = 2,456¢°,
¢) bledy srednie wspélrzednych
i ml‘i(17 2) myi(l, 2)
3 0,038 0,059
4 0,092 0,085
5 0,092 0,130

oraz nie wykazywane tutaj wspoélrzedne wyréwnane.
Stosujgc wzory (6)—(11) przy zalozeniu stalosci punktow 4, 5 otrzymuje
sie nastepujace wartosci btedéw Srednich wspélirzednych:

i mu(4,5) my4,5)
1 0,080 0,080
2 0,094 0,075
3 0,046 0,024
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Analogicznie mozna obliczy¢ bledy Srednie przy zalozeniu stalosci in-
nych punktéow, np. punktow 2, 5:

i mu(2,5) mu2,5)
1 0,048 0,029
3 0,020 0,051
4 0,059 0,081

Jako wspolrzedne punktow przy nowych parametrach statosci moga by¢
przyjmowane wspoéirzedne tych punktow uzyskane z poczatkowego wy-
rownania lub tez jakiekolwiek inne wspoirzedne powstate z wyréwnanych
przez dokonanie czteroparametrowej transformacji o rézniczkowych zmia-
nach wspoélczynnika skali oraz kata skretu.

4. Uzasadnienie wzorow

Niezalezna sie¢ kgtowa zawiera punkty a, b, ¢...p, r...t. Sie¢ te wy-
rownano przy zalozeniu stalo$ci wspélrzednych punktow a, b

Lay, Yay; Tbvy, Yo,
uzyskujac wspoéirzedne
X, Yiy i=C...p,T...t. (12)
Nalezy obliczy¢ bledy srednie wspolrzednych punktu i w tej sieci przy
zalozeniu, ze punktami stalymi sg punkty p,r, zas punkty a, b nalezg do
grupy punktéw wyznaczanych.
Wyréwnujge rozpatrywang sie¢ na podstawie ustalonych wspéirzed-
nych punktow p, r
Xy X B T (13)

otrzymuje sie nowe wartosci wspolrzednych pozostatych punktow
X,',Yi, i=a,b,c...,t,
i£p, ik,

Wspoélrzedne X;, Y; mozna w danym przypadku obliczy¢ réwniez na
drodze transformaciji:

(14)

X; = Xp—u (i~ yp) tw (i —xp), (15)
Y; = Yptu (x,—ap) +w (¥i—Yp),

gdzie wspoéiczynniki u, w wyrazaja si¢ wzorami:

i (xp""xr)(Yp—Yr)_(yp—yf)(xp_x")
(Tp— )+ (yp—yr)® ’ (16)
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= (xp =) (Xp—Xr) +yp—yr) (Yo —Y)
(xp—x)*+ (yp—yr)* '

Jak wida¢, wspolrzedne X;, Y; sa funkcjami nieliniowymi 6 zmiennych
Tis Yis Tps Yp» Trs Yr (17

wyrownania dokonanego przy zaltozeniu stalosci punktow a, b.
Utozsamiajac bledy s$rednie tych funkcji z bledami $rednimi rézniczek
zupelnych:

eX; 2 X eX
X, = —axd p 2%y . B ,,+V~d +°_, d,+ 22 gy, ;
o O%p odr (18)
OY ?Y, i (}YQ (Y1 0Y1 oY;
1= - - -+ - - - d e
ay oz, }- ‘ expd;r,, +-,Cypdyp drr-i— 5% Yr

oraz stosujac oznaczenia podane w rozdziale 2, otrzymuje sie bezposrednio
wzory postaci (11):
May(P, 1) = Mol Lxi(P, ) - 4 (i, P, 7) * Ea(p, ) :
l/‘(p’ T) mgl f!/l(pr T) q (7' p’ T) f'ﬂ(pJ T)

We wzorach tych f, f,; sa krakowianami pochodnych czastkowych

8% Y,
éx; cXy
2, Y,
oY Y
2X; 'GYg
frlp, ) = f;’(‘: ; £(p,7) = "jf;: (19)
Yp %Yp
20X, 2Y;
ox, oxy
eX oYy
Yy 2y,

Pochodre te, uzyskane na drodze zmudnego i malo interesujacego roz-

niczkowania przy zalozeniach upraszczajgcych
Tp— % ~ Xp—X,, (20)
Yp~Yr = Yp_Yra

podano wzorami (6)—(9).
Warto zaznaczyc, ze krakowian wspoélczynnikéw wagowvch odpowiada-
jacy zalozeniu stalosci punktéw p, » mozna obliczy¢ z wzoru

Q) =1f({m 1) Qb f(p), (21)
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gdzie f (p, 7) jest krakowianem kwadratowym, ktérego kolumny utworzone
s3 z elementow kolumn

fu(, 7)., fulp,m) 1=abc...t (22)
ikp i£T
odpowiednio uporzadkowanych w wierszach, zgodnie z kolejnoscia punktow
przyjetych w wyréwnaniu uwzgledniajacym stalos¢ punktéow a,b,c...
oD Woorns g s

5. Zakonczenie

Przedstawiony w niniejszej pracy algorytm obliczania bledéw Srednich
wspolirzednych jako funkcji parametrow stalosci zostal zaprogramowany
w jezyku ALGOL 1204 dla celéw analizy przemieszczen poziomych na ob-
szarze Slaska.

Podane wzory odnosza sie do niezaleznych sieci katowych. W analogicz-
ny sposdb moga by¢ wyprowadzonz wzory dotyczgce innych rodzajow nie-
zaleznych sieci geodezyjnych.
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EZKM TA3BA3UILIKU

OB OIIMEKAX CPEJIHMUX KOOPAMHAT B HESABUCHUMBIX CETAX

PeszwwMme

IIpu mM3MepeHMAX INepeMelleHuyn M AedOpMaumMM CTPOEHMI IIPM ITOMOIM I'eoje3u-
YECKMX MeTOJ NOABJseTCs HeoOXOAMMOCTH BBIYMCIEHMA OIUMDOK CPeAHMX KOOPAMHAT
MYHKTOB TPUAHIYJIALUMOHHOM CETM NPM Pa3JIMYHBIX, IOOYEPEJHO BhIOMpaeMbIx, rapax
IIOCTOAHHBIX IIYHKTOB.

B cratbe NPUBOAATCA IIPOCTble (hOpMyabl A BBIUMCICHUS OMIMOOK CpeaHux
KOOpPJAMHAT &j, Yi NYHKTA i B CeTH, KaK PYHKUMM KOOPAMHAT Xp, Yp, Ty, Yr, ABYX IYHK-
TOB P, T, Ob1 3/1JaH KPAKOBAH BECOBBIX K03MMUIMEHTOB, BBIYMCICHHbBIT OJAMH pa3 nIpu
IPOM3BOJILHO PACIIOJIOKEHHOM Tape IOCTOAHHBIX ITYHKTOB.

IIpumeHeHne 5TuX OPMYJI 3HAYUTEJHHO INPOLIE, YEM HE3aBUCHMMOE BbIUYMCIEeHMUe
OlMBOOK CPeJHMX KOOPJAMHAT AJA KaxKJ0M M3 BbIOPAHHBIX Iap IMOCTOAHHBIX IMYHKTOB.

JERZY GAZDZICKI
VARIANCES OF POINT COORDINATES IN INDEPENDENT NETS

Summary

In geodetic measurements of terrain movements and structures deformations
arises the need of computing the variances of point coordinates in triangulation net
with the different succesively chosen pairs of fixed points.

In the paper the author gives simple formulae for calculation of variances of
net point coordinates i, y; as a function of coordinates x,, ¥p, Xr, ¥» of the two points
p, r taken as the fixed points. The variance-covariance matrix for the two optionally
chosen fixed points a, b is assumed to be known.

Application of these formulae is much simpler than computing the variances for
every pair of fixed points separately.
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