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Pare uwag o wzorach wyznacznikowych do obliczania
kwadratu objetoSci czworoScianu, przy znanych dlugosciach
jego krawedzi

1.

Przyrodnicy opowiadajg niekiedy o zabawnym nieporozumieniu, spro-
wadzajacym sie do tego, ze autor pewnej poczytnej ksigzki przyrodoznaw-
czej podal w niej rysunek, ktory blednie przedstawial gniazdo legowe
budowane przez kreta, liczni za$ autorzy prac pdzniejszych, opierajac sie
na autorytecie autora wspomnianej ksigzki, rysunek ten w dobrej wierze
powtarzali. Poniewaz jednak rozkopanie gniazda kreta nie jest czynnoScia
trudng, po pewnym czasie nastapila ,,weryfikacja”, wykazujaca fantastycz-
nos$¢ owego popularnego rysunku.

Pozornie wydaje sie, ze tego rodzaju nieporozumienia w dziedzinie
matematyki, nazywanej tak chetnie ,,krélowa nauk”, sa raczej wykluczone.
A jednak...

2.

W fotogrametrii, przy rozwigzywaniu przestrzennego wciecia wstecz
zachodzi czesto potrzeba obliczenia kwadratu objetosci czworo$cianu. Od-
powiednie wzory, wyrazajace te wielko§¢ w rézny sposéb, mozna znalezé
w wielu dzielach matematycznych.

W ksigzce ,,Sprawocznik po matiematikie” I. N. Bronsztejna i K. A. Sie-
miendiajewa, nota bene — w ksigzce bardzo warto$ciowej, jak roéwniez
w adaptacjach polskich tej ksigzki — ,,Poradnik encyklopedyczny mate-
matyka”, PWN 1959 oraz ,Matematyka — Poradnik encyklopedyczny”,
PWN 1968, znajduje sie rowniez taki wzoér na kwadrat objetosci czworo-
$cianu wyrazony przez kwadraty jego krawedzi, lecz wszedzie podany jest
z bledem. Ma on tam mianowicie posta¢ nastgpujaca
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gdzie a, b, c jest trojkg dlugosci krawedzi czworoscianu, zbiegajacych sie
we wspolnym wierzcholku O, za$ p, q, 1 — odpowiadajaca im trdojka diu-
gosci kolejnych krawedzi nie sasiadujacych z poprzednimi (to znaczy, ze
krawedz a nie styka sie z krawedzig p, krawedz b nie styka sig¢ z kra-
wedzia q, za$§ krawedz ¢ nie styka sie z krawedzig 7). V jest objetoScig
czworo$cianu (rys. 1).

Latwo jednak zauwazy¢, ze wzor taki sluszny by¢ nie moze. Rozwijajac
bowiem napisany wyznacznik wedlug elementow ostatniej kolumny, otrzy-

Rys. 1

mamy pie¢ podwyznacznikéw Ds;, Dss, Dss, Dsq i Dss, z ktorych cztery
pierwsze beda wyrazeniami 6 stopnia wzgledem dlugosci krawedzi, za$
ostatni, tj. podwyznacznik Dss; bedzie wyrazeniem stopnia 8 wzgledem
dtugosci krawedzi. Poniewaz za$ kwadrat objetosci powinien by¢ wyraze-
niem 6 stopnia wzgledem dlugosci krawedzi, wzér mogtby by¢ ewentualnie
stuszny tylko wtedy, gdyby podwyznacznik Dss byl tozsamosciowo zerem,
co tu jednak nie zachodzi.

Blad we wzorze (1) polega na tym, ze jako ostatni element gléwnej
przekatnej tabeli wyznacznikowej podano w tym wzorze jednos¢ zamiast
zera. Poprawna posta¢ wzoru jest nastepujaca:

0 ¥ g a1

; > 0 p* B 1

V= oo g p* 0 ¢ 1 | (wzér poprawny) (2)
81 a2 b ¢ 0 1
: 2 2 A1 0

Podwyznacznik Dss; bedzie tu nadal wyrazeniem 8 stopnia wzgledem
dlugosci krawedzi, jednak w wyniku rozwiniecia tabeli wyznacznika we-
dlug ostatniej kolumny podwyznacznik ten zostanie pomnozony przez zero,
wskutek czego wszystkie skladniki rozwinigecia beda juz, jak by¢ powinno,
wyrazeniami 6 stopnia wzgledem dlugosci krawedzi. Takie ,sprawdzenie
wymiaréw” nie stanowi oczywiscie dowodu stusznosci wzoru (2), méwimy
jednak o nim wylacznie w tym celu, aby zwréci¢ uwage czytelnika na to,
ze blad we wzorze (1) pojawil si¢ prawdopodobnie przez omylke zecera,
od razu w pierwszym wydaniu, lecz mogl by¢ latwo zauwazony przez
matematyka, korygujacego tekst, od jednego rzutu oka na posta¢ tabeli
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wyznacznikowej. Oczywiscie ,,rozkopanie kretowiska” daloby sie tu prze-
prowadzi¢ na bardziej prymitywnej drodze przez obliczenie wg wzoru (1)
kwadratu objetosci jakiegokolwiek prostego czworoscianu, ktérego obje-
tos¢ latwo jednoczesnie wyznaczy¢ bezposrednio. Nie wszyscy jednak ma-
tematycy lubig ,,para¢ sie liczbami” i przeprowadza¢ liczbowa weryfikacje
stusznosci wzorow. Wydaje sie jednak dziwne, ze pozwalajaca sie tak
latwo skonstatowaé¢ w omoéwiony sposéb bledno$é¢ wzoru (1) nie zostala
zauwazona w wielu kolejnych wydaniach.

3.

Zwiazek miedzy kwadratem objetosci czworoscianu i kwadratami jego
krawedzi mozna uwaza¢ w naszej literaturze matematycznej za zwiagzek
specjalnie ,,pechowy”. Oto bowiem w ksigzce — réwniez bardzo warto-
$ciowej — M. Starka ,,Geometria analityczna” (Warszawa 1951) na str. 47
znajdujemy nastepujacy wzor:

1 A mI—P—B mi-12-B ’
V=g | MU0 21; mi—13—1 |(wzér bledny) (3)
m—P—1 m—-1 212

gdzie przez l,, l,, l3 oznaczono tréjke dlugosci krawedzi zbiegajacych sie
we wspélnym wierzchotku O, za$§ przez m,, m,, mz — odpowiadajaca im
tréjke krawedzi nie sgsiadujacych, to znaczy ze krawedz l; nie sgsiaduje
z krawedzig m,;. Oznaczenie przyjete u Starka jest wiec przejrzystsze od
oznaczenia przyjetego u Semendiajewa, ale wzor (3), jest roéwniez bledny,
cho¢ blad nie daje sie tak bezposrednio zauwazy¢, jak we wzorze (1).

Bledno$é wzoru (3) polega mianowicie na tym, ze w tabeli wyznacznika
wszystkie elementy polozone poza przekatna gléwna podane sg z prze-
ciwnym znakiem. Poprawna posta¢ wzoru jest wiec nastepujaca:

2lf L+ lg—mg i+ 2—mi
V2 = 3-2% B+ —m3 2, B+13—mi | (wzér poprawny) (4)
lf—i—lg—m: lf:’ -Hi—mf 2l§

Aby stwierdzié¢ bledno$¢ wzoru (3), wystarczylo np. zauwazyc¢, ze
z wzoru tego wynika jawnie niesluszny wniosek, méwiacy iz objetos¢
kazdego czworoscianu, ktérego wszystkie krawedzie sa sobie rowne, jest
zerem. Jezeli bowiem dla przypadku réwnosci wszystkich krawedzi, czyli
dla przypadku:

L=m=k (i=1223)
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zastosujemy wzor (3), otrzymamy:

(| 2 ke —
Vi=—| —k? 2k2 —K?
288 _j2 g2 gk

Tabela wyznacznika ma tu jednak kolumny liniowo zalezne (kazda
z nich jest sumg kolumn pozostalych pomnozona przez —1), z czego wy-
nika zerowo$¢ samego wyznacznika, prowadzgca do jawnie niestusznego
zwiazku V = 0.

Takie stwierdzenie blednosci wzoru (3) przez skonstatowanie jego nie-
sluszno$ci dla czworoscianow foremnych nie stanowi oczywiscie dowodu
slusznosci wzoru (4). Méwimy o tym — analogicznie jak poprzednio —
wylacznie w tym celu, aby zwrdci¢ uwage czytelnika na to, ze blednosé
wzoru mogla by¢ tu zauwazona przez matematyka korygujacego tekst po
przeprowadzeniu kroétkiego i prostego rozumowania matematycznego,
a wiec bez potrzeby ,parania sie liczbami”.

Na usprawiedliwienie autoréw, przeprowadzajacych korekte swego
dziela, warto przypomnieé¢, ze nie zawsze proces wydawniczy przebiega
rytmicznie. Zdarza sie to czesto pod koniec roku, kiedy ze wzgledu na
brak czasu korekta musi by¢ wykonana i przez autora, i przez wydawni-
ctwo ze zbytnim pospiechem, ze szkoda dla wartosci dziela. '

4.

Z kolei nalezaloby podaé¢ dowody sluszno$ci wzoréw poprawnych (2)
i (4), majacych zastapi¢ wzory bledne (1) i (3). Dowody te mozna przepro-

7.

Rys. 2

wadzi¢, opierajac si¢ np. na ogélnie znanym w geometrii analitycznej
wzorze na objeto$¢ czworoscianu wyrazong przez wspolrzedne prostokatne
jego wierzcholkéw. Zrobimy to na koncu artykulu w punkcie 5. Tu zapro-
ponujemy natomiast jeszcze nieco inny, bardziej przejrzysty, zapis wzoréw
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poprawnych (2, 4), ulatwiajacy ich opanowanie pamieciowe i pozwalajacy
lepiej zauwazy¢ istotne cechy zwigzkow.
Kwadrat objetosci czworoscianu wyrazony przez wyznacznik 5 stopnia
Oznaczmy przez 1, 2, 3, 4 wierzcholki czworoscianu (porzadek nume-
racji dowolny), a przez dy. dlugo$¢ krawedzi miedzy wierzcholkiem i-tym
i k-tym. Z oznaczen tych wynika:

di =dy; oraz dy =0, (5)

a wiec wzor (2) moze by¢ napisany pod nastepujaca postacia, latwa do
zapamietania i nie wymagajaca wyjasnienia rysunkowego:

di, d, dj dj 1
a, d, dz a, 1
288VEi=| 2 & @ g 1 (6)
31 32 33 34
dil d:z di! di4 1
1 i & 1 ®

Wszystkie elementy przekatnej glownej tabeli wyznacznikowej sa tu
rowne zeru. Mozna by wiec postawi¢ zarzut, ze przy obranym sposobie
zapisu (d2na przekatnej) niepotrzebnie wzér skomplikowano. Analogicz-
ne uwagi mozna by wypowiedzie¢ odnosnie elementéw pozaprzekatnych
(dji dj). Jednak wlasnie taki zapis uwidacznia zupelng rownorzednos$é
wszystkich krawedzi, co z zapisu (4) widoczne nie bylo. Ponizej podajemy
przyklad liczbowy, przeprowadzajac rachunek dla czworo$cianu przedsta-
wionego na rysunku 2, gdzie punkty wierzchotkowe @, R, S, T przyjeto
kolejno za punkty 1, 2, 3, 4. Po przeprowadzeniu szczegélowego rachunku
eliminacyjnego otrzymamy wynik:

0 9 16 25 1| |1 0 9 16 25| 51
9 0 4 36 1| |1 9 o0 4 36| 50
288 V:= |16 4 0 49 1|_|1 16 4 0 a9 70
9% 36 49 0 1| |1 25 36 49 o 1
1 1 1 10 6 1 1 1 4
9 —9 —12 T
186 —§ —16 24 19
95 27 33 —35| 60
i 1 @ 1 4
g Siaa.  SOTL 99 48 40| 187
288 144 468 597 —500| 565
18 21 | 87
4071 —17580 |—3509
135 —102 33
det = 6142 | 6142
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Kwadrat objetosci czworoscianu wyrazony przez wyznacznik 3 stopnia.
Oznaczmy przez 1, 2, 3 trzy krawedzie czworoscianu zbiegajace sie w jed-
nym wierzcholku (porzadek numeracji dowolny), przez C;; za$§ carnotian
kata zawartego miedzy i-ta i j-ta krawedzia, czyli sume kwadratéw diu-
gosci tych krawedzi pomniejszong o kwadrat dlugosci krawedzi zamyka-
jacej trojkat wyznaczony przez krawedzie i-ta i j-ta. Niech U, I; i l;; beda
odpowiednio dlugosciami krawedzi i-tej, j-tej oraz zamykajacej tréjkat
wyznaczony przez krawedzie i-ta i j-ta. Przy tych oznaczeniach wspo-
mniany carnotian bedzie mial postaé

Cy=U+—1, (7)
Z powyzszych oznaczen wynika w szczegdlnosci
C,;=C, oraz C,=R+1}—-0=21,
a wzor (4) moze by¢ woéwczas napisany pod postacig nastepujaca:
Cll Clz C13
288 V2= C21 sz Cu (8)
Cai Ci Ca

Nowa posta¢ wzoru charakteryzuje sie wieksza jednolitoscig oznaczen
niz wzor (4). Ponizej podajemy przyklad liczbowy, przeprowadzajac rachu-
nek dla czworoscianu przedstawionego na rysunku 2, gdzie odcinki TQ,
TR, TS przyjeto za krawedzie 1, 2, 3.

Podstawiajac wartosci liczbowe, otrzymamy:

Cj = 52+52—0 = 50,

Cyp = 52+62—32 =52, Cy = 62+62—0 = 72,

Ci3 = 52+72—42 =58, Cy3 = 62-+72—22 =81, Cs3 = T2+72—0 = 98,
skad

50 52 58 896 36

2 3071

288 V:= |52 72 81 =} 36 49 /=6142, V2=6—;§-8-=m
58 81 98 | — 79

Uwagi. Wzor (8) jest oczywiscie wygodniejszy w rachunku liczbo-
wym od wzoru (6). Warto tu zauwazy¢, ze dla wzoru (8) mozna napisac
zupelnie analogiczny wzér na kwadrat poczwornego pola tréjkata.

Oznaczajac mianowicie przez 1, 2 dwa boki tréjkata (porzadek nume-
racji dowolny), przez C;; za$ carnotian kata zawartego miedzy bokiem i-tym
i j-tym, otrzymamy:

Cun Cp

4P)2 = 16P2 =
(4P) s O

©

gdzie P jest polem tréjkata, a wielkosei Cy; i Cyy — jak to wynika z okres-
lenia carnotianu — beda podwojonymi kwadratami dlugosci bokéw obra-
nych za bok pierwszy i za bok drugi.
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Jak wynika z wzoréw (8) i (9) mozna tez napisaé¢ nastepujacy przej-
rzysty wzor na podwojony kwadrat wysokosci czworos$cianu, opuszczonej
na jego podstawe wyznaczong przez krawedzie przyjete za bok pierwszy
i bok drugi trojkata podstawowego (por. rys. 3)

(C:II Clz C18

21 sz C23
= Csy Csy Cyy (10)
Cnh Ci
Cyn Gy

Pojecie carnotianu jest takze wygodne przy rozwigzywaniu tréjkata
o znanych bokach. Cotangens kata w trojkacie jest bowiem réwny jego
carnotianowi podzielonemu przez poczwoérne pole tréjkata.

&4

Rys. 3

Oznaczajac przez A, B, C katy trojkata, a przez P jego pole, mozna to
napisa¢ pod postacig nastepujaca:
car A car B carC
ap ctgB = ap ctgC = 4P (11)
Postugujac sie¢ wzorem (11), unikamy tzw. wzoréw poléwkowych nie-
wygodnych w rachunku bezposrednim. Do obliczenia poczwoérnego pola
trojkata mozna postuzy¢ sie badz wzorem (9), badz tez jednym z wzor6w
ponizszych:
(4 P)2 = a2 car A+b? car B+c2car C; (12)
(4 P)2 = car A car B+car A car C+car B car C. (13)

PrzyjeliSmy tu oznaczenia klasyczne, tzn. katy A, B, C s3 polozone od-
powiednio naprzeciw bokéw a, b, c. Bedzie wigc wowczas np.:
car A = b2+c2—a? itd.
Jest tez oczywiscie, co wynika z twierdzenia Carnota i okreslenia
carnotianu:

ctg A =

car A car B carC
. = : =— 14
Sh . C8B=Soi eosC=Sorp (%)

cos A =
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5.

Uzasadnienie wzoréw. Przy uzasadnianiu wzoréw (2) i (4) bedziemy
nadal poslugiwali sie pojeciem carnotianu kata w trojkacie (por. wzoér 7).
Na rysunku 4 oznaczono przez O wspolny poczatek odcinkéw 1; i 1, przez i
oraz j — konce tych odcinkéw.

Przyrosty wspolrzednych prostokatnych wzdluz odcinkow 1, 1; i Iy,
czyli rzuty odcinkéw Oi, Oj oraz ij na osie ukladu wspélrzednych, bedzie-
my oznaczali odpowiednio przez:

Ax;, Ay;, Az;; Axy, Ay;, Azy; Ay, Ay, Azyy.

Latwo wykaza¢, ze zachodzi tu nastepujacy zwiazek: carnotian kqta
réowny jest podwdjnemu iloczynowi kolumny przyrostéow wspélrzednych
prostokatnych wzdluz jednego ramienia kaqta przez kolumne odpowiada-
jacych przyrostow wzdluz drugiego ramienia kqta, przy czym przez iloczyn

¢

o~

- 4
Rys. 4

kolumny przez kolumne rozumiemy sume iloczynéw elementéw obu ko-
lumn odpowiadajacych sobie polozeniem.

Istotnie, rzuty odcinkéw Oi, Oj, ij, na osie ukladu spelnia¢ musza
zwigzki:

Azy = Az;—Ax;; Ay, = Ay;—Ay;; Az = Az;— Az,
Podnoszac te zwigzki do kwadratu otrzymujemy kolejno:
Az}, = Ax} +Ax} —2Ax Ax,;
Ay} = Ayi+ Ay} —28y,8y,; (15)
Az} = Az} + Az} —242Az,.

Podsumowanie réwnan (15), przy uwzglednieniu, ze suma kwadratéow
przyrostow wspolrzednych prostokatnych wzdluz odcinka réwna jest kwa-
dratowi dlugosci tego odcinka, daje od razu

B = l; +12—2 (AxAx;+AyAy;+ Az Azy). (16)

Jezeli, zgodnie z umowa, sume kwadratéow bokéw wyznaczajacych kat,
pomniejszong o kwadrat boku przeciwleglego nazwiemy carnotianem kata
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i oznaczymy przez caro lub Cj;, to réwnanie (16) mozna napisa¢ pod
postacia:

Ax; | (Axy Ax;
car a = Cy; = 2{ Ay; {{14y; 1, gdzie Ay, Ay; 1= Ax Ax;+Aydy;+AzA2z; (17)
.\25 AZ_-; AZ: AZ}

Ostatni zwiazek mozna oczywiscie tez napisa¢ pod nastepujacg wygod-
niejsza niekiedy postacia:
Alll't
2]
Az;

co mozna wyslowi¢ w spos6b nastepujacy: Iloczyn kolumny przyrostéow
wspolrzednych prostokqgtnych wzdluz jednego z ramion kqta przez kolumne
odpowiadajgcych przyrostéw wzdluz drugiego ramienia kaqta rowny jest
polowie carnotianu tego kata.
Wezmy teraz znany z geometrii analitycznej wzor na objeto$é¢ czworo-
Scianu, wyrazona przez wspolrzedne prostokatne jego wierzcholkow:
Ty Yo 2 1
=T % 2z 1
il Ty Yy zp 1 2%
3 Y3 23 1
Wzajemna orientacje punktéw wyjasnia rysunek 5, na ktérym ozna-
czyliSmy przez k,, k,, ks dlugosci odeinkéw 1, 2, 3, wychodzacych ze wspol-
nego wierzcholka O i konczacych sie na punktach 1, 2, 3, oraz przez a,,
ay, a3 — boki tréjkata podstawy, polozone naprzeciwko punktow 1, 2, 3.

J

Ay, = ——cara (18)
AZ]

a az

a, ki

Rys. 5

Odejmujac pierwszy wiersz tabeli wyznacznika (19) od wierszy pozo-
stalych i rozwijajac wyznacznik wedlug ostatniej kolumny tabeli, otrzy-
mamy nastepujacy zwigzek:

Ax, Ay, Az
6V=—| Ax, Ay, Az (20)
| Axg Ay; Az
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We wzorze powyzszym zastosowano uzywane juz uprzednio skrécone
oznaczenia przyrostow wspolrzednych prostokatnych Ax,, Ay,, Az, wzdluz
u-tego odcinka (v = 1, 2, 3), na przyklad x,—x, = Ax, itd.

Znak wielkosci V obliczonej z wzoru (19) lub (20) bedzie dodatni lub
ujemny, zaleznie od przyjecia takiej czy innej umowy, dotyczacej upo-
rzadkowania numeracji punktéow w tréjkacie przyjetym jako podstawa
czworoscianu (przy okreslonym obiorze osi).

Jezeli natomiast przejdziemy do wzoru na kwadrat wielkos$ci V, umo-
wy dotyczace uporzadkowania numeracji stang si¢ zbyteczne. Mozemy
wiec — nie stawiajgc juz zadnych ograniczen dotyczacych uporzadkowa-

nia numeracji punktéw w tréjkacie podstawowym czworoscianu — na-
pisac:
Az, Ay, Az, |® Az, Ax, Ax; |2
6Vi= Az, Ay, Az, | = | Ayy Ay, Ay (21)
Ax; Ay; Az Az, Az, Az

gdzie poddaliSmy tabele wyznacznika transformacji, aby przyrosty wspol-
rzednych Ax,, Ay,, Az, (v =1, 2, 3), znalazly sie w tych samych kolum-
nach. Poniewaz w mys$l twierdzenia Cauchy-Bineta o mnozeniu wyznacz-
nikéw, tabela kwadratu wyznacznika bedzie zawierala w u-tej kolumnie
elementy réwne iloczynom u-tej kolumny tabeli wyznacznika podnoszo-
nego do kwadratu przez kolejne kolumny tej tabeli, w my$l za§ uzasad-
nionego juz zwiazku (18) iloczyn kolumny przyrostow wzdluz jednego ra-
mienia kata przez kolumne przyrostéw wzdluz drugiego ramienia kata
zastapi¢ mozemy przez polowe carnotianu odnosnego kata, przeto wzoér (21)
mozna napisa¢ pod postacia:

1
‘2‘ Cn E C12 2 Cl 8
1 1 1
36 V2 = E’ C:” "2-' C22 —5‘ C2:| . (22)
1 1 1
E Cst E cs-z ’5 Css
Po pomnozeniu obustronnym przez 2-2-2 = 8, otrzymamy:
cll Cl2 Cl3
288V2=|C, C, Cy (23)
C3l C32 C33

czyli zwiazek (8), w ktorym kazdy element tabeli wyznacznika wystepuje
jako carnotian. Stosujac oznaczenia przyjete w ksigzce M. Starka, gdzie
podano wzor (3), a wiec oznaczajac przez l,, l,, I3 trojke krawedzi zbiega-
jacych sie we wspoélnym wierzchotku O a przez m,, m,, m; — odpowia-
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dajaca trojke krawedzi nie sgsiadujacych, bedziemy otrzymywaé odpo-
wiednio:
Ch=U0+1—-0=2l;
Ci. = B+l - m]itd,;
co wykazuje stuszno$¢ wzoru (4), a nie wzoru (3), w ktérym, jak widac,
elementy pozaprzekatne podane sa z przeciwnym znakiem.
Przejdzmy obecnie do uzasadnienia wzoru (6) wyrazajacego kwadrat
objetosci czworoécianu pod postacia wyznacznika 5 stopnia.
Jezeli przyja¢ oznaczenia podane na rysunku 5, a wiec oznaczy¢ przez
ki, k,, k; krawedzie czworo$cianu wychodzace ze wspolnego wierzchotka O
oraz przez a,, a, az; odpowiadajace , krawedzie nie sgsiadujace”, to wzor
(23), po przyjeciu krawedzi k,, k., ks za pierwsza, drugg i trzecia, przy-
bierze postaé¢ nastepujaca:

3
288 V* = | k2 + k2—a? 2k? k24-k2—a?
Kdki—a2 ki+ki—a? 2Kk

2k k24 kE—a m+@—q'
(24)

Poddajmy tabele wyznacznikowa dwukrotnemu obrzezeniu nie zmie-
niajgcemu wartosci wyznacznika. Najpierw dopiszemy czwarta kolumne
zawierajaca k2, kj, k! i jedno$¢ oraz czwarty wiersz zawierajacy trzy zera
i jedno$é¢, a nastepnie piata kolumne zawierajaca cztery zera i jedno$¢
oraz piaty wiersz zawierajacy kj, kj, k?, zero i jednoé¢é. Réwnanie (24)
przybierze wowczas postaé:

2k?  k2+ki—a? kitki—al k2 O |
K2 42 —az okz  kifki—a? kI O
288 V? = | kit+ki—a2 ki+ki-a? 2k k2 0 (25)
0 0 0 1 0
K2 K2 k2 0 1

Wykonajmy z kolei dwa nastepujace przeksztalcenia tabeli wyznaczni-
ka (25), nie zmieniajgce warto$ci wyznacznika, a majace na celu usunie-
cie elementéw k? z lewego gérnego naroza tabeli:

1. Odejmiemy czwartg kolumne tabeli (25) od kolumn pierwszej, dru-
giej i trzeciej, co spowoduje, ze na miejscach pierwszych trzech zer wier-
sza czwartego ukaza sie minus jedno$ci, w pierwszych za$ trzech kolum-
nach elementy pierwszego wiersza zmaleja o k? , elementy drugiego wier-
sza zmaleja o k%, a elementy trzeciego wiersza zmaleja o k2.

2. Odejmiemy piaty wiersz tabeli od wierszy pierwszego, drugiego
i trzeciego, co spowoduje, ze na miejscach pierwszych trzech zer kolumny
piatej ukaza sie minus jednos$ci, w pierwszych za§ trzech wierszach ele-

2 Prace Instytutu — Tom XVII
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menty pierwszej kolumny zmalejg o ki, elementy drugiej kolumny zma-
lejg 0 k2, a elementy trzeciej kolumny zmaleja o k. W wyniku opisanego
przeksztalcenia réwnanie (25)przybierze postaé¢ nastepujaca:

0 —a} —a} k¥ -1
—a3 0 =a} K —1
288V:= | —a} —a} 0. .k =1 (26)

-1 -1 -1 1 0
k3 k2 ki 0 1
Aby uporzadkowaé ten wzoér przestawimy wiersz czwarty na miejsce
piatego i odwrotnie, aby za$ znak wyznacznika zmianie nie ulegl, pomno-
zymy przez minus jedno$¢ elementy czwartego (w nowym uporzadko-
waniu) wiersza. Bedzie wowczas:

0 —=af ~af kB =i
—aj 0 —a! K —1
288V?= | —a2 —a? 0 Kk -1 (27)

=k =k =K 0 =1
-1 -1 -1 1 0
Po pomnozeniu nastepnie przez minus jedno$¢ pierwszej, drugiej, trze-
ciej i piatej kolumny, co nie zmieni warto$ci wyznacznika, a da wzor
o elementach dodatnich, otrzymamy:

0 a a k1
ai 0 a} ki 1
288V:= |a2 a? 0 kI 1 (28)
kB kI Kk 0 1
I 1 a4 1. 10

Poniewaz zero moze by¢ uwazane za kwadrat odleglosci réwnej zeru,
wiec od razu widzimy (poréwnaj wzor 28 z rysunkiem 5, na ktérym punkt
oznaczony literg O bedzie punktem czwartym), ze kwadrat objetoSci czwo-
ro$cianu, pomnozony przez liczbe 288, jest réwny wyznacznikowi pigtego
stopnia, ktérego tabela w j-tym rzedzie dla j= 1, 2, 3, 4 zawiera kwa-
draty odleglosci kolejnych wierzcholkéw od wierzcholka j-tego oraz jed-
no$é, a w ostatnim wierszu i ostatniej kolumnie — zero. Pozwala to, przy
oznaczeniu przez d; dlugosci krawedzi miedzy wierzcholkiem i-tym
1 k-tym, napisaé¢ wzor (28) pod postacia (6), ktora wydaje si¢ najprostsza.

Jezeli na rysunku 1, podanym w ksiazce, w ktorej przytoczono wzér (1),
przyjmiemy odpowiednio:

punkt zbiegu krawedzi a, r, g za punkt 1,
punkt zbiegu krawedzi b, p, r za punkt 2,
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punkt zbiegu krawedzi ¢, p, q za punkt 3,
punkt zbiegu krawedzi a, b, ¢ za punkt 4,

to wowczas
dyy =dy =T, di3 =dg = q, dyy =dy =a,

dy3 = dg = p, dog = dygp =
d3qy = dg3 = c.

l
8

Podstawiajac te wartosci do wzoru (28) przy uwzglednieniu di; = 0,
ofrzymamy:

0 r q* a® 1
1 r? 0 p? b? 1

V2 = 288 q* p’ 0 1 (29)
a? b? c? 0 1

1 1 1 1

a wiec wzor (2), a nie (1). Bledno$¢ wzoru (1) polegala wiec istotnie jedynie
na umieszczeniu jedynki jako ostatniego elementu glownej przekatnej
w tabeli wyznacznikowe] zamiast zera.

W przeprowadzonych tu dowodach nie poslugiwaliSmy sie rachunkiem
wektorowym, uwazajac, ze wprowadzanie poje¢ wektorowych do rozwia-
zania zadania wyznaczenia objetoSci czworoscianu z dlugosci jego kra-
wedzi byloby tak samo sztuczne, jak np. wprowadzanie tych poje¢ do roz-
wigzania zadania wyznaczenia pola tréjkata z diugosci jego bokéw. Latwo
zauwazy¢, ze z punktu widzenia poje¢ wektorowych wielko$é, ktéra na-
zywaliSmy carnotianem kata zawartego miedzy dwoma odcinkami o wspol-
nym wierzcholku, bedzie réwna iloczynowi skalarnemu tych odcinkow
pomnozonemu przez dwa.

Omawiajac wyzej przydatno$é pojecia carnotianu, podaliSmy wzor (9)
pozwalajacy obliczy¢ kwadrat pola trojkata i majacy posta¢ analogiczna
do wzoru (8) pozwalajgcego obliczy¢ kwadrat objetosci czworoscianu za
pomoca wyznacznika 3 stopnia. Zestawimy ponizej oba te wzory:

cll Cl2 Cl3
288V2=|C, Cp Ca (30)
C3l C32 C33

gdzie C;; oznacza carnotian kata miedzy i-ta i j-ta krawedzig czworos$cianu
przy dowolnym zanumerowaniu dowolnie obranego peku trzech krawedzi.

Cn Crn (31)
Ca Cy

16P3=|

gdzie C;; oznacza carnotian kata miedzy i-tym i j-tym bokiem tréjkata
przy dowolnym zanumerowaniu dowolnie obranych dwo6ch bokéw.

2¢
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Analogicznie do wzoru wyrazajacego objetos¢ czworoScianu przez wy-
znacznik 5 stopnia mozna réwniez napisa¢ wzoér dla pola tréjkata, jednakze
analogia nie bedzie tak pelna, jak w wypadku wzoréw carnotianowych,
gdyz w analogonie otrzymamy tu ujemna warto$¢ pola trojkata. Odnosne
wzory maja posta¢ nastepujaca:

@ 4 @ a
dy dj dy dj
288V? = | df, dj, dg; aj,
i, d, di d
1 1 1 1 0
gdzie d;; oznacza dlugo$é¢ krawedzi czworo$cianu miedzy i-tym i j-tym
wierzcholkiem — przy dowolnym zanumerowaniu wierzcholkéw.
dil diz dfs 1
_rgpa | B A
dg, df, di 1
1 1 1 0]
gdzie d;; oznacza dlugo$¢ boku tréjkata miedzy i-tym i j-tym wierzchol-
kiem — przy dowolnym zanumerowaniu wierzcholkow.

(32)

I

(33)

Wyprowadzenie wzoréw (30) i (32) podaliSmy szczegélowo, poniewaz
wyprowadzenie wzoréw (31) i (33) mozna przeprowadzi¢ w sposéb zupel-
nie analogiczny, wiec je tu pomijamy.

Rekopis dostarczono Redakcji w paZdzierniku 1969 r.



CTED®AH XAYCBPAH/AT

HECKOJIBKO 3AMEYAHUM O JAETEPMMHAHTHEIX $HOPMVYJIAX
JJId PACYETA KBAIPATA OBBEMA TETPASIPA HA OCHOBAHUM
MU3BECTHOM IJIMHEL ETO T'PAHU

Pesome

ABTOp OoTMEYaeT, 4TO JeTepMHHAHTHble (GOPMYJBl JIA pacuéra KBajpara o0bEMa
TeTpasjpa Ha OCHOBAHHH H3BECTHOH JJIMHBI €ro I'PaHH, JaHbl HEIPABHJIBHO BO MHOTHX
XOPOIIHX H OY€Hb PACHPOCTPAHEHHBIX y4eOHHKAX, NPHYEM OIIHOKH HE BCErja HMEIOT
xapaxrep onedamox. [lamee mpejjaraercd TPHMEHATh HECKOJIBKO APYLYI0 CHMBOJHKY,
KOTOpas AoJuKHaA 3jesiaTh (GopMy/bl 6ouiee TMOHATHBIMH H OOJIEIYHTh HX 3allOMHHAHHE.
W HaroHel, NPHBOAATCHA JOKA3aTEIbCTBA TPABHIBHOCTH (HOPMYJ, OCHOBAHHBIX Ha (hop-
MyJie, Bblpazkamolleii o0bEM Terpasjgpa 1IPH IIOMOLIH IIPAMOYIOJIBHBIX KOOPAHHAT ero
BEPIIHH.

STEFAN HAUSBRANDT

SOME COMMENT ON DETERMINANT FORMULAE FOR COMPUTING
THE SQUARE OF THE VOLUME OF A TETRAHEDRON FROM
THE LENGTHS OF ITS EDGES

Summary

The author asserts, that the determinant formulae for computing the square
of the volume of a tetrahedron from the known lengths of its edges are given
erroneously in several valuable and widely distributed textbooks, and that not
always these errors bear the character of misprints. Moreover, he suggests using
a somewhat different symbology in order to improve the lucidity of the formulae
and to make them easier to remember. Finally he evolves the validity of his own
formulae on the basis of a formula expressing the volume of a tetrahedron by the
orthogonal coordinates of its vertices.
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