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Jednowskaznikowa notacja krakowianowa

W pamieciach elektronicznych maszyn cyfrowych elementy jednowy-
miarowych zespoléw liczbowych, np. kolumn lub wierszy krakowiano-
wych, moga by¢ latwo identyfikowane na podstawie adreséw komorek

pamiegci. Przy zapisie elementéw a4, a;. .. a, kolumny a do kolejnych ko-
morek pamieci o adresach c¢+1, c+2...c+n, polozenie elementu a; okre-

$lone jest bezposrednio adresem c-+i, spelniajgcym w sposéb naturalny
role wskaznika elementéw kolumny.

Krakowiany i macierze sg dwuwymiarowymi zespolami liczbowymi,
ktéorych elementy oznacza sie dwoma wskaznikami. W zwigzku z tym
w programowaniu zachodzi potrzeba przeliczania tych wskaznikéw na
adresy komorek pamieci. Dotyczy to zwlaszcza programowania w je-
zyku maszyny, choé¢ takze przy stosowaniu bardziej zlozonych jezykow
algorytmicznych, umozliwiajacych operowanie tablicami wielowskazni-
kowymi, korzystne jest miekiedy postugiwanie si¢ jednym wskaznikiem
odpowiadajgcym adresowi.

Nie ulega zatem kwestii, ze z punktu widzenia techniki programowania
celowe jest w pewnych przypadkach oznaczanie elementéw tablic dwuwy-
miarowych jednym wskaznikiem. W pracy niniejszej przedstawia sie kon-
cepcje jednowskaznikowej motacji krakowianowej, wraz z przykladami
zastosowan.

1. Podstawowe definicje i wzory

Element krakowianu a o m kolumnach i n wierszach oznacza¢ bedzie-
my piszac
a (h),
gdzie h jest wskaznikiem okres§lajagcym polozenie elementu w tabeli, zwa-
nym krotko adresem.
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Adres przybiera kolejno wartosci 1, 2...n dla elementéw pierwszej
kolumny, n+1, n+2...2n — dla elementéw drugiej kolumny, wreszcie
(m—1)n+1, (m—1)n+2... mn — dla elementéw ostatniej kolumny.

Mamy zatem ogdlnie

a(l) a(nt+l) ... a{m—1)nt1l)
a(2) a(nt+2) ... a((Mm—1)n+2)

a= ... (1)
a(n) a(2n) ... a(mn)

Stosujac notacje jednowskaznikowa zapiszemy tabele krakowianu a
o 3 kolumnach i 4 wierszach w sposéb nastepujacy
a(l) a(5) a(9)
a(2) a(6) a(10)
8= 1a(3) a(7) a(ll)
a(4) a(8) a(l2)

Adres jest wiec numerem biezacym element6éw, przy czym numeracje
prowadzi sie dla kolejnych kolumn, poczynajac zawsze od gory.

Nietrudno zauwazy¢, ze elementowi polozonemu w i-tej kolumnie
i j-tym wierszu, czyli elementowi a;, ; odpowiada adres wyrazony wzorem

h = (i—1) n+j, (2)

gdzie n jest liczba wierszy krakowianu a.
Mamy zatem

a(@i—1ntj) =a,y (3)
Wzor (2) umozliwia obliczenie adresu h na podstawie danych wartosci

wskaznikéw i oraz j. W przypadku, gdy dany jest adres h wskaznik i moze
byé obliczony przy uzyciu nietrudnego do uzasadnienia wzoru

i E(h—;i) $E, 4)

w ktorym wystepuje czes¢ calkowita ilorazu L . Wskaznik i mozna
réwniez oblicza¢ postugujac sie oczywista nieréwnoscia

i—Dn<h<i-n (5)

Znajac i uzyskuje sie j na podstawie wzoru (2) przeksztalconego do

postaci
j=h—(@—1)-n (6)

Wezmy dla przykladu element a (18) czterowierszowego krakowianu a.
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Jest on polozony w piatej kolumnie oraz w drugim wierszu, poniewaz:

i=E(18;1)+1=4+1=5,

j=18—4-4 =2,

Dla lepszego przedstawienia wilasciwosci notacji jednowskaznikowej
zastosujemy ja teraz przykladowo do opisania niektorych pojeé i definicji
algebry krakowianowej.

1. Element przekatny, tj. element polozony w i-tej kolumnie oraz
w j-tym wierszu zaopatrzony jest adresem

P = (i—1) nt+i. (7
2. Krakowian b jest transpoza krakowianu a o m kolumnach i n wier-
szach, tj. b = ta, jesli
b ((i—1)m+i) =a ((i—1)n+j). (8)
3. Krakowian ¢ jest sumg dwoch krakowianéw a, b o m kolumnach
i » wierszach, tj. ¢ = a+b, jesli
c(h)=a(h)+b(h), h=1 2...mn. 9)
4. Krakowian b jest iloczynem liczby z oraz krakowianu a o m ko-
lumnach i n wierszach, tj. b = z - a, jesli
b(h)=2*a(h), h=1 2...mn. (10)

5. Krakowian ¢ jest iloczynem dwoéch n-wierszowych krakowianéw
a, b, tj. ¢ = a-b, jesli

c(hy = Da((i—1)n+k) b ((—1) ntk) (11)
k=1

gdzie wskazniki i, j sa okre$lone przez adres h = (i—1) m-+j, za§ m jest
liczbg kolumn krakowianu b i jednoczesnie liczbg wierszy iloczynu c.

2. Tablice tréjkatne

W wielu zadaniach algebry krakowianowej, a zwlaszcza przy rozwig-
zywaniu ukladéw réwnan liniowych, wystepuja krakowiany symetryczne
i trojkatne. Obydwa wymienione rodzaje krakowianow charakteryzuja sie
tym, ze ich zapis moze by¢ ograniczony do m;—l) elementéw tworzgcych
tablice tréjkatng. Pozostale elementy w pierwszym przypadku moga byc¢
latwo okres$lone na mocy symetrii, zas w drugim przypadku sg z zalozenia
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réowne zeru. Jest rzeczg oczywisty, Ze operowanie tablicami trojkatnymi
zamiast kwadratowymi przynosi duze korzysci, umozliwiajac przede wszy-
stkim lepsze wykorzystanie pamieci maszyny elektronicznej.

Wezmy pod uwage n-kolumnowy i n-wierszowy krakowian a o tablicy
trojkatnej utworzonej przez elementy znajdujace sie na gtownej przekat-
nej oraz powyzej niej

a(l) a(2) ... a<”(" 1)+1>
n(n
o a(3) ... al{—— +?> (12)
a<n(n2+1)>

Podobnie jak to bylo dla tablic prostokatnych, adres h elementu a (h)
jest numerem biezacym powstalym przy numerowaniu elementéw kolej-
nych kolumn poczynajac zawsze od gory.

Adres p; i-tego elementu przekatnego, tzn. elementu polozonego w i-tej
kolumnie oraz i-tym wierszu, wyraza sie wzorem

i(i+41
P = _(-;_) (13)

Korzystajac z powyzszego wzoru mozna zapisa¢ adres elementu polo-

zonego w i-tej kolumnie oraz j-tym wierszu w nastepujacy sposoéb
h = pi_1+], (14)
gdziei=12...n, iz=§, zas pp=0.

Majac dany adres h mozna obliczy¢ wskaznik kolumny i, w ktérej
polozony jest element a (h), na drodze poré6wnywania h z adresami ele-
mentéw przekatnych. Element a (k) znajduje si¢ w kolumnie i@ je$li p;_,
jest najwiekszym z adreséw elementéw przekatnych spelniajacych nie-
roéownose

Pim1 < h. (15)

Z kolei wskaznik wiersza j moze by¢ obliczony na podstawie wzoru (14):

j = h—pi—y. (16)

Istotne znaczenie ze wzgledow praktycznych majg rowniez krakowiany
o tablicach tréjkatnych, przy ktorych zapisie pominieto poczatkowe ele-
menty zerowe, tj. te elementy, ktére rownaja sie zeru i w danej kolumnie
znajduja sie ponad pierwszym, liczgc od gory, elementem roéznym od zera.
W schematycznie przedstawionym ponizej krakowianie o tablicy troj-
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katnej wyrézniono i-tg kolumne zawierajaca z; nie zapisywanych, poczat-
kowych elementéw zerowych.

0

vee 24

0 |
alpa+1)
alpi1+2)

al{piat+i—2i)

almd

W krakowianach tego typu adres p; i-tego elementu przekatnego wy-

raza sie wzorem
i
i(i+1
D= _(-2*._) e 2 2 (17

k=1
za$ adres elementu polozonego w i-tej kolumnie oraz i-tym wierszu —
wzorem
h = piatj—2z, (18)
gdziei=1,2...n, i=j, §>2z, za$ pp=0.

Analogicznie jak w omoéwionym uprzednio przypadku peinych tablic
trojkatnych wskaznik kolumny i moze by¢ obliczony na podstawie danego
adresu h przez poréwnywanie h z adresami elementow przekatnych. Ele-
ment a (h) lezy w kolumnie i jeSli p;_; jest najwiekszym z adreséw ele-
mentéw przekatnych, przy ktéorym

Pi1 < h. (19)
Znajac p;_, oraz z; mozna latwo obliczyé j (18)
j=h—piataz. (20)
Dla przykladu zwroémy uwage na krakowian
12 —11 0 0 0
33 0 21 0
a= 25 0 0
13 1
7
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Trojkatng tablice tego krakowianu zapiszemy w notacji jednowskazni-
kowej pomijajac poczatkowe elementy zerowe wystepujace w kolumnach:
trzeciej (2 elementy), czwartej (1 element) i piatej (3 elementy).

all) al2) - - -
a{3) — al5) —

a= al4) al6) ~—
a7 a(8}
al9)

i= 1 2 3 4 5
21 = 0 0 2 1 3
p= 1 3 4 7 9

Pod tabelg podane zostaly numery kolejnych kolumn i oraz odpowia-
dajace im wartosci z;, p;.
Sprawdzimy wzory (17) — (20) obliczajac:
a) adres ps czwartego elementu przekatnego as4 = 13,
i
Bl ___‘("2“1) - Na- % —(0+0+2+1) =1,
k=1
b) adres elementu az, = 21
h=p_1+tj—2z=4+2—1=05,
¢) wskazniki i, j elementu a (8):
ps =7<<8, zatem i=4+1=35,
j=h—pj_+z=8—T7+3=4.

3. Rozwiazanie ukladu réwnan normalnych metoda pierwiastka
krakowianowego

Niech dany bedzie uklad réwnan normalnych
x-a2t+l-a=0, (21)
powstaly na drodze transformacji Gaussa z ukladu réwnan poprawek
v=x-atl
Celem rozwigzania ukladu réwnan normalnych (21) metodag pier-
wiastka krakowianowego nalezy obliczy¢ krakowian wspélczynnikéw
A =al
oraz kolumne wyrazéow wolnych L = (I-a)- t A1 trojkatnego ukladu

réwnan
x-tA+L=0, (22)
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umozliwiajgcego tatwe obliczenie kolejnych niewiadomych
% = T {Xy; Xioos Zni)e (23)
poczynajac od niewiadomej ostatniej.
Utworzmy krakowian danych poczatkowych b obejmujacy wspétezyn-

niki, wyrazy wolne i sumowe ukladu réwnan normalnych (21) zapisane
ponizej w symbolice Gaussa

[aa] [ab] ... [am] [al] [as]
[bb] ... [bm] [bl  [bs]
= ™ il b 2
uy i)
[ss]+1

W ostatnich dwoch wierszach tréjkatnej tabeli tego krakowianu wpi-
sane elementy [Ul], [Is] i [ss]+1 umozliwiajace obliczenie [vv] oraz do-
starczajgce dodatkowych kontroli rachunkowych. 1)

Obliczajac pierwiastek z krakowianu (24) otrzymamy

A]'l A2,1 ... Am'l Ll Sl
Az’z e Am.z Lz SZ
B — B= e ... 25
Vivo]  Vivvl
1

Elementami krakowianu B sa elementy krakowianu A, kolumny L, ko-
lumny sumowej S = A;+ A+ ... +A,TL, pierwiastki z sumy kwadra-
tow poprawek oraz jedno$é¢ uzyskana na miejscu [ss] 1.

Wzory metody pierwiastka krakowianowego w notacji jednowskazni-
kowej mozna przedstawi¢ w postaci ?)

B<ps>=]/b<pi>— Z (BLkD)?, (26)

k=pj_,+1
gdzie i=1, 2...m+1, m+2,

j-1
B¢y = oo (b<h> = DB (p—k) B (h—k) ), 2
k=1

1) Dodanie jedno$ci do [ss] ma na celu liniowe uniezaleznienie kolumny sumowe]
od poprzednich kolumn krakowianu b, co jest korzystne ze wzgledéw rachunkowych.

2) W nastepujacych tu wzorach nalezy przyjmowaé, ze suma réwna sie zeru,
je$li gébrna granica sumowania jest mniejsza od dolnej.
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gdZie h # Pi, j = h’_pi 1y

2(rym— (B<pm+r>+2x (k) B (Decatr) ). (28)
B< > k=r+1
gdzie r=m, m—1...2, 1.

W przypadku, gdy przy zapisie krakowianu b do pamieci pomijane
sg poczatkowe elementy zerowe kolumn 1, 2...m zawierajacych wspol-
czynniki przy niewiadomych, wzory powyzsze mozna przedstawi¢ w na-
stepujacy sposob

py—-1
B<Pi>='/b<Pz>— Z (B<k)), (29)

k=p;_,+1

gdzie i=1, 2...m+1, m+2,

1 t—-1
B(h) = Rm_>(b<h>‘,§3 (p;—k) * B (h—k) ) (30)

gdzie h = P ji= h—pi._1+zi, za$

:Pj Pi-1 gdy pi—Pi-1<<Kh—piy,
h—pi_y gdy pj—Pj-1>h—piy,

xl{r)=— < (B(pm-{-r)-l- yx B (ptr—k) ) (31)

k r+1

gdzie r =m, m—1...2, 1, za§ sumowaniem obejmuje si¢ tylko te ilo-
czyny x (k) *B (px+r—k), dla ktorych pi+r—k > pr_;.
Przyktad. Dany jest krakowian danych poczatkowych b (24)

[aa] [ab] [ac] [ad] [al] [as] 4 —2 0 0 —-100 ~—8

[bb] [be] [bd] [El] [bs] 2 0 1 2 3

- [ee] [ed] [c1] [es] B 4 —4 4 4
. |dd] [d1] [ds] i 14 —43 —32
[u [is] 263 216

[ss]+1 184

Obliczymy niewiadome x;, 5, X3, 4 oraz J [vv], pomijajac poczatko-
we elementy zerowe i stosujac wzory (29) — (31).
Mamy tu: i=1 2 3 4 5 6
zz=0 0 2 1 0 0
p=1 3 4 7 12 18 (pp=0)

Elementy b (h) uporzadkowane sg w pamieci maszyny wediug adre-
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sow h tworzac ciag

h=1 2345 6 7 8910 11 12 13 1415 16 17 18
b(h)=4 —2 241 —414 —102 4 —43 263 —8 3 4 —32 216 184

Po wykonaniu obliczen wedlug wzoréow (29) — (30) otrzymamy

h=1 2345 67 8 910 1112 13 1415 16 17 18
Bly)=2 —-1121—-28—-5—-3 212 9 —4—1 2—9 9 1

Zgodnie z (25) uzyskaliSmy B (ps) = B (pg—1) = }/[vv] =9 oraz
B (ps) = 1. Stosujac wzér (31) obliczymy teraz niewiadome:

r=4 3 2 1
x(r)y=4 3 —1 2

Jest rzecza oczywista, ze przedstawione wzory moga byé stosowane
nie tylko do ukladéw réwnan normalnych powstatych w trakcie wyréwna-
nia metodg spostrzezen posrednich, ale réwniez do innych rodzajow sy-
metrycznych ukladéw réwnan liniowych rozwigzywalnych metodsa pier-
wiastka krakowianowego.

Jak pokazuje praktyka obliczeniowa, krakowiany wspoélczynnikow du-
zych ukladéw réwnan normalnych zawieraja z reguly znaczng liczbe po-
czatkowych elementéw zerowych, dochodzaca niejednokrotnie do 80--90%
0g6lnej liczby wspoélezynnikow. Zastosowanie wzorow (29) — (31) pozwala
zatem na rozwigzywanie wiekszych ukladéw roéwnan, niz w przypadku
uzycia wzorow (26) — (28), wymagajacych wprowadzenia do pamigci ma-
szyny pelnej tabeli trojkatnej ze wszystkimi elementami zerowymi. Do-
datkowa korzyscig jest tu skrécenie czasu rachunku wynikajgce z pomi-
niecia dzialan na elementach zerowych.

Zagadnienie pomijania w obliczeniach zbednych elementéw zerowych
jest przyktadem specyfiki stosowania elektronicznych maszyn cyfrowych,
jak rowniez przykladem uzasadniajgcym konieczno$¢ dokladnego formulo-
wania algorytméw przeznaczonych do zaprogramowania. Rachmistrz roz-
wigzujacy przy uzyciu arytmometru uklad réwnan metoda pierwiastka
krakowianowego postuguje sie wylacznie kilkoma prostymi wzorami lub
regulami. Podawanie obdarzonemu ludzka inteligencja wykonawcy obli-
czen dodatkowych, trywialnych instrukeji w rodzaju ,,nie mnéz elementow
zerowych” jest oczywiScie nonsensowne. Jak wida¢ nie mozna tego po-
wiedzie¢ w stosunku do elektronicznych maszyn cyfrowych.

Programowanie obliczen z pomijaniem dziatan na elementach zerowych
przedstawiane juz bylo fragmentarycznie w niektérych z poprzednich prac
autora.

Rekopis zlozono w Redakcji w lutym 1969 r.



EIKH TA3/3ULKH

ONHOMHJEKCHAfA KPAKOBAHHAS 3AIINCH

PesoMme

ONeMEHTBl JIByXMEepHBIX TaGJMI OG03HAYAeTCsl ABYMA HHJICKCAMH, M3 KOTOPBIX
OIHH fIBJIACTCA HHIEKCOM KOJIOHHBI, a BTOPOil — cTpokd. IIpH COCTaBJIEHHH aaropud-
MOB BBIYHCJICHHH C NMOMOIIBIO HICKTPOHHBIX HHU(BPOBBIX BHIYHCIHTEIbHBIX MAIIHH B He-
KOTODBIX CJIydYasX ABJIAETCA LEeCOOOPA3HBbIM MOJIb30BaTCA OJHHM HHAEKCOM, COOT-
BETCTBYIOIHM ajipecy sdeeK 3aloOMHHAIOLIEN0 yCTpoiicTBa.

B pabGore mnpejcrasifercd ORHOMHACKCHAA 3allHChb HIEMEHTOB KpPAKOBSIHOB, KO-
TOPBIX TAGIHLUBI UMEIOT TIPAMOYTOJIBHYIO HJIH TPEYrOJAbHYI0 (GOPMY, IPH YeM YJHTbI-
BAa€TCA BO3MOMHOCTb MPEHEOGPEIKEHHA HyJeBBIMH dIeMEeHTaMH. Kpome Toro IipHBo-
AATCA B OAHOMHGKCHOH B3amucH (OPMYJIbI TIpefHa3HAYCHHBIC /IS PEIICHHS CHCTeM
JIMHEHHDIX YPaBHEHHil 110 METOAY KPAKOBSHHOTO KOPHSI.



JERZY GAZDZICKI

SINGLE-INDEX CRACOVIAN MARKING

Summary

The elements of two-dimensional tables are marked by two indices, one of which
denotes the column, the second the row. In certain instances, when presenting
algorithms of calculations made on electronic computers, it is advantageous to apply
one index only which corresponds to the address of the cells of the computer’s
memory.

In his present paper the author present a one-dimensional marking of elements
in the cracovians; the tables of these values are either rectangular or triangular in
shape, and the possibility is taken into account of omitting zero elements. Moreover,
in his one-dimensional marking the author presents formulas applicable for solving
systems of linear equations by the method of the cracovian root.
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