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Bledy Srednie funkcji obserwacji wyréwnanych

Zagadnienie wyznaczania bledéw Srednich funkcji obserwacji wyrow-
nanych nalezy do trudniejszych w rachunku wyréwnawczym zar6wno
pod wzgledem pojeciowym, jak i dydaktycznym. W pracy niniejszej przed-
stawia sie oryginalne wyprowadzenie wzorow okreslajagcych te bledy w
symbolice krakowianowej, macierzowej i wyznacznikowej. Dowody prze-
prowadzane sg przy wykorzystaniu interesujacych, choé malo znanych za-
leznosci istniejgcych pomiedzy metodami spostrzezen posrednich i zawa-
runkowanych. Na uwage zastuguja w szczegdélnosci przejrzyste i proste
w formie wzory wyznacznikowe, Wzér (33) dotyczacy metody spostrzezen
posrednich jest wzorem nowym, za$ dowdd stusznosci analogicznego wzoru
(42) dla metody spostrzezen zawarunkowanych wyréznia sie zwiezlo$cia.

1. Twierdzenia pomocnicze

Niech bedzie dana funkcja obserwacji wyréwnanych
F = f(l}”yr', e L. ,l,‘fyr'), (1)

ktorej blad sredni mr chcemy obliczyé na podstawie znanego bledu $red-
niego obserwacji m,. Bedziemy rozwazali dwie metody wyréwnania:

a) metode spostrzezen posrednich, w ktorej rozwiagzuje sie uktad row-
nan poprawek

v = x-1a+l], (2)

b) metode spostrzezen zawarunkowanych, w ktérej rozwigzuje sie uktad
réwnan warunkowych

vib=o 3)
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gdzie a, b sg krakowianami wspétezynnikéw w ukltadach réwnan popra-
wek i rownan warunkowych

e, by ... q a, b, ... w

a, by ... Q, a, by ... w,
a: .. ? b= . e .. ’

ap, bp ... Qn an bp ... wn|

za$ v, x, |, ® — krakowianami poprawek, niewiadomych i wyrazéw woi-
nych

v, Xq I, g
Vg Ly lz (OT))

vV = R X = y l == , (W = .
v, Tq ln mw]

Elementy krakowiandéw a, b zgodnie z obowigzujgcg tradycjg oznaczono
w ten sam sposob: a;, by, ..., choé przedstawiajg one pochodne czastkowe
roznych funkciji.

Twierdzenie 1. Krakowian wyrazéw wolnych o ukiadu rownan warur-
kowych réwna sie krakowianowi wyrazow wolnych 1 ukladu rownan po-
prawek pomnozonemu przez krakowian wspo6iczynnikéw b uktadu réwnan

warunkowych, czyli
w=1"-h. (4)

Zaktada sie tu, oczywiscie, ze rownania warunkowe odpowiadajg temu
samemu ukladowi obserwacji co i rownania poprawek.
Dowoéd. Rozwazajmy uklad réwnan warunkowych
v-b= ® 6)]
Niech I-b=A. (6)
Oznaczajgc przez 1°°S, IWyr. | [przybl odpowiednio krakowiany wartosci
zaobserwowanych, wyréwnanych i przyblizonych mozemy przedstawi¢
uktad rownan warunkowych w postaci

(Iwyr-—Jobsy . p = g (7
Podcbnie podstawiajgc 1 = 1przybl.—Jobs. do (6) otrzymamy
(lprzybl._lobs.) . b = A. (8)
Odejmujac (8) od (7) uzyskamy uklad
(Iwyr- —]przybly . = —A, (9)

ktéry moze by¢ traktowany jako uklad rownan warunkowych, gdzie war-
tosci zaobserwowane rownaja sie wartosciom przyblizonym. W tym przy-
padku wyrazy wolne sg réwne zeru

w—A =0, (10)



Btedy S$rednie funkcji obserwacji wyrdwnanych 45

poniewaz przyblizone wartosci obserwacji, obliczone w sposéb jednoznacz-
ny na podstawie przyblizonych wartosci niewiadomych, spelniaja réwna-
nia warunkowe (np. suma trzech kgtéow trojkata obliczonych ze wspol-
rzednych x, y rowna sie 180°).
Mamy zatem
o= A, (11)
czvii rzeczywiscie B
I-b= .
Dowod tej zaleznosci podany jest rowniez w [3].
Twierdzenie 2. Krakowiany wspoélczynnikéw ukladu réwnan poprawek
a 1 wspblczynnikéw ukladu réownan warunkowych b spelniajg nastepujg-
cy zwigzek
ta - (a?)71-1a = t—1h - (b2)71- b. (12)
Dowod. Wyprowadzimy krakowiany t;, transformujgce obserwacje na
poprawki dla metody 'spostrzezen posrednich i zawarunkowanej

1. Metoda spostrzezen posrednich. Ukladowi réwnan poprawek (2) odpo-
wiada uklad réwnan normalnych

x-at+1-a=0, (13)
z ktorego wynika, ze
x = —1[(a?)™! - 1a]. (14)
Podstawiajac x do ukladu réwnan poprawek otrzymamy
v=1—1[(a?)"1-ta] - ta=
= 1—1{va - [ta- (a?)"1]} =
=1—1{ta-(a?)1-1a} =
=1{rv—7a (a?)!-1a}
Mamy wiec typ = r—ta- (a?)™1 - 1a. (15)
11. Metoda spostrzezen zawarunkowanych
Rozwigzanie ukladu réwnan warunkowych (3) wyraza si¢ wzorem
v = a [tb (b?)71], (16)
tatwym do wyprowadzenia na podstawie rownan v = k-th, k-b2z =,
Uwzgledniajac twierdzenie 1 napiszemy -
v =1-b[tb (b2%)7l] =
= 1[tb - (b2)71] b,
Skad wynika, ze
ty, = th (b2)~1 - 1h. (17)
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Poréwnujac wyrazenia (15) i (17) przedstawiajace krakowian transfor-
mujacy t;, otrzymamy

T —7Ta (a?)7! - 7a = tb (b2)"! - 1h
czyli ta-(a?)7l ta =rc—1b (b2 ! Th cb.d.o

Funkcja (1) wyréwnanych obserwaciji

F = f(l‘lﬁyr., l;vyr.’ e l:yr.)
moze by¢ przedstawiona rowniez w postaci
F=g(Xym, Xgvr, . Xy (18)

gdzie XyV©, XpYr, ..., X%V sg wyréownanymi wartosciami niewiadomych
posredniczacych.

Zalézmy, ze przyrosty wielko$ci F przy przejsciu od wartosci przybli-
zonych do wyréwnanych moga by¢ zastgpione rézniczkami zupeinymi

dF = a—l dll+ dln+ + dln— dl-f,, (19)
oF oF oF
f— - - — _— —1 L 2
dF 5K, To+ 5%, To+ ... + 5%, % x-f;, (20)
gdzie dl = [wyr. —przybl. x = XWwyr.—Xprzybl. 754
oF oF
al, 20X,
oF oF
fl = 312 B f,z = BXb
oF _oF_
oly, 20X,

Udowodnimy teraz twierdzenie o krakowianach pochodnych cza,st‘kov-
wych f;, f,.

Twierdzenie 3. Krakowiany pochodnych czgstkowych f;, £, spelniaja
zwigzek

f,o=1-a, (21)

gdzie a jest krakowianem wsp6lczynnikow ukladu réwnan poprawek.
Dowéd. Z ukladu réwnan poprawek (2) wynika, ze

v—l=x'1a (22)
Poniewaz v—1 = Jwyr.—]obs. —]przybl. 4 Jobs. = Jwyr. _przybl. = d], wiec

dl = x - 1a. (23)
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Podstawiajgc (23) do (19) otrzymamy

dF = x-1a-f, =
= x (f; - a). (24)
Z drugiej strony mamy
dF = x - f;
czyli f,=1f"a c.b.d.o.

2. Blad $redni funkcji obserwacji wyrownanych metoda spostrzezen
posrednich

Na podstawie wzoru (14) tatwo udowodni¢ [2]—[3], ze blad sredni
funkeji niewiadomych wyraza sie dobrze znanym wzorem

My = My l/f:c (@) f,. (25)
Korzystajgc z twierdzenia (3) otrzymamy natychmiast wzér wyrazajacy

blgd $redni funkcji wyréwnanych obserwacji dla metody spostrzezen po-
$rednich

mp =m,V (f-a) (@)~ (f,a) . (26)
Wzér ten przeksztalcimy piszac
mp = m, | (fa) (a?)~1-1af, =
= Mmy Vfl[(a"')‘l Ia] -raf, =

= m, Vfifwalra-(a®) ]I,

I

=my ' f, {ra(a® " 1ral f, . (27)
W ten sposodb uzasadnilismy tozsamosé
(f,a) (a2)~1 (fa) = f;, {ra (a2)l1a} f; (28).

ktéra okaze sie jeszcze przydatna.
Wezmy teraz pod uwage krakowian blokowy

{ a® fja } (29)
afl 0 ’
Pierwiastek z tego krakowianu oznaczymy nastepujgco
1
132 fla}2:'R(£} (30)
lafl 0 l ¢ ’

gdzie ® jest ostatnim elementem gléwnej przekatnej pierwiastka.
Wykazemy, ze
mp = mo YV — 02 (31)
tzn., ze
—d2 = (f,a) (a3 (fa). (32)
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Mamy rzeczywiscie
R ¢ }2 B {R"' 9R
l o Rg¢ (Pz—i—g” } ’
czyli R = ]/52, R = fja, zas
_(Dgzipz = [(fa) - TR™1]2 =

= (f,a) (R™)2 (f,a) =
= (fia) (a?)7! (f;a).

Wzor (31) jest uzyteczny praktycznie przy stosowaniu algorytmu pier-
wiastka krakowianowego.
Wykazemy z kolei stuszno$é nastepujacego wzoru wyznacznikowego.

[aa] [ab] ... [aq] [afﬂ“
[ab] [bb] ... [bq] [bflg

[aq.].[.bq] [qqi [qu§
{[af] [bf] ... [gf] © (33)
B [aa] [ab] ... [aq]'

/'/
//
)
/ [ab] [tb] ... [bq] '
,[aq‘]“[bq] [qql],

W liczniku ulamka wystepujgcego pod pierwiastkiem znajduje sie wy-
znacznik utworzony ze wspoétczynnikéw ukladu réwnan normalnych i ele-
mentéw [af], [bf], ..., [qf] obliczonych na podstawie znanych krakowia-
now a i f;. Jest to wyznacznik o tabeli krakowianu (29). Wartos¢ tego wy-
znacznika D; réwna sie iloczynowi kwadratow elementow przekatnych
piarwiastka krakowianowego (30):

D, =R, R, .. R & (34)

mer=m,

Natomiast w mianowniku wystepuje wyznacznik gitéwny ukladu row-
nan normalnych o wartosci

D,=R:-Ri,...R _. (35)

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze rzeczywiScie

poniewaz
Dy BBy Foo® _ g0 (36)
D, R"R3,.. ,qu
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Przy okazji warto zauwazy¢, ze blad sredni funkcji niewiadomych moze
byé wyrazony wzorem

laa] [ab] ... [aq] fa
[ab] [bb] ... [bq] fo

/

/
q / laq] Ibq] .. [qq] fq
mp=m, / o Ja o Ja O (87)
[aa} [ab] ... [aq]
[ab] [bb] ... [bq]
|lag] [b] ... [qq]'
gdzie 'fu, fu, ... fq 53 elementami krakowianu fo:
_oF _oF _ oF
Ja = fo = 5%, fq-'a—Xq‘"-

90X, "’

Stusznosé tego wzoru wynika bezposrednio z twierdzenia 3.

3. Blad Sredni funkcji obserwacji wyréwnanych metoda spostrzezen
zawarunkowanych

Wyprowadziliémy uprzednio wzor (27) dotyczacy metody spostrzezen
nosrednich
mp =my| § 7{';&'1‘;(;")‘1%3} -1,

Stosujac twierdzenie 2 otrzymamy natychmiast odpowiedni wzér dla
metody spostrzezen zawarunkowanych

mp = my 1 f{e—tb(®)T-th}f, = m Vi - filsb(b)"Teblfi,  (38)

ktéry przeksztalcimy dalej korzystajac z tozsamos$ci (28)

mp = my} £ (£b) (b2)-1(f;b) - (39)

Dogodniejszy praktycznie jest wzoér wiazacy sie ze stosowaniem algo-
rytmu pierwiastka krakowianowego.

mp = mg - P, (40)

gdzie ® jest ostatnim elementem przekatnym pierwiastka

1
2

{R,{}:ﬂ)‘z flb} 1)
o b, £21°

4 Prace Inst. Geodezji
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Mamy tu
R=)b® o R=fb
oraz
,iz_i_(pz :f%,
a wiee

= fi =g = §i— [ b)-R|* = i (Eb) (B (]
Poniewaz (R7H2 = (b2)"1 to
¢ = ]/ff_(ftb) (%)~ (Eb)
co uzasadnia stuszno$é wzoru (40).
Postaé wyznacznikowa wzoru ma blad $redni funkeji wyréwnanych

obserwacji w przypadku metody spostrzezen zawarunkowanych przed-
stawia sie jak nastepuje [3]

" |[aa] [ab] ... [aw] [af]
~ |[ab] [bb] ... [bw] [bf]

/ [aw][bw] ... [ww] [wf]
[af] [bf] ... [wf] [ff] (42)
/ l[aa] lab] ... [aw]
[ab] [bb] ... [bw]

Mmp = My

Wyznacznik znajdujacy sie w liczniku ma tabele identyczng z tabela
krakowianu pierwiastkowanego (41). Zatem wartos¢ tego wyznacznika Dy,

réwna sie iloczynowi kwadratow elementéw przekatnych pierwiastka,
czyli

[aw] [t ... [ww]

D, = R}“R;,... R}, ¢ (43)
W mianowniku wystepuje wyznacznik glowny uktadu réwnan normal-
nych korelat o wartosci
D, =R}-R’,... R} . (44)
Mamy zatem
RY:R},...RY, @
R-R .. Ry

D
mp=m9VD; .

DL=

= ¢, (45)

a wiec rzeczywiscie
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4. Macierzowe ujecie wyprowadzonych zaleznoS$ci oraz wzoréw na bledy
Srednie funkcji obserwacji wyréwnanych

Podamy obecnie w ujeciu macierzowym zaleznosci (4), (12), (21) oraz
wzory (31) i (40).

Rozpatrzymy w tym celu metode spostrzezen posrednich o réwnaniach
poprawek.

V=AX+tL, (46)
oraz metode spostrzezen zawarunkowanych o réwnaniach warunkowych
BV = Q (47)

gdzie A, B sg macierzami wspoéiczynnikéw w ukiadach réwnan poprawek
i rownan warunkowych

a b, ... q a, b ... w,
a, by ... q, as by ... wy
A= . | B=|. . | (48)
an bp ... Qo dy bn...wn_
natomiast V, X, L, @ — jednokolumnowymi macierzami poprawek, nie-
wiadomych i wyrazéw wolnych
vy da 1, Twq
Vo Xy lz [OT)
v=| .|, X=].1|, L=|.4{ Q=|.1 (49)
Un x4 Ly | Oy

Macierze pochodnych czastkowych oznaczymy nastepujaco:

oF _oF ~
21, 20X,
oF oF
al, 2 Xy
F, = : F,= : . (50)
or _oF.
oL, X, -

Latwo zauwazy¢, ze przyjete oznaczenia pozwalajg przedstawié¢ kra-
kowianowe wzory (4), (12), (21) w postaci nastepujgcej

Q = B*L | 1)

4%
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A (A*A)1- A*= E—B (B*B)! - B*
FI = A* ° Fl'
Analogicznie zapiszemy wzory (31) i (40) otrzymujac:
a) dla metody spostrzezen posrednich

mp = my ) — ®?
gdzie .
— 02 = (A*F))* (A*A)7 (A*F),
b) dla metody spostrzezen zawarunkowanych
mer = mQ(I)

gdzie

P :‘//F*lFl——(B*Fl)* (B*B)~* (B*F)) .

(82)
(83)

(54)

(55)

Poréwnujac powyzsze wzory macierzowe z analogicznymi wzorami
krakowianowymi nietrudno stwierdzi¢, ze zapis krakowianowy jest w da-

nym przypadku prostszy i bardziej przejrzysty.
Przyktad.

‘/"?p / Mamy sie¢ niwelacyjng przed-
stawiong na szkicu. Obliczymy
blad Sredni roéznicy wysokosci

mujgc blad Sredni obserwacji

L miedzy punktami A i B przyj-
4L O 7] :
/2 B (4) /?,01? réwny my.
Mamy tu nastepujace krakowiany wsp6lczynnikow.
1 0 10 0
-1 1 l l 10 l 1
a = 0 1 ) b = __1 1 , fl == 0
0 —1 0 1] 0
skad
[ —
f,=fa=1 |

Lo

1. Obliczymy bigd sSredni réznicy wysokosci zg—za operujac metoda

spostrzezen posrednich.
Z wzoru (37) mamy

- -1 3 1
B 1 1 0
Mmr = My R 2—1_1m_=m0‘l/,
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Zastosowanie algorytmu pierwiastka krakowianowego przy realizacji
wzoru (31) — daje

2 —1 | — ‘
—1 | 1 :{a‘ fla}
e af, 0
-1 1 , ‘

_I/E /T ={R$}
2 10 ®

Mamy wigc:

skad ostatecznie

Mp == m ’l/3;
Fo Iy &
5

2. Przy rozwigzaniu ukladu metodg warunkowsg obliczymy biad funk-
cji korzystajagc z wzoru (42). W tym celu zestawimy krakowian blokowy

100
[ 101
tfi =1 _1 1 of>
I 010
na podstawie ktorego tatwo uzyskamy
3 —11|
-1 20
mp = My _L_.g_.Lzm /E
3 —1! 0 5
-1 2

Stosujac natomiast algorytm pierwiastka krakowianowego do oblicze-
nia bledu funkcji wzorem (40) otrzymamy
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3 —1 ‘ 1 .
1 2 ' oo _|b* b
_____ - - bf, f2
1 0 |
g - L C1
v V3 [

i ostatecznie
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E3KU TABBUIKH
AJIEKCAHJIEP CKYPYHHCKU

CPEJHHE KBAJPATHUYECKHUE OUIUBEKHU ®YHHIIHUH
YPABHEHHBIX HABJIIOJEHHH
Peswome

B pa6ore pmaercs BbIBOR (hopMyJ A IIOVTyYeHHA CpefaHed KBaApaTHYeCKOH OLIHG-
KM QYHKIMH HAOMIOJEeHHH YPaBHHUBAEMbIX II0 METORAY MNOCPEACTBEHHBIX M YCIIOBHBIX
HabmofeHuH. JloKa3aTeNbCTBO IPOBOAMTCA C HCIOJIb30BAHHEM HEKOTODPHIX 3aBHCHMO-
CTEH CyIIeCTBYIOIIUX MESEAY STHMH MeTofaMH. B MATpHYHOH CHMBOJIHKE 3AIHCH, 3THX
B3aBUCHMOCTH B O0O3HA4YEHUsAX (48) — (50) BBIpAMKAIOTCA TaK:
Q = B*L,

A (A*A)-! A* = E—B (B*B)-! B*,
Fz = A*F,

B HpaHOBHHHOﬁ e 3aldHCH YIIOMAHYTble 3aBHCHMOCTH HMEIOT BHM

o =1-b,
1a (a2)~1‘ 1a = 7 =cb (b?)~1.1b,
f: =11 a.

OHH DO3BOJIAIOT, IYTEM HECJIOMEHHBIX NPeo0pa3OBaHUN, IIOIYYHTh TPOCThHIE (op-
MyJibl BbIYHC/ICHHS CpejHeH KBaJipaTHieckodl OLIMOKHM (YHKIHHM ypPaBHEHHBIX Hab/IIo-
JeHHil B Buje omnpefesuTesed. A MeTofa NOCPEeACTBeHHBIX HaOJIOfeHHH HMeerca

/ [aa]l [ab] ... [aq] [af]
[ab] [bb] ... [bq] [bf]
[aql [bg] ... [qq] [gf]
[afl [bf] ... [g!] [0]

mr = Mo / —
[aa] [ab] ... [ad]
[ab] [bb] ... [bql
[aql [bq] ... [adl
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AnA MeTofa YCJAOBHbIX HaGIIIOACHUN HMeeM:

[aa]l [eb] ... [aw] [afl]
[ab] [bb] ... [bwl [bf]
1 / luw] bw] ... [wwl [wf]
— @ @1 ... ken U]
/ [aa] [ab] ... [aw]:
/ [ab] [bb] ... [bw]
S
/ [aw] [bw] ... [ww]

HpoMme TOro AOMNONHUTENBHO fAalorTcA (POPMYyJIbl, KOTOPble HAXONAT [PaKTHYECKOe
NIpUMEHEHHE B CJlydyae BBIYHCJEHHH C [IPUMEHEHHEM aJjropupma KpPaKOBAHHOTO KODHS.
CorjacHo MarTpUYHON M KPaKOBAHHOII 3alHCH [JI METOHa MOoCpeACTBeHHBIX HaGIMmOfe-
HUH uMeeTca

mrp = mgy| —P2
11pu 4eM
— B2 = (A*Fy)* (A*A)-1 (A*F) =

= (f;a) (a®)~! (f:a),
U AHAJOTMYHO JJIs METOfa yCJOBHBIX HaGJIOJeHHH HMeercsa ¢opmyJia

mg = mo<I>,
B KOTOpO#H

@ | (F*F)—(B*F))* (B*B)~! (B*F) =
| £:2—(fib) (b2)-1 (f:D).



JERZY GAZDZICKI
ALEKSANDER SKORCZYNSKI

MEAN SQUARE ERRORS OF FUNCTION OF ADJUSTED
OBSERVATIONS

Summary

The paper gives the formulae for mean square errors of function of observations
adjusted by the method of parameters (indirect observations method) and by the
method of correlates (conditioned observations method). The demonstration was
made using some dependences between these methods. These dependences expressed
in the matrix symbols with the designations (48)—(50) are as follows:

Q = B*L,
A (A*A)-'- A* = E—B (B*B)"'B,
Fy = A*Fy.
Using cracovian method, these dependences can be expressed thus:
}gzl-b
ta (a% - lta= ”_:_—":b (b%) —1th,

fr=1;-a.

This enables by simple transformations to get clear determinant formulae by
which the mean square error of function of adjusted observations can be computed.
For the indirect observations method it is

7 é[aa] [ab] ... [ad] [OJ;]“
g[ab] [bb]l ... [bqgl [bf]
3 / i[aq] bal ... [qal [gf]
N Hafl Ofl 7. lafl 0 |
mr R v -
’ laa] [ab] ... laq]
[ab] [bb] ... [bq]‘

laq) [oal ... lqdl|
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For the method of conditioned observations however it is:

[aa] [ab] ... [aw] [af]

[abl [bb] ... [bw] [bf]
1 law] [bw] ... [wwl [Wwfl
[af] [bfl ... [wfl [ff]
mr = My
[aa]l [abl ... [aw]
[ab] [bb] ... [bwl]
[aw] [bw] ... [ww]

Besides the formulae are given, which can be applied in the practice when
the algorithm of cracovian root is used; they are expressed in matrix and cracovian
notation and for the method of indirect observations are:

mr = mo J —?
where
— @2 = (A*F)* (A*A)"H (A*F) = (fia) (a%)~1 (fia),
M ailaJioruyHo JJIA MeTOda yCJOBHBbIX HaGMOaeHHH uMeeTcs dopMya

mr = myd,
and

® =1/ FiFi—(BF)* (BB B = Y/ @) ) b)
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