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Błędy średnie fu n kc ji obserwacji w yrów nanych

Zagadnienie wyznaczania błędów średnich funkcji obserw acji w yrów ­
nanych należy do trudniejszych w rachunku wyrównaw czym  zarówno 
pod względem pojęciowym, jak  i dydaktycznym . W pracy niniejszej przed­
staw ia się oryginalne wyprowadzenie wzorów określających te błędy w 
symbolice krakow ianow ej, m acierzowej i wyznacznikowej. Dowody prze­
prowadzane są przy w ykorzystaniu interesujących, choć m ało znanych za­
leżności istniejących pomiędzy m etodam i spostrzeżeń pośrednich i zawa- 
ruńkow anych. Na uwagę zasługują w szczególności przejrzyste i proste 
w form ie wzory wyznacznikowe. Wzór (33) dotyczący m etody spostrzeżeń 
pośrednich jest wzorem nowym, zaś dowód słuszności analogicznego wzoru 
(42) dla m etody spostrzeżeń zaw arunkow anych w yróżnia się zwięzłością.

1. Twierdzenia pomocnicze

Niech będzie dana funkcja obserw acji w yrów nanych

F  =  (1)

której błąd średni m F chcemy obliczyć na podstaw ie znanego błędu śred­
niego obserwacji m 0. Będziemy rozważali dwie m etody wyrównania:

a) m etodę spostrzeżeń pośrednich, w k tórej rozwiązuje się układ rów ­
nań popraw ek

V =  x  • ta  +  1, (2)

b) m etodę spostrzeżeń zaw arunkow anych, w której rozw iązuje się układ
rów nań w arunkow ych

V • b =  to (3)



gdzie a, b są krakow ianam i współczynników w układach rów nań popra­
wek i rów nań warunkowych

'a , b x . • <2i a i b, • . w i

a 2 b2 . • Ч2
b =

a 2 b2 . ■ w 2

a n bj2 • <2n a n b n • ■ U)n

zaś V, X, 1, w — krakow ianam i poprawek, niewiadom ych i wyrazów w ol­
nych

0Ca ' \ h Wa
V2 Xb

1 =
h Шь

V — X = ■ . 0) =  ■

v n 0Cq Ifl tow

Elem enty krakowianów a, b zgodnie z obowiązującą tradycją  oznaczono 
w ten sam sposób: ah bb . . . , choć przedstaw iają one pochodne cząstkowe 
różnych funkcji.

Twierdzenie 1. K rakow ian wyrazów wolnych co układu równań w arun ­
kowych równa się krakow ianow i wyrazów wolnych 1 układu rów nań po­
praw ek pomnożonemu przez krakow ian współczynników b układu równań 
w arunkowych, czyli

(o= 1 • b. (4)

Zakłada się tu, oczywiście, że rów nania w arunkowe odpowiadają tem u 
samemu układowi obserw acji co i rów nania poprawek.

Dowód. Rozważajmy układ rów nań w arunkowych

V • b =  co (5 )
Niech 1 • b =  A. (6 )

Oznaczając przez lobs-, lwyr.^ jprzybi. odpowiednio krakow iany wartości 
zaobserwowanych, w yrów nanych i przybliżonych możemy przedstaw ić 
układ równań warunkow ych w postaci

( lw y r .- p b s .)  . b =  й

Podobnie podstaw iając 1 =  iprzybi. __jobs. ^ :0 ^  otrzym am y

(IP rzybL -pb s.) . f c  =

O dejm ując (8 ) od (7) uzyskam y układ
^ w y r .^ p rzy b l.) . b  =  ш _ д  (9j

który  może być trak tow any jako układ rów nań w arunkowych, gdzie w ar­
tości zaobserwowane rów nają się wartościom  przybliżonym . W tym  przy ­
padku w yrazy wolne są rów ne zeru

Ш—A =  0 , (1 0 )



ponieważ przybliżone wartości obserwacji, obliczone w sposób jednoznacz­
ny na podstawie przybliżonych w artości niewiadom ych, spełniają rów na­
nia w arunkow e (np. suma trzech kątów  tró jką ta  obliczonych ze współ­
rzędnych x, y  równa się 180°).

Mamy zatem
<o =  A. (11)

czyli rzeczywiście
1 • b =  w.

Dowód tej zależności podany jest również w [3].
Twierdzenie 2. K rakow iany współczynników układu rów nań popraw ek 

a i współczynników układu rów nań w arunkow ych b spełniają następują­
cy związek

та ■ (a2)-1 • та =  т —tb • (b2)-1 • rb. (12)

Dowód. W yprowadzim y krakow iany t t/v transform ujące obserw acje na 
popraw ki dla m etody spostrzeżeń pośrednich i z a wa r unko w an e j

I. M etoda spostrzeżeń pośrednich. Układowi rów nań popraw ek (2) odpo­
wiada układ rów nań norm alnych

x • a2 +  l • a =  0, (13)

z którego wynika, że

x  =  — 1 [(a2)-1 • та]. (14)

Podstaw iając x do układu rów nań popraw ek otrzym am y 
V =  I —1 [(a2)-1 • та] ■ та =

=  1 -1  {та • [та • (а2)"!]} =
=  1 — 1 {та • (а2)-1 • та} =

=  1 { т та • (а2)-1 • та}
M amy więc t ljv =  г —та • (а2)-1 • та. (15)

II. M etoda spostrzeżeń zaw arunkow anych
Rozwiązanie układu rów nań w arunkow ych (3) w yraża się wzorem

V =  ш [тЬ (b2)-1], (16)

łatw ym  do wyprowadzenia na podstaw ie rów nań v =  к • rb, к • b2 =  <o. 
Uwzględniając twierdzenie 1 napiszemy

v =  l b [тЬ (b2)-1] =
=  1 [Tb • (b2)-i] тЬ,

Skąd wynika, że



Porów nując w yrażenia (15) i (17) przedstaw iające krakow ian tran sfo r­
m ujący t Uv otrzym am y

^ - т а  (a2)“ 1 • та =  xb (b2) " 1 • tb

czyli та • (a2)-1  - ta  =  т — тЬ (b2)-1  • tb  c.b.d.o

Funkcja (1) w yrów nanych obserwacji

F =  f  I Jwyr.  ̂ [wyr. Jwyr.j

może być przedstaw iona również w postaci

F  =  g  (X w yr.? X w yr.  ? X wyr.| ( i ß )

gdzie X ^yr-, X gyr-, • • . ,  X ^yr- są w yrów nanym i wartościam i niewiadom ych 
pośredniczących.

Załóżmy, że przyrosty wielkości F przy przejściu od wartości przybli­
żonych do w yrów nanych mogą być zastąpione różniczkami zupełnym i

8 F
d ln

d F

dF^ dI-+ f ^
W  , 8 F

d F _  8 X „  ^  + ЭХ

d l „ =  d b f j , 

Xq X • f  3» ,

(19)

(20)

gdzie dl =  lw y r ._  przybij x =  x wyr-—X przybL, zaś

f,  =

d F d F
dli d X a
d F d F

8 l a f  —> — d X b

d F d F
dln d X q

Udowodnimy teraz tw ierdzenie o krakow ianach pochodnych cząstko­
wych f b f x .

Twierdzenie 3. K rakow iany pochodnych cząstkowych f b f x spełniają 
związek

(21)

gdzie a jest krakow ianem  współczynników układu równań poprawek. 
Dowód. Z układu rów nań popraw ek (2) wynika, że

V —1 =  x  • та (22)

Ponieważ v —1 =  l w y r ._ p b s ._ i p r z y b i . - f -  p b s .  — i w y r ._ p r z y b i .  — dl, więc



Podstaw iając (23) do (19) otrzym am y

dF = x  • ta  • fj =
=  x  ( V  a). (24)

Z drugiej strony m am y
dF = x • fx; 

czyli fx =  £г • a c.b.d.o.

2. Błąd średni funkcji obserwacji wyrównanych metodą spostrzeżeń
pośrednich

Na podstawie wzoru (14) łatw o udowodnić [2]— [3], że błąd średni 
funkcji niewiadom ych w yraża się dobrze znanym  wzorem

m F =  m 0 ^ i x (a2)“1 i x. (25)

K orzystając z tw ierdzenia (3) otrzym am y natychm iast wzór w yrażający 
błąd średni funkcji w yrów nanych obserw acji dla m etody spostrzeżeń po­
średnich

m F =  m0 \/ (fi • a) (a2) " 1 (ita) . (26)
Wzór ten  przekształcim y pisząc

m F =  m 0 | (fla)(a2) - 1*xaft =
=  m 0 ]//f{[(aï) - 1 Ta] • xaft =
=  m0 l/fjjtafta-fa2) - 1]}^ =
= m 0 ł Ъ {ха (а2) “ 1 та} î t . (27)

W ten sposób uzasadniliśm y tożsamość
(fia) (a2)“ 1 (f:a) =  i t {ta (a2)“ 1 ta ]  fj (28)

która okaże się jeszcze przydatna.
Weźmy teraz pod uwagę krakow ian blokowy

a2 fta
afî 0

Pierw iastek z tego krakow ianu oznaczymy następująco

j a 2 f j a b  =  | R  9 I (30)
laf ,  0 I I Ф Î ’

gdzie Ф jest ostatnim  elem entem  głównej przekątnej pierw iastka. 
W ykażemy, że

m F =  m 0 ]/ — Ф2, (31)
tzn., że

(29)



M amy rzeczywiście

czyli R =  j/i

r  =  j B* J
j 1 Rep Ф2 

фR =  fia,

cpR
Ф2-(-ф2

ф2 ф2 —  r(f l a )  . TR -1 ]2  =

=  (f,a) (R-1)2 (fia) =
=  (f,a) (a>)-* (f,a).

Wzór (31) jest użyteczny praktycznie przy stosowaniu algorytm u p ier­
w iastka krakowianowego.

W ykażemy z kolei słuszność następującego wzoru wyznacznikowego.

тгг = т л

[aa] [ab]
[ab] [bb]

[aq] [bq] 
№  [bfl

[aa] [ab]
[ab] [bb]

[aq] [bq]

[aq] [a/]
[bq] [bfl

[qq] [g/J 
[qf\ o (33)

. .  [a q ]!
• • [bq]

• • [qql

W liczniku ułam ka występującego pod pierw iastkiem  znajduje się w y­
znacznik utworzony ze współczynników układu rów nań norm alnych i ele­
m entów  [af], [b /], . . . , [q/] obliczonych na podstawie znanych krakow ia­
nów a i fi. Jest to wyznacznik o tabeli krakow ianu (29). W artość tego w y­
znacznika Dl  równa się iloczynowi kw adratów  elem entów przekątnych 
piarw iastka krakowianowego (30):

DŁ =  Щл R 22.2 .. R2 n Ф-q-q (34)

Natomiast w mianowniku w ystępuje wyznacznik główny układu rów ­
nań norm alnych o wartości

D =  R2 -R2M  1.1 2.2 R2q  ■ q
(35)

Możemy zatem  stwierdzić, że rzeczywiście

ponieważ

D,

m F — m  0

R 2 •R2 1Л'11 l b 22

V Pif
Dm

• • RL  Ф2q q

R2 •R2 Л 11 22 . .  R2QQ



Przy okazji w arto zauważyć, że błąd średni funkcji niewiadom ych może 
być wyrażony wzorem

rrir = m.

[aa]  [ab] . . .  [aq ]  f a

[ab] [bb] . . .  [bq] fb

[ aq]  [bq]  . . .  [ qq ]  f q

fa fb ••• f  q 0

[aa] [ab] . . .  [aq]
[ab] [bb] . . .  [bq]

[aq] [bq] .. . [qq] 

gdzie 'ja, f ъ, ■ ■ ■ ją są elem entam i krakow ianu j x : 

a F . dF
f a  = dX a ’ f t dXt U =

dF
d X n

Słuszność tego wzoru wynika bezpośrednio z twierdzenia 3.

(37)

3. Błąd średni funkcji obserwacji wyrównanych metodą spostrzeżeń 
zawarunkowanych

W yprowadziliśmy uprzednio wzór (27) dotyczący m etody spostrzeżeń 
pośrednich

m F -- m 0 i ti jxa(a-) ^ t a J - f j -

Stosując tw ierdzenie 2 otrzym am y natychm iast odpowiedni wzór dla 
m etody spostrzeżeń zaw arunkow anych

m F = m Q I fj jx— Tb(b2)- 1*Tb}fi = m 0 ^ { т Ь ^ - Ч Ь } ^  , (38)

który przekształcim y dalej korzystając z tożsamości (28)

m F =  m0 I f,* (fib)(b2)-4fTb) - (39)

Dogodniejszy praktycznie jest wzór wiążący się ze stosowaniem algo­
ry tm u pierw iastka krakowianowego.

m F — m 0 • Ф, (40)

gdzie Ф jest ostatnim  elem entem  przekątnym  pierw iastka

i R  я? \ _ )  b* fiM*" 
\ ф J \h i i  ii 1



Mamy tu

oraz

R = j / b 2, <p*R — f{-b

гр2 +  ф 2 = Ц }

a więc
Ф ^ Ц - f  =  { ‘ - [ ( f . b J . Æ - f  =  f ’ - ( f , b )  ( R - ‘)« ( f ,b ) .

Ponieważ (R-1)2 — (b2)-1 ,to

Ф =
co uzasadnia słuszność wzoru (40).

Postać wyznacznikowa wzoru ma błąd średni funkcji w yrów nanych 
obserw acji w przypadku metody spostrzeżeń zawarunkow anych przed­
stawia się jak następuje [3]

m F = m 0

[aa] [ab] . • [aw] [afl
[ab] [bb] . • [bw] [bfl

[ aw] [bw]. . [ww] [wf]
[«Л [bfl • . [wfl [tf] (42)

[aa] [ab] . . .  [aw]
[ab] [bb] . . .  [bw]

[aw] [fcw] . . .  [ww]

W yznacznik znajdujący się w liczniku ma tabelę identyczną z tabelą 
krakow ianu pierwiastkowanego (41). Zatem  wartość tego wyznacznika DL 
równa się iloczynowi kwadratów elem entów przekątnych pierw iastka, 
czyli

DL =K>1-R‘! ...R J )„<t>’1. (43)

W m ianowniku w ystępuje wyznacznik główny układu rów nań norm al­
nych korelat o wartości

° м  = Щ ( « )
M amy zatem

Dj
R2 • R2 R2 Ф211 22 • • * lww

a więc rzeczywiście
R2 •R2 11 22

m F — m (

R2W W

= ф 2 > (4 5 )



4. Macierzowe ujęcie wyprowadzonych zależności oraz wzorów na błędy 
średnie funkcji obserwacji wyrównanych

Podam y obecnie w ujęciu m acierzowym  zależności (4), (12), (21) oraz 
wzory (31) i (40).

Rozpatrzym y w tym  celu m etodę spostrzeżeń pośrednich o rów naniach 
poprawek.

V = A X + L ,  (46)

oraz metodę spostrzeżeń zaw arunkow anych o rów naniach w arunkow ych

B*V =  Q (47)

gdzie А, В są m acierzam i współczynników w układach rów nań popraw ek
i równań w arunkow ych

(48)

natom iast V, X, L, Ł2 — jednokolum nowym i m acierzam i poprawek, n ie­
wiadomych i wyrazów wolnych

V =

M acierze pochodnych cząstkowych oznaczymy następująco:

a, b, . . .  q, a, bj . . . W)
a., b2 . . .  q. a2 b2 . . .  w 2

A = , B =

an bn • • • an bn . . .  w n

Vi Л a v

!
Ö3i

Vo

, X  =

X b

, L  =

h

ii = (49)

V n 1
H 

.
,a J n _ làw

— —

dF dF “
Si, э х а
dF dF
dl.

F x =
dXb

d F dF
din

_ Э  ^  :

(50)

Łatwo zauważyć, że przyjęte oznaczenia pozwalają przedstaw ić k ra ­
kowianowe wzory (4), (12), (21) w postaci następującej

Q =  B*L (51)



A (A*A)~i ■ A* = E - В • B*,

Fx = A* ■ Ft.

Analogicznie zapiszemy wzory (31) i (40) otrzym ując:
a) dla m etody spostrzeżeń pośrednich

(52)

(53)

m F =  m 0 1 — Ф2
gdzie

_ ф 2  =  (a *Fi)* ( A * A ) - 1 (A*Fi) ,

b) dla metody spostrzeżeń zaw arunkow anych

m F — m 0 Ф
gdzie

(54)

ф (55)
Porów nując powyższe wzory macierzowe z analogicznymi wzorami 

krakow ianow ym i nietrudno stwierdzić, że zapis krakowianowy jest w da­
nym  przypadku prostszy i bardziej przejrzysty.

P r z y k ł a d .

Mamy sieć niw elacyjną przed­
staw ioną na szkicu. Obliczymy 
błąd średni różnicy wysokości 
między punktam i A i В przyj- 

j m ując błąd średni obserw acji
7 2 )  ß  ( 4 )  L Rp2 równy m 0.

M amy tu następujące krakow iany współczynników.

4

1 0 1 0 0

- 1  1 1 0 1
a = 0 1 , b - 1  1 , ft = 0

0 - 1 0 1 0

skąd

U  =  f/-a 1

■'“ “ i 4 '
1. Obliczymy błąd średni różnicy wysokości z B~ z A operując m etodą 

spostrzeżeń pośrednich.
Z wzoru (37) m am y

2 - 1  - 1
1 3 1
1 1 0

2 - 1  

- 1  3

m



Zastosowanie algorytm u pierw iastka krakowianowego przy realizacji 
wzoru (31) — daje

Mamy więc:

2 - 1  

1 3

j/2

- 1

1

1 0
1

\ / j
j>
2

1

l /2

K r  ! VŁ

-Ф -  =

a 2 f ja )  

a f i 0 (

R cp 
Ф

skąd ostatecznie

m,

2. Przy rozw iązaniu układu m etodą w arunkow ą obliczymy błąd funk­
cji korzystając z wzoru (42). W tym  celu zestawim y krakow ian blokowy

jbf,} =

na podstawie którego łatwo uzyskam y

1 0 0

1 0 1
- 1  1 0

0  1 0

m F =  m 0

3 - 1 1

- 1 2 0

1 0 1

3 - 1  
- 1  2

=  m,
V t

Stosując natom iast algorytm  pierw iastka krakowianowego do oblicze­
nia błędu funkcji wzorem (40) otrzym am y



i ostatecznie

3 - 1  
- 1  2

0

"  j/3_

v 1

i/3__

V ®

ż

15 !

m F =  m,V I -

b2 f,b

Ы, ff

R cp 

Ф
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ЕЖИ ГАЗДЗИЦКИ  

АЛЕКСАНДЕР СКУРЧИНСКИ

СРЕДНИЕ КВАДРАТИЧЕСКИЕ ОШИБКИ ФУНКЦИЙ 
УРАВНЕННЫХ НАБЛЮДЕНИИ  

Р е з ю м е

В работе дается вывод формул для получения средней квадратической ошиб­
ки функции наблюдений уравниваемых по методу посредственных и условных 
наблюдений. Доказательство проводится с использованием некоторых зависимо­
стей существующих между этими методами. В матричной символике записи, этих 
зависимости в обозначениях (48) — (50) выражаются так:

Q =  B*L,

А {А*А)-1 А* =  Е -  В В*,

Fx — A*F t

В краковянной же записи упомянутые зависимости имеют вид:

w =  1 • b,

та (а2)-1 • та =  т — тЬ (Ьг)-1*тЬ,

tx  =  f  I • а.

Они позволяют, путем несложенных преобразований, получить простые фор­
мулы вычисления средней квадратической ошибки функции уравненных наблю­
дений в виде определителей. Для метода посредственных наблюдений имеется

[aa] [ab] . . [aq] [afl
[ab] [bb] . . [bq] [bfl

[aq] [bq] . . [qq] [qfl
[afl [bfl . ..  [q1] [0]

[aa] [ab] . . . [aq]
[ab] [bb] . . . [bq]

[aq] [bq] . . .  [qq]



Для метода условных наблюдений имеем:

?iîf — т0

[aa] [ab] . . [аги] [а/]
[ab] [bb] . .  [biü] [b/]

[иги] [Ьги] . . [гиги] [lüfl
[afl [bi] . . [го|] m

[aa] [ab]
[ab] [bb]

[аго]
[bu;]

[aw] [Ьги] . . .  [гоги]

Кроме того дополнительно даются формулы, которые находят практическое 
применение в случае вычислений с применением алгорифма краковянного корня. 
Согласно матричной и краковянной записи для метода посредственных наблюде­
ний имеется

rriF = га0 1 — Ф2

мри чем
-Ф 2 =  (A*Fi)* (A*Fi) =

=  (fia) (a2) - 1 (fia),

и аналогично для метода условных наблюдений имеется формула

т г  =  т 0 Ф,
в которой

Ф i (Fi*Fг) — (B*Fl) =
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OBSERVATIONS

S u m m a r y

The paper gives the formulae for mean square errors of function of observations 
adjusted by the method of parameters (indirect observations method) and by the 
method of correlates (conditioned observations method). The demonstration was 
made using some dependences between these methods. These dependences expressed 
in the matrix symbols with the designations (48)—(50) are as follows:

Q =  B*L,

A (A*A)-1 • A* =  E - B  (B*B)~1B*,

Fx =  A*Fh

Using cracovian method, these dependences can be expressed thus:

ta (a-)_ 1ta =  т —tb (b2) - i tb ,

f.r=fî • ä.
This enables by simple transformations to get clear determinant formulae by 

which the mean square error of function of adjusted observations can be computed. 
For the indirect observations method it is

f \ [aa] [ab] .. • [aq] [of]
! [ab] [bb] .. . [bq] №

[aQ] [bq] .. • [QQ] [qf\
; ta/] [bfl " [q /] 0

[aa] [ab] . . .  [aq]
[ab] [bb] .. . [bq]

[aq] [bq] . . .  [qq]



For the method of conditioned observations however it is:

[aa] [ab] . . [аги] [afl
[ab] tbb] . . [btü] [bfl

[aw] [btu] . [ww] [wfl
[afl №  . . [wf] [ff]

[aa] [ab]
[ab] [bb]

[an;]
[Ьги]

[аги] [Ьги] [ww]

Besides the formulae are given, which can be applied in the practice when 
the algorithm of cracovian root is used; they are expressed in matrix and cracovian 
notation and for the method of indirect observations are:

where
mF  =  mo \ /  — Ф2 

_ ф 2 =  (A*Fi)* (A*A)-1 (A*Fi) =  (fia) (a3) - i  (fia), 

и аналогично для метода условных наблюдений имеется формула

and
mF =  т 0 Ф,

ф =  | /  F*lFi-(B*Fi)*œ*B)-1(B*Fi) = | /  f j  — (fib) (b2)-1 (fib)
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