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86 Jerzy Gazdzicki

1. Wstep

Algorytmy stosowane w obliczeniach na maszynach elektronicznych
powinny byé¢ zwiezle i latwe do zaprogramowania. Cech tych nie po-
siadajg na og6l algorytmy opracowanc pod katem widzenia maksymal-
nego wykorzystania wlasciwosci rachunku recznego. Z tego wzgledu ce-
lowe jest prowadzenie badan nad nowymi algorytmami, dogodniejszymi
w obliczeniach zautomatyzowanych od algorytméw stosowanych do-
tychezas.

W pracy niniejszej przedstawia sie dwa nowe algorytmy wyréwnania
metodg najmniejszych kwadratéw. Podstawa opracowania tych algoryt-
méw byla koncepcja kolejnej eliminacji niewiadomych z ukladu réwnan
poprawek. Dla przypomnienia sobie istoty tej stosunkowo malo znanej
koncepcji wezmy pod uwage uklad n réwnan poprawek o m niewiadomych

v; = ;X tbixptexet ... tmxe,+1,i=1,2,...n. (1.1)

Majac na wzgledzie uproszczenie oznaczen zalozymy, ze uklad ten od-
nosi sie do obserwacji jednakowo dokladnych. Nie zmniejsza to ogoélnosci
rozwazan, poniewaz uklad obserwacji niejednakowo dokladnych mozna
latwo przeksztalcié na uklad obserwacji jednakowo dokladnych (zréwno-
wazy¢) dzielac wspoéleczynniki, wyrazy wolne i poprawki przez odpowied-
nie bledy Srednie [2].

Tworzac pierwsze réwnanie normalne mozemy wyeliminowaé¢ z ukla-
du (1.1) pierwszg niewiadomg

1
%a = foq] —[able, —[aclz . .. —[amlen,—[all). (1.2)
Uzyskamy w ten sposéb uklad zawierajagcy m —1 niewiadomych
v; = bixpteizet ... +mizy -+l (1.3)
gdzie bl = b, 120
laa] °
1 lacd o
Ci = cl [aa] aZ’
mi= mi_[am] ai,
laa]

(al]

1_.-—— N
Li=1 [aa] a; .
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Na podstawie ukladu (1.3) utworzymy powtérnie pierwsze réwnanie
normalne, z ktérego wyznaczymy

i (el 'm0 (1.4

Po eliminacji niewiadomej x, z ukladu (1.3) otrzymamy uklad réwnan
poprawek zawierajgcy m—2 niewiadome

Xy =

vy = CoZet ... +miz,+1) (1.5)
gdzie
bl 1
ci = c:—'{blgli b},
bl 1

m; = mi— [[b‘b‘]] b},

2__ 141 [blll] 1

li=1— Ok bl.

Eliminujgc analogicznie dalsze niewiadome uzyskamy uklad z jedng
tylko, ostatnig niewiadomg
v =m Xl (1.6)
Po eliminacji tej niewiadomej otrzymamy m razy zredukowane wyrazy
wolne réwne poszukiwanym poprawkom v;
vV = l:n ’ (107)
gdzie
™ — ™ [mm-1m-1] g
R C [mm-1mm-1] .
W ten sposob, stosujac jednolite i proste postepowanie rachunkowe,
polegajgce na utworzeniu ciggu ukladéw réwnan poprawek

v = a,xa+b,xb+ctxc+ ol ot +m13:m+l,

v; = b}xb+c§:cc+ See +m}:cm+l}
v = cize+ ... +mixm -+l
s 5553 (1.8)
v = ml“"xm—l-ll""‘
v; = u

uzyskalisSmy mozliwo$é bezposredniego obliczenia poprawek v.
Z reguly interesujg nas nie tylko wartosci poprawek, ale takze war-
tosci funkeji niewiadomych

fj = a,xa+ﬂ,xb+yﬂc+-. 7% +p.,:1:m+cp,, j = 1, p AR P, (1.9)
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ktorymi mogg byé w szczegdlnym przypadku same niewiadome, np. mo-
zemy przyjac¢ f = x,.

Latwo zauwazyé¢, ze opisane postepowanie daje sie zastosowaé réwniez
do obliczenia funkeji niewiadomych. Eliminujgc kolejne niewiadome
z ukladu funkeji (1.9) otrzymamy

f3 = ayxa B vt L L T, T @y

f} = p;xb+1;xc+ e +P~;xm+c?;
fi= Vit ... A pim o)
(1.10)
fy= P;n_lxm+‘?;n-l
5= ?;n
gdzie
[ab] [al]
B = By— [aa] % 95 = 5 — Taa] @

m m-1 [mm-llm-l] m-1

Qi =9 _[Wmm'l]u’

Jak wida¢, przeprowadzenie eliminacji m niewiadomych jest tu réw-
noznaczne z obliczeniem wartosci funkeji

fi=¢; . (1.11)

Podamy teraz wzory krakowianowe okre$lajgce dwa wspomniane na

poczatku algorytmy, ktore bedziemy nazywali w skrocie algorytmami G

i K. Algorytm G wigze sie bezposrednio z metodg eliminacji Gaussa,

natomiast algorytm K — z metodg pierwiastka krakowianowego. Obydwa
algorytmy nalezg do grupy algorytmow ortogonalizacyjnych.

2. Algorytm G

Dany jest krakowian ¢ o k kolumnach, skladajgcy sie z dwoch blokow
a oraz b

_a
c = | b } (2.1)
Krakowian a ma n wierszy, za$§ krakowian b — p wierszy, co zapi-
szemy w nastepujgcy sposob
a b
(k,m)’ (k, p)
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Utworzymy cigg krakowianéw

G% = ¢,Gl¢,G%...G™c, M<Kk, (2.2)
wykonujgc m przeksztalcen wedlug podanego nizej wzoru
G;—’c Gi'c-Gij'e et

Gic =G lc—Gj~'¢c (Goief j>i (2.3)

Wskaznik goérny przy symbolu funkcyjnym G oznacza poltozenie kra-
kowianu Gic w ciggu (2.2) lub tez, co jest réwnoznaczne, liczbe przeksztal-
cen dokonanych na podstawie krakowianu danego ¢. Natomiast wskazniki
dolne uzyte zostaly do oznaczenia kolumn i blokéw krakowianu Gte:
jS oznacza j-tg kolumne krakowianu ¢ po i-tym przeksztalceniu,

G!c oznacza blok a krakowianu ¢ po i-tym przeksztalceniu,
G;,c oznacza j-tg kolumne bloku a w krakowianie ¢ po i-tym przeksztal-
ceniu.

Krakowian a bedziemy nazywali czescig gléwng, zas krakowian b cze-
$cig podrzedng krakowianu e. W przypadku szczegélnym, gdy p = 0, kra-
kowian c nie posiada czeSci podrzednej. Latwo zauwazyé, ze

Gic = G'a (2.4)
jednakze Gic# G'b

Przyklad 1. Dany jest krakowian

Obliczymy krakowian Gle. Pamietajgec o tym, ze G% = ¢ napiszemy od
razu:

-1
1
Gle=Ge={ 1

l 1
4
GieGhe | 1
2

lp — 0n__ (U ol i
Gle = Gc—Gjc (G;lc)z l -
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a wobec tego

~1 25

Gle = G i —'(2);2
" |Gle -1 —0,5
Z3 125

3. Algorytm K

Podobnie jak uprzednio zalozymy, ze dany jest krakowian bloko-

wy (2.1)
_Jal
= { b
Utworzymy ciag krakowianow
Koc = ¢, Kl¢,K2%¢...Kme, m<k, 3.1)
stosujgc podany nizej wzor
Ki-lc i<i
‘ Ki-1¢
Kic=]—2_—— j=1i (3.2)

TS
Ki~l¢ —Klc (Ki,c-Ki ')  j>i
Znaczenie wskaznikéw jest tu analogiczne, jak dla algorytmu G.
Poréwnajmy wzér (2.3) z wzorem (3.2) dla przypadku j=>i. Prze-
ksztalcajac wzér (3.2) otrzymamy
Ki-'c K!7le-Ki-le
Kie = Ki-lc—Klc (Kl c-KiJle) = Kt le— ——moee « =l
¢ 7 1 a aj j = -
i ]/(K:ulc)z '//(K;ilc)z
Kij'c-Kij'e
(Ki7le)?

1

= Ki-le¢—Ki-I¢
j i

Jak wida¢, w przypadku j=>i wzory te prowadza do identycznych
wynikéw. Uwzgledniajgc posta¢ wzoru (3.2) dla j = i otrzymamy naste-
pujace zaleznosci

K Gie < (3.3)
me = [—=—— i<m :
¢ ]/ (G;"ic)z

Gre i>m

Aby nie rozprasza¢ uwagi, bedziemy sie w dalszej czeSci tej pracy zaj-
mowali wylgcznie algorytmem K, ktéry zaré6wno pod wzgledem teore-
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tycznym, jak i praktycznym wydaje sie mie¢ wigksze znaczenie niz algo-
rytm G.

Przyktad 2. Obliczymy krakowian Klc przyjmujac dane z przykladu 1.

-1 1
1 4
ey ) 1. 4
c—{b} I—l —2f
I—l —0,5
1 0,5
Kc Koc 1 —1—= 0’5
1 I/(K ch —11( 2 —0,51(’
_3 15
| —0,5 2,5
4 0,5 2,5
le — KO 1 1 0 1 0,5 s —0,5,
Klc = Kjc—Klc (K c-Kfc)— _9 —05 -3 _0,5 ,
| Aemml e 12’5

?

—0,5
0,5

0,5 —0,5
—0,5 —0,5

. {K;c}
Kle = Kle =

4. Podstawowe wlasnoSci algorytmu K
Niech dany bedzie krakowian ¢, ktdrego czes¢ gltowng stanowig kra-

kowiany
’

a a
(myn)’  (k,n)’
za$ czesé podrzedng krakowiany
b b’
(mp)’ (k)
Mamy wiec
r
c= {: 2,} (4.1)

Postaramy sie wyrazi¢ bloki krakowianu K™c
Kye Kjie)

M 2

Kme = \icke Ko -

w funkeji blokéw krakowianiu e.
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Rozwazmy najpierw krakowian
K7'c = K™a.
Wykonujgce kolejno m przeksztalcen m kolumn krakowianu a bedziemy
otrzymywali
a=K' = {K‘l'a, Kja, K:a, . ..K:na} ,
K'a = |K]a,K}a,Kja, ... K,‘na} ’
K?a = [K}a, KZa, K?a, . ..Kfnal,
K'a = |Kla, Ka, Kia,...K?a},

K™a = |Kla, K}a,K3a,...K"a} .
Nietrudno spostrzec, ze iloczyn kolumny Kjla oraz dowolnej nastepnej
kolumny krakowianu Kla jest rowny zero:
Kla:Kia =0, j=23...m
Rzeczywiscie na mocy wzoru (3.2) mamy
Kfa Kia Kfa-Kja Kla-Kja Kfja-Kja
—.__’___‘(K‘;a e —— = —_—— — I = 0
Y/ (Kia)? Y K@)/ (Kia) ) )/ (Kia) /(Kia)?
Wynika stad, ze mnezac kolumne K]a przez nastepne kolumny kra-
kowianu K™a bedziemy takze otrzymywali zera:
K;a-K;a =0,

Kla-Kja =

poniewaz kolumny KZa, K ?a, ... K" a s3 liniowymi kombinacjami kolumn
Kla, Kla,...K! a,a dla kazdej kombinacji x = z, - Kja+z; - Kja+2z,.K} a
mamy oczywiscie K,a+*x = 0.

Analogicznie mozna pokaza¢, ze spelnione sg zwigzki:

Kga-Kja =0, j=34...m,

Kia-Kla=0, j=45...m,
itd. itd. wreszcie

Kr-la:Kna = 0.
Napiszemy wiec ogolnie
K:a-K;a =0, i#]j,
uwzgledniajgc zas wzér (3.2) dla i = j otrzymamy
Kla-Kila = 1.
W ten sposob uzasadniliSmy stusznos$é¢ nastepujgcego wzoru:
(K™a)? =t (4.3)
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Zauwazmy teraz, ze K]a jest iloczynem kolumny a, przez pewng stala,
K a — liniowa kombinacjg kolumn a, i a;, Kja — liniowg kombinacja ko-
lumn ay, a, i a3 itd. Wobec tego krakowian K™a moze by¢ traktowany jako
wynik mnozenia z - 1a:
K™a = z - 14,

gdzie z — krakowian trojkagtny, ktérego elemenly sa wspoétezynnikami
obliczanych kombinacji liniowych:

2,1 221---%m, |

22,2..-2m,2 l
z = i
| ]
Aby wyznaczy¢ ten krakowian postuzymy sie wzorem (4.3), z ktorego

wynika, ze (z-ta)2 = 1. Wykonujac szereg prostych przeksztalcen otrzy-
mamy kolejno:

t = (z-1a)?

t=1z-a’z
z7!'=z.a°
iz ' =a’z

(Tz—l)Z_aZ

1z-! =y a
z™! —r]/?

z = 1(]//52)_1

Mozemy zatem napisaé¢ ostatecznie

Kma — t()/a?)-"-za (4.4)

Przy okazji zauwazmy, ze krakowian K™a daje sie obliczy¢ tylko wow-
czas, gdy kolumny krakowianu a sg liniowo niezalezne.

Zajmijmy sie teraz krakowianem Kc. Obliczenie tego krakowianu,
podobnie jak obliczenie krakowianu K™a sprowadza sie do utworzenia
liniowych kombinacji kolumn. W przypadku krakowianu K™a tworzy sie
kombinacje kolumn a;, za§ w przypadku krakowianu K¢ — kolumn b;,
przy czym wspdtezynniki kombinacji w obydwéch przypadkach sa jedna-
kowe. Wynika stad wzor

Kie = «()/a2)-1-1b, (4.5)
gdzie b jest m-kolumnowym krakowianem podrzednej czesci krakowianu
4.1).

Przejdziemy do wyprowadzenia wzoru okres$lajgcego wynik m prze-

ksztalcen krakowianu a’. Krakowian K™c mozemy przedstawi¢ w postaci

Kmc = a'—y - tK™a, (4.6)
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poniewaz w trakcie kolejnych przeksztalcen 1,2...m, od kolumn krako-
wianu a’ odejmuje sie kolumny 1,2...m krakowianu K™a pomnozone
przez pewne wspélezynniki y;; tworzace krakowian y. Dla wyznaczenia
tego krakowianu zauwazmy, ze w ten sam sposob jak wykazaliSmy slusz-
nos¢ zwigzku Kla-Kja = Ka-Ka =0, mozemy roéwniez uzasadnié
zwigzek K["a - Kl.c = 0, ktory zapiszemy w postaci
K@'c-K™a= 0.
Uwzgledniajgc (4.6) latwo teraz wyznaczymy krakowian y:
KMc:Kma = (a’—y - tK™a)- K™a = 0
y - (K™a)2=a’ - K™a
y = a’- K™a,
a stad
Khc = a'—a’ - K™a-1K™a =
=a’—a’- (1tK™a)?2 =
= a’'—a'[rac()/ad) =
=a’—a’[ta- (a%)~1- ta]. 4.7)
Obliczenie krakowianu K¢ polega na odejmowaniu od kolumn kra-
kowianu b’ kolejnych kolumn krakowianu KI"c¢ pomnozonych przez te
same co uprzednio wspoélezynniki, tworzgce krakowian y. Analogicznie
do (4.6) mamy wiec
K7c = b'—y-tKMe.
Po podstawieniu krakowianu y = a’- K™a otrzymamy:
Krc =b'—a"-Kma-1Kle =
= b —a’[tK'c-tK™a] =
=b'—a’"[tb-o()/a?) ! [ra-<(y/a%) ]} =
= b'—a’-[tb-(a?)~'1a]. (4.8)
Reasumujgc widzimy, ze wynik m przeksztalcen krakowianu ¢, ktére-
go bloki a i b majg m kolumn, przedstawiajg sie jak nastepuje:

, a’} fy/a)la a'—a'-[ra-(a%)-a]
Kme=Km" 24— 1"Va -
c ‘b b {T(l/ag)..l.tb b’—a,’[’tb'(a2)'l-¢a] (4.9)

5. Zastosowanie algorytmu K w metodzie spostrzezeh posSrednich

Zapiszemy uklad réwnan poprawek (1.1) oraz uklad funkcji niewia-
domych (1.9) w postaci krakowianowej

v=x-1atl (5.1)

=x-th+g (5.2)
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gdzie

v, Xq a; by ¢;...m,
Vy x, @y by Cy.vemy

V = ! y X — . , a = ,
Uy, T, n bpCp...my
L T 2 By r--
I, ©s oy Ba V...l

l = .. ’ (P = ‘?.‘ ’ b SR B“ YH v
ln p 2p Bp Tp - Bp

Dla kontroli rachunku wyprowadzimy kolumy sumowe réwne odpo-
wiednio
s =a;ta,+...+ta,1}
6 =b;+by+ ... +b,t+¢
Oprocz ukladu funkcji niewiadomych bedziemy brali pod uwage
uktad funkecji wyréwnanych obserwacji
F,, F3,...F..

Zaleznie od tego, czy wartosci przyblizone tych funkcji obliczone sg na
podstawie wartosci zaobserwowanych L°PS czy tez na podstawie przy-
blizonych wartosci obserwacji LP#¥P: uklad ten bedziemy pisali w po-
staci

F = a'lvﬁ—a;vz—i— . —f—a;lvn - pobs.

Fy =g, +8p,+ ... +8p,+ ok

nn
... e (5.3)
F, = ovtop,+... +ov dobs
gdzie ¢OPs = F (LO*S,LoPs-.. . Lobs), o =a,8...0,
lub w postaci
F, o (v, =) Foy (v, = L)+ ... +a, (v, —1,) - dpraybl
F,= B, (’Dl~ll)+3fz (v,~ 1)+ ... +8 (vn—ln)+<l)grzyb1-
(5.4)

F,=o (vl—ll)+m;(v2—-12)+ e Fo, (vn—lnH'(bErzybl'
gdzie ®Pravel = F (Lprzyel przyel, [preybl),
za$ l; jest wyrazem wolnym: [; = LPrzydl. [ obs.
Krakowianowo uklady te bedziemy przedstawiali jak nastepuje
F = v - B+ @obs. (5.5)
F = (v—I)- B+ @przybl. (5.6)
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gdzie
F‘z (I)obs. q,przybl.
a @
F‘3 (I)gbs. q)grzybl.
F = Ppobs. — , (I)przybl. — ,
r;bs, pr.zybl-
F., Po Pv
d; By e wll
— a B, ... o,
a, B, --- wnl

W przypadku, gdy obserwacje sa niejednakowo dokladne uktad funkecji
wyréwnanych obserwacji nalezy przeksztalcié, wymnazajgc wspotczyn-
niki przy poprawkach przez odpowiednie bledy srednie.

Podamy teraz szereg podstawowych wzoréw metody spostrzezen po-
Srednich w ujeciu algorytmu K.

1. Obliczenie poprawek v

Kolumna poprawek v réwna sie kolumnie 1 krakowianu P = {a 1} po
m-tym przeksztalceniu:

v=Krp. (5.7)

Uzupehiajgc krakowian P kolumng sumowg s otrzymujemy dla kontroli

v =KIP, (5.8)
gdzie P = |a 1 s}.

Wzory powyzsze mozna latwo sprawdzi¢ postugujgc sie wzorem ogol-
nym *) (4.7), badz tez uwzgledniajgc fakt, ze jedno przeksztalcenie krako-
wianu P odpowiada eliminacji jednej niewiadomej z ukladu réwnan po-
prawek, a po eliminacji m niewiadomych mamy l* = v;, przy czym oczy-
wiscie 1*= s

2. Obliczenie funkcji niewiadomych f

Kolumna funkcji niewiadomych f réwna sie kolumnie przyblizonych
wartosci funkeji ¢ krakowianu P po m-tym przeksztalceniu:

f=KmP, (5.9)

=

*) Mamy tu K;"P =1-1 . [za - (a?)~17a] = 1 [t—7a (a%)~1ra] = It,,, = Vv, poniewaz
t,, = t—7a (@)~'ta jest krakowianem tfransformujacym wyrazy wolne na poprawki.

gdzie
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Uzupelniajgc krakowian P kolumnami sumowymi s i o:
_Jals)
P“h?ﬂ’
otrzymujemy dla kontroli
f=KmP, (5.10)
Latwo zauwazyé, ze obliczenie funkeji niewiadomych wigze sie z oblicze-
niem poprawek, poniewaz mamy:
als| {t(l'/;é)_l"ta v v]
boo lfyal-rb £ £
Uzasadnienie podanych tu wzoroéw przebiega analogicznie, jak w przy-
padku wzoréw (5.7) i (5.8). Z (4.8) wynika np. K"P = ¢—1 [th(a?)'1a]=f.

Km{ (5.11)

3. Obliczenie niewiadomych x
Obliczenie niewiadomych moze by¢ traktowane jako szczegoélny przy-
padek obliczenia funkcji niewiadomych, przy ktérym
b=1¢=0, za§ o=1=1t{l1...1}.

Mamy zatem

x =K7'P (5.12)
oraz dla kontroli
x =KT'P (5.13)
gdzie
als
P= {t 0 l}'

4. Obliczenie krakowianu transformujgcego t,

Krakowian t;, transformujgcy wyrazy wolne na poprawki: v =1-t;,
wyraza sie wzorem

t,, =KP, (5.14)
gdzie
P = {at)}.

Rzeczywiscie, podstawiajgc do ukladu réwnan poprawek (5.1) x =
= —1 [(a?)~11a] otrzymamy [2]:
v=x-tatl=
= —1-[(a?)™1-1a] - tat+l =
=1{t—7a-[ta- (a?)1]} =
=]1[t—Ta- (a?)"1-1a] =
= 1-tyy,

7 Prace Instytutu Geodezji
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natomiast na podstawie (4.7) mamy
Km™P = t—ra-(a®)~'.1a,

co potwierdza stlusznos¢ wzoru (5.14).

5. Obliczenie krakowianu transformujqcego ty,
Krakowian t,, transformujacy wyrazy wolne na niewiadome: x =
1. t;,, wyraza sie wzorem
t,, = tKmP (5.15)

gdzie

an
poloel
o
Mamy tu ty, = —(a?™'-ta, za§ z wzoru (4.8) wynika, ze KI'P =
= —7a-(a¥7l, a wiec t = IK'P.
Obliczenie krakowianu t;, wedlug wzoru (5.15) wigze sie z obliczeniem
krakowianu t,, poniewaz

Km ]a ’E} _ ir(l/?j)-l-ca tl/v} , (5.16)
lc o \+(y a2) - ttyx

Podana powyzej metoda obliczenia krakowianu t;, moze sie okazaé
niedogodna dla duzych ukladéw réwnan poprawek, ze wzgledu na znacz-
ne zuzycie miejsc pamieci. Przyjmujac, ze krakowian a ma m kolumn
i n wierszy bedziemy musieli zarezerwowa¢ dla kolejno przeksztalcanych
krakowianéw

KP — Ki{a T}, i=01...m,
t 0

ogolem (m-+mn)2 miejsc pamieci, przy czym zaklada sie, co jest oczywiste,
ze krakowiany K'P zapisywane sg na miejscach pamieci, zajetych na po-
czatku rachunku przez krakowian P = K'P,

Znacznie mniejszej liczby miejsc pamieci wymaga metoda przedsta-
wiona wzorem

ty. = —tKI'P-tK7P, (5.17)

gdzie krakowian P zajmuje tylko m(m-+n) miejsc pamieci

P={:}.

Wystepujace we wzorze (5.17) mnozenie kolumnowe dwéch krakowia-
néw stransponowanych wygodnie jest zastagpi¢ mnozeniem wierszowym.
Opierajac sie¢ na definicji prof. dr T. Banachiewicza, wedlug ktérej ilo-
czyn wierszowy

XWy = 1y * X, (5.18)
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mozemy przedstawi¢ w postaci wzoér (5.17)
t,. = —KI'PwKIP. (5.19)

Dla wykazania stusznosci wzoru (5.17) wystarczy wykonaé podstawie-
nia Ko'P = «()/a®)'ta, KI'P =<()/a?)-1:

—(ya?)~" [sa-<(1a") "] = —(a®)"ra = ty.
6. Obliczenie krakowianu transformujgcego tys

Wprowadzimy pojecie krakowianu transformujgcego wyrazy wolne 1
na funkcje niewiadomych f. Krakowian ten okaze sie niewatpliwie przy-
datny w zastosowaniach praktycznych.

Podstawiajgc x = —1-[(a?)~!-1a] do ukladu funkcji (5.2) otrzymamy

f=o¢—1-[(a?)"1-1a]1h =

= @—1-{tb-[ta- (a®)1]} =

= @—1-[th- (a?)1-1a] =

= (P+l & tl/[,
gdzie krakowian

tys = —tb-(a?)1-1a (5.20)

bedziemy mnazywali krakowianem transformujgcym wyrazy wolne 1 na
funkcje niewiadomych f.

Proces obliczenia krakowianu t;; moze byé¢ ujety latwym do spraw-
dzenia wzorem

/a?)-1 ;
Km{® ‘} = 1‘(',3_.) = t"”}, (5.21)
b0 \x(y/a2)-1<b tys
z ktoérego wynika, ze
t; = KPP, (5.22)

gdzie
arzT
P |b 0] :
W przypadkach, gdy istotne jest zmniejszenie wymiaréw krakowianu
przcksztalcanego P, moze by¢ stosowany wzér
t,, =—<KyP-tKTP = (5.23)
=— KI'PwK]'P,
gdzie

p=|"
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Kladac tu KaP = ‘t(l/ a’)~1za, Kp'P = «(y/a?)-"1b otrzymamy
t,, = —tKPP-tKTP =
= —|b-<{y/a?)]-[ra-<(y/2?) ] =
— —eb-ea-c(y/a) - (Va7) ] =
= —tb-lta-(ag)_’] =
= —1b-(a%®'za,
a wiec rzeczywiscie

t —<KIP-<KTP.,

us =
7. Obliczenie krakowianu transformujgcego tyr

Podstawiajge do ukladu (5.5) v =1-1t;, =1[t—7a- (a?)!- 1a] otrzyma-
my bezposrednio wzér okreslajacy krakowian t,r transformujgcy wyrazy
wolne ! na funkcje obserwacji F.

F =1[t—ta- (a%)!- ta] B+ QoS =
=1{B—B - [ta- (a?)~! - ta] J+ @obs: =
=1- tl/F+ (pobs.’
gdzie tyr = B—B-[ta- (a?)71- 1a]. (5.24)
Wezmy teraz pod uwage krakowian P = {aB} i obliczmy K™{aB}:

K™ {a B} = |<(ya?)-1-ta B—B-[ra-(a?)'xa}.
Jak widaé
t, .= KgP. (5.25)
Dla ukladu (5.6), w ktéorym wystepuja wartosci przyblizone funkcji
@przybl, @praybl, Qprzybl. | obliczone na podstawie przyblizonych war-
tosci obserwacji, krakowian transformujacy przybiera mieco inng postaé.
Mamy woéwecezas:
F = 1.t +prazvbl. (5.26)
gdzie

t —B-[za:(a*)~'ta] = KFP—B.

& -
lF —

8. Obliczenie bledoéw $rednich funkcji niewiadomych

Blad $redni funkeji niewiadomych
fj = a,xa-i-ﬂ,a:b-i- e +p5xm+q>j, ) =1,2... D,
mozemy latwo obliczy¢ na podstawie krakowianu transformujgcego tyy,

mamy bowiem
f3=1"(tu)s+ @5
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a z wzoru Gaussa na przenoszenie si¢ bledow $rednich wynika, ze

my, =m, V/[Zt”)j]2 =m, ]/(t;);z; (5.27)

Opicrajgc sie na wzorze (5.23) otrzymamy
(tw)2 = (tK{'P-tK™P)® =
= «KP'P (KT'P)* <KTP.
Poniewaz (KI'P)* = (K™a)* =, to
(tyy)* = (-KTP)*,

za$ j-ty element przekatny krakowianu (tKJ'P)?réwna sie sumie kwadra-

tow elementow j-tego wiersza krakowianu K*P. Oznaczajac ten wiersz
przez K, P mamy ostatecznie

my, = my |/ (K5, PP (5.28)
Wzér ten mozemy wyrazi¢ stownie w nastepujacy sposéb: blad $redni
j-tej funkcji niewiadomych réwna sie bledowi $redniemu pojedynczego

spostrzezenia m, pomnozonemu przez pierwiastek z sumy kwadratéw ele-
mentéw j-tego wiersza bloku b w krakowianie P po m-tym przeksztal-

ceniu, gdzie
P= l " l
b

9. Obliczenie bledéw $rednich niewiadomych

Kladgc we wzorze (5.28) b = t otrzymamy wzoér na blad $redni k-tej
niewiadomej

My, =M )/ (K PR, k=12...m, (5.29)

()

10. Obliczenie bledéw $rednich wyréwnanych obserwacji

gdzie

Wyréwnana warto$¢ obserwacji L; jest funkcja niewiadomych, ktorej
wspoélczynniki tworzg i-ty wiersz krakowianu a. Na podstawie wzoru
(5.28) mozemy napisa¢

my, = mop/(Kpal, i=12...n. (5.30)

Blad $redni wyréwnanej wartosci obserwacji L; réwna sie zatem ble-
dowi Sredniemu pojedynczego spostrzezenia mo pomnozonemu przez pier-
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wiastek z sumy kwadratéw elementéow i-tego wiersza krakowianu a po
m-tym przeksztalceiu.

Inng postaé wzoru (5.30) otrzymamy stosujgc pojecie krakowianu
transformujacego t;,. Przedstawiajgce krakowianowo wyréwnane wartosci
obserwacji jako funkcje niewiadomych napiszemy:

x-ta =v—1=1(t),—7),
Wynika stad, ze

my; = My V/[&l/v_’c)i]z =
=m, [/ [(—'l:a . (a")‘l . 'l:a)i]2 =

=My V/[(Ta -(a®) "1 ta)?);.

Poniewaz [ra(a?)~lta]2 = ta‘ (a?)1-1a, to
my, = m, Y (ra-(@®) " Lta)y = m, Y 1— () (5.31)

Powyzszy wzér wskazuje na istotne znaczenie krakowianu t;,,. Uwzgled-
niajgc (5.14) otrzymamy ostatecznie

my, =m, '/ 1—-KmP (5.32)

11

11. Obliczenie bledéw $rednich funkcji wyréwnanych obserwacji

Blad $redni funkeji wyrdéwnanych obserwacji
L= 0, ('vl—ll)—}-g'2 (v2—12)+ s —}-g;l(vn—ln)—l-@s”ybl-, o=1af...0,
wyraza Sie wzorem
me = mo1/[(t) ! =mo)/(KE P—BJ, (5.33)
gdzie
P = {aB}.

Stuszno$¢ tego wazoru nietrudno jest sprawdzi¢ opierajac sie na wzo-
rze (5.26).

Zestawimy teraz tabele przedstawiajaca w zwarty sposéb podstawowe
wzory metody spostrzezen posrednich. Przy kazdym wzorze podamy bloki
czesci gtownej X, X' i czesci podrzednej Y, Y’ krakowianu danych poczat-
kowych

p- [XX)
Y v')
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bt
{e=)

Bloki krakowianu P

L.p. Nr wzoru Wzér X X Y Y

1 (5.7) v = K"P a 1
2 (5.8) v = KmP a @
3 (5.9) {=K"P a 1 b o
4 (5.10) f = KmP a s b o
5 (5.12) x = K¥P a 1 = o
6 (5.13) x = KT'P a s T 1
7 (5.14) t, = KmP a ¢

8 (5.15) t,, = KgP a T 0
9 (5.19) t,, = —KPPwK™P a T

10 (5.22) t; =<KIP a © b 0

11 (5.23) t,, = —K"PwKIP a b

12 (5.25) t,, = KTP a B

13 (6:28)  my =my)/(Kp PP a b

14 (5.29)  may =m, /(K5 P a T

15 (5.30) my, = m, ]/(TKZ',a)z a

16 (5.33)  ™Mr, =m, ]/(K’I;'FP— Bja B

Przyklad 3. Dany jest uklad réwnan poprawek
—x, txptxe+2 = v,
2xa —4 = Vo,
3T —2xp—T—3 = V3,
Ty —Tp—ToT4 = vy,
Lq +x.—1 = v,
Tpt+xe = Vs,
Tp—x. T4 = vy
Nalezy obliczy¢:
a) poprawki v,
b) wartosci funkecji niewiadomych:
fi = xq—2xp+4x.+2,
fz = g,
f3 = Xp,
¢) bledy Srednie:
My My, My,
d) krakowian transformujgcy wyrazy wolne 1 na funkcje niewiado-
mych f; i fa
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Dla wykonania tych obliczen zestawimy krakowian

P =K°P =

[—1 1 1. 2 3]

2 0 0i—4 —2

3 —2 —1i—3 —3

1 -1 -1 4 3

(als| 1 0 1i—=1 1
lb (Po]z 0 1 1 0 2
0 1 —1i 4 4

1 -2 4 2 5

1 0 0 0 1

0 1 0i 0 1

Stosujac wzoér (3.2) utworzymy kolejno krakowiany KIP, K?2P, K3P.

Wspobtezynniki K.P -
nymi KZP.

K'P =

K®P —

P bedziemy pisali ponad kolumnami oblicza~

Ky}
-2 -1 —4 -3
—0,25 0,550 075i 1 225
0,50 1 0,50 i—2 —0,50
0,75 —0,50 —0.25; © —0,75
0,25 —0,50 —0,75: 5 3,75
0,25 050 1,25 0 1,75
0 1 1 0 2
0 1 -1 4 4
0,25 —1,50 4,25 3 5,75
0,25 050 025: 1 1,75
0 1 0 0 1
]/(K;ZP)z =2
1 0 3
—0,25 025 050 1 150
050 0,50 0 i—2 —2
0,7 —90,25 0 0 0
0,25 —0,25 —0,50 | 5 4,50
0,25 025 1 0 1
0 050 0,50 0 0,50
0 0,50 —1,50 i 4 2,50
0,25 —0,75 5 3 8
025 025 0 i 1 1
0 0,50 —0,50 0 0 —0,50

]/(Kgsp)z =
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—4 —2
—0,25 025 025 2 2
050 050 0 i—2 —2
075 —025 0 i 0 0

0,25 —0,25 —0,25: 4 4
025 0,25 050i 2 2
K'P=1 0 0,50 025 1 1
0 050 —0,75: 1 1
0,25 —0,75 2,50 13 13
025 025 0 i 1 1
0 050 —0,25 i—1 —1
W ten sposéb otrzymalismy z kontrolg zaréwno poprawki jak i funk-
cje niewiadomych:

v= 2
Vg = —2
V3 = 0, f3=x¢,=—1.
V= 4
Vs 2
Vg 1
U7
Mnozgc blad $redni pojedynczego spostrzezenia

RYioa. 8
m=Y am V2=

przez pierwiastki z kwadratow odpowiednich wierszy obliczymy poszu-
kiwane bledy $rednie:
my, = 2,71/(0,25)*+(—0,75)°*+(2,50)* = 7,1,

Mz, = 2,71/(0,50)*+(—0,25)* =1;5;
my, = 2,71/(—0,25)°+(0.25)*+(0,25)* = 1,2.

Realizujac wzoér (5.23) obliczymy krakowian iransformujacy wyrazy
wolne na funkcje niewiadomych f; i fa; i-ty wiersz tego krakowianu
otrzymujemy wymnazajac i-ty wiersz bloku K3P przez pierwsze dwa
wiersze bloku K} P.

|

0,375 0
—0,250 0,250
0,375 0,125
tyy=1—037 0

1,125 0,125
0,250 0,125
—2,250 0,125
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Dla kontroli poprawnosci obliczenia krakowianu t;; obliczymy przy
jego uzyciu wartosci f; i f» = x4, podstawiajgc za I wartosci dane w tym

zadaniu.

)

0,375
—0,250
0,375
—0,375
1,125
0,250
—2,250

0
0,250
0,125
0 b= |13].
0,125 1

0,125
0,125

Przyktad 4. Obliczy¢ krakowiany transformujgce t;, i t;» na podsta-
wie podanego ponizej krakowianu wspélczynnikéw w réwnaniach po-

prawek:
1 -1 1
0 4 —4
a= -1 1 —1¢§.
-1 1 0
1 -1 0
Zestawiamy krakowian
1—-1 110000
0 4—-101000
—1 1-1:00100
i -1 1 000010
P= =!1-1 000001
ol Bt wudnas
1 0 000000
0 1 000000
0 0 100000
i stosujac wzér (5.16) przy m = 3 obliczamy
0,50 0 0,50 0,50 0 050 0 0
0 1 0 i 0 0 0 6
—0,50 0 —0,50i 0,50 0 050 0 0
K°P = —0,50 0 0,50i 0 0 0 0,50 0,50
_(«(Va})tera tyy) ) 0500 —0,50 0 0 0 0,50 0,50
= lt('/'a_z)—l ttl/z‘l .......... B e ¥e e e E W e e W ON WSS W s
0,50 0,25 0,50: —0,50 —0,25 0,50 0 0
0 02 1 i-—0,50 —0,25 0,50 —0,50 0,50
0 0 1 —050 0 050 —0,50 0,50
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Mamy zatem:

0,50 O 0,50 0 0
0 0 0 0 0 )
tiyp = 0,50 O 0,50 0 0 5
0 0 0 0,50 0,50
0 0 0 0,50 0,50
—0,50 —0,50 —0,50
—0,25 —0,25 O l
tyx = 0,50 0,50 0,50 }.
0 —0,50 —0,50
0 0,50 0.50

Przyklad 5. Dany jest uklad réwnan poprawek v; niejednakowo do-
ktadnych obserwacji o btedach $rednich m;:
v; = 0,8x—3y—8, m; =1,
vy, = 1,20—2y—2, my, = 2,
vy = V3y , mg=1.
Obliczyé poprawki stosujge wzory (5.7) i (5.8).

Na wstepie zréownowazymy podany uklad dzielgc obustronnie réwna-
nia poprawek przez bledy srednie obserwacji. Uzyskane w ten sposéb
wspoélezynniki, wyrazy wolne i niezbedne dla realizacji wzoru (5.8) wy-
razy sumowe sg elementami krakowianu danych poczgtkowych P:

0,8 —3:—8:—10,2
P=KP={als) =lo,6 —1:i—1i— 1,4].
0 yY3i 0 y3

VKPP =1

Obliczamy kolejno:

KP=106 08 32 4
0 Y3 :i 0 :v3

]/(K;zP)a =2

0.8 —0,6i —2,4 —3»

2 4
0,8—03 {—18{—18)
KP=106 0,4 2,4‘@ 2,4
‘o 0,53 —V/3:—V/3)

{
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Ostatnie dwie kolumny zawierajg stosunki poprawek do bledéw érednich

Pt Wobec tego poprawki v; wynosza:
i

’01 == "—1,8
Vg = 4,8
V3 — — l/§

Przyklad 6. Dany jest uklad réwnan poprawek v; niejednakowo do-
kladnych obserwacji o btedach srednich my:

v, = 0,8x—3y+1,, m; =1,
vy, = 1,20—2y+1,, my; =2,
vy = V3y+l;, my=1
Obliczy¢ blad éredni funkeji wyréwnanych obserwacji
F = —3 (v;—1;)+ (vy,—1) + OPrzybl,
Zadanie to rozwiazemy dwiema metodami.
Rozwigzanie 1. Réwnowazac podany uklad otrzymujemy:
v;— 1, = 0,8x—3y,

Vel _ 0,6x— 1y,

vo—l=  V3y,
F = —3(0,—1) 2% goravor
Aby zrealizowaé¢ wzor (5.31), ktéry w naszym przypadku przybiera posta¢
mp = my )/ (KaP B
zestawimy krakowian danych poczatkowych

0,8 —3i—3
P={aB}=106 —1 2},

0 V3.

i obliczymy

08—0,3 :—1,53
K'P=106 04 : 204
0 05)3i—085Yy3
oraz
1,47
K.P—B =1 0,04

—0,85)/3
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Mamy zatem
mp = my )/ (1,47 -(0,04)2-+(—0,85 /3)2 = m, 1/4,33.

Rozwigzanie 2. Podstawiajac do funkcji F' wyrazenia

v,—1; = 0,8x— 3y,
vy—ly = 1,20 —2y,
otrzymamy funkcje niewiadomych:
F = —3(0,8x—3y)+1,2x—2y + QPrzybl. =
= —1,22-+7y -+ Gereydl.,
ktorej blad Sredni mozemy obliczy¢ na podstawie wzoru (5.28).

Utworzymy najpierw krakowian danych poczatkowych

0,8 —3

g 0,6 —1

P= — Y
NEK 4
-1,2 7

Po wykonaniu dwukrotnego przeksztalcenia otrzymujemy

0,8 —0,3

06 04
KP=1 0 05/3
-12 1,7 |

oraz
mp = m Y (tKZPP = my V/(—1,2°+(1,7)° = m, V/4,33.

6. Zastosowanie algorytmu K w metodzie spostrzezen zawarunkowanych

Punktem wyjscia w metodzie spostrzezen zawarunkowanych sg réw-
nania warunkowe. Uklad tych réwnan moze byé¢ traktowany jako uklad
funkeji (5.3) lub (5.4), ktérych wartosci sa znane a priori. Tak wiec, przez
analogie do ukladow (5.3) i (5.4) uklad réwnan warunkowych zapiszemy
w postaci

aw,+ap,+ ... +a v, +A%0s =0,
by, +bw,+ ... +bjv, +Agbs =0,
wo, +wp,+ ... +w, + AE=0,



110 Jerzy Gaidzicki

gdzie ASPs- (r =@, b ... w) jest wyrazem wolnym obliczonym na podstawie
wartosci zaobserwowanych, lub tez w postaci
a;(vl—ll)+a;(vz—12)+ . —}-a;(vn—ln)—}—Agrzyb‘- =0,
b'l(vl—ll)+b'2(v2—lz)+ e —}-b'n(vn—ln)—l—Ag’ZYbL =0,
Cee . (6.2)
w;(vl—ll)—}—w;(vz—lz)—l— —{—w;l(vn—ln)—l-Afv”YbL =0,
gdzie APr2¥Pl jest wyrazem wolnym obliczonym na podstawie przyblizo-
nych wartosci obserwacji, zas l; — wyrazem wolnym réwnania poprawki
i-tej obserwacji: [; = LPr2yPl. —L,0bs.  Poniewaz wartoSci przyblizone
obserwacji sg tak obliczane, ze spelniajg réwnania warunkowe, to
APrzybl = 0, za$ uklad (6.2) przybiera ksztalt nastepujacy
ay(v,—1)+a,v,—L)+ ... —I—a;l(vn—ln) =0,
b(v,—1)+bv,— L)+ ... +b (v, —L ) =0,
cen . (6.3)
wi(v, —1)+w,(v,—L)+ ... +w(v,—1 ) =0.

W przypadku, gdy obserwacje sg niejednakowo dokladne, odpowiada-
jacy im uklad réwnan warunkowych oraz uklad funkcji obserwacji na-
lezy przeksztalci¢, wymnazajgc wspolczynniki przy poprawkach przez
bledy Srednie.

Uktady (6.1), (6.3) krakowianowo bedziemy przedstawiali piszac

v-A+A =0, (6.4)

(v—1)-A =0, (6.5)
gdzie v il sg jednokolumnowymi krakowianami poprawek i wyrazéw wol-
nych, za$

TR ! obs.
l[Otlb...w1 l{Aa !
’ ’ r
a, b, .. w, AQbs-
A=1127 2 ,A=: b .
1 14 ! !
ab ...w i,obs.
nOn Wy A9

Przedstawimy teraz podstawowe wzory metody spostrzezenn zawarun-
kowanych w ujeciu algorytmu K. Krakowian przeksztalcany bedziemy
tu oznaczali literg Z, dla odrdznienia od metody spostrzezen posrednich,
w ktoérej analogiczny krakowian oznaczaliémy literg P.

1. Obliczenie poprawek v

Zestawimy krakowian Z, ktérego czes¢ gléwnag stanowi krakowian
wspolczynnikéw w rownaniach warunkowych A, zas cze$é podrzedng
wiersz wyrazéw wolnych tych rownan 1A

_ A
V4 loa)
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Przeksztalcajae ten krakowian w razy (w — liczba réwnan warunkowych)
obliczymy

R ‘KAZ}

K® Z

«(VA%)-1.<A
(Y/A2)-1.A
Poprawka i-tej obserwacji v; rowna sie zaopatrzonemu w znak minus

iloczynowi i-tego wiersza bloku KY¥ Z oraz wiersza K% Z. co zapiszemy
w postaci

v = —KYZwKY Z. (6.6)

Rzeczywiscie, opierajac sie na dobrze znanym z literatury wzorze [2],
ktéry przy przyjetych oznaczeniach przybiera postaé

v=—A-[tA-(A%], (6.7)
latwo uzyskamy:

v =—AA{/A%)-(VA%) -] =

= —[4(y/A) 1] [eA-<(yA%)] =

= —tK®Z -tK‘A’Z =
= —KWZwKY\Z.

2. Obliczenie [vv]

Suma kwadratéw poprawek obserwacyjnych réwna sie sumie kwadra-
tow elementéw jednowierszowego krakowianu KX Z:

[vv] = (K% Z)? (6.8)
gdzie
z - [A .
A

Wzér ten latwo wyprowadzimy podnoszac do kwadratu krakowian v
(6.7):

[vv] = (KYZwKYZ)* =
= (rK;‘:\Z-rK}Z)2 =
=tK“%Z- (K};’Z)’- tKXZ.
Pamietajgc o tym, ze (K} Z)? = (K"A)? = 1 otrzymamy:
[vv] = tK¥Z - 1KXZ = (tKXZ)°.
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3. Obliczenie krakowianu transformujgcego t.

Sposéb obliczenia krakowianu transformujacego wyrazy wolne 1 na
poprawki v podany juz zostal dla metody spostrzezen posrednich. Obecnie
wyprowadzimy analogiczne wzory dla metody spostrzezen zawarunkowa-
nych.

Wychodzge z ukladu (6.5) mozemy napisaé

v-A—-1-A=0,
za$ uwzgledniajac (6.4) otrzymamy
A= —-1-A
Po podstawieniu A do wzoru (6.7) bedziemy mieli:
v =1.A-[tA-(A2)"'1] =
= l . [-[A B (AZ)—! . ‘tA] =
= 1"ty
gdzie
ty, = TA - (A2)71- 1A (6.9)
jest krakowianem transformujgcym wyrazy wolne na poprawki. Poréw-
nujgc wzoér (6.9) z wzorem
tyy, = t—7a-(a%)1-1a
wyprowadzonym uprzednio dla metody spostrzezen posrednich otrzyma-
my ciekawy zwigzek *) pomiedzy krakowianami wspélczynnikéw a i A
tego samego ukladu obserwacyjnego:
TA - (A2 1-tA+t1a- (a2l ta =T, (6.10)

*) Zwigzek ten nie jest zresztg jedyny. Najprostszy, a przy tym nie pozbawiony
warto$ci praktycznych (np. w obliczeniach kontrolnych) jest zwiazek podany przez
prof. dra St. Hausbrandta:

A-a=0,
ktory latwo wyprowadzimy, mnozac obustronnie uktad réwnan poprawek
v = xta+l
przez krakowian A:
viA=x-ta-Atl-A=
=x-(A-a)t+1-A,

Po przeksztalceniu otrzymujemy
(v=D)-A=x-(A-a).
Z drugiej strony, uwzgledniajac zapis (6.5) ukladu réwnan warunkowych mamy
(v=D-A=0.

Widac stad, ze dla dowolnyéh X ma byé x (A -a).= 0, co moze zachodzi¢ tylko wéw-
czas, gdy Ara=0.
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gdzie
a — krakowian wspélczynnikéw w réwnaniach poprawek,
A — krakowian wspoélczynnikéw w réwnaniach warunkowych.
Latwo sprawdzié, ze
ty, = T—KYZ, (6.11)

gdzie Z = {At}.
Mamy tu bowiem
KYZ = 1—7A - (A?)1-1A,

skad wynika, ze
tyy = TA-(A2)"1-1A = 1—KYZ,

Podamy jeszcze jeden wzoér na obliczenie krakowianu t;,:

tyy = TA- (AY)71-TA = [rA-r(;/F)-‘]’ =[tK®A]2 (6.12)

4. Obliczenie krakowianu transformujgcego tyr

Podstawiajgc do ukladu funkcji wyréwnanych obserwacji (5.5) v =
=1-1t, otrzymamy:
F= V- B+¢Obs. =
=1- tl/v 3 B+q)oba =
=1(B - ttyp) + ®OPs- =
= l {B . [tA . (Az)—l . TA]}+‘¢°bs' =
= l. tl/F+(I)obs.’
gdzie
tyr = B [tA - (A2)"1:1A] (6.13)
jest krakowianem transformujgcym wyrazy wolne 1 na funkcje wyréw-
nanych obserwacji F, przy zalozeniu, ze wartosci przyblizone funkcji ®obs:
obliczone sg na podstawie warto$ci obserwowanych.
Opierajac sie na wzorze (4.7) mozemy przedstawié krakowian t;» w na-
stepujacy sposob:
tl/p = B—ng. (614)
gdzie Z = {A B}.
W przypadku, gdy dane sg wartosci przyblizone funkcji ®Przybl (3.6)
wzory powyzsze przybierajg odpowiednio postaé:
F = l-t;/F-f—(Dszybl-,
= B°[‘EA'(A2)_1"tA]—B =
= —KYZ. (6.15)

tl/F

¢ Prace Instytutu Geodezji
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5. Obliczenie krakowianu transformujacego t,,

Krakowian t,  transformujacy wyrazy wolne réwnan warunkowych A
na funkcje wyrownanych obserwacji

F =v- B+(D0bs.
latwo mozna wyznaczy¢ podstawiajge do ukladu tych funkeji
v=—A-[tA- (A2)"1].
Otrzymamy woéweczas:
F = —A-[tA- (A2)"1] - B+Qobs. =
= —A-{B-[(A2)"1-tA]} +@QOPs =

=A. tA/F+¢°bs's
gdzie
t,r = —B-[(AY)71-1A] (6.16)
Krakowian transformujacy t,,, moze by¢ przedstawiony wzorem
tyr = KVZ, (6.17)
gdzie
z_ (A B)
t 0 |

Obliczenie krakowianu t, . wedlug powyzszego wzoru wigze si¢ z obli-
czeniem krakowianu t,r, poniewaz mamy tu

{/A%)-1-<A B—tw‘

_ 6.18
t(]/AZ)‘l t ( )

K¥Z =

A/F
6. Obliczenie krakowianu transformujgcego t,,

Wystepujacy we wzorze (6.7) krakowian — tA(A?)™! jest krakowia-
nem t,, transformujacym wyrazy wolne A na poprawki v. Krakowian ten
mozna latwo obliczyé¢ realizujac wzor

ty = —KYZwK{Z, (6.19)
A
|-

Aby sprawdzi¢ stuszno$é tego wzoru podstawimy K¥Z = t()/A®)~! oraz
KRZ = o(j/A%)~1.7A:
t,, = —KYZyKVZ — —K¥Z - 1K¥Z =

Alv T

= —cA-t()/A%)-1. (VA = —rA - (AL

gdzie
Z =
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7. Obliczenie funkcji wyré6wnanych obserwacji

Zgodnie z wzorem (6.16) mozemy napisaé
F = -[(pobs. — {B . [(Az)—l . -rA]} A =
= 1(dobs.- — B - {A [*A - (Az)"]} =
= q(obs. — B - {A ((A2)-1- tA}.
Poréwnujac posta¢ tego wzoru z wzorem ogélnym (4.8) nietrudno zauwa-
zy¢, ze

F = tK¥ ons.Z, (6.20)
gdzie
7z — A B
tA robs|’

W trakcie przeksztalcenia krakowianu Z obliczany jest tu réwniez kra-
kowian transformujacy t, . , poniewaz
‘t([/E)'l'tA —t;/F
(Y/A3)-1A  <F

Réznica krakowianéw F oraz ®°°S moze byé¢ uzyskana précz tego na
podstawie wzoru

wa=‘

F—®obs. = —KY ZwK¥%Z, (6.21)
gdzie Z jest krakowianem o czesci podrzednej utworzonej przez wiersz A
oraz blok A -B, czes¢ glowng stanowi krakowian A:

lA’
z-) L
A

A-B

—KR . gZwKiZ =
=—tK®Z1KY ,Z =
—[a-<(yA?)~|-[B-A-<(yA%)-!] =
—A-[B-A-oy/A%) " (YA} =
—A-[B-A-(A)1] =
—A-{B-[(A%-1A]}.

Rzeczywiscie, mamy tu

8. Obliczenie btedéw Srednich funkecji wyréwna-
nych obserwacji

Blad $redni funkcji wyréwnanych obserwacji F, réwna sie bledowi
$redniemu pojedynczego spostrzezenia m, pomnozonemu przez pierwia-

a.
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stek z sumy kwadratéow elementéw o-tej kolumny bloku B w krakowia-
nie Z po w-tym przeksztalceniu, gdzie

Z = {AB}.
Mamy zatem wzor
mz, = mo 1/ (K Z)™ (6.22)
ktérego stusznos¢ wynika bezposrednio z wzoru (6.15).
W pewnych przypadkach wskazane moze by¢ uzycie wzoru
Mg, = my /(B — (K 5 Z)" (6.23)

z=|A

A-B
Wystepujagce pod pierwiastkiem wyrazenie jest w tym wzorze roznicg
sumy kwadratow elementéw o-tej kolumny krakowianu B i sumy kwa-
dratow elementéw o-tego wiersza iloczynu A-B po w-tym przeksztal-
ceniu.
Wzér (6.23) nietrudno jest uzasadnié¢, opierajac sie na znanym w lite-
raturze wzorze

Mmp = My ]/f"——cp;’,
ktory przy stosowanych w niniejszej pracy oznaczeniach moze byé zapi-
sany w nastepujgcej postaci

me, = m, )/ (B —[B,- A-<()/A¥)-1. (6.24)

9. Obliczenie bteddéw Srednich wyréwmanych ob-
serwaciji

Kladac we wzorze (6.24) B = t bedziemy mogli wyprowadzié wzér na
blad $redni wyréwnanej obserwacji
my, =m, ]/(‘Ct)z—[‘ti'A“f(l/Ee)_llz =
=mo )/ 1—{er-[{(VAT) 1A} =
=mo /1= (ofs()/A%) 5B ]}
Poniewaz ()/A%-1zA = K¥A, to
=m, l/l (*KEA)2 (6.25)
Tak wiec, btad sSredni z—te] obserwacji po wyréwnaniu réwna sie ble-
dowi Sredniemu pojedynczego spostrzezenia m, pomnozonemu przez pier-

wiastek z wyrazenia: jedno$¢ minus suma kwadratéw elementéw i-tego
wiersza krakowianu A po w-tym przeksztalceniu.
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Opierajac sie na wzorach (5.31), (6.11) podamy jeszcze jedng postaé
powyzszego wzoru:

my, =my |/ K42, (6.26)
gdzie Z = {A t}.

Na zakonczenie rozdzialu o zastosowaniach algorytmu K w metodzie
spostrzezen zawarunkowanych podamy zestawienie najwazniejszych wzo-
row odnoszacych sie do tej metody. Podobnie jak w metodzie spostrze-
zen posrednich obok kazdego wzoru wypiszemy bloki czesci gléownej x, x”
i czeSci podrzednej Y, ¥’ krakowianu danych poczatkowych

z — [X X'].
YY
Bloki krakowianu Z
L.p. Nr wzoru Wzoér X X Y Y

1 (6.6) v = —KYZwK®Z A A

2 (6.8) [vv] =(:K%Z) A A

3 (6.11) typ = t—K¥Z A ¢

4 (6.12) typ = (tK®A)? A

5 (6.14) tw = B—KYZ A B

6 (6.15) t, = —K%Z A B

7 (6.17) tyr= KVZ A B t 0
8 (6.19) tyy = —KYZwKYZ A t

9 (6.20) F =tK%obs.Z A B A t®obs
10 (6.21)  F—®obs — _Kw ZugwZ A { A‘.AB}

11 (6.22) mp, —mol/(K Z) A B

12 (6.25) =m, '/1 (‘l: “)A)s A
13 (6.26) my, =m, ]/sz A -

Przyklad 7. Dany jest uklad réwnan warunkowych:
vl+02+v3+v4—6 = 0,
v+, —2 =0,
Vy—v3tvs3—2 = 0,
Nalezy obliczy¢
a) poprawki v,
b) wartosci funkcji wyréwnanych obserwacji
= —uv,t v+ 20345,
c) bilad sSredni funkcji F,
d) blad Sredni trzeciej obserwacii wyréwnanej.
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Poszukiwane wielkosci latwo otrzymamy, trzykrotnie przeksztalcajac
krakowian danych poczatkowych

AB
Zﬁ{cAF}

Rachunek przeprowadzimy z kontrols, dopisujac na wstepie kolumne su-
mowg do krakowianu Z.

1 1 0 -1 1
1 1 2 1 5
1 0 -1 2 2
= 0 — N
Z =K% 1 0 1. 0 2
—6 —2 —2¢ 5 —5
]/(K(IJMZ)Z:
1 1 1 5
05 05 —05i—15 —15
05 05 15; 05 25
05 —0,5 —1,5: 1,5 —0,5
1 _ ’ H E A 3 3
K'Z = 05 —05 05:—05 —05
-3 1 1 8 10
I/(Kiuz)zzl
1 -1 1
056 05 —1 i—1 —2
05 05 1 12
05 —05 —1 1 0
oy ’ H
K7 = 05 —0,5 1 i—1 0
-3 1 0 9 9
]/(Kgmzy:z
0 2
05 05 —05:—1 —1
05 05 05 1 1
g ] 05 =05 05 1 1

05 —05 05i—1 —1
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Mnozgc kolejne wiersze krakowianu

0,5 0,5 —0,5]
0,5 0,5 0,5
3 _ ) ’ ’
KiZ = 0,0 —0,5 —0,5
0,5 —0,5 0,5
przez wiersz
—K}Z=—{—-3 1 0}

otrzymamy poprawki v:
v, =
Vy =
vy =
vy =

DN DN = =

Suma kwadratéw poprawek wynosi:
[vv] = vVP+vi4-vi402 =10,
co latwo jest sprawdzi¢ (6.8) sumujgc kwadraty elementéw wiersza K3, Z:
[vv] = (—3)2+(1)2-+(0)2 = 10.
Blad sredni pojedynczego spostrzezenia réwna sie zatem:
my = -13—0 = 1,8.

Wartos¢ funkeji F obliczyliSmy dwukrotnie (na skutek wprowadzenia

kolumny sumowej) uzyskujac
F=9,

Blad sredni tej funkeji otrzymamy (6.22) mnozac m, przez pierwiastek

z sumy kwadratéow elementéw kolumny wspélezynnikow K Z:

mp = 1,8 } (—1)2+(1)2+(1)2+(—1)2 = 3,6,

natomiast mnozge my (6.25) przez pierwiastek z wyrazenia: jedno$é minus
suma kwadratow elementdow trzeciego wiersza krakowianu K3 Z otrzy-
mamy blad sredni trzeciej obserwacji po wyrdéwnaniu:

mr,= 1,8 1'1—[(0,5)2+(—0,5)2+(—0,5)2] = 0,9.

Przyktad 8. Dane jest rownanie warunkowe
1,80, —1,20,+ )/ 30y +A0bs. = q,
odnoszace sie do obserwacji o bledach srednich réwnych odpowiednio

m; =1,
my = 27
msg = 1.
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Obliczy¢ bledy S$rednie wyréwnanych obserwacji oraz biad s$redni

funkcji
F= '—'3U1+Uz+ dobs.,

Utworzymy krakowian danych poczgtkowych

1,8i—3
Z=|AF)=|—24 2
Y3 i o0

zawierajgcy wymnozone przez bledy $rednie wspélczynniki przy popraw-
kach w réwnaniu warunkowym oraz w funkeji F. Krakowian ten prze-
ksztalcimy jednokrotnie (w = 1) uzyskujac

18 {147
V12 :
—2,41
17 1 220,04
K'Z Viz
V—i 0,85)/3
V12 ;

Zgodnie z wzorem (6.22) blagd Sredni funkcji F wynosi:

mp =mq Y/ (—147)+(—0,04)*+(0,85 1/ 3)* =
=m, )/ 4,33.
Bledy $rednie wyrdéwnanych obserwacji latwo otrzymamy, mnozgec war-
toSci obliczone wedlug wzoru (6.25) przez warto$ci m,, m,, ms:

1 2
le =mm ]//1 _('/—’_]8_2—) =m, I/O,73 ’

2,4 \? —
mLz = MmyMmy l/l —_ (ﬁ) = My ‘/2,08 s

/3 \2 —
mr, = mymy ]/1 —( ;/13 ) =m, /0,75 .

7. Zastosowanie algorytmu K do rozwigzywania ukladéw roéwnan
liniowych

Wezmy pod uwage uklad n réwnan liniowych
aux1+2021x2+ [P +an1xn+ll = O,
a12x1+a22x2+ . e +1an2xn+lz = (,

1%yt s+ .. Fappze+l, = 0,
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ktory krakowianowo zapiszemy w postaci
x-tat+l=0, (7.1)
Xy L @y Qg1 -.-Qny
o ifz’lz l‘z ,a= A1z Qa2 ... 0n2
Tn ln Qin A2n .. 0nn

Jest rzeczg oczywists, ze wzory algorytmu K podane dla metody spo-
strzezen posrednich mogg by¢ stosowane réwniez do rozwigzania ukladu
(7.1). Tworzac ze wspoétezynnikéw, wyrazéw wolnych i elementéw sumo-

wych krakowian
p— |2 ls
t 01
i obliczajge K"P otrzymujemy bezposrednio:

x = KjP,
x = K7P.

(7.2)
(7.3)

Niewiadome x s3g tu okreslone w sposéb jednoznaczny, a w zwigzku z tym
poprawki v = 0, co dostarcza dodatkowych kontroli rachunku:

KI'P =0,
K"P = 0.

(7.4)
(7.5)

Analogicznie mogag by¢ obliczane wartosci liniowych funkcji niewia-

mych f = x-th+¢:

f=K7P,
f = K"P,
gdzie
p=|2 Is
boa)

(7.6)
(7.7)

Jednakze przy rozwigzywaniu ukladéw réwnan liniowych wigksze
znaczenie zdaje sie posiadaé metoda spostrzezen zawarunkowanych.
Uklad (7.1) mozemy traktowaé jako uklad réwnan warunkowych

v-A+A =0,

w ktérym liczba poprawek n réwna sie liczbie réwnan w. Dla krakowia~

nu v podaliSmy wzér (6.6)

v =—KYZwK"Z,
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o[2)

Wprowadzajgc do tego wzoru oznaczenia uzyte w zapisie ukladu (7.1)
otrzymamy

gdzie

x = —KrZwK"Z, (7.8)
gdzie

7 — Ita
|

A zatem pierwiastki x ukladu (7.1) sa zaopatrzonym w znak minus
iloczynem wierszowym bloku K2 Z oraz wiersza K[Z.

Warto$ciowg kontrole rozwigzania ukladu uzyskujemy dopisujgc do
krakowianu Z wiersz sumowy ts = tl+ (ta)y)*(t@))t ... +(T@)m):

ta
Z=1l
s

Traktujgc ts jako wiersz wyrazéw wolnych mozemy obliczy¢ stuzgce

do kontroli niewiadome
x, x,—1
x = | .‘t; — JX— 1
gt z,—1

x' = —KnZwK"Z. (7.9)

gs

zgodnie ze wzorem

Przyktad 9. Rozwigzaé uklad réwnan liniowych
8x+6y—54 =0,
2x+ y— 1=0.
Zastosujemy obydwie oméwione metody. Pierwsza z nich wymaga zesta-
wienia krakowianu
8 6i{—54:—40
2 1i —1; 2

10 OF 1
01§ 0; 1
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i obliczenia

Pierwiastki ukladu réwnajg sie

Zgodnie z drugg metodg zestawimy krakowian

Po obliczeniu

mnozymy pierwsze dwa

przez wiersz
oraz wiersz

otrzymujgc odpowiednio

8 2 ¢
Y68 /68 :
2 —8
= —1 0 0
V68 68 :
kRe=1J1 .. .....% {
11250 o g
V68 168
0 —1T 95 25
]/68 : :
x= —12,
y = 25.
8 2
6 1
Z=1_54 1
—40 2
0,8 0,6
0,6 —0,8
R U
K 7= —54 27,2
—4,0 27,0
wiersze
0,8 0,6
0,6 —0,8
— {54 27,2}
— 1 —40 27,0}
x = —12,
y= 25

¥=z—1= —13,
y=y—1= 24
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8. Zapis algorytmu K w jezyku ALGOL

Biorgec pod uwage znaczne juz obecnie rozpowszechnienie jezyka
ALGOL jako $rodka opisu algorytmoéw numerycznego rozwigzywania za-
dan matematycznych, przedstawimy algorytm K w symbolice tego jezy-
ka. Przedtem jednak przeksztalcimy wzér (3.2) do postaci podajacej
w Sposéb wyrainy przebieg obliczen dokonywanych na poszczegdlnych
elementach krakowianu danego c¢. Wprowadzimy tu nastepujace wskaz-
niki:

i — wskaZnik kolumny,
j — wskaznik wiersza,
h — wskaznik okreslajacy liczbe przeksztalcenn danego elementu.

W ten sposéb przez c; bedziemy rozumieli element polozony w i-tej
kolumnie i j-tym wierszu uzyskany po h-tym przeksztalceniu. Przyjmu-
jac, jak uprzedno, Ze nalezy dokona¢ m przeksztalcen krakowianu ¢ o k
kolumnach, ktérego cze$¢ glowna ma n wierszy, za§ czesé podrzedna p
wierszy, ujmiemy algorytm K wzorami:

ch 1
ek, = (8.1)
Y S
= ¢l T—cpy- Zch eyt (8.2)
gdzie
i=12...n,nt+1...0n}+p,
i =h+1L,h+2...k
h=1,2...m
za$
m<lk.

Zapisujgc te wzory w jezyku ALGOL otrzymamy nastepujgcy pro-
gram:

begin
comment algorytm K;
integer i, j, h, H, p, n, M, k, m;
real s, t;
M: = p+mn;
begin
array c[l:p, 1: MJ;
for h: =1 step 1 until m do
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begin
s: = 0;
for j: = 1 step 1 until = do
s: = s+c [h, j]Xc [h, j];
s: = 1/sqrt [s];
for j: = 1 step 1 until M do
c [h, j]: = c[h, j]1Xs;

1= h+1;
for i: = H step 1 until k do
begin
t:=0;

for j: = 1 step 1 until » do
t: = t+c [h, j]Xc[i,];

for j: = 1 step 1 until M do
¢ i, j1: = ¢ i, jl—c [h, 1X¢;

end i
end h
end
end

9. Zakonczenie

Podstawowymi zaletami algorytmu K sg zwigzlos¢ i prostota dogod-
nych w programowaniu wzoréw. Niezmiernie wazna jest réwniez uni-
wersalnos¢ tego algorytmu. Przy jego uzyciu mozna rozwigzywaé wszel-
kie zadania wystepujagce w metodzie najmniejszych kwadratéw. Stosujac
prosty i krotki program realizujgcy algorytm K, mozna obliczaé po-
prawki, niewiadome, krakowiany transformujgce, btedy Srednie, a nawet
rozwigzywaé uklady réwnan liniowych. Rodzaj uzyskiwanych wynikow
zalezy tylko i wylgcznie od tabeli danych poczatkowych. Zmieniajac
ksztalt tej tabeli otrzymuje sie znaczng liczbe ré6znych schematéw rachun-
kowych, z ktorych bez trudu mozna dobraé najbardziej odpowiedni dla
konkretnego przypadku.

Na uwage zastuguje takze latwos¢ obliczania bledéw Srednich funkeji
wyréwnanych obserwacji i niewiadomych. Rownie proste jest obliczanie
krakowianéw transformujgcych, dla ktérych brak bylo dotychczas zwar-
tych algorytmow.

Wymienione tu zalety wigza sie jednak z pewnymi nieuniknionymi
wadami. Z uniwersalnosci algorytmu wynika, ze niektére zadania o cha-
rakterze specjalnym beda rozwigzywane w sposéb nieoptymalny i to za-
rowno pod wzgledem liczby operacji, jak i liczby zajmowanych miejsc
pamieci. W szczeg6lnosci algorytm K nie przewiduje pomijania dziatan
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na elementach zerowych, co jest podstawowsa cechg algorytméw dosteso-
wanych do wyréwnania duzych sieci geodezyjnych okresSlonego typu,
np. triangulacyjnych czy niwelacyjnych.

Jednakze poréwnywanie algorytmu K z innymi algorytmami tylko
pod wzgledem liczby wykonywanych dzialan jest pozbawione sensu, po-
niewaz zakres informacji o wynikach wyrownania, ktéry uzyskuje sie
przy uzyciu algorytmu K jest z reguly znacznie szerszy.

Reasumujac nalezy stwierdzi¢, ze algorytm K, podobnie jak i pobiez-
nie opisany algorytm G, jest przeznaczony do obliczen na maszynach elek-
tronicznych, wyrézniajac sie prostota i uniwersalno$cia od innych zna-
nych algorytméw, stosowanych w metodzie najmniejszych kwadratow.
Nalezy go szczegélnie polecaé w tych przypadkach, gdy istotna jest zwigz-
lo$¢ programu, lub tez, gdy zalezy nam na otrzymaniu pelnej charakte-
rystyki dokladnosciowej wynikéw wyréwnania. Mozna sie spodziewaé,
ze algorytm K znajdzie zastosowanie m. in. przy opracowywaniu statych
programéw maszyn elektronicznych specjalizowanych dla potrzeb geo-
dezji.

Praca niniejsza przedstawia podstawowe wlasciwosci i zastosowania
algorytmu K, nie wyczerpujac catosci zwigzanej z tym problematyki.
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EXH IA3bJSHLIKH

HOBBIE AJITOPH®MbI YPABHHUBAHHSA 10 CIIOCOBY
HAHMEHBIIHUX KBAJIPATOB

Pe3ome

B pabore mpejcraBisfeTca [Ba ajJropudma aJsis BblnoHeHHs Ha DBM BbluMCIeHHH
BBICTYNAIOLMX B CNOCOOe HAMMEHBIUHX KBajparoB. IlepBblit M3 HHX, HA3BaHHBIH ajaro-
pupmom G sBiserca GIM3KMM K aaropudmy Iaycca; BTOpoi, Ha3BaHHBIA aJnopHd-
MOM K, HMEET HEKOTOpbie OOlHe YepThl ¢ AJropH(MOM KpPaKOBAHOBONO KOpHsA Ba-
HaxeBHYa.

HOna o6bacHenus CylHOCTH ajsropudma K, Gonee MogpodHO H3NOMEHHONO B Ha-
CTOALEH paboTe, PacCMOTPHM KPAKOBAH € HMMEIOLIHK Kk KOUOHOK M n+p crpox. Che-
JlaeM MOCJIeOBATEIBHOCTD KPAKOBSHOB

co, ¢l e2,...cm,
rge ¢® = ¢, a Kam[bli ITOCJACAYIOIHH KPAKOBAH 3TOr0 PAJA COCTABIACTCS N0 Npenbl-
aylmemy corjacHo copmysam (8.1), (8.2), B KOTOp®IX c:‘, 0003HAYaeT JIEMEHT Kpa-
KOBfIHa Ch PACHOJIOMKEHHbIH B i-TOil KOJIOHKE H j-TOH CTpOKe:
h—1
Ch;

Chy = ————,
VS
i=1

n .
dy = el =ehy S el
i=1
i=L2...n,nt+1...0+p,
t=h+1, h+2,...k,
h=12...m,
m<k.

Biio KpaKOBAHA € COCTABJIEHHBI IEPBHIMH m CTPOKAMH HAa3blBAeTCH IJaBHO
YacThI0 3TOMO KPaAKOBsiHA, GJIOK COCTABJEHHBI H3 OCTAJbHBIX P CTPOK — BTOPOCTE-
NMEeHHOH YacTblo.

BoluncieH mocie m Ipeodpa3oBaHHbI GopmysiaMH anropudma K KpakoBsH cm
TPHHATO OGO3HAyaTh K™e, a er) OJOKH, CTPOKH M KOJIOHKM ITIPHHATO OGOGHAYaT:H
cumbosIaMHu

Ky'¢c — 6JOK & KPakoBaHA € TOCJe M-TOTO NpeoSpasoBaHHs;
K{'c — i-Taf KOJOHKA KPAKOBAHA C MOCHE T-TOTO MPEOGPAZOBAHMSA;
m 3 .
K;¢ — i-Tasg CTpOKa KPaKOBSHA € MOCJe M-TOr0 Mpeodpa3oBaHHs;
K'a'}c — i-Tas KOJMIOHKA 6JIOKA a KPAKOBAHA C IOCJIE ™TM-TOr0 MPeospa3oBaHHS;

Kq(;¢ — i-Tast CTPOKa 6J10Ka 8 KPAKOBAHA € TIOCJE M-TOTO MPe06Pa3OBaAKHA.
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Bynmem mpegmosiaraTh, YTO MIABHYH0 YACThb KPAKOBSIHA € COCTABJIAIT GJOKH a, a’,
BTOPOCTENEHHYI0 — GJoKH b, b’.
a a’
c =
b b

Ilocte MCTONTHEHUsE ™M NPeo6pa3oBaHUi 9TON0 KPAKOBAHA IMOUIYYUM COTJIACHO (hop-
My e (4.9)

K™c=K" [ ') = H‘/gz)”-fa a’—a’[ra- (a?)"-1a]
Ib b’] lr(l/zﬁ)'l-rb b’—a’-[tb-(a?™-7a]
IAe m — YHCJO KOJOHOK KPAKOBAHOB a, b.
31y GOPMYJSTy MOGKHO TOHE TMpPEeNCTABHTb B BHJE
Kjc = «(Y/a?)1.1a,

=(/a?)1-1b,

a’—a’-[ta-(a?)t-7a],

ll

Kpje
Kje

Kpic = b’—a’-[xb-(a%)*-a].

i

Pop pe3ynbTaToB MOJyYaeMbIX IpH yHoTpebneHHro anropudma K 3aBHCHT OT Kpa-
HOBSIHA NEePBOHAYAJIBHBEIX JAHHBIX €, T.€. OT TONO, KaKHe TaGJHMIbI IOACTABHM B MECTO
60K0B a, a’.

L[JIH mpuMepa BOBMEM BBIYHC/IEHME IIONIPABOK B METONle IOCPEACTBEHHBIX M3Mepe-
nuit. CocraBifieM B TaKOM cllydae HpaxkoBfAH TEPBOHAYAJIBHBIX AaHHLIX B BHAC

P=1{al}

rfic 2 — HKPAKOBIH KOY(PPHIIUSHTOB CHCTEMbl YPABHEHHH TIOIPABOK C 17 HEH3BECTHBIMH,
1 -— HOJIOHKA CBOGOJHBIX WISHOB STHX yDaBHEHHH,
U OPOM3BOAA m NPeo6pa3oBaHHE MOIyYaeM HEIoCpefCTBeHHO

VvV =K['P

Anropupm K, Tar #e Kak ¥ anropudm G npefHa3HAUYEHHbIH MIA BBHIYMCISHHH Ha
OBM, ommuaercsd HECJIOMHOCTBI) W YHHBEPCAJBHOCTBIO B CpPaBHEHHH C APYIHMH
H3BECTHBIMH AaJropuMaMy, TPHMEHAEMBIMH A CHOCO0a HAaUMEHLUIUX HBAIDATOB.
Oco6eHHO HYWHO €ro peKOMeHIOoBaTh A TeX CJIYyYaeB, HOTAA CyLeCTBEHHOH ABJIAETCA
CIKATOCTH IIPOrPaMMbl, UITH e, KON Mbl 3aMHTEPEeCOBAHBI B MOJYYEHHMH IOTHOH TOY-
HOCTHOM XapaKTepUCTHRM pe3yJbTATOB ypaBHUBaHUA. MOoHO OMHIATb, YTO QJINO-
pudpM K HalifleT B YaCTHOCTH IIPUMEHeHHe IpH pa3paborTHe IOCTOAHHBIX [IPOTpPaMM
g OBM crenuagusupoBaHHbIX AJ TeOJNe3UYeCKHX BbIYUCIISHKH,

IIpuMeHaa OPOCTYH M KPATKYIO IpOrpaMMy peINalrlfylo ajaropugsm K MOMKHO BbI-
YUCAATh [IONLaBKH, HSHU3BECTHBIE, TPAHCGHODPMUDYIOLUE KpaKoBSHBI, CPEeARMe HKBagpa-
THYSCHKME OINMOKH, a Haiwe pellaTh CHCTEMbl JIMHEeHHbIX YpaBHEeHHH.

OcHOBHbIE IPUMEHEHUS aJopudMa H3TAraloTCsd B pasjenax: IATOM (Crocol He-
OOXOQUMBIX HEH3BECTHBIX), MIECTOM (CHOCOG YC/IOBHE) U CebMOM (pemeHne CHCTeM JIM-
HeHHBIX ypaBHEeHHUH).



JERZY GAZDZICKI

NEW ALGORITHMS OF ADJUSTMENT BY THE METHOD OF THE
LEAST SQUARES

Summary

The paper deals with two algorithms which can be applied to electronic com-
puters of the computations appearing in the method of the least squares.

The first of these algorithms called algorithm G relates to the Gauss algorithm;
the second one called algorithm K possesses certain traits common with the algo-
rithm of the cracovian root of Banachiewicz.

In order to explain the essence of the algorithm K discussed in & broader way
in this paper we take in account the cracovian ¢ possessing k¥ columns and n+p
rows. We receive then a sequence of cracovians

cl-el-e?. .. cm
where c® = ¢; each of the next cracovians of the sequence is created on the basis
cof the previous one according to the formulae (8.1), (8.2) in which c?j denotes the
element of cracovian ¢k in the i-th column and in the j-th line.
=1
hj

|/ St

R
Chy =

—_—

31
h h—1 h “ h h—1
_ s —
Ciy = Ciyy  — Cyy» chj'cij ’
j=1
i=12..,n,n+1l...n+p,
i=ht+t1l,ht+2...k,

h=12...m,
m<k.
The block of cracovian ¢ created by the first n rows is called the principal part
of the cracovian when the block created by the remaining p rows is called — its

secondary part.
The cracovian em computed after m transformations by the algorithm K for-

mulae is determined as K™m¢ and its blocks rows, and columns are determined by
the symbols.

KJ'c — block a of cracovian ¢ after m-th transformation;

K;"c — i-th column of cracovian ¢ after m-th transformation;

K?Z)c — i-th row of cracovian ¢ after the m-th transformation;

K7ie — i-th column of the block a of cracovian e after m-th transformation;
K;'ti)c— i-th row of the block a of cracovian ¢ after m-th transformation.

9 Prace Instytutu Geodezji
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We can admit that the principal part of the cracovian ¢ consists of the blocks a
and a’ while the secondary part consists of blocks b and b’

{ ,}
[
b b’

Having performed thus m transformations of this cracovian we receive accor-
ding to the formula (4.9)

K™ K™ {a a’} { «(Yar) . ma a’— a’.[ta-(a?)!.1a] l
c = = o ’
b b’ 'c(;/a.2 Y. b b’ — a’[tb{-a?%)~1.7a] l
where m — is the number of columns of the cracovians a and b. This formula can
be also written down as follows:

K;"c = t(V-é,_z)“-ta,,
KT = «()/a?).1b.
Kllc=a'—a’- [ra . (az)_l-'ca.]
Kyc=b'—a’- [rb . (az)'l-'ca] .

The kind of results obtained owing to the use of the algorithm K depends upon the
cracovian of the initial data ¢. i. e. upon tables which will be substituted in lieu on
the blocks a,a’, b and b’.

We take as an example the computation of corrections in the method of indirect
observations. We create thus the cracovian of initial data

P=1{al},

where: a — cracovian of coefficients in the system of correction equations with m
unknowns, ! = column of free terms of these equations. Doing m transformations
we receive directly

VvV =K["P.

The algorithm K like the algorithm G is destined for on the electronic compu-
ters; it distinguishes itself from the other known algorithms applied in the method
of least squares by simplicity and universality. It shall especially be reccomended
in these cases when the consiseness of the programme is essential or when we
will obtain a full accuracy characteristic of the adjustment results. One can hope
that algorithm K will find the application in the elaboration of constant programmes
of the electronic computers specialized for the needs of geodesy.

Applying a simple and short programme which realizes the algorithm K we can
compute the corrections, the unknowns, transforming cracovians, the mean square
errors, and even solve the systems of linear equations. The fundamental applications
of the  algorithm are given in the chapters: 5-method of indirect observations;
6-method of conditioned observations, and 7-solution of linear equation system.
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