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Wyznaczanie wielkosci bledu $redniego z zespolu bledow
prawdziwych w oparciu o zaloZzenie normalnosci rozkladu

Wprowadzenie

Obliczenie wartosci btedu $redniego m w oparciu o znajomos$é szeregu
btedéw prawdziwych ¢

€15 €23 .. ENy

na drodze realizacji wzoru klasycznego

m = ]/E]; (1)

prowadzi do otrzymywania wynikéw bardzo niedokladnych, nawet przy
stosunkowo duzej liczebno$ci szeregu. Tak np. z wzoru na blgd $redni
Sredniego biedu

L

V2N’
wynika, ze pomimo rozporzgdzania szeregiem 200 bledéw, otrzymamy
blad $redni $redniego bledu réwny 3% samego bledu.

Mozna jednak — do czego prowadzi niniejsza praca — uzyskaé¢ duzo
dokladniejsze oszacowanie warto$ci Sredniego bledu, jezeli wykorzystaé
przy rachunku okolicznos¢, ze badany szereg bledéw podlega rozkladowi
normalnemu (wzglednie dwumianowemu).

Przyjecie takiego zalozenia ,normalnosci” rozkladu w badanym sze-
regu btedow jest, o ile chodzi o obserwacje geodezyjne, tak mocno ugrun-
towane praktycznie, ze nie bedziemy sie nad nim zatrzymywaé, a jedynie
zwrocimy uwage, ze nawet przy oszacowaniu klasycznym konstruujac

(2)
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wzér na biad $redni Sredniego bledu (2) opieramy sie na tym zalozeniu,
aczkolwiek wzor (1) obchodzi sie bez niego. Pare uwag na temat normal-
nosci rozktadu w obserwacjach geodezyjnych podamy zresztg dalej w ni-
niejszej pracy.

Przyjecie zalozenia normalnosci rozkladu w badanym szeregu bledow
moze by¢ wykorzystane do obliczenia wartosci Sredniego btedu w rézny
sposob. Najprymitywniejszym takim sposobem byloby dobrze znane sza-
cowanie $Sredniego btedu w oparciu o znajomos¢ biedu prawdopodobnego.
Wychodzi si¢ wtedy z zalozenia, ze przy duzej oczywiScie ilosci elementow
w badanym szeregu, mozna po prostu uporzadkowa¢ btedy co do ich war-
tosci bezwzglednej i uwaza¢ Srodkowy element szeregu uporzgdkowanego
za réowny bledowi prawdopodobnemu r. Ze za$ w rozkladzie normalnym
mamy m = 1,483 r, tedy mnozgc srodkowy blad szeregu uporzadkowa-
nego przez 1,483 dostaniemy warto$¢ bledu sredniego.

Takie oszacowanie jest jednak stosunkowo malo dokladne, gdyz sta-
wiajge zalozenie normalnosci rozkladu w szeregu, opiera isie naslepnie
obliczenie btedu Sredniego na znajomosci jednego tylko elementu i jego
polozenia w szeregu.

Bedziemy w dalszym ciggu przyjmowac¢, ze wyznaczenie wartosci btedu
$redniego w oparciu o zalozenie normalnosci rozkladu w badanym szeregu
bledéw dokonuje sie w oparciu -0 znajomo$¢ przynajmniej dziewieciu ele-
mentéw tego szeregu, w miare moznosci réwnomiernie roztozonych (moé-
wimy tu i nadal o szeregu uporzadkowanym co do wartosci bezwzgled-
nych).

W zasadzie mozna by oczywiscie stosujac postepowanie, ktorego szcze-
goly zaraz opiszemy, uzy¢ do rachunku wszystkich elementéw szeregu.
Nie byloby to jednak celowe, gdyz nie wniosloby istotnych korzysci,
a przedluzylo rachunek. Drugg krancowoscig byloby uzycie do rachunku
jednego tyiko elementu, w szczegdlnosci elementu polozonego w Srodku
szeregu, co doprowadzitloby do omoéwionego juz oszacowania opartego na
zwigzku miedzy bledem prawdopodobnym i $rednim i daloby wynik mato
dokladny.

Wykorzystanie do rachunku tylko czesci elementéw szeregu, ktorych
wielkosci i uporzgdkowanie sg znane, posiada jeszcze te dodatnig strone,
ze umozliwia ono dwu-, lub wiecej, -krotny rachunek w oparciu o nie-
zalezne uklady danych, co z kolei pozwala na charakteryzowanie doktad-
noéci oszacowania w oparciu o rozbiezno$ci wynikéw.

Szacowanie klasyczne takiej mozliwoéci nie daje. Uwzglednia ono
bowiem w rachunku jedynie wielkosci bledéw, abstrahujgc od ich potoze-
nia w szeregu uporzadkowanym.

Wspomnieliémy juz, ze przyjecie zalozenia normalno$ci moze by¢ wy-
korzystane do obliczenia wartosci btedu $redniego w rézny sposob.



Wyznaczaniec wieclko$ci bledu Sredniego

Omowienie takich réznych mozliwosci znajduje sie w dalszym ciggu
pracy. Istote rzeczy stanowi tu z jednej strony mozliwo$é wykorzystywa-
nia tych, czy innych, wlasnosci rozkladu normalnego, za$ z drugiej sirony
mozliwosé réznorodnego podchodzenia do zagadnienia wyréwnywania roz-
bieznosci przy wykorzystywaniu materialu nadliczbowegoe, z ktérym za-
wsze mieé bedziemy do czynienia przy postawieniu zalozenia normalnosci.
Obecnie podamy ten sposob rozwigzania zadania, ktory autorowi wydaje
sie najlepszy. Nazywaé go bedziemy ,,sposobem Bw”, ze wzgledu na vzna-
czenie tymi literami wspolezynnikéw wystepujgecych w rachunku.

Czytelnik, ktérego nie interesujg rozwazania tcoretyczne, a pragnatby
tylko zapoznaé sie ogélnie z koncepcja, bedzie dostatecznie zorientowany
po przeczytaniu niniejszego wprowadzenia i przesledzeniu przyktadu licz-
bowego na str. 6 ewentualnie i streszczenia pracy na str. 33.

Obliczenic sposobem Biv $redniego bledu z szeregu bledow prawdzi-
wych, uporzgdkowanego co do wartosci bezwzglednych

&y ... en; & o>E, gdy ik, 3)

wymaga wykonania nastepujgcych czynnosci:

[. Wybicramy z szeregu zcspdl skladajacy sie z nie mniej niz 9 ble-
déw, w przyblizeniu rownolegtych, po czym dla kazdego z nich obli-
czamy wielko$¢ jego ,pozycji” w szeregu (3), tj. przyblizong wartost
prawdopodobicnstwa nieprzekroczenia tego btedu. Jezeli liczcbnos¢ sze-
regu jest duza, za pozycje przyjmujemy ulamek, ktérego licznikiem jest
liczba porzadkowa bledu, a mianownikiem ogolna liczba bltedow w szeregu.

Jezeli liczebnosé szeregu nic jest duza (ponizej 200), zmnicjszamy za-
réwno licznik jak i mianownik wyzej wymienionego utamka o jednos¢.

Jest wiec przy oznaczeniu przez I’y pozycjl i-tego bledu

i i—1
Pi= — lub Pi= ——— 4
, i A v @

II. Z tabeli funkcyjnej (str. 41) znajdujemy dla kazdej wielkosci P;
odpowiadajgce wartosci B; oraz w;.*) Niezbedng przy tym interpolacje
liniowg najdogodniej przeprowadzi¢ dla obu poszukiwanych wielkosci tgcz-
nie. Sprowadza sie to do nastawienia w liczniku nastawien arytmometru
wielkoéei B; (lewa czes$é licznika), oraz w,; (prawa czes¢ licznika) dla niz-
szej wartoSci argumentu i pomnozenia przez speilnienie ulamka interpola-
cyjnego do jednosci, po czym nastawienia w liczniku nastawien wielkosci
B, (lewa) i w, (prawa) dla wyzszej wartosci argumentu i pomnozenia przez

e-t e-t? .
*) Sg to: B= ot oraz w == ot gdzie ¢ podstawa log. nat. zas t stosunek

bledu danego do bledu Sredniego m.
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utamek interpolacyjny. W liczniku rezultatéw odczytujemy poszukiwane
wartosci B (lewa), oraz w (prawa). Konkretnie np. interpolujac dla
P; = 0,37, czyli przy ulamku interpolacyjnym 0,2, nastawimy na liczniku
nastawien warto§ci B i w dla 0,37, to znaczy liczby 1038 i 500 i pomno-
zymy przez 8, po czym wartosci B i w dla 0,38, tj. 1054 i 523 i pomnozymy
przez 2. W liczniku rezultatéw bedzie: 10412 i 5046, a wiec wartosci po-
szukiwane wynoszg B; = 1,0412 oraz w; = 0,5046.

II1. Obliczamy sume w, ktéra ma nie byé mniejsza od 4,9 i wykonu-
jemy dziatanie

B
m= [[w;] 1’ ®)

IV, V, VI. Powtarzamy opisane czynno$ci wybierajac zespét innych
btedéw, co prowadzi do otrzymania drugiej, niezaleznej, wartosci m

’r_ [Be] .
[w] ’
po czym z obu obliczen znajdujemy S$rednig. Blgd Sredni oszacowania
2,07Tm

Sredniego bledu jest wielkoscig rzedu ———.
Ny [w]

Przyktad liczbowy

Obliczymy $redni blad zamkniecia tréjkgta w sieci Zachodnio Pruskiej,
postugujac sie materialem btedow prawdziwych zamknieé trojkatow po-
danym w publikacji: ,,Die Preussische Landesvermessung, Hauptdreiecke
Neue Folge” — Berlin 1925 — ktéry przytaczamy ponizej. Poniewaz sze-
reg bledéw jest stosunkowo maly (41), nie ograniczymy sie do dwodch
obliczen, lecz wezmiemy trzy ,,prébki”, wyczerpujace przy tym caly ma-
terial. Beda to bledy o numerach:

I. 1,4, 7...37, 40, II. 2, 5,8 ... 38, 41, II1. 3,6,9 ... 36, 39.

Caly rachunek przytaczamy w tablicy 1.

Jezeli przyjaé Srednia z tych trzech oszacowan za warto$é bledu Sred-
niego mgy, = 0,465, to przy pordéwnaniu zgodnosci szeregu z rozkladem
normalnym i podziale na 4 klasy, w ktérych winny byé réwne liczby
bledéw, otrzymamy rezultaty przytoczone w tablicy 2.

Jezeli natomiast przyjaé za wartos¢ sredniego bledu wynik oszacowa-
nia klasycznego, ktéry jest tu réwny my; = 0,420, otrzymamy wartosci
przedstawione w tablicy 3.

Jak mozna bylo przewidywaé, zgodnos¢ z rozkladem normalnym jest
przy przyjeciu wyniku klasycznego duzo gorsza.
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Tablica 2
Tlo$é bleddéw Odchylenia
Przedzialy bledu (przy m = mpy) procentowe
od rozkladu
bezwzgl. proc. normalnego
0,000 m — 0,319 m, tj. 0,000 — 0,148 9 229, +3
0,319 m —- 0,674 m, tj. 0,148 — 0,313 10 249, |
0,674 m — 1,150 m, tj. 0,313 — 0,535 12 299, —4
L1150 m — emax, tj. 0,535 -~ emax 10 249 11
Tablica 3
Tlo$é¢ bledéw " Odchylenia
Przedzialy bledu (przy m = my) procentowe
od rozkladu
bezwzgl. proe. normalnego
0,000 m — 0,319 m, tj. 0,000 — 0,134 5 129, 413
0,319 m -—— 0,674 m, tj. 0,134 - 0,283 11 279%, -2
0,674 m — 1,150 m, tj. 0,283 — 0,483 15 379, —12
1,150 m —- emax, tj. 0,483 —- emax 10 249, +1

Uzasadnienie teoretyczne

1. Rozpatrujemy szereg wartosci bezwzglednych bledow prawdzi-
wych ¢; uporzgdkowany wedtug rosnacych wartosci bledéw, tj. szereg (3):
€); €5 ... gy; gdzie &>¢, gdy j>k

Bedziemy nazywali ,,pozycjg” bledu i-tego w szeregu i oznaczali
przez P; przyblizong wartos¢ prawdopodobienstwa nieprzekroczenia bledu
o wielkoSci &. Jezeli szereg jest szeregiem o bardzo duzej liczebnosci,
mozna za pozycje przyjaé po prostu stosunek wielkosci wskaznika bledu
do liczby bledéw w szeregu, to znaczy czestos¢ wzgledng zdarzenia: , blgd
nie przekroczyt wielkosci ¢;”.

P,=—. (6)

Jezeli liczebnos¢ szeregu nie jest bardzo wielka, sluszniej bedzie obli-
cza¢ wartos¢ pozycji wzorem:

i—1
i = 7
lPt N_1 (M



Wyznaczanie wieclkosei btedu $redniego 9
ktorym tez bedziemy sie z regulty poslugiwali. Wynika on z nastepujgeych
rozwazan., W badanym szeregu znajduje sig:
i — 1 bledéw mniejszych, 1 blad réwny, N — 1 bleddéw wiekszych,
od rozwazanego btedu ¢; [igurujgcego na i-tym micjscu. Poniewaz w roz-
kladzie normalnym mozemy rozpatrywa¢ tylko dwa nastepujace, wyklu-
czajgce sie zdarzenia: blad jest mniejszy od rozwazanecgo, o prawdopodo-
bienstwic p;, oraz: blad jest wiekszy od rozwazancgo, o prawdopcdobien-
stwie 1—); == 1—p;, tedy, przechodzgc od czestosci wzglednych do prawdo-
podobienstw, pozostaje podzieli¢ liczbe 1 w stosunku (i —1) : (N —1) i otrzy-
manc utamki:
izl oraz Nz,
N—1 N-1’
dodaé¢ do liczby bledéw mniejszych, oraz do liczby bledow wiekszych od
rozwazanego. Otrzymamy wowcezas na przyblizone wartosci prawdopo-
dobienstwa P oraz P wyrazenia nastg¢pujgce:
i—1 N-—-i
1 —1-- R -7 Ao
RN Nt gy

=N oraz P ——o o

Po wykonaniu dzialan upraszczajgeych otrzymujemy:
P; = ﬁljll oraz P;= ]—1\;—]___—11 przy P+P =1;
jako przyblizone wartosci prawdopodobicnstw (wydedukowane z czgstosci
wzglednych) dwoch wykluczajacych sie zdarzen: wystgpienie bledu muiej-
szego od #,, oraz: wystapienic bledu wigkszego od ¢,
Jezeli zechcemy od znanej wartos$ci prawdopodobicnstwa P; przejseé
do szukanc] wartosci wskaznika ,,i”, znajdziemy w myS$l (7) wzor:

i=P(N-1)+1 (8)

2. Wiadomo, ze prawdopodobienstwo nieprzekroczenia t-krotnej war-
tosci bledu Sredniego m w rozkladzie normalnym wyrazi¢c mozna jak
nastepuje:

2 t3 t.‘» t7
e < t-m) = S A U !
Ple<t-m) l/zlt o311 25 273! ©)

t
. C . ot 2 —0,5LF L . .
co wynika z rozwinigcia w szereg calki Pf=]/ _ | e dt i catkowania
, 0
poszczegdlnych wyrazéw. Odpowiadajgce sobie w mysl tego zwigzku pary

g

wartosci liczbowych 1(Stosunek btedu do bledu sredniego t = 7—;7) oraz
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P(t) = P(e <Xt - m) (prawdopodobienstwo nieprzekroczenia t-krotnej war-
tosci bledu sredniego) porzadkuje sie zazwyczaj w tablicy funkcyijnej,
w ktorej t traktuje sie jako argument, zas P(t) jako funkcje.

Tablica 4a ma wiec postaé:

Tablica 4
a) b)

t P(t) P t
0 0 0 0
0,10 0,0797 0,10 0,1257
0,20 0,1585 0,20 0,25633
0,30 0,2358 0,30 0,3853
1,00 0,6827 0,70 1,0364
2,00 0,9545 0,80 1,2816
3,00 0,9973 0,90 1,6449

[ee] 1 1 00

Do naszych celéw wygodniejsze bedzie postugiwanie sie tablicg, w kt6-
rej — odwrotnie — P gra role argumentu, za$§ t role funkeji, a wiec
tablica 4b. Obszerng tablice tego rodzaju podajemy na str. 41.

Oprocz wartosci t odpowiadajgcych prawdopodobienstwom P stabela-
ryzowanym w przedziale 0,01, znajduja sie tam jeszcze wartosci innych
funkeji, ktérych przydatnosé omoéwiona bedzie dalej. Sg to mnastepujgce
funkcje zmiennej t uporzadkowane wzgledem P jako argumentu:

e-t* et

v B=—w (10)

w =
Uwaga. Pomimo, ze tablice typu 4a, tj. tablice o uporzgdkowaniu
t-argument, P-funkcja, sg dobrze znane, podaliSmy je takze na str. 42
uwazajac, ze moze byé wygodne mieé¢ pod rekg oba uporzadkowania.

3. Wyobrazmy sobie teraz, ze prawdopodobienstwa nieprzekroczenia
bledow ¢; figurujgcych w szeregu o oméwionym uporzadkowaniu sg nam
znane z duzg dokladno$cia, a wiec np., ze duza liczebno$¢ szeregu po-
zwala na identyfikowanie prawdopodobienstw z pozycjami obliczonymi
wzorem (6) lub (7). Wéwcezas kazda ze znanych wartosci & pozwoli nam
obliczy¢ blad sredni w mys$l réwnania:

m=-i; 8)
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w ktorej wielkos¢ ¢; jest znana z obserwacji, zas wielko$¢ t; znajdziemy
i i—1
N—1~

w tablicy funkcyjnej 4b dla argumentu P; = % lub P; =

Bedzie wéwczas obojetne, ktérym z réwnan:

€ € EN
et Y m = . .

m =

; == ...Mm=
t t, tn

(12)

postuzymy sie dla wyznaczenia m. Jezeli szereg nie jest dostatecznie li-
czebny, aby mozna bylo identyfikowaé¢ prawdopodobienstwa z pozycjami,
wowcezas obliczane z kolejnych réwnan wartosci m beda sie miedzy soba
rézni¢. Bedziemy je odrézniali przez postawienie przy literze m odpowied-
niego wskaznika. Bedzie wiec, gdy napisa¢ to wyraznie:

E,' _52' _ &N,
L M =1
N

(13)

Mozemy oczywiScie, opierajgc sie na prawie wielkich liczb, twierdzi¢,
ze w miare wzrastania liczebno$ci szeregu coraz mniej prawdopodobne
stawac¢ sie bedzie, aby wielkosci pozycji (6 lub 7) znacznie réznily sie od
odpowiadajgcych prawdopodobienstw, a wiec — w konsekwencji — coraz
bardziej prawdopodobniejsze stawaé sie bedzie, Ze roznice miedzy wiel-
koSciami m obliczanymi z poszczegdlnych rownan (13) stawacé sie bedg
znikome. Mozemy réwniez, postugujac sie symbolikg rachunku prawdo-
podobienstwa, zapisywa¢ w ten czy inny sposéb wyzej wypowiedziane
sformutowanie. Nie zmieni to jednak w miczym faktu, ze, o ile chodzi
o realia, mie¢ bedziemy zawsze do czynienia z ukladem réwnan (12),
z ktorego poszukiwane wielkosci m w sposéb jednoznaczny obliczy¢ sig
nie daje bez postawienia dodatkowych zalozen. Chodzi o to, aby zalozenia
te byly mozliwie konsekwentne i dajace sie w rachunku liczbowym tatwo
realizowa¢. Poniewaz przy tym zagadnienie wyznaczenia ,,najlepszej” war-
tosci z ukladu niezgodnych réownan jest typowym zagadnieniem rachunku
wyréwnawezego, musimy rozumowanie opiera¢é na metodzie najmniej-
szych kwadratéw, co — przynajmniej z grubsza — narzuca juz droge
rozumowania.

Mozna by tu zaproponowa¢ dwa rézne rozwigzania, z ktérych jedno
oparte byloby na zatozeniu minimalnego znieksztalcenia wartoSci pozycji,
za$§ drugie na potraktowaniu wartosci poszukiwanej m jako $redniej og6l-
nej (Sredniej z wag) z jej réoznych przyblizonych wartosci (13) przy przy-
jeciu za wagi liczb odwrotnie proporcjonalnych do kwadratéow roéznic Ae,
ktére dajg sie ustali¢ w oparciu o prawo biedow.

Oba te rézne rozwigzania prowadzg do bardzo podobnych wynikoéow,
dajac tym niejako dowdd, ze przy zasadniczej mysli przewodniej jedna-
kowej dla obu rozwigzan — przyjeciu zalozenia podstawowego normal-
nosci rozktadu — sposéb uzgadniania rozbieznosci jest mato istotny.
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Sposob sredniej ogélnej jest rachunkowo duzo wygodniejszy, choé¢
pojeciowo nieco bardziej skomplikowany. Nim sig tez zasadniczo zajmie-
my, poswiecajac na koncu pare uwag sposobowi minimalnego znieksztal-
cania pozyciji.

4. Rozpoczniemy od wykazania, ze gdy szereg bledéw o duzej liczeb-
noscei

€15

€25... En; (14)

podlega rozkladowi normalnemu, wéwezas wartosci bezwzgledne odste-
pow Ae miedzy sgsiadujgcymi btedami beda w przyblizeniu rowne

_m /7 e
Ae = N ]/2 e (15)

Rozwazajmy w tym celu trzy sasiadujgce bledy &_;, &, &+, i niech
odstepy miedzy bledami wynoszg Ae to znaczy wyraznie:

€418 = Ag; g, —¢_1 = Ag;
Z prawa bledéw Gaussa-Laplace’a wynika, ze prawdopodobienstwa

wystgpienia bledéw w przedzialach od ¢;_; do ¢; oraz od ¢; do &+, wynoszg
odpowiednio:

plei-1<<e<<g) = "/h—~ ce M Az

——

T
p(Si e << SH.]) =—_=" e—h’é . Ae.
V=
Stad na prawdopodobienstwo wystgpienia bledu w przedziale od &._;
do &+, otrzymamy:

2:h  _pre
pleior<e-Zep)= = e " - Ae (16)
Vr
gdzie h jest miarg dokladnosci, zwigzang z bledem Srednim zwigzkiem:

B em? =~ (17)
2
Lecz z uwagi na zalozenie duzej liczebnosci szeregu mozemy prawdo-
podobienstwo wystapienia bledu w przedziale od & _; do g+, rownowazne
1
prawdopodobienstwu wystgpienia bledu ¢; uwazaé za réwne v

Wynika stad przy skorzystaniu z rownania (16) oraz (17):
1 . 2-h ) e—h"a’

= CA —05 A : 18
N € e e (18)

-2 .
Ve-my2

gdzie zastapiliSmy % przez t. Rozwigzujgc rownanie (18) wzgledem od-
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‘ __?71' _;_'0‘5&'
|A8—N ]/2 e

co mieli$my wykazaé¢. Poniewaz czynnik, przez ktory mnozone jest

(19)

m
N
w ostatnim rownaniu moze by¢ traktowany jako funkcja P (gdzie —
przypominamy — P = P (¢ << t-m)), mozemy tez napisac:

I
Be - f(P) | (20)

Obierajgc szereg wartosci liczbowych P, nietrudno znalezé odpowia-

dajgce im wartosci t i realizujge dzialanie]/—g 2058 stabelaryzowaé¢ war-

tosci liczbowe f (P). Pozwoli to na praktyczne zweryfikowanic wzoru (19),
na ktorym sie oprzemy w dalszym ciagu przy ustalaniu wag dla wyra-

zen m; = ii (por. wzory 13). Warto$¢ odstepu At miedzy sgsiadujacymi
i
bledami tabelaryzujemy zreszta dwukrotnie (tabl. 5): raz traktujac jako

€ .
argument t = o @ drugi raz P = P (¢ <<t -m), niekiedy bowiem moze

by¢ wygodniejsze postugiwanie sie pierwszym z tych argumentéw, a nie-
kiedy drugim.

Z liczb podanych w lewej cze$ci tablicy 5 wynika, Ze w przedziatach:
od 0 m do 0,5 m Srednia warto$é¢ odstepu wymnosi 1,31 k
od 0,0 m do 1,0 m . ) " ’ 1,70 k
od 1,0 m do 1,6 m " ) " " 2,84 k
od 1,5 m do 2,6 m » . ) 6,15 k

. - m 0,465
W przykiadzie na str. 6 mamy k == N T4l
stad, ze $rednie wartoSci odstepow powinny dla badanego tam zespolu
btedow wynosi¢ w przyblizeniu:

= 0,01134. Wynika

od 0 do 0,232 Ac= 0,015 gdy mamy: w—ﬁglo-ﬁ?— = 0,012
od 0,232 do 0,465 Ae= 0l ME’—SI;’ﬁ?’i = 0,015
od 0,465 do 0,608 Ae = 202 1@@_5_0_4_5_& = 0,028
od 0,698 do 0,930 Ae= 2070 ,0_’8%_0’_6?_5_ — 0,054

Obliczenia $rednich odstepoéw z materialu praktycznego (ostatnia ko-



14 Stefan Hausbrandt

Tablica 5
Wartoéci odstepdw miedzy sasiadujacymi bledami w rozkladzie normalnym
t=2, Ade P =P (¢ < tm), de
m
0 1,25 & 0 1,26 &
0,1 1,26 & 0,05 1,26 &
0,2 1,28 k& 0,10 1,26 %
0,3 1,31 & 0,15 1,28 &
0,4 1,36 & 0,20 1,29 &
0,5 1,42 & 0,25 1,32 &
0,6 1,50 & 0,30 1,35 &
0,7 1,60 % 0,35 1,39 &
0,8 1,73 & 0,40 1,44 k&
0,9 1,88 & 0,45 1,60 &
1,0 2,07 k& 0,50 1,67 k
1,1 2,30 k 0,65 1,67 k&
1,2 2,57 k 0,60 1,79 &
1,3 2,92 k 0,65 1,94 &
1,4 3,34 &k 0,70 2,14 k
1,5 3,86 &k 0,75 2,48 k
1,6 4,51 k& 0,80 2,85 k
1,7 5,32 k 0,85 3,63 k
1,8 6,33 & 0,90 4,85 k
1,9 7,62 &k 0,95 8,66 k&
2,0 9,26 & 0,999 2814 &
2,1 11,37 & 1 o k
2,2 14,09 & Wielko$é %k oznacze stosunek bledu
2,3 17,65 & $redniego do ilosci bledéw w szeregu
2,4 22,33 k
2,6 28,53 k P m
3 1128 & N
[eo} o k

lumna tabl. 5) dokonano, jak wida¢, w ten sposob, ze w tablicy biedéw
ktére wystgpily w praktyce (str. 6), odszukano liczby najblizsze wielo-
krotnosciom bledu Sredniego wyznaczajagcym dany przedzial, po czym
podzielono réznice tych liczb przez ilo$¢ odstepéw miedzy odszukanymi
biledami. Konkretnie np. poniewaz liczbami najblizszymi liczb 0,232 (po-
lowa bledu sredniego) i 0,465 (blgd Sredni), okazaly sie w wykazie bledéw
na str. 6 liczby 0,234 (blad 15-ty), oraz 0,458 (blad 30-ty), obliczono
réznice 0,458—0,234 = 0,224 i podzielono jg przez 30—15 = 15, otrzymu-
jac 0,015, jako praktyczng warto§¢ Sredniego odstepu miedzy sgsiadujg-
cymi bledami dla przedzialu od 0,5 m do 1,0 m (wartos¢ teoretyczna wy-
niosta 0,019). '
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Mozna oczywiScie takze przeprowadza¢ badanie, postugujgc sie w pra-
cy prawg polowg tablicy. Tak np. poniewaz z liczb podanych tam wynika,
ze Srednig wartosciag odstepu w przedziale od P =0 do P = 0,50 bedzie
1,36 k, czyli przy k = 0,01134 owg Srednig wartoscig odstepu w przedziale
od P=10 do P = 0,50 bedzie 1,36-0,01134 = 0,015, tedy mozemy ocze-~
kiwaé, ze roznica miedzy bledem s$rodkowym a pierwszym w wykazie
bledéw na str. 6 podzielona przez ilos¢ przedzialéw, réwng 19, da¢ winna

0,317-0,063

19 = 0,013.

liczbe bliskg 0,015. W rzeczywistosci otrzymujemy

Mozna powiedzie¢, ze przeprowadzona ,weryfikacja” materialu prak-
tycznego data wyniki dobre. Oczywiscie taka weryfikacja nie moze odnosic¢
sie do wielkosci poszczegoélnych odstepow, lecz do wartosci $rednich od-
stepéw w pewnych, nie bardzo malych, przedzialach. Zrozumiate jest tez,
ze wyniki weryfikacji bedg w duzym stopniu zalezne od ilosci bledéw N.

W naszym przykladzie N bylo bardzo niewielkie. Przy duzych wartos-
ciach N obliczanie Srednich wartosci odstepéw daje — nawet w stosun-
kowo malych przedzialach — wyniki o wysokiej zgodno$ci z teorig.

Zatrzymalismy sie nieco dluzej nad omawianiem ,,weryfikacji prak-
tycznej” wzoru (19, 20), gdyz wzor ten odegra podstawowsg role w zagad-
nieniu wagowania wielkosci m; obliczanych w oparciu o znajomos$¢ g;
(por. wzory 12, 13). Bedziemy mianowicie przyjmowac, ze jezeli z szeregu
bledow prawdziwych, ktory jest szeregiem o duzej liczebno$ci, pobierze-
my pewien blad &;, nalezy mu przypisa¢ bigd sredni Me, rowny odstgpowi
Ag;, czyli bedziemy przyjmowac:

Me = (Ae;)? (21)

Nalezy to interpretowat jak nastepuje. W szeregu figuruje zbior bie-
déw, dla ktorych prawdopodobienstwo nieprzekroczenia ich P' = P (e <<g;)
nie sg nam SciSle znane. Znane sg natomiast ,,pozycje” tych bledow P,
czyli wielkoéci bliskie owych prawdopodobienstw. Jezeli chcielibysmy
pozna¢ wartos¢ bledu ey, ktéry bedzie odpowiadal wartosei prawde-
podobienstwa P; nalezaloby nieco zmieni¢ wielkos¢ ¢ dodajgc don
lub odejmujgc niewielki przyrostek A. Wielkosc tego przyrostku nie jest
nam znana, Wobec jednak zatozenia duzej liczebnosci szeregu mozna ocze-
kiwa¢, ze wystarczy przyjaé A = Ag;, czyli, wyrazajgc sie obrazowo, ze
wystarczy ,,siegnaé¢ do bledéw sasiadujgcych bezposrednio”. Skoro jednak
warto$¢ nieznana bledu prawdziwego ¢ odpowiadajgca prawdopodobien-
stwu P; zawarta jest pomiedzy:

g;,—As; oraz gTAg;
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pozostaje nam przyjac jg rowng wiclkosci &;, przypisujgce tej ostatniej btad
$redni Me; = Ng;, co tez i zroniliSmy przez napisanie wzoru (21).

Moglby kto$ zarzucic, ze nie nalezalo przyjmowaé réownosci wielkosci
M i Ag, lecz ich proporcjonalnosé. Nie jest to jednak istotne, gdyz przypi-
sanie wielkosciom ¢ bledéw $rednich potrzebne nam bedzie do operacji
wagowania, przy ktorej w rezultacie chodzi nie o wiclkosci btedéw $red-
nich, lecz o ich stosunki. Pozostaniemy wiec przy wzorze (21), zdajgc sobie
sprawe, ze wielko$¢ M jest, by¢ moze, nicco wieksza, lub nieco mniejsza,
od wielkosci Ae.

5. Mozemy juz rozwigzaC zadanic ogolne: wyznaczenia najlepszej —
z punkiu widzenia metody najmniejszych kwadratéow przy zalozeniu
{21) — wartosci sredniego bledu m dla szercgu bledéw prawdziwych
o duzcj liczebnosci:

£ €o) ... Eny (22)

na podstawic znajomosci pewnej grupy bledéw wybranc} z tego szeregu:

x5 Eyy « 0. €z (23)

Wskazniki @, y ... z sg tedy pewnymi liczbami wybranymi z posrod
liczb 1, 2, ... N. Wskaznik ogdlny ,,¢”’ bedzie teraz oznaczal ktorgs z liczb
x, y ... 2 Liczba N oznacza ilo$¢ bledow w calym szeregu (22). Ilosé
bledow w wybranej grupie nie bedzie w rozumowaniu odgrywala roli,
totez jej nie oznaczamy. Nie jest zreszig. jak niediugo zobaczymy, wazne,
ile bledow znajduje sie w wybrancj grupie, lecz jak te bledy sg rozlozone.
wlamy cbecnie, nawigzujac do oznaczcn wzorow (12, 13), moznos¢ obli-
czenia btedu $redniego m z nastepujgcych réwnan:

My = Z gdzie ty mozemy znalecZé, znajyce P, = ;:f%,
my = Z gdzie t, mozemy znalez¢, znajac P, = 11{11‘1" (24)
...... : Zi:z—_g
ms == t: gdzic (. mozemy znalez¢, znajac P: N_1
Jezeli oznaczyC przez w., wy ... w. wagi wiclkesci ma, my ... N

obliczanych wzorami (24), wowczas wartos¢ ,najlepsza” poszukiwanego
bledu Sredniego, czyli srednia ogélna my wyrazi sie wzorem:

€ &y €2 Uy Wy w-
Wb Y wyet o, e [ g (W) e [
tr ty t. ] Yty t:
m, = ==
Y Wa-Fwy, +w, W+ wy,+w,

Gdy jeszcze oznaczymy stosunki wag do odpowiadajgcych wartosci t
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przez B, czyli gdy przyjmiemy:

e Bi=xy...2) (25)
(3
rozwigzanie mie¢ bedzie postac:
ex*By+eyBy...+e:°B; ] _ [&-Bi]
= - ub my = . (26)
0 Wa Wy +w, T wil
. . . €i
Poniewaz wielko$¢ m; (i = x, vy, 2) wyznacza sig z rownania: m; = 8
MZ
tedy jej blad Sredni wyniesie: ani = t—; , za$ waga, przy oznaczaniu

(]
przez ¢ dowolnej statej, ktérg mozemy obra¢ tak, aby rachunki byly

wygodniejsze; moze by¢ napisana pod postacig:

Korzystajac ze zwigzkéw (21) i (19) otrzymamy:

c-t? c-t?
w; = -.(Asi)z - m 257 ] etzi’
NJ 2

Jezeli za$ dla dowolnej statej ¢ przyjmiemy

bedzie

e-t? e-t;
o oraz (por. 25) B; = 2
e’ e’

w; =

@7

Sg to wielkosci, o ktorych wspominaliSmy juz na str. 10 (wzor 10)
i ktérych wartosci liczbowe staberyzowaliSmy na str. 41.

Reasumujac powiemy: dla rozwigzania postawionego zadania wybie-
ramy z szeregu pewng grupe bledéw, nastepnie wedlug wskaznikéw tych
bledoéw ,,i”, wskazujgcych ich miejsce w pelnym szeregu, obliczamy odpo-

i—1

wiadajgce wartosci pozycji P; =qN_71 Po czym interpolujemy z tablic

N

na str. 41 dla kazdej wartosci P; odpowiadajgce wartosci B; oraz w;.
Wreszcie realizujemy rachunek wyznaczony wzorem (26), ktory tu powta-
rzamy:

_ [ei- By

™ = ] (28)

2 Prace Instytutu Geodezji
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6. Przed zilustrowaniem raz jeszcze (por. str. 6) wzoru (28) na przy-
kiadzie, omoéwimy mozliwoéci przyblizonej oceny dokladno$ci wyznaczenia
bledu sredniego mg w oparciu o ten wzor. Rozpoczniemy od pewnej uwagi
dotyczacej obrania wag. Czytelnik pomyslal byé moze, patrzgc ma
wzory (27), ze celowe byloby obranie wielkosci w i B e-krotnie mniej-
szych, tzn. przyjecie w = t¥/t* oraz B = t/e¥, gdyz spowodowaloby to
i prostszg posta¢ wzoréw i ulatwienie w tabelaryzacji.

Zrobilismy to jednak celowo, gdyz przy przyjetym obraniu wag, waga
dla t =1, czyli waga dla bledu ¢ réwnego bledowi $redniemu, staje sie
jednoscig. Jest to wygodniejsze w rachunku i od razu pozwala zauwazy?,
ze wyznaczajgc blgd $redni, zrobimy to najdokiadniej postugujgc sie ble-
dami & polozonymi w otoczeniu bledu Sredniego, co jest intuicyjnie zro-
zumiale. Rowniez przemawiajgce do intuicji jest, ze, jak to widaé z tablicy
na str. 41 podajgcej wartoSci w, rola bardzo malych i bardzo duzych
bledow jest w procesie wyznaczania bledu $redniego omawianym sposo-
bem znikoma. Juz ponizej polowy bledu $redniego i powyzej poltora-
krotnej wartosci btedu Sredniego wielko$¢ wagi spada do potowy. Moze
wiec nalezaloby, przy wybieraniu z szeregu bledéw grupy bledéw e,
gy ... &, poprzestawa¢ na bledach polozonych tylko w poblizu bledu
Sredniego, czyli w poblizu t = 1, wiec P = 0,68, a zrezygnowac z bledow
reprezentujgcych caly zakres zmiennosci? Wydaje sie, ze nie byloby to
stuszne, gdyz pobranie ,,probki” z calego zakresu zmiennosci w wiekszym
stopniu uniezaleznia wynik rachunku od lokalnych odchylen od normal-
nosci rozkladu. PrzejdZmy jednak do préby oszacowania dokladnosci bledu
Sredniego wyznaczonego wzorem (28). Jak wiadomo blad Sredni Sredniej
ogoélnej rowny jest bledowi tego skladnika, ktéremu przypisano wage
jednosé, podzielonemu przez pierwiastek z sumy wag. Dla naszego zadania
bedzie to mialo postaé:

Mewo-yy |

Viwl

gdzie oznaczyliSmy symbolem Mew -1y blad $redni tego sposrod biedéw

prawdziwych ¢, ktoremu przypisujemy wage jednos¢. PrzyjeliSmy jednak

(por. 21), ze M, = Ac. Poniewaz za$ waga jednos¢ odpowiada wielkosSci

btedu $redniego, wiec wartosci t = 1, przeto pozostaje nam w tablicy

funkcyjnej (5) na str. 14 znalezé wielkosé Ae dla t = 1.
Znajdujemy Ae = 2,07 k, co po podstawieniu do (29) daje:
2,07k m

=" i =—, 30

me VW] gdzie k N (30)

Z uwagi na to, co méwili§my na str. 16 o pewnej dowolnosci w iden-

tyfikowaniu bledu Sredniego wielkosci ¢ i odstepu Ae, dowolnosci nie-

My, = (29)
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szkodiiwej zresztg przy obiorze wag, lecz obecnie rzutujycej na dokladnosé
wyniku, stuszniej moze bedzie nie nazywaé¢ wzoru (30) wzorem na blagd
$redni Sredniego bledu, lecz nazwa¢ go np. przyblizonym wzorem na
oszacowanie bledu mq bledu Sredniego wyznaczonego wzorem (28). Napi-
szemy tez ostatecznie te wzory pod postacig:

i+ B 2,07k
my — "[‘e—l“* L]‘; Amo ~z ’9_ , gdzie k = _'".l_

fwi] v [w| N (31)

Nazwa jest zresztg malo istotna. W rezultacie chodzi nam przeciez
tylko o poznanie rzedu wielkoSci zmian w obliczaniu $redniego biedu,
w oparciu o zalozenie normalnosci rozktadu, jakie obserwowa¢ bedziemy
postugujac sie grupami roéznych bledéw pobieranych z duzego szeregu N
bledoéw prawdziwych ¢. Ten rzad wielko$ci zmian mozemy jeszcze okre$lac
na drodze rachunkéw praktycznych i nastepnie konfrontowaé¢ z wzo-
rem (31).

Zobaczymy tez, ze taka ,konfrontacja” zadnych niespodzianek nie
przynosi. Przechodzimy do ilustracji liczbowych.

Przykiad liczbowy

Obliczymy dwukrotnie biyd $redni zamkniecia trojkgta w sieci podanej
na str. 6, raz biorgc bledy o numeracji nieparzystej, drugi raz bledy
o numeracji parzystej. Tok obliczen przedstawiony w tablicy 6 zrozumialy
jest ze schematu i z wzoru (31).

7. Z wzorow (30 lub 31) widoczne jest, ze dokladno$¢ wyznaczenia
sredniego bledu my wzrasta bardzo szybko ze wzrostem ilosci bigdow
w szeregu (blad $redniego bledu jest tu odwrotnie proporcjonalny do
ilosci, a nie do pierwiastka z ilosci bigddéw, co ma miejsce dla wzoru
klasycznego). Powoduje to zbgdnos¢ postugiwania sig w rachunku calko-
_ witym szeregiem, jak to zrobiliSmy w ostatnim przykladzie biorgc raz

wszystkie btedy o numeracji nieparzystej, a drugi raz o parzystej, i na-
suwa my$l przygotowania dwoch stalych niewielkich zespolow liczbo-
wych — nazwaliSmy je krakowianami F — zawierajgcych wspolezynniki,
przez ktére wystarczy mnozy¢ elementy dwoch odpowiadajacych grup
btedow wybranych z calego szeregu, obliczajgc w ten sposob dwukrotnie
blad éredni w oparciu o dwa roézne zespoty liczbowe, speiniajace zatozenie
dobrej reprezentatywnosci, to znaczy réwnomiernie roztozone w szeregu.
Ta wlasnie mysl zostala zrealizowana przy opracowaniu krakowianow F.
Przyjeto tam zalozenie, ze rachunek bedzie wykonywany raz przy po-

2%
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Tablica 6
I. Z bledéw o num. nieparzystej II. Z bledéw o num. parzystej
. i—1 . i—1
v | Py = By wy & i} Py= By wy &
N-1 N-—1
1 0 0 0 0,063 | 2 0,025 0,0850 0,0030 | 0,078
3 0,05 0,170 0,011 0,107 4 0,075 0,2535 0,0240 | 0,128
5 0,10 0,336 0,042 0,133 6 0,125 0,4170 0,0660 | 0,144
7 0,15 0,496 0,094 0,144 | 8 0,175 01,5720 0,1270 | 0,145
9 0,20 0,646 0.164 0,145 [ 10 0,225 0,7160 0,2045 | 0,154
11 0,25 0,782 0,249 0,155 |12 0,275 0,8450 0,2970 | 0,167
13 0,30 0,903 0,348 0,171 | 14 0,325 0,9560 0,4010 | 0,196
15 0,35 1,004 0,456 0,234 1 16 0,375 1,0460 0,5115 | 0,276
17 0,40 1,083 0,568 0,286 | 18 0,425 1,1125 0,6240 | 0,289
19 0,45 1,137 0,679 0,295 | 20 0,475 1,1535 0,7335 | 0,317
21 0,50 1,164 0,785 0,317 | 22 0525 1,1655 0,8325 | 0,320
23 0,55 1,161 0,877 0,333 | 24 0,675 1,1475 0,9155 | 0,371
25 0,60 1,126 0,948 0,378 | 26 0,625 1,0970 0,9735 | 0,408
27 0,65 1,061 0,991 0,414 | 28 0,675 1,0160 0,9995 | 0,415
29 0,70 0,962 0,997 0,457 | 30 1,725 0,9010 0,9840 | 0,458
31 0,75 0,833 0,958 0,476 | 32 0,775 0,7565 0,9175 | 0,545
33 0,80 0,674 0,864 0,586 | 34 0,825 0,5860 0,7945 | 0,619
35 0,85 0,493 0,709 0,645 | 36 0,875 0,3965 0,6075 | 0,655
37 0,90 0,299 0,492 0,679 | 38 0,925 0,2035 0,3620 | 0,685
39 0,95 0,114 0,224 0,756 | 40 0,975 0,0405 0,0905 | 0,794
41 1,00 0 0 0,846
[w] = 10,456 [w] = 10,4685
B 4,8 B ,88353
o= Bl 48426 63 mo = B _ 488383 _ e
fw] 10,456 - [w] 10,468 ———
U ) 7- f)
Amo = 207948 _ 4 407 Ao = 200946 _ 4 507
vV 10,46-41 V10,47-41
Odchylenia od wartoéci §redniej 0,465 wynosza 0,002 oraz — 0,002.

braniu tych elementéw z szeregu, ktore scharakteryzowane sg przez pozy-
cje (ob.: tablica na str. 45):

P, - 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90
a wiegc tych bledow, ktorych wskaznikami sg liczby (por. wzér 8)
i—01 (N—-1)+1...09 (N—1)+ 1,

za$ drugi raz przy pobraniu tych elementow z szeregu, ktére scharaktery-
zowane Sg przez pozycje:
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P,—005 0,15 0,25 0,35 045 0,55 0,65 0,75 0,85 0,95
a wigc tych bledow, ktorych wskaZnikami sg liczby:

i—005 (N—1)+1...095 (N—1) + 1.

Symbol Ni oznacza, jak zawsze, ilo$¢ bledéw w calym szeregu.

Odpowiadajace obranym pozycjom wartosci wspélczynnikéw B, wzigte
z tablicy, ktorg czytelnik juz poznal, zostaly od razu podzielone przez sumy
odnosnych wag, aby sprowadzi¢ operacje obliczenia Sredniego btedu wy-
tgcznie do mnozenia. Ma to wiec wyraZnie posta¢ nastepujaca:

B ex | ( Bz/[w] e ) (Fy
B £y By /[w] A Y Fy

€x x
ey y 1
m, = ceem—
€z B, €z B, /[w] €z F,
przy czym krakowian dla pierwszego z zespolow oznaczono F’, dla dru-
giego F”. Poniewaz sumy wag wynoszg: dla pierwszego zespolu 5,208,

za$ dla drugiego 5,248, mozemy obie operacje wyznaczenia: my = E'F’
i m, = E"F” uznaé¢ za dokladnosciowo rownowazne i wyniki usrednié:

=E-F; (32

m, = —:12 (E'F'4-E" F"]. (33)

Dla bledu kazdego z wyznaczen bedziemy mieli Amy = 207 k, gdzie

V5,2

. Ostatecznie mozna to napisa¢ pod postacig tatwg do zapamietania:

m

k=ﬁ

Amy ~ "% ... dla krakowianéw F (34)
N

czyli: warto$¢ bledu oszacowania Sredniego bledu m, obliczanego za po-
mocg krakowianéw F (str. 45) rowna jest w przyblizeniu samemu bie-
dowi $redniemu podzielonemu przez ilo§¢ bledow w calym szeregu.

Dla skonfrontowania zgodnosci tego wzoru z praktyksg obliczymy dla
szeregu roznych sieci*) wielkosci 111\]1 i porownamy je z odchyleniami
od warto$ci my obliczanej na drodze usredniania rezultatéw otrzymywa-
nych z rachunku za pomocg krakowianow F’ i F”.

*) Sg to sieci polskiej triangulacji wypelniajgcej, oraz cytowana juz sie¢ Neue
Folge o N = 41.
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Oto wyniki:

| Tlo$¢ bledow N - 41 561 284 162 158 277
Blad sredni m — 0463 0420 0,446 0,417 0416 0,396
B, = % - 0010 0,001 0002 0,003 0003 0,001,

‘ Odchylenia od $redniej — 0,005 0,002 0,002 0,001 0,002 0,002

Jak widaé zgodno$¢ jest bardzo dobra. Z reguly odchylenia od sredniej
sa mniejsze od oczekiwanego bledu oszacowania 7—1:;— , co usprawiedliwia

uzywanie wzoru (34) w charakterze kryterium, pozwalajacego przewidzie¢
dokladno$¢ wyniku operacji wyznaczenia $redniego btedu w oparciu o za-
lozenie normalnosci rozktadu i uzycie krakowianéw F.

Warto moze przypomnie¢, ze postugujac sie wzorem klasycznym przy
uzyciu wszystkich N kwadratéw bledéw, a wigc przy rachunku o wiele
ucigzliwszym, osiggalibySmy wyniki o bledach s$rednich $redniego bledu

I/T:T\T réwnych odpowiednio dla rozwazanych sieci:

m

V2N
Nie pozwoliloby to w zadnym z wypadkéw na ustalenie drugiej cyfry
znaczacej w wielkosci bledu Sredniego, na co rachunek za pomocg kra-
kowianow F pozwolil niemal we wszystkich wypadkach (z wyjatkiem
szeregu o 41 bledach, gdzie drugiej cyfry znaczacej nie mozna jeszcze
uwazaé¢ za pewng).

Z kolei nalezy wyjasni¢ dlaczego przy postugiwaniu sie krakowia-
nami F zalecamy (por. str. 45) opieranie sie na szeregach bledéw o liczeb-
nosci nie mniejszej od 40. Wynika to z wymagania, aby oba zbiory biedow
E’ i E”, uzyte do rachunku, byly niezalezne, to znaczy aby nie zawieraly
elementéw wspdélnych, badz tez — w wypadku interpolacji wielkos$ci bte-
déw odpowiadajgcych zalozonym wielkoSciom P — aby nie zawieraly
elementéw do wyznaczenia ktérych postuzono sie tym samym biedem e.

Otéz bedzie to zachodzi¢ w razie postugiwania sie szeregami ponizej
40 (Sci$lej 39) btedow. Tak np. dla N = 38 bedziemy przy uzyciu krako-
wianu F’ bra¢ z szeregu nastepujace bledy:

0,061 0,013 0,019 0,023 0,023 0,017

€470 €340 €12,00 €1580 19,50 €c3,20 €25,90 €30,60 €34,3

Natomiast przy uzyciu krakowianu F” uzyliby$my bledéw
€285 E6,55 €1025 €13,95 €17,65 €21,35 €a505 2875 €32,45 E36,1%

Latwo zauwazy¢, ze zaréwno postuzenie sie trzecim bledem z pierw-
szego zespolu (g12,10) jak i czwartym bledem z drugiego zespolu (gi3,s),
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wymaga przy intenpolacji oparcia sie na wielkosci btedu ¢3. Liczb wiec
€12,00 1 €395 hie mozna uwaza¢ za niezalezne. Podobnie siédmy blgd
z pierwszego zespolu (€s,99) oraz siodmy blad z drugiego zespolu (g2s,05)
bedg wymagaly przy interpolacji oparcia sie na wielko$ci bledu g6, a Wige
nie bedg wzajemnie niezalezne. Wprawdzie dla N = 36, N = 37, N = 39
takie wypadki zaleznosci nie zajda, nie byloby jednak wygodne cytowa-
nie poszczegoélnych wielkosci N, przy ktorych zaleznosé zajdzie i prostsze
wydalo sie ustalenie granicy N = 40, poza ktéra mozna operowac bez
specjalnych rozwazan. Jezeli zaszlaby potrzeba rozwigzania zadania dla
N << 40, mozna oczywiscie do jednego zespolu wiaczy¢ bledy o numeracji
nieparzystej, a do drugiego bledy o numecracji parzystej, gwarantujgc sobie
w ten sposéb niezalezno$¢é w obu zespolach, i przeprowadzi¢ rachunek nie
postugujgc sie krakowianami F, lecz tablicg wartosci B; i w;, jak to zro-
bilismy w przykladzie na str. 20. Rachunek jest nieco ucigzliwszy ze
wzgledu na potrzebe interpolowania warto$ci wspélezynnikéw B; i w;.

Na temat dokladnosci oszacowania bledu sredniego przy uzyciu wszyst-
kich bledéw o numeracji parzystej i wszystkich bledéw o numeracji nie-
parzystej wypowiemy jeszcze dalej pare uwag. Poniewaz nie jest to jed-
nak tematycznie zwigzane z krakowianami F, warto jeszcze powiedzie¢
co nastepuje.

Postugujgc sie szeregami btedow o liczebnosci rzedu N = 100, mozemy
tu w drodze bardzo prostego procesu rachunkowego osiggngé oszacowanie
bledu $redniego m, z dokladnoscig rzedu 1%. Mamy bowiem

Am, m, 1 : .
= et =100 d 0,01 lub 1%.
M Nom, = N co dla N aje ub 1Y%
Gdybysmy chcicli osiggngé takg samg dokladno$¢ oszacowania za po-
mocg postepowania klasycznego, musielibySmy uzy¢ szeregu bledow o li-
czebnosci rzedu N = 5000. Mamy bowiem dla btedu $redniego Sredniego
btedu

%’" = :%N = l/l,va co dopiero dla N = 5000 wyniesiel—(l)o.

Przyczyny stosunkowo niskiej dokladnosci obliczenia bledu $redniego
sposobem klasycznym (tj. przez sumowanie kwadratow bledow) omowimy
dalej obszernie (str. 34).

8. Poniewaz przyjeliSmy za zasade, ze blad sredni my ma by¢ obliczany
dwukrotnie z dwoch wzajemnie niezaleznych zespotéw bledow, wyklu-
czyliSmy tym samym ewentualnos¢ obliczania bledu z wszystkich elemen-
téw jednoczesnie cho¢ — formalnie rzecz biorgc — daloby to najdoktad-
niejszy wynik. Mozemy natomiast rozwazy¢ jaki najdokladniejszy wynik
mozemy osiggngé, nie pozostajgc w sprzecznosci z obrang zasada, a wiec



24 Stefan Hausbrandt

wykorzystujac wszystkie pozycje szeregu bledéw, jednak uzywajac ich
do dwéch réwnowaznych dokladno$ciowo obliczen. Jezeli pozostaniemy
przy warunku réwnomiernosci rozlozenia bledéw w szeregu, ten najlepszy
wynik osiggniemy zaliczajac do jednego zespolu wszystkie bledy o nume-
racji nieparzystej, a do drugiego wszystkie bltedy o numeracji parzystej
(takie obliczenie przeprowadziliSmy dla szeregu 41 bledéw w przykladzie
na str. 20). Zajmijmy sie ustaleniem wzoru na oszacowanie btedu Am
przy takim postuzeniu sie raz bledami o numeracji nieparzystej, a drugi
raz o parzystej, w oparciu o zwigzek (32), ktéry tu powtarzamy

2,07 2,07Tm

m=—— = =

Viwl  N-Vwl
Otéz latwo zauwazyé¢, z tablicy wartoSci wag w, ze wartosé $rednia
wagi w calym obszarze zmienno$ci wynosi 0,5. Biorge pod uwage réwno-

mierne rozlozenie elementéw w prébce, przyja¢ wiec mozemy [w] =

= 0,5§= 0,25 N (dla kazdego z obu rachunkéw). Podstawienie tego do

(35)

(35) przy oznaczeniu Ampiep. AMyar,. btedéw oszacowanie $redniego bledu
™y w oparciu o rachunek z uzyciem wszystkich bledéw o numeracji nie-
parzystej i wszystkich bledéw o numeracji parzystej, da nastepujgcy wzor:

4,14m
A'm'niep. = A'm'parz. = m’ (36)
Tak np. dla N = 41, oraz m = 0,46 znajdziemy
4,14-0,46
41.y/41
co zresztg obliczyliSmy na str. 20, nie positkujac sie wzorem (36).
Dwukrotne obliczenie, poza innymi korzysciami, przynosi jeszcze i te,
ze pozwala na oszacowanie dokladnos$ci Sredniej

1
my = E (mniep.+mparz.);

A"nniep. = A"'nparz. = = 0,0072,

ra dwoéch drogach: raz jako bledu sredniej Amy = +(Mpjep.—Mgarz.), a dru-
gi raz jako bledu Sredniej w oparciu o wzoér (36), z ktérego po podzieleniu
2,93m
N-YyN~
otrzymalibySmy z tych obu réznych sposob6éw scharakteryzowania do-
kladnosci liczby 0,002 oraz 0,005. Druga jest oczywisScie bardziej mia-
rodajna.

Przejdziemy teraz do omoéwienia sposobu rozwigzania rozpatrywanego
zagadnienia na innej drodze (minimalne znieksztalcenia pozycji).

przez ]/—2 otrzymamy: Amy = Tak np. dla przykladu na str. 20
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9. Obecnie zmienimy nieco zalozenie wyrdéwnawcze, rozumujgc jak
nastepuje. Jezeli wielkos$ci m obliczone z réwnan (por. 12, 13):
m-ty = gy
m:- tz = Eq;

' (37)

nie sg identyczne, wynika to ze zbyt matej liczebnosci szeregu

€95 ... Eny

1
powodujacej, ze pozycje P, = N1 przyjmowane przez nas za prawdo-

podobienstwa przy znajdowaniu odnosnych warto$ci ¢; sg nieco réine od
prawdopodobienstw P (e <e;), czyli od liczb, ktére otrzymalibysmy dla
odnosnych wielkoéci ¢; gdyby szereg byt liczebnie niemal nieograniczony.
Aby usunaé réznoznaczno$é rozwigzan z poszezegdlnych réwnan ukladu
(37) mozna wiec znieksztalcaé wielkosci P; nadajagc im drobne poprawki
AP;, powodujace takie zmiany odpowiadajacych wartosci t;, oznaczajmy
te zmiany At;, ktoére doprowadza uklad do zgodno$ci.
Uklad wigc — napiszmy to wyraznie —

m (t;+At) = &5

m (ty+Aty) = &y (38)

m (ty+Aty) = ey

ma by¢ ukladem zgodnym, pozwalajagcym na jednoznaczne obliczenie m.

Powstaje pytanie jakg zasadg kierowac sie przy uzgadnianiu? Otoz,
poniewaz za szereg wyjsciowy przyjmujemy zawsze szereg o stosunkowo
duzej liczebnosci, wydaje sie konsekwentne postawienie zalozenia, aby
znieksztalcenia wielkosci P; byly mozliwie male, a wiec, aby suma ich
kwadratow byla najmniejszoscig

AP?+ AP 4 ApP% = minimum (39)

Postawienie tego zalozenia, jak to zaraz udowodnimy, prowadzi do wnio-
sku, ze za warto§¢ wyrownang poszukiwanego bledu $redniego m nalezy
przyjaé utamek

N lsgofi] .

= e 40
" [Ezﬁz] ' (0)

gdzie wspolczynniki, ktorych wartoéei liczbowe podano na str. 42 maja
nastepujace znaczenie:

e (‘(3112)2. Bi = ti-ay. (41)

’
i
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Podobnie jak w sposobie poprzednio rozpatrzonym mozemy przy tym
positkowa¢ sie nie calym szeregiem, a pewnymi wybranymi zespotami
bledow.

Pamieta¢ jednak oczywiscie nalezy, ze wielkosci pozycji
i—1
N—-1’
muszg by¢ odniesione do calego szeregu, to znaczy N oznacza zawsze liczbe
bledé6w w calym szeregu, a nie w pobranej ,,prébee”.

Dowdd stusznosci wzoréw (40, 41) w oparciu o zalozenie (39) przepro-
wadzi¢ mozna jak nastepuje. Z i-tego réownania ukladu (38) tj. z rowna-
nia m (t;+At;) = ¢, po podstawieniu don na wielkosé At; wartosci At; =

dt L, R
= (ﬁ)i * AP;, mie¢ bedziemy

Piz

dt
m-ti-i—m- (ap)t 'Api = &

ub

s[5

dP 1
Po pomnozemu tego réwnania przez wielkosé dt dt otrzy-mamy
(&),
: dP) 1 {, (dP
(o)) = (o) ) om s

Jest to juz typowe ,,réwnanie bledu” metody najmniejszych kwadra-
tow, zawierajgce niewiadomg 7_:; oraz poprawke AP;, oznaczane tradycyj-
nie w metodzie najmniejszych kwadratéw

a;-x = l;+v;.

Piszgc takie réwnanie bledow dla kazdego z rownan ukladu (38), ewen-
tualnie dla réwnan odnoszacych sie do pobranej ,,prébki”, otrzymamy
uklad réwnan bledéw prowadzacy do ukladu réwnan normalnych, a wlas-
ciwiej do réwnania normalnego [aa] - x = [«¢l], to znaczy dla naszego

wypadku
dpi) 1 (SR
l(dt m-"(dti'

Sumowanie odbywa sie¢ oczywiscie w przyjetych granicach, to znaczy
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dla calego szeregu, jezeli tak zdecydowaliSmy, badz dla obranej prébki.
Wyznaczajge z tego réwnania poszukiwang warto$¢ m otrzymujemy:

(2]

[

Przy oznaczeniach (41) przybiera to posta¢

B Js?-ai]“ )

m = ’
[e:8]

co wyraza wzor (40) i czego mielismy dowiesé.

10. Z poréwnania wzoru (40) odnoszacego sie do sposobu opartego na
zalozeniu minimalnego znieksztalcenia pozycji, ktory nazywaé bedziemy
w skroéceniu ,,spcs6b alfa beta”, z wzorem (28), odnoszacym sie do sposobu
$redniej z wag, ktory nazywaé¢ bedziemy w skréceniu ,,sposob BW"” wy-
nika, ze przeprowadzenie rachunkéw za pomocg sposobu of jest okoto
trzykrotnie pracochlonniejsze od przeprowadzenia rachunkéw za pomocg
sposobu BW. Jezeli pomimo tego podaliémy tablice wartosci wspétezyn-
nikéw o, B (str. 42), zrobione to zostalo wylacznie dla umozliwienia po-
réwnania rezultatéw rachunku za pomocg obu tych sposobéw,

Kazde bowiem obliczenie wielkosci btedu $redniego w oparciu o skon-
czong ilosé bledow (nie wylgczajac obliczenia klasycznego), oparte byé¢
musi na postawieniu pewnego zalozenia, nacechowanego z koniecznosci
pewng dowolnodcig. Sprawdzenie wiec wynikéw w rachunku przy oparciu
sie na nieco innych zalozeniach bedzie zawsze stanowilo cenne kryterium.

Sposoby BW i af, jak widzieliSmy, oparte byly na tym samym zato-
zeniu naczelnym normalno$ci rozkladu, lecz na innych zalozeniach wy-
réwnaweczych (pierwsze z zalozen bylo bardziej sprecyzowane pod wzgle-
dem wyréwnawczym przez wprowadzenie wag, drugie bylo prostsze po-
jeciowo).

Wynikaloby stad, ze przy duzej liczebno$ci calego szeregu winnismy
oczekiwaé praktycznie jednakowych wynikéw przy postugiwaniu sie badz
jednym, badz drugim sposobem. Przy matej liczebnoSci szeregu moga
wystepowaé pewne rdznice, przy czym trudno jest zdecydowaé, ktéra
odpowiedz nalezy uzna¢ za trafniejsza. Pozostawalby wiec wéwczas raczej
uniwersalny $rodek usrednienia wynikéw. Rachunki praktyczne potwier-
dzaja w peini te przewidywania. Tak mp., gdy z sieci o 561 bledach zam-
kniecia tréjkatow wybierzemy bledy o numerach 100, 200, 300, 400, 500,
a wiec prébke bardzo nieduzg, i przeprowadzimy rachunek oboma sposo-
bhami, otrzymamy wyniki ,praktycznie identyczne”, tzn. réinigce sig
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w jednostkach, w ktérych podane zostaly wyniki obserwacji. Ponizej po-
dajemy rachunek.
Sposéb BW
i—1
N—-1
100 0,108 0,1768 0,5774 0,1295
200 0,197 0,3554 1,0137 0,4679
300 0,307 0,56339 1,1646 0,8490
400 0,445 0,7125 0,9328 0,9918
500 0,618 0,8911 0,3337 0,5347

i € P = B w

2,9729
_ [e-B] _ 1,24091
mew = ]~ z9729  O4lTe
Sposéb af
: . _ i1
i € € P N—=1 @ B

100 0,108 0,011664 0,1768 0,6056 0,1353
200 0,197 0,038809 0,3554 0,5146 0,2373
300 0,307 0,094249 0,5339 0,3742 0,2727
400 0,445 0,198025 0,7125 0,2054 0,2184
500 0,618 0,381924 0,8911 0,0487 0,0781
[e2-a] 0,121577
M =178 0200533 S

Wielkos$ci mpw = 0,417 oraz mas = 0,418 sa, jak wida¢, ,,praktycznie
identyczne” w znaczeniu jakie nadaliSmy wyzej temu wyrazeniu.

Warto tez zauwazyé¢, ze jezeli postuzymy sie wzorem (31) na oszacowa-
nie bledu Ami bledu sredniego obliczonego sposobem BW, dojdziemy réw-
niez do wniosku o niepewnos$ci w trzecim miejscu za przecinkiem. Mamy
bowiem

2,07-m _ 2,07-0,42  0,8694
VIwl-N  y297-561 967
Jezeli z kolei wezmiemy z sieci o 41 bledach zamkniecia trojkatow
(str. 20) probke zawierajgcg wszystkie bledy o numeracji nieparzystej,
a wiec probke o duzej dos¢ liczebnosci, otrzymamy w wyniku rachunku
oboma sposobami nastepujgce rezultaty
spos6b BW 0,463 analogicznie dla bledéw spos6b BW 0,466
sposéb af 0,477 0 numeracji parzystej spos6éb «f 0,480
$rednia 0,470 $rednia 0,473

= 0,001.

AmBW =
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Tu — z uwagi na malg liczebnos$¢ calego szeregu — rozbieznosci zgod-
nie z przewidywaniami sg wieksze, rzedu 0,007. Bedzie to jednak znowu
zgodne z wzorem na oszacowanie bledu Am bledu sredniego obliczonego
sposobem BW. Otrzymamy bowiem, stosujgc wzor (31)

207-m _ 2,07:047 _ 09729 _ 47
V [w]-N 1/10,4-41

Ampw = 132
gdzie wykorzystaliSmy sume wag 10,4 z przyktadu na str. 20.

Ogolnie powiedzie¢ mozna, w oparciu o przeprowadzone badania ra-
chunkowe, ze poczynajac od szeregow 100 czy 150 bledéw rodznice w wy-
nikach obliczenia oboma sposobami stajg sie zupelnie znikome. Jedno-
czesnie jednak przy szeregach o takiej liczebnoSci stajg si¢ rowniez zni-
kome roznice miedzy wynikami obliczenia z jednej strony sposobem BW
lub aff przy uzyciu do tego rachunku wszystkich bleddéw, a z drugie]j
strony wynikami obliczenia za pomocg krakowianow F, a wigc takiego
wariantu sposobu BW w ktérym postugujemy sie tylko dwiema proébkami
po 91 10 biedow.

Oto zestawienie porownawcze dla bledéw zamkniecia sieci polskich

Tablica 7
Przy uzyciu wszystkich bledow
Tlogé Y fzyskumy e Za pomocy | Sposobem |z 4 credni
bledéw Y kra,kf)wm- klasycznym éred. bledu
néw [ee]

N BW af srednia ¥ N szac. klas.
561 0,421 0,422 0,421 0,420 0,390 0,012
284 0,445 0,447 0,446 0,446 0,409 0,017
162 0,418 0,421 0,419 0,417 0,374 0,021
158 0,416 0,418 0,417 0,416 0,379 0,021
277 0,396 0,397 0,396 0,396 0,370 0,016

W zestawieniu tym uderza wysoka zgodnos¢ miedzy sposobami BW
i uf z jednej strony, a z drugiej strony stosunkowo duze réznice w szaco-
waniu bledu $redniego w oparciu o te sposoby i w oparciu o sposob kla-
syczny. Przyczyny powstawania tych réznic postaramy sie wyjasnié.

11. Przy obliczaniu bledu $redniego m z szeregu bledéw prawdziwych

€1, € .. En;

My = '/% )

w oparciu o wzor klasyczny
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mozna oczekiwa¢ poprawnych rezultatéw jezeli rozklad czestosci wzgled-
nych w danym iszeregu bledow jest zblizony do rozktadu prawdopodo-
bienstw w rozkladzie normalnym. Jezeli ta przyblizona zgodnos§é rozkla-
déw nie zachodzi, a w szczego6lnosci jezeli czestosci wystepowania biedow
o duzej wartosci bezwzglednej sg znacznie wigksze, lub znacznie mniejsze
od odpowiadajacych prawdopodobienstw w rozkladzie normalnym, obli-
czenie za pomocg wzoru klasycznego musi dawa¢ i daje wyniki wadliwe.
Nazwijmy umownie bledami ,,duzymi” bledy przekraczajace dwukrotny
blad Sredni. Poniewaz warto$¢ przyblizona bledu Sredniego jest zawsze
znana wykonawcy prac geodezyjnych stosunkowo dokladnie, (w szcze-
golnosci moze on jg obliczy¢ badz to stosujgc wzor klasyczny, badz —
nieco predzej — mnozac Srodkowy bigd szeregu przez 1,483), tedy ilosé
btedoéw duzych w kazdym szeregu jest znana. Mozna wiec bez trudnosci
obliczy¢ czestos¢ wzgledng wyslepowania tych bledéw i poréwnaé jg
z prawdopodobienstwem przekroczenia podwojnego bledu sSredniego
w rozkladzie normalnym, to znaczy z liczbg 0,0455. Tego rodzaju porow-
nania prowadzg, ogélnie rzecz biorgc, do wniosku, ze bledy duze wystepujg
znacznie rzadziej, niz wynikatoby to z prawa rozkladu. Ich procentowa
ilo¢, zamiast oczekiwanéj ilosci 4,55%, waha sie raczej okoto 2%. Nie
bedziemy rozwazaé, dlaczego tak jest. By¢ moze wynika to w duzym stop-
niu stad, Ze wykonawca pracy, znajacy przyblizong wartos¢ biedu sred-
niego, ma przewaznie mozliwos¢ skonstatowania wystgpienia bledu duzego
i usuwa go przez dokonanie nowego pomiaru w lepszych warunkach.
Nie bedziemy tez zaklada¢, ze zjawisko wystepowania duzych bledow
w mniejszej ilosci, nizby nalezalo oczekiwaé¢, jest regulg ogolna.

Byloby to ograniczaniem rozwazan, niestusznym juz chotby z tego
wzgledu, ze — cho¢ bardzo rzadko — zdarzajg sie jednak niekiedy wy-
padki nadmiaru bledéw duzych. W literaturze geodezyjnej takim przy-
kladem jest np. sie¢ triangulacyjna indyjska, cytowana u Helmerta (Die
Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Ber-
lin 1924), gdzie w iszeregu bledéw zamknie¢ trojkgtéow spotykamy okolo
6% bledow przekraczajgcych dwukrotny blgd $redni, a wiec wedlug na-
szej nomenklatury umownej biedéw ,,duzych”.

Przystepujemy do omoéwienia mozliwosci zmniejszenia wplywu wys
stepowania nieco mniejszej, lub nieco wigkszej liczby bledéw duzych, niz
to przewiduje rozklad normalny. Najprostszg drogg wydaje sie by¢ us.u—
niecie z szeregu btedow ,,duzych” i opiniowanie o wielkosci bledu Srednie-
go w oparciu o bledy pozostate.

Rozumowanie mialoby przebieg nastepujacy. Niech N bedzie liczba
btedéw w calym szeregu, za$ n liczbg bledow przek.raczajacych podwojny
blad $redni, przy czym sume kwadratow tych ostatnich bledoéw oznaczymy
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przez [¢'e']. Na sume kwadratéw wszystkich btedow szeregu [eg] ztozg sie
wiec dwie nastepujace grupy bledow:

a) N-n bledéw nie przekraczajgcych podwoéjnego bledu sredniego, oraz

b) n bledéw przekraczajgcych podwojny blad Sredni.

Poniewaz w rozkladzie normalnym wartos¢ oczekiwana kwadratu ble-
du w granicach od zera do podwojnego bledu sredniego wynosi 0,774 m?,
tedy liczgc na zgodnos¢ rozkladu czestosci z rozkladem normalnym w gra-
nicach pierwszej grupy, oszacujemy sume kwadratow bledow tej grupy
jako 0,774 m?- (N—mn). Dodajac do tego sume kwadratow bledow grupy
drugiej, znana nam z obliczenia bezposredniego i rowng [¢'s], otrzyma-
my znang sume kwadratow wszystkich bledéw [eg]. Obliczenie z row-
nania

0,774 m2 - (N—n)+{e'e’] = [ee];
wielkosci bledu Sredniego mi-daje

N ) [e'¢"]

T (N—n)-0,774
lub
‘ m=1137- [ee]—[€¢'] (43)
N—n

Jak wida¢ wzor jest bardzo prosty. Wymaga on w rezultacie obliczenia
pierwiastka z Sredniej wartosci kwadratu bledow dla biledéw nie prze-
kraczajgcych dwukrotnego bledu $redniego i pomnozenia wyniku pier-
wiastkowania przez staly 1,137. Poniewaz przy tym suma kwadratow [eg]
i tak bywa zazwyczaj obliczana, tedy czynnosci rachunkowe sprowadzaja
sie do odjecia od tej sumy kilku (czy kilkunastu) kwadratéw, podzielenia
jej przez N—n, spierwiastkowania i pomnozenia przez 1,137. Warto tez
podkresli¢, ze sposoéb ten nie wymaga porzadkowania bledéw co do ich
wielkosci, gdyz wyszukanie z nie uporzadkowanego szeregu bledow kilku
(czy kilkunastu) bledéw najwiekszych jest czynno$cig prostg nawet bez
porzadkowania szeregu. W sposobach Bw, of, czy tez sposobach, jakie
mozna by otrzymac¢ Scislej precyzujac zalozenia ostatniego rozumowania,
opierajacego sie na pojeciu wartosci oczekiwanej kwadratu bledu w pew-
nym przedziale, czynno$¢ uporzagdkowania bledow co do ich wartosci jest
niezbedna.

Warunkiem osiggania jednoznacznych wynikéw za pomocg wzoru (43)
jest ustalenie jakg wielko$¢ bledu Sredniego bedziemy uwazali za obo-
wigzujacg przy podejmowaniu decyzji, ktére bledy mamy uwazaé za
,»duze”, tzn., ktore kwadraty bledéow mamy usungé¢ z szeregu. Jezeli bo-



32 Stefan Hausbrandt

wiem przyjmiemy raz za punkt wyjscia wielko$¢ bledu $redniego usta-
long wzorem klasycznym, a drugi raz ustalong np. za pomocg krakowia-
now F, lub tez wielko$¢ obliczong wzorem klasycznym po jej skorygowa-
niu itp., otrzymywa¢ bedziemy nieco inne rezultaty, zresztg bardzo malo
sig roznigce. Dla osiggnigcia jednolitosci interpretacji mozna by tez przy-
jac zasade, ze za bledy ,,duze” uwaza¢ bedziemy wszystkie te bledy, kt6~
rych wartos¢ bezwzgledna przekracza trzykrotng warto$é bledu zajmu-
jacego srodkowe miejsce w szeregu.

Zasada jest prosta i latwa do zapamietania, a umotywowaé¢ ja mozna,
zwazywszy, ze blad srodkowy w szeregu pomnozony przez 1,483 winien
da¢ z duzym przyblizeniem blad $redni (tzw. kryterium bledu prawdo-
podobnego), a wigc pomnozony przez 1,483 -2 = 2,97, czyli okraglo 3, wi-
nien da¢ podwojny bigd Sredni. Mozna woéwezas napisaé wzor (43) jak
nastepuje:

Teel—[e'e’] gdzie ¢ bledy wigksze od potréjnego bie-
m = 1,137/ Ll [eE] 8ok Y Wi POMOJREBO 57 (44)
N—n du $rodkowego w szeregu, za$ n ich ilo$c.

Zasada jest prosta, ma jednak te wade, ze odszukanie bledu srodko-
wego w szeregu wymaga uporzgdkowania szeregu, czego nie wymaga
obliczenie bledu sredniego z wzoru klasycznego. Wyniki sg zresztg —
jak to juz nadmienialiSmy — niemal identyczne. Mozna by réwniez przy-
ja¢ bardzo konsekwentng zasade, Ze za miarodajng wartos¢ bledu $red-
niego przyjmiemy srednig z oszacowania klasycznego i skorygowanego.
Stosujgc pierwszg z proponowanych zasad (bledu Srodkowego) otrzymuje
sie dla badanych sieci, do ktoérych dolgczyliSmy jeszcze sie¢ Helmerta
wyzej wzmiankowang, nastepujgce wyniki:

N | 561 284 162 158 277 41.N.F. 51, Hel

m| 0,429 0,451 0,425 0,425 0,408 0,478 0,827

Przy drugiej z proponowanych zasad (szacunek klasyczny i skorygo-
wany) otrzymuje sie:

0,423 0,444 0,418 0,417 0,407 0,468 0,827
Oszacowanie za pomocg krakowianow F daje

0,421 0,446 0,417 0,416 0,396 0,465 0,834
Z oszacowania klasycznego bez zadnej korekty otrzymuje sie

0,390 0,409 0,374 0,379 0,370 0,420 0,863

Podajemy jeszcze procentowe ilosci przekroczenia podwoédjnego bledu
$redniego (ewentualnie potréjnego bledu Srodkowego):

1,1% 0,7% 0,0% 0,6% 1,4% 0,0% 5,9%
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Jest widoczne — czego zresztg nalezalo oczekiwaé — Ze oszacowanie
klasyczne bez korekty wydatnic obniza wielko$¢ bledu sredniego gdy
liczby procentowe sg mniejsze od 4,5%, oraz wydatnie podwyzsza gdy
liczby te sg wigksze od 4,5%. Jest tez wyrazne — o czym juz mowilismy —
ze szacowanie oparte o normalnos$¢ rozkladu pozwala na ogot ustali¢ dru-
ga cyire znaczgcg w wielkosci bledu Sredniego, od czego szacowanie kla-
syczne jest bardzo dalekie.

Streszezenie i uwagi koncowe

Reasumujgc powyzsze z dodaniem paru uwag, ktore nasunety sie auto-
rowi w czasie reasumpcji, powiedzie¢ mozna co nastepuje:
a) Obliczenie btedu $rednicgo w oparciu o znajomos¢ szeregu bledow
prawdziwych
€15 €9 ... En, (45)

b

na drodze realizacji wzoru klasycznego

My = l/-[;%] ; (46)

prowadzi do otrzymywania rezultatow bardzo miedokladnych nawet przy
stosunkowo duzej liczebnosci szeregu bledéw. Tak np. z wzoru na blad
$redni $redniego btedu

m

" (47)

My
wynika, ze pomimo rozporzgdzania szeregiem 200 bledow, otrzymamy
jeszceze blad sredni $redniego btedu rowny 5% samego bledu.

b) Praktyka rachunkowa nie tylko potwierdza te¢ niemoznosé¢ stosun-
kowo dokladnego wyznaczenia wielkosci sredniego btedu w oparciu o wzor
klasyczny, lecz jednoczesnie pozwala skonstatowaé pewng wtasciwos¢ roz-
kladu czestosSci w szeregach bledow obserwacji geodezyjnych, powodujgcy
specjalng nieprzydatnosc wzoru klasycznego do tego rodzaju rachunkow.

Ta wlasciwosciag jest znacznie mniejsza przewaznie czestoS¢ wystepo-
wania bledéw ,,duzych”, tj. przekraczajacych podwojny biad $redni, nizby
to wynikalo z prawa rozkladu normalnego. Zamiast oczekiwanych w mysl
prawa rozkladu okolo 4,5%, btedow przekraczajacych podwojny biad sred-
ni, konstatujemy przewaznie okolo 2% takich bledow.

Zjawisko wynika prawdopodobnie stad, ze w obserwacjach geodezyj-
riych wykonawca znajgcy dos¢ dokladnie wartos¢ bledu sredniego, jest
w moznosci skonstatowania w czasie pomiaru wystagpienic btedu ,,duzego”,

3 Prace Instytutu Geodezji
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i ponownego dokonania obserwacji w lepszych warunkach. Nie mozna go
oczywiscie wini¢ z tytulu takiego ,,znieksztalcenia materiatu”, gdyz w pra-
cach geodezyjnych z natury rzeczy nie chodzi, jak w statystyce, o zgro-
madzenie duzego materialu pozwalajacego na wycigganie wnioskéw
o wlasciwosciach badanej zbiorowosci, lecz o osiggniecie precyzji wy-
nikow. Statystyk usuwajacy z gromadzonego zbioru wariant znacznie
odbiegajgcy od wartosci Sredniej bylby oczywiscie nie w porzadku i magi-
by narazi¢ sie na zarzut zlej woli (gdyby np. chodzilo o badanie jakosci
towaru), lub ignorancji (np. przy pomiarach biometrycznych). Wprost
przeciwnie mialaby sie sprawa z geodety. Pozostawienie przezen w sze-
regu bledow bledu rzedu 2,5 m czy 3 m naraziloby go ma zarzut par-
iactwa, nie mowigc juz o bledach jeszcze wiekszych, uznawanych trady-
cyjnie za ,nieprzypadkowe”. Te pare uwag, by¢ moze luzno zwigzanych
z tematem, pozwolilem sobie umiesci¢ dlatego, ze istnieja niekiedy ludzie,
ktoérzy chcieliby mechanicznie przenosi¢ wnioski z rozumowan statystycz-
nych w dziedzine pomiar6éw inzynieryjnych. Podkres$lanie wiec réznic
miedzy elementami rozumowania tych dziedzin wydaje sie celowe i zgod-
ne jest z nastgpujgcym skonstatowaniem Gliwenki, podanym w jego ,,Ra-
chunku prawdopodobienstwa’ (tlum. polskie, Warszawa Wroclaw 1953):
»Historia zastosowania statystyki w konkretnych naukach wykazala, ze
owocne wyniki 1 rzeczywiste wniknigcie w istote rzeczy otrzymywano
tylko tam, gdzie material stanowigcy przedmiot badania nie tylko byl
badany statystycznie, lecz takze byl studiowany przez dang konkretng
nauke”.

W wypadku skrajnym, lecz w praktyce czesto zachodzgcym, niewy-
stgpienia zadnego bledu przekraczajgcego dwukrotny blgd Sredni, zani-
zenie wielkosci sredniego bledu obliczanej wzorem klasycznym dochodzi¢
bedzie do 13%.

Poniewaz jednak owa stosunkowo mala czesto$§¢ wystepowania bigdow
duzych nie jest regulg ogolng, gdyz, cho¢ rzadko, jednak zachodzg wy-
padki przeciwne, gdzie procentowa ilos¢ biledoéw przekraczajgca podwojny
$redni jest wieksza od 4,5%, tedy nie moze tu by¢ mowy o jakim$ gene-
ralizowaniu zjawiska 1 powigkszaniu kazdego wyniku oszacowania kla-
sycznego, lecz iS¢ trzeba po linii stosowania takich sposobow obliczania
Sredniego bledu, ktorych wyniki bylyby zalezne od przypadkowego wy-
stapienia czy niewystgpienia bledu ,,duzego”, niz fo ma miejsce w me-
todzie klasycznej.

Sposoby takie oprze¢ mozna na zalozeniu, ze bledy pomiaréw podlegaja
rozktadowi normalnemu, z ktérego to zatozenia rezygnuje wzor klasyczny
(46), cho¢ stawia sie je przy konstruowaniu wzoru (47) na bigd Sredni
$redniego bledu. W stosunku do bledéw pomiaréw geodezyjnych posta-
wienie zalozenia normalno$ci rozkladu wydaje sie tak mocno umotywo-
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wane, ze omawianie tematu mozna by uwaza¢ za zbednc. Warto moze
jednak przypomnie¢, ze:

1. Subtelne kryteria rachunku prawdopodobienstwa (kryterium ,,chi”,
kryterium Kolmogorowa), stosowane do szeregow bledéw pomiaréow geo-
dezyjnych, nigdy nie prowadzg do wniosku o usprawiedliwieniu odrzu-
cenia zalozenia normalnosci rozkladu.

2. Teoria rozkladu normalnego powstala na gruncie matematycznego
uogdlnienia molekulamej teorii bledu, ktérej zalozenia postawione zo-
staly w wyniku analizy bledow wystepujgcych wlasnie przy pomiarach
geodezyjnych.

3. W miare wzrastania liczebnosci szeregu bledow zgodnos¢ miedzy
czestosciami wzglednymi i odpowiadajgcymi prawdopodobienstwami roz-
kladu normalnego staje sie tak wyrazna, zc wyrzeczenic sie zalozenia
normalnosci rozkladu nie byloby niczym umotywowane.

Przyjecic zalozenia normalnosci rozkladu otwiera od razu mozliwos¢
duzo dokladniejszego rozwigzywania zadania wyznaczenia Sredniego bledu.

Po uporzgdkowaniu bowiem wedlug rosngcej wartosci bezwzgledne]
bledow w szeregu o duzej liczebnosci, w zasadzie kazdy wybrany blad ¢,
z tego szercgu pozwala¢ nam juz bedzie na niezalezne obliczenie wielkosci
bledu Sredniego. (Mozemy mianowicic — stosunek iloSci bledow nieprze-
kraczajacych biedu wybranego do ilosci wszystkich bledow w szeregu,
czyli czestos¢ wzgledng zdarzenia: ,blad nie przekroczyt bledu &” —
utozsamia¢ z prawdopodobienstwem nieprzekroczenia t-krotnego bledu
Sredniego w rozkladzie normalnym, co prowadzi do réwnania pozwalajg-
cego wyznaczyC¢ m).

Oczywistg jest rzecza, ze wyniki obliczenia wielkosci Sredniego bledu
z réznych bledow, czy z réznych grup bledéw, wybranych z szeregu, nic
bedg wykazywaé jednoznacznosci i ze zachodzi¢ bedzie potrzeba takiego,
czy innego, uzgodnienia rozbieznosci. Szczegodly te oméwilismy w pracy.
W streszczeniu chodzi mi tylko o podkreslenie faktu istnienia duzej iloSci
danych nadliczbowych, wynikajgcego ze sprecyzowania prawa rozkladu,
tj. z zalozenia jego normalnosci. W sposobie klasycznym nie spotykamy sig
z mozliwoscig podnicsienia dokladnosci przez wykorzystanie materiatu
nadliczbowego. Dopdki bowiem nie sprecyzujemy prawa rozkladu, danc
nadliczbowe nic istniejg. Dlatego obliczenie klasyczne musi by¢ mnie]
dokladne od proponowanych. Wyrazem tej wyzszej dokladnosci wyzna-
czenia bledu Sredniego sposobami opartymi na zalozeniu normalnosci roz-
kladu jest m.in. wysoka zgodno$¢ wynikéw otrzymywanych réznymi spo-
sobami opartymi na tym zalozeniu podstawowym (operowanie réznymi
grupami bleddéw, rozwazanie badz bledéw, badz sum kwadratéow biedow
w roznych przedzialach, odmienne podchodzenie do problemu uzgodnie-
nia itp. itp.). Zgodnos$¢é miedzy wynikami sposobéw opartych na zalozeniu

5
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normalno$ci z jednej strony, a wynikami sposobu klasycznego z drugiej
zachodzi wtedy, gdy nie wystepuje zjawisko wydatnego nadmiaru czy
niedomiaru bledow duzych deformujgce wyniki szacowania klasycznego
a w mniejszym stopniu wplywajgce na wyniki sposobow przyjmujacych
normalnos¢ rozkladu, ktore, jak moznaby powiedzie¢ obrazowo, podej-
mujg decyzje nie tyle w oparciu o zaklécenia lokalne, ile o ukltad sit
w calos$ci.

Przechodzimy do omoéwienia najwazniejszych rozwazonych w pracy
sposob6w obliczenia bledu $rcdniego w oparciu o zatozenie normalnosci
rozkladu.

¢) Najprostszym sposobem jest wyeliminowanie z sezregu tych ble-
doéw, ktore przekraczajg podwojny blad sredni i zadecydowanie o wiel-
kosci sredniego bledu z bledéw zawartych w granicy od 0 do 2 m. Przy
oznaczeniu przez [eg] sumy kwadratow wszystkich N bledow, zas przez
[¢'e'] sumy kwadratow tych n bledéw, ktére przekraczaijg podwojny blad
Sredni, prowadzi to do wzoru:

EE

m = 1,137 Non

(48)

Wzér posiada zalete wielkiej prostoty i nie wymaga porzadkowania
bledéw w szeregu co do ich wielkosci. Odszukanie bowiem kilku bledéw
przekraczajacych 2 m jest latwe nawet bez porzagdkowania szeregu. Przy-
blizong wartos¢ 2 m potrzebng do podjecia decyzji, ktére bledy przekra-
czajg podwojny Sredni, obliczy¢ mozna z oszacowania klasycznego. Jezeli
bledy w iszeregu zostaly uporzadkowane co do wielko$ci, mozna przyja¢
za 2 m potrojng wartos¢ bledu zajmujacego w uporzagdkowanym szeregu
miejsce Srodkowe: 2 mi~ 3, g5r0q.

Wadg wzoru jest oczywiscie pewna dowolnoé¢ w obieraniu granicy
przedzialu miedzy bledami uzytymi do rachunku i wyeliminowaniu zen.

d). Sposobami ogdélnymi, ktore pozwalajg na obliczenie wartosci Sred-
niego btedu z dowolnej probki pobranej z szeregu (45), a wiec w szcze-
gélnosci 1 z wszystkich elementow tego szeregu — ciggle przy zalozeniu
uporzgdkowania szeregu — sg sposcby nazwane w pracy ,,sposéb Bw”,
craz ,,sposéb afi”. Oba one wymagaja pobrania z uporzadkowanego sze-
regu probki, przyporzadkowania elementom tej probki liczb, nazywanych
»pozycjami elementow w szeregu” P;, przy czym
;
_N_y

z_—__l_l, lub przy bardzo duzym N P;=

N (49)

Pi=

oraz przeprowadzenia rachunku, wyznaczajgcego wartoS¢ m w oparciu
o wielko$ci elementéw wybranych e; i ich pozycjeP;.
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Rachunek ten dla sposobu Bw realizuje sie za pomocg wzoru

_ [Bel,
Mmpw = ['LU] ’ (50)

przy czym wartosci wspotezynnikow B;, w; bierze sie z tablic funkcyjnych
dla argumentu P; (str. 41).

Rachunek wyznaczenia m dla sposobu aff realizuje sie za pomocg
wzoru

_ L]

T e

przy czym wartosci wspolezynnikow «f; bierze sie z tablic funkeyjnych
dla argumentu P; (str. 42).

Rachunek (50 wzgl. 51) realizuje sie przynajmniej dwukrotnie, obie-
rajac za kazdym razem inne elementy probki. I1os¢ elementéw w prébee
nie powinna by¢ mniejsza od 9, przy czym pozadane jest, aby byly one
w miare moznos$ci réwnomiennie rozltozone. Suma wspoétczynnikow w;,
zwanych w tekscie ,,wagami”, nie powinna by¢ mniejsza od 4. Blad Sredni
oszacowania Sredniego bledu jest wielkoscig rzedu

_20Tm_
N-V/[w]

Obydwa sposoby Bw oraz of rozwigzujg wiec zadanie nastepujace,
ktérego w oparciu o wzér klasyczny (46) rozwigza¢ nie mozna: znana jest
ilos¢ bledow w szeregu uporzadkowanym oraz wielkosei kilkunastu ble-
doéw i ich miejsca w szeregu — wyznaczy¢ nalezy bigd sredni.

Jedynym warunkiem przy spelieniu ktorego rozwigzanie ma wartosé¢
praktyczng jest, aby suma wag nie byla zbyt mata (por. 52).

Zalozeniem podstawowym, na ktorym oparte sg oba sposoby, jest za-
lozenie normalnosci rozkladu w badanym szeregu bledéw. Roznice wy-
nikajg z przyjecia odmiennych zalozen wyrownawczych przy trakfowaniu
materialu nadliczbowego. Roznice miedzy wynikami rachunku sposobem
Bw i of sg, dla duzych zbioréw bledéw, pozbawione znaczenia praktycz-
nego. Sposéb Bw jest rachunkowo okolo trzykrotnie mniej pracochlonny.
Z tego wzgledu wydaje sie on by¢ bardziej godny zalecenia.

e). Szczegdlnym przypadkiem zastosowania sposobu Bw jest rachunek
za pomocg krakowiandéw F, ktéore pozwalaja, przy bardzo nieznacznym
obnizeniu dokladnosci rachunku, oblicza¢ warto$¢ Sredniego biledu na
drodze pomnozenia stalego krakowianu kolumnowego F przez krakowian
kolumnowy btedéw E

(61)

(52)

m=F-E (53)



38 Stefan Hausbrandt

Krakowian E zestawia sie wybierajgc z danego szeregu uporzadkowa-
nego te btedy, ktérych wskazniki ¢ réwne sg

badz to: 0,1 (N—1)+1 02(N—1)+1 ... 09(N—1)+1 (54)
badz to: 0,06 (N—1)4+1 0,15(N—1)+1... 0,95 (N—1)+1 (55)

Warto$ci liczbowe elementéw krakowianu F podane sg w tablicach,
przy czym krakowian do pierwszego rachunku (54) oznaczono tam F’,
a do drugiego rachunku (55) F” (str. 45). Jezeli obliczony wskaZnik
p (N—1)+1 (54, 55) nie jest liczbg catkowity, okresla sie odpowiadajaca
warto§¢ bledu na drodze interpolacji liniowej.

Konczge prace wyrazam gorace podziekowanie panu doc. dr Jerzemu
Gazdzickiemu, wykladowcy Politechniki Warszawskiej oraz kierownikowi
Zakladu Rachunku Wyréwnawczego i Obliczen Geodezyjnych w Instytu-
cie Geodezji i Kartografii, za ulozenie tablicy funkcyjnej wartosci wspot-
czynnikéw off, oraz opracowanie programéw do obliczania wielko$ci §red-
niego bledu sposobami Bw i of w oparciu o wszystkie elementy badanego
szeregu bledéw. Programy te oraz ich realizacja, przeprowadzona przez
mg inz. Jerzego Witkowskiego, asystenta Katedry Rachunku Wyréw-
nawczego i Obliczen Geodezyjnych PW pod kierunkiem doc. dr Gazdzic-
kiego, pozwolily z jednej strony unikngé¢ wielu ucigzliwych rachunkéw
arytmometrycznych, a z drugiej strony umozliwity oparcie weryfikacji
liczbowych na bardzo duzym materiale.

Przypisek

Po napisaniu niniejszego artykulu mialem mozno§¢ zapoznania sig
z interesujacg pracg pani mgr inz. Marii Szacherskiej ,,Analiza rozktadu
bledéw w polskiej sieci astronomiczno-geodezyjnej”’. W pracy tej podano
btedy zamknie¢ trojkatéw omawianej tam sieci, obejmujacej 571 troj-
katéw. Material ten pozwalam sobie przytoczy¢ na str. 44 po uporzad-
kowaniu wszystkich bledéw co do ich wartosci bezwzglednej (w pracy
mgr inz. Szacherskiej uporzgdkowanie odnosilo sie oddzielnie do bledéw
dodatnich i ujemnych). Poniewaz materiat jest bardzo obfity, mozna ocze-
kiwaé (por. wzér orientacyjny 31), ze nawet probki o matej liczebnosci
dawaé beda wyniki stosunkowo dokladne,
Z materialu pobierano nastepujgce probki:
Probki zawierajace po 28 elementéw.
A. Pobrano co 10-ty blad ujemny zamkniecia, to znaczy biedy o nu-
merach: 25, 40, 53, 72, 104, 120, 139, 155, 175, 199, 215, 246, 271, 291,
304, 318, 337, 356, 375, 392, 407, 424, 449, 469, 483, 513, 533, 560.
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Wynik rachunku m = 0,813, przy [w] = 15,29.

B. Pobrano co 10-ty blad dodatni zamkniecia, to znaczy bledy o nu-
merach: 17, 34, 62, 85, 99, 116, 141, 168, 184, 202, 221, 235, 255, 267,
286, 324, 341, 362, 380, 408, 430, 447, 464, 483, 499, 526, 539, 554.

Wynik rachunku: m = 0,814, przy [w] = 14,77.

Po usrednieniu wynikoéow z obu probek otrzymujemy m = 0,814,

Probki zawierajace po 11 elementédw.

C. Pobranc bledy o numerach rownych co 10-tej liczbie pierwszej od 2

do 547, to znaczy bledy o numerach: 2, 31, 73, 127, 179, 233, 283,
353, 419, 467, 547. Wynik rachunku: m = 0,807, przy [w] = 4,95.
D. Pobrano bledy o numerach réwnych co 10-tej liczbie pierwszej
od 7 do 563, to znaczy bledy o numerach: 7, 41, 83, 137, 193, 241,
307, 367, 433, 487, 563. Wynik rachunku: m = 0,821 przy [w] — 4,90.

Po u$rednieniu wynikow z obu prébek otrzymujemy m = 0,814.

Zwracamy uwage, ze probki A, B, C, D nie zawieraja elementow
wspolnych, oraz ze rozlozenie elementéow w prébkach jest dos¢ dalekie od
rownomiernosci.

Przeprowadzono tez rachunek za pomocg krakowianéw F, ktory przy-
toczymy, gdyz w tekscie nie podawaliSmy przykladu liczbowego na ra-
chunek taki, mimo ze jego teoria zostala szczegotowo omoéwiona. Otrzy-
muje sie:

g55 = 0,10 0,0646 €99,5 = 0,060 0,0324
€15 -~ 0,18 0,1240 €g6,5 — 0,140 0,0945
g7e = 0,31 0,1734 €143,5 — 0,250 0,1491
€999 = 0,42 0,2079 €200,5 == 0,370 0,1913
€ag6 - - 0,57 11 02235 ¢ = 0,814 | €257,5 = 0,490 0,2166 — 0815
€345 = 0,63 0,2163 €314,5 == 0,620 0,2212 ’
€400 = 0,84 0,1848 €371,5 = 0,760 0,2021
£457 == 1,05 0,1295 4985 - 0,935 0,1587
€514 — 1y32 0,0574 €485,5 1,200 0,0939
€540,5 = 1,530 0,0218

ZauwazylisSmy juz w tekscie gléwnym, ze wykorzystanie normalnosci
rozkiadu pozwala w wiekszych sieciach wyznaczy¢ wartos¢ btedu Sred-
niego z dwiema cyframi znaczacymi pewnymi. Ma to miejsce i w ostatnim
przypadku, gdzie mozemy dla bledu sredniego zamkniecia tréjkata napisa¢
ostatecznie m = 0,814, z czego wynika, Ze $redni blgd pomiaru kata w pol-
skiej sieci astronomiczno-geodezyjnej jest wielkoscig ponizej 0,57

(0,814: /3 =10,47"). Nalezy zalowaé, ze ten wartoSciowy material nie
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zostal prawidlowo potraktowany w 'procesie wyréwnania miedzynarodo-
wej sieci astronomiczno-geodezyjnej, na temat czego znalezé mozna kry-
tyvczne uwagi w cytowanej pracy mgr inz. M. Szacherskiej.
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r 2 I 2 r; I g 1 B 2wy
1] 0 0,50 0,6745 0 0 4] 0,50 1,164 0,785
0,01 0,0125 0,51 0,6903 0,01 0,034 0,000 0,51 1.165 0,804
0,02 0,0251 0,52 0,7063 0,02 0,063 0,002 0.52 1.166 0,823
0,03 0,0376 0,563 0,7225 0,03 0,102 0,004 0,63 1,165 0,342
0,04 0,0502 0,54 0,7388 0,04 0,136 0,007 0,H4 1,164 0,860
0,05 0,0627 0,55 0,7554 0,05 0.170 0,011 0,h5 1,161 0,877
0,06 0,0753 0,56 0,7722 0,06 0,204 0,015 0,56 1,156 0,893
0,07 0,0878 0,57 0,7892 0,07 0,237 0.021 0,57 11561 0,908
0,08 0.1004 0,58 0,8064 0,08 0.270 0,027 0,58 1,144 0,923
0.09 0,1130 0,59 0,8239 0,09 0,303 0,034 0,59 1,136 0,936
0,10 0,1267 0,60 0,3416 0,10 0,336 0,042 0,60 1,126 0,948
0,11 0,1383 0,61 0,3500 0,11 0,369 0,051 0,61 1,116 0,959
0,12 0,1510 0,62 0,8779 0,12 0,401 0,061 0,62 1,104 0,969
0.13 0,1637 0,63 0,8965 0.13 0,433 0,071 0,63 1,090 0,978
0,14 0,1764 0,64 0,9154 0,14 0,465 0,082 0,64 1,076 0,985
0,15 0,1891 0.65 0,9346 0.15 0.496 0,004 0.65 1.061 0.991
0,16 0,2019 0.66 0,9542 0.16 0,527 0.106 0,66 1,044 0,996
0,17 0,2147 0,67 0.9741 017 0,557 0,120 0,67 1,026 0,999
0,18 0,2275 0.68 0,945 0,18 0,587 0,134 0,68 1,006 1,000
0.19 0,2404 0.69 1,0152 0,19 0,617 0,148 0,69 0,985 1,000
0,20 0,2533 0,70 1,0364 0,20 0 646 0,164 0,70 0,962 0,997
0,21 0,2663 0.71 1,0581 0,21 0,374 0,180 0,71 0,939 0,993
0,22 0,2793 0,72 1,0803 0,22 0,702 0,196 0,72 0,914 0,988
0,23 0,2924 0.73 1,1031 0,23 0,730 0,213 0,73 0,888 0,980
0,24 0,3065 0,74 1,1264 0,24 0,767 0,231 0,74 0,861 0,970
0,25 0,3186 075 1.1503 0,25 0,782 0.249 0,75 0,833 0,958
0,26 0,3319 076 11750 0.26 0.808 0,268 0,76 0,803 0,944
0,27 0,3451 0,77 1,2004 0,27 0,833 0,287 0,77 0,772 0,927
0,28 01,3585 0,73 1,2265 0,28 0,857 0,307 0,78 0,741 0,908
0,29 0,3719 0,79 1,2536 0,29 0,880 0,327 0,79 0,708 0,887
0,30 0,3853 0,80 1,2816 0,30 0,903 0,348 0,80 0,674 0,864
0,31 0,3989 0,81 1,3106 0,31 0,925 0.369 0,81 0,639 0,838
0,32 04125 0,82 1,3408 0,32 0,946 0.390 0,82 0.604 0,810
0,33 0,4261 0,83 1.3722 0,33 0,966 0,412 0,83 0,568 0,779
0,34 0.4399 0.8 1.4051 0,34 0,985 0,433 0,84 0,530 0,745
0,35 0,4538 0,85 1,4395 0,35 1,001 0,456 0,85 0493 0,709
0,36 04677 0,86 1,47568 0,36 1,022 0,478 0,86 0,464 0,671
0,37 0,4317 0,73 1,5141 0,37 1,038 0,500 0,87 0,416 0,629
0,38 0,4959 0,83 1,5548 0,38 1,054 0,523 0,88 0,377 0,586
0,39 0,5101 0,89 1,5082 0,39 1,069 0,545 0,89 0,338 0,540
0,40 0,5244 0,90 1,6449 0,40 1,083 0,608 0,90 0,299 0,492
0,41 0,5388 0,91 1.695¢ 0,41 1,096 0,590 0,91 0.260 0,441
0,42 0,553+ 0,92 1,7507 0,42 1,107 0,613 0,92 0,222 0,389
0,43 0,5681 0,93 1,8119 0,43 1,118 0,635 0,93 0,185 0,335
0,44 0,5828 0,94 1,8808 0,44 1,128 0,657 0,94 0,149 0,280
0,145 0,5978 0,95 1,9600 0,45 1,137 0,679 0,95 0,114 0,224
0,46 0,6128 0.96 2,0537 0,46 1,144 0,701 0,96 0,082 0,169
0,47 0,6280 0,97 2,1701 0,47 1,611 0,723 0,07 0,053 0,115
0,48 0,6433 0,98 2,3263 0,18 1,156 0,744 0,98 0,028 0,066
0,49 0,6588 0,99 2,6758 0,49 1,160 0,764 0,99 0,009 0,023
0,50 0,6745 0,999  3,2906 0,50 1,16t 0,785 1,00 0,000 0,000

1 0
P — prawdopodobienstwo nieprzekrocze- P; — pozycja bledu w szeregu uporzadkowanym 1 wartoSei

nia Z-krotnego bledu sredniego w rozkla-

dzie normalnym.

wspolezynnikow B; w; do realizacji wzoru: m =

(B2)

()
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Tablica funkcyjna IV (cze$é)

Py ag Bs Py ag Bi ¢ P t P
0,00 06366  0,0000 0,60  0,4039  0,2724 0,00 0,0000 0,50 0,3829
0,01 06365  0,0080 0,51  0,3953  0,2720 0,01 0,0080 0,61 0,3900
0,02 06362  0,0159 0,52 0,386  0,2730 0,02 0,0159 0,52 0,3969
0,03 0,6357 0,0239 0,63 03777  0,2729 0,03 0,0239 0,53 0,4039
0,04 06350  0,0318 0,54 0,3688  0,2725 0,04 0,0319 0,54 0,4108
0,05 0,6341 0,0398 0,65 0,3508  0,2718 0,05 0,0399 0,55 0,4177
0,06  0,6330 0,0476 0,66 0,507  0,2708 0,06 0,0478 0,56 0,4245
0,07 0,617 0,0556 0,57 0,3415  0,2695 0,07 0,0558 0,57 0,4313
0,08 0,6302 0,0633 0,58 0,3322  0,2679 0,08 0,0837 0,58 0,4381
0,00 0,6285 0,0710 0,60 0,3229  0,2660 0,09 0,0717 0,59 0,4448
0,10 0,6266  0,0787 0,60 10,3135 0,2639 0,10 0,0797 0,60 0,4515
0,11 06246  0,0864 0,61 03041  0,2614 0,11 0,0876 0,61 0,4581
0,12 0,6223 0,0939 0,62 0,2946 0,2586 0,12 0,0955 0,62 | 0,4647
0,13 0,6198 0,1014 0,63 0,2850 0,2556 0,13 0,1034 0,63 0,4713
0,14 0,6171 0,1088 0,64 0,2754 0,2521 0,14 0,1113 0,64 0,4778
0,156 0,6143 0,1162 0,65 0,2658 0,2484 0,15 0,1192 0,65 0,4843
0,16 0,6112  0,1234 0,66 0,2662  0,2444 0,16 0,1271 0,66 0,4908
0,17 0,8079 0,1305 0,67 0,2465 0,2401 0,17 0,1350 0,67 0,4971
0,18 0,6045 0,1376 0,68 0,2368 0,2355 0,18 0,1428 0,68 0,5035
0,19 0,6009 0,14456 0,69 0,2271 0,2306 0,19 0,1507 0,69 0,5098
0,20 0,5970 0,1513 0,70 02175 0,2264 0,20 0,1585 0,70 0,5161
0,21  0,6930  0,1579 0,71 02078  0,2199 0,21 0,1663 0,71 0,5228
0,22 0,6888  0,1645 0,72 0,1982  0,2141 0,22 0,1741 0,72 0,5285
0,23 0,5845 0,1709 0,73 0,1886 0,2080 0,23 0,1819 0,73 0,5346
0,24 05799  0,1771 0,74  0,1790  0,2016 0,24 0,1897 0,74 0,5407
0,25 0,5752  0,1833 0,75  0,1895 0,1950 0,25 0,1974 0,76 0,5467
0,26 0,6702 0,1892 0,76 0,1601 0,1881 0,26 0,2051 0,76 0,5527
0,27  0,6651 0,1950 0,77  0,1507  0,1809 0,27 0,2128 0,77 0,5687
0,28 0,56599 0,2007 0,78 0,1414 0,1735 0,28 0,2205 0,78 0,5646
0,20  0,5544  0,2062 0,79 0,1323  0,1658 0,29 0,2282 0,79 0,5705
0,30 0,56488 0,2115 0,80 0,1232 0,1579 0,30 0,2358 0,80 0,5763
0,31 0,6430  0,2166 0,81 0,1143  0,1498 0,31 0,2434 0,81 0,5821
0,32 0,5370 0,2215 0,82 0,1055 0,1414 0,32 0,2510 0,82 0,5878
0,33 0,56309 0,2262 0,83 0,0969 0,13290 0,33 0,2586 0,83 0,5935
0,34 0,5246 0,2308 0,84 0,0884 0,1242 0,34 0,2661 0,84 0,5091
0,35 0,5182 0,2351 0,85 0,0802 0,1154 0,35 0,2737 0,85 0,6047
0,36  0,5115 0,2392 0,86 0,0721  0,1064 0,36 0,2812 0,86 0,6102
0,37 0,6048 0,2432 0,87 0,0643 0,0974 0,37 0,2886 0,87 0,6157
0,38 0,4979 0,2469 0,88 0,06688 0,0882 0,38 0,2860 0,88 0,6211
0,39 0,4908 0,2503 0,89 0,0495 0,0791 0,39 0,3035 0,39 0,6265
0,40 0,4836 0,2536 0,90 0,0425 0,0700 0,40 0,3108 0,90 0,6319
0,41 0,4762 0,2566 0,91 0,0359 0,0609 0,41 0,3182 0,91 0,6372
0,42 0,4687 0,2594 0,92 0,0297 0,0520 0,42 0,32565 0,92 0,6424
0,43 0,4610 0,2619 0,93 0,02389 0,0433 0,43 0,3328 0,93 0,6476
0,44 0,4533 0,2642 0,94 0,0185 0,0348 0,44 0,3401 0,94 0,65628
0,45 0,4453 0,2662 0,956 0,0137 0,0268 0,46 0,3473 0,95 0,6579
0,46 0,4373 0,2680 0,96 0,0094 0,0193 0,46 0,3645 0,96 0,6629
0,47 0,4291 0,2695 0,97 0,0057 0,0124 0,47 0,3616 0,97 0,6680
0,48 0,4209 0,2708 0,98 0,0028 0,0066 0,48 0,3688 0,98 0,6729
0,49 0,4124 0,2717 0,99 0,0008 0,0022 0,49 0,3759 0,99 0,6778
0,50 0,4039 0,2724 1,00 0,0000 0,0000 0,60 0,3829 1,00 0,6827

P; — pozycja bledu w szeregu uporzadkowanym i wartodci wspdt-
(z 2%
czynnikéw of f; do realizacji wzoru: m = W

P — prawdopodobieristwo nieprzekroczenia
t-krotnego bledu Sredniego




Tablica funkeyjna IV (czedé)

¢ p t pr t r t P ¢ P
1,00 0,6827 1,50 0,8661 2,00 0,9545 2,50 0,9876 3,00 0,9973
1,01 0,6875 1,51 0,8689 2,01 0,9556 2,61 0,9879
1,02 0,6928 152 08715 2,02 0,9566 2,52 0,9883 3,10 0,9981
1,03 0,6970 1,53 0,8740 2,03 0,576 2,53 0,9886 .
1,04 07016 154 0,8764 2,04  0,9586 2,54 0,0889 3,20 0,9986
1,05  0,7063 1,55  0,8789 2,05  0,9596 2,55 09892 330  0,0990
1,08 0,7109 1,66 0,8812 2,06 0,9606 2,66 0,9895
1,07 0,7154 1,57 0,8836 2,07 0,9616 2,67 0,0898
1,08 0,7198 1,58 0,8859 2,08 0,9625 2,68 0,9901 340 0,0993
1,09 0,7243 1,59 0,8882 2,09 0,0634 2,69 0,9904
1,10 0,7287 1,60 0,8904 2,10 0,9643 2,60 0,9907 3,50 0,9095
1,11 0,7330 1,61 0,8926 2,11 0,9651 2,61 0,9909
1,12 0,7373 1,62 0,8948 2,12 0,9660 2,62 0,9912
1,13 0,7415 1,63 0,8969 2,13 0,9668 2,63 0,9915 3,60 0,9997
1,14 0,7457 1,64 0,8990 2,14 0,9676 2,64 0,9917
1,15 0,7498 1,65 0,9011 2,15 0,9684 2,65 0,9920 3,70 0,9998
1,16 0,7539 1,66 0,9031 2,16 0,0692 2,66 0,0022
1,17 0,7580 1,67 0,9051 2,17 0,9700 2,67 0,9924 3.80  0,9999
1,18 0,7620 1,68 0,9070 2,18 0,9707 2,68 0,026
1,19 0,7660 1,69 0,9090 2,19 0,9715 2,69 0,9928 3,90  0,9999
1,20 0,7699 1,70 0,9109 2,20 0,9722 2,70 0,0081
1,21 0,7787 1,71 0,0127 2,21 0,9729 2,71 0,933 4,00 1,0000
1,22 0,7775 1,72 0,9146 2,22 0,0736 2,72 0,9935 - 1
1,23 0,7813 1,78 0,0164 2,23 0,9742 2,73 0,987
1,24 0,7850 1,74 0,9181 2,24 0,9749 2,74 0,9939
1,25 0,7887 1,76 0,9199 2,25 0,9756 2,75 0,9940
1,26 0,7923 1,76 0,9216 2,26 0,9762 2,78 0,9942
1,27 0,7959 1,77 0,9233 2,27 0,0768 2,77 0,9944
1,28 0,7994 1,78 0,9249 2,28 0,0774 2,78 0,9946
1,29 0,8030 1,79 0,9266 2,29 0,9780 2,79 0,9947
1,30 0,804 1,80 0,9281 2,30 0,9785 2,80 0,9949
1,31 0,8098 1,81 0,9297 2,31 0,9701 2,81 0,9950
1,32 0,8132 1,82 0,9312 2,32 0,9797 2,82 0,9952
1,33 0,8165 1,88 0,9328 2,33 0,9802 2,83 0,9953
1,34 0,8197 1,84 0,9342 2,34 0,9807 2,84 0,9955
1,85 0,8229 1,85 0,9357 2,35 0,9812 2,85 0,9956
1,36 0,8262 1,86 0,9371 2,36 0,9817 2,86 0,9958
1,37 0,8293 1,87 0,9385 2,37 0,822 2,87 0,9959
1,38 0,8324 1,88 0,9399 2,38 0,9827 2,88 0,9960
1,39 0,8355 1,89 0,0412 2,39 0,9832 2,89 0,9961
1,40 0,8385 1,90 0,9426 2,40 0,0836 2,90 0,0963
1,41 0,8415 1,01 0,9439 2,41 0,9840 2,01 0,9964
1,42 0,8444 1,92 0,9451 2,42 0,9845 2,92 0,9966
1,43 0,8473 1,93 0,9464 2,43 0,9849 2,98 0,9966
1,44 0,8501 1,94 0,9476 2,44 0,9853 2,04 0,0067
1,45 0,8529 1,95 0,9488 2,45 0,0857 2,05 0,9968
1,46 0,8557 1,96 0,9500 2,46 0,9861 2,96 0,9969
1,47 0,8584 1,97 0,9512 2,47 0,9865 2,97 0,9970
1,48 0,8611 1,98 0,9524 2,48 0,9869 2,08 0,9971
1,49 0,8638 1,99 0,9534 2,49 0,9872 2,99 0,9972
1,50 0,8664 2,00 0,9545 2,50 0,0876 3,00 0,0973

I

P — prawdopodobieristwo nieprzekroczenia ¢-krotnego bledu Sredniego w rozkladzie normalnym.
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Tablica funkcyjna V. Krakowlany do obliczania bledu $redniego z upo-
rzgdkowanego szeregu blcdéw prawdziwyvch przy zaloZeniu normalnosci rozkladu.

Krakowiany F sluig do obliczania $redniego bl¢du (,kwadratycznego™) m,

w oparciu o znajomo$¢ uporzadkowanego szeregu N wartosci bezwzglednych bledow
prawdziwych ¢ jednakowo dokladnych pomiarow

e 805 . en; (g5 <<ep  gdy  §<k) ()

(Moga to by¢ np. biedy zamknigé ‘trojkatow w sieci triangulacyjnej).
Rachunek przeprowadza si¢ w mysl wzoru
my = E-F, (2)

gdzie E jest krakowianem kolumnowym zawierajgcym zesp6l biedéw pobranych
z szeregu (1), za§ F krakowianem kolumnowym warto$ci stalych.

Rachunek (2) realizuje si¢ dwukrotnie: raz pobierajac z szeregu (1) zespét blg-
dow E’ i mnozac przez krakowian F’, a drugi raz pobicrajgc z tegoz szeregu zespél
btedéw E” i mnozgc przez krakowian F”. Z wynikéw obu mnozen: m‘;= E'F’ oraz

"o

o s o . I
my = E"F" bicrze sie srednig mo = - (m,+ mg)-

Postgpowanie oparte jest na przyjeciu zalozenia podstawowego — normalnoéci
rozktadu i uzgodnieniu rozbieznosci metodg najmniejszych kwadratow.

Krakowiany E i F majg nastepujace postaci:

Eoa(N—1)+1 0,0646 €0,05(8--1) +1 | 0,0324
£0,2(N—1)+1 0,1240 50,15(1\!—«11 o) 0,0945
€9,3(N=1) ¥1 0,1734 €0,95(N_1)+1 0,1491
€0,4(N—1) +1 0,2079 €0,35(v—1) 1 0,1913
E -} gsw_n+, F =102235 B =) SoBN-D1{ pr 0,2166 {

€0,6(N—1) +1 : 0,2165 €0,55(N 1)+ 1 ' , 0,2212
fortn 1)1 0,1848 o 5V 1)+ 1 0,2021
€0,8(v--1) + 1 0.1295 €0,75(N—1) + 1 0,1587
€0,0(N +1) -1 0,0574 €0,85(N—1) +1 0,0939

: €905(N_1)+1 ) 0,0218

Jezeli wskaznik bledu e,v—141 figurujacego w krakowianie E, to znaczy jezeli
liczba p (W—1)-+1 okaze sie liczbg calkowity, wowczas warto$é bledu bierzemy bez-
pos$rednio z szeregu (1). Jezeli wskaznik ten nie bedzie liczba caikowita, najlepiej
wyinterpolowac liniowo wartos¢ btedu z dwoch znajdujacych sie w szeregu warto§ci
bledéw o najblizszych wskaznikach catkowitych: mniejszego od liczby p (N—1)+1,
craz wickszego od niej.

Mozna zresztg takze zrezygnowac z interpolacji i za blgd e,w—n+1 bra¢ z sze-
regu (1) blad, ktérego wskaznikiem jest liczba catkowita najblizsza liczby p (N—-1)+1.
Powoduje to jednak pewien nieznaczny spadek dokladno$ci rachunku. Ilo§¢ N bl¢-
déw w szeregu nie powinna by¢ mniejsza od 40.
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Bledy zamknieé trojkatow polskicj sicel astronomiczno-geodezyjnej wyrazone w setnych sckundy st. podz:,

(a wicge e = 132 znaczy ¢ = 132

i

1 0|65 r10ll09 vasf1e3 c 201217 39]271 75)i433 © O 48T ¢ 1213540 151
2 51|56  10[110 - 18{16+ - 29,218  39]272 TOM433 C 05488 © 1211542 ¢ 152
3 - 1|57 10[L1L 18]165 -t 30{219 39273 S 791435 95[489 c 121(543 154
4 2158  10(112 138|166 - 3 390|271 . 79!436 96/490 121|544 155
52|59 1113 L8167 401275 . 79:4:57 '9(;]491 121]545 156
6 2|60 11114 1s[168 0276 . 7‘.):-138 . usirxt)z 1220546 156
7261 H5 18169 40{277 | 80,439 O8403 123|547 1 159
8 3|62 111116 19170 11{278 SO0 08 0 C123(548 160
9 3163 11117 Cyl7l © 41279 . soiul 99495 124[549 160
10 3164 13118 19172 C1Z80 0 C 5BIB34 66,383 81442 T 001496 124/550 163
11 4| 65 13119 - 20{173 41|28L 55335 67I389 813443 < 1001497 125551 165
12 4166 11120 20[174 121282 55336 * 67390 BI444 100[498  125;552 166
13 4|67 -120121 20175 ¢ 420283 B3I337 0 68[301 82445 100499  126[5353 168
14 4168 2122 20176 @ 420284 56[33% C Gx[392 - 820446 101[500 126|554 169
15 4| 69 - 12{123  20[177 43[285 53330 68303 - s2la47  101[501 127|555 - 169
16 4170 -a2f124 21{178 43|286 57340 GRIBOL - 83448 101(502  127(556 171
17 5 |71 - 12{125  21]179 43]287 LT B4L (;9,395 : 33;449 S 101503+ 127(5567  C 172
18 5| 72 - 12{126 210|180 44288 57342 69396 0 83450 101]504 - 128(558 173
19 5| 7312|127 - 21(181 45280 5TI343 69307 831451 - 101[505  128(659 174
20 5|74 12[128 - 2pyls2 45(200  © 57344 TO30% 83452 102506 * 123[560 175
21 575 12[129 - 221183 45[201  57(345  70[399  84[453 - 1021507 1291561 < 180
22 5| 76 12130 - 22{184 46(292 ¢ 58(346 70400+ S4[454 1081508 129562 186
28 5|77 131131 221185 ©46|203 58347 TO[H01 c 85455 C 104509 * 130|563 136
24 5178 13132  22]186 46{204  * :'nsi:us 70[402  * 85456 * 104[610 * 131[564 186
25 6179 - 14[133 231187 461205 © 58.349 * T0(403 © 851457 1051511 " 131565 187
26 - 6 | 80 - 14[134 - 23188 46206 58 350 * T0[404  85[458 5512 * 131(566 190
27 6 | 81 14135 - 24]189 47(297 0 59351 c T0[405 86459 105{513 * 132(567 190
28 * 6 | 82 " 14[136 © 24{190 34244 47[208 59'352 © 70406 C 86[460 106|514 1321568 - 194
29 6| 83  14(I137 - 24{101 34245  47(299 - 59(353 - T0(407 - &6(461 107(515 " 132(569
30 6| 84 14138 - 24192 35246 - 471300 - 59[354 - 70[408  &7[462 1083516 132[570
31 85 14{139 - 24|193 35247 - 471301 59(355  C TI[409 881463 108 71
32 86 14140 - 24|194 36248 - 47302 59356 T1410  * 881464 1085
33 87 14141 24[195 - 36{249 - 48303 60[357 L4IT * 88465 108]:

34 88 156|142 25[196  © 36{250 - 43|304 603538 2[412  89(466 103152
35 89 15(143 25197 * 3612561 48305 60;359 2413 C ROM46T 1 108]52
36 90 15(144 25198 * 37252 48(306  * 60 360 B40E 0 89,468 7 108)
91 15145 * 25[199 - 37(253 481307 6()'3(51 4|4 15 891469 ©109|5 Punktem
38 92 " 15|46 © 26(200 - 372564 43§308 - 601362 416 89,470 0ZNACZO-

417 91‘4-71

39 93 15{147  ° 26{201 * 37[255 43(309  * 60,363 Sl 52 1no bledy
40 94 15148 - 26202 37256 491310 ¢ 61;36{ 5}—!13 5)1i47;’. : 26 zamknie-
41 95 " 16[149 26/203 37257 491311 (illti(if} 5 RASE YE I 2 el ujem-
42 96 16150  27|204 33258 49(312  ° 6L 366 B . 91;47-1 111528 139] ne
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CTODPAH XAYCBPAHAT

OINPEJEJIEHUE SHAYEHUA CPETHEN KBAJIPATMYECKON
OLIMBKU U3 KOMIIJIEKCA VMICTMHHBIX OINIUBOK, OIIMPAACH HA
IIPEAIIOJNIOZKEHMU HOPMAJIbBHOTO PACIIPEOEJIEHUSA

Pe3zwme

3HayeHHde CpeqHell KBaAPaTHYECKOH OMIMGKH M, BbIYHCIECHHOE H3 PANA 7 HCTHH-
HbIX OLIHOOK €;, €, ... &p (HOP. OLMOKY HEBA3OK TPEYDOVIbHHKOB B TPHUAHTYJIALJAK)

5 € .
O KJIaCCHYECHOH (bopmyne my =]/‘[n—]- ABJIAETCA B 3HAYHTEC/IbHOM CTEII€HH 3aBHCH-

MBIM OT 3HAYCHHS MAKCHMAJbHOH OIIMOKM MOABUBILIEHCSA B MHCCICAYEMOM PiAY. ITO
YacTO IPHBOJAHT K HEBOSMOMKHOCTH yJOBJIETBOPUTE/IbHO TOYHONO BHIYHCJIEHHS 3HAYEHHA
My, €CJIH KOJIHYECTBO OLLIHGOK B PAAY HE OYEHb BEJIHKO.

Bonpoc ycaoskHAET ellle OOCTOATENECTBO, YTO B TEOAE3MYECKHX paborax Io cy-
LIeCTBY M€JIO HE 3aKI0YaeTCs, KaKk B CTATHCTHHE, B COGDAHHN OOIIMPHONO MaTepHala
[IO3BOMISAIIOLIENO ClelaTh BbIBOABI 00 CBOHCTBAX HOCIELYyeMOH COBOKYITHOCTH, a peub
HIET B HOCTHIMEHHH HaWBBICUIEH TOYHOCTH Pe3yJbTaTOB H3MeDEeHHH.

OTO INPHUBOAMT K HewoTopoi HedopMalliM COBOKYIHOCTEH HyDeM HCHIIOYeHHA H3
HHX, B XOJ€ H3MEpEeHHH, GONblIMX OIIHGOK METOAOM HCIOJHEHHA HOBOTO H3MEpPEeHHS
B boJiee OIArONPUATHLIX YCAOBUAX.

Tak Kak KpuTepHs MareMaTHYecKoll cratucTukH (rpurepuit HKovimoroposa),
iIpHMEeHAEeMble K COBOKYITHOCTAM OMHGOK B DEOJE3HYSCKUX CeTAX, HHKOTAA He
IPHUBOJAT K BbIBOAY 00 CIPaBEeAJHBOCTH OTHJIOHEHUS IIPEANOJIOMEHUS HOPMAJIbHOCTH
pacupeje/eHus], BO3HAKaeT BOINPOC, He ABJIAETCA JIM [IPAaBHJIbHEE BBIYHC/ATH 3HAYCHUC
cpefHell KB3JPaTHUYSCKOH OUIHOKH My IPHHMMAA ¥ HCHOJB3YSA INPeATIoIdHeHHe, 4To
HeeslegyeMas COBOKYITHOCTb OLUIMGOK IOAYHHASTCH HOPMAaJbHOMY pacUpefeseHHI0. OTO
[I03BOJIACT Ha HEMHODO TOYHeHlllee BBIYHCICHHE 3HayeHHs CpefHeHd HKBaJPaTHYECKOH
OILUGKH, & TaKie 3HAUHUTEIbHO YMEHDBIIAeT BJHAHHC MaKCUMAJIbHBIX OLIUOOK Ha CYH-
JleHHe 06 3HAYEHHH CpefiHeil KBafpaTHYeCKOH CUIMOKH.

K aroif TeMe OTHOCHTCA H3jaraemas pabera, B KOTOPOH NPHBEJSHO OOGOCHOBAHHE
CIIOCOO0B MO3BOIAIOLIMX Ha TAKODO POJA BBIYUC/ISHHE CPERHEeH KBaApPaTHIESCHOH OIIUGKHI
OIMPasACh HA NPEAIOJIOHEHHH HOPMAJbHOCTH paclpefe/IeHus, NPUBEJEeHO YHCJIOBBIC
Ta6GIHIbl COJIErYaolitie BEIYMCISHHA a TaKke NMPOAEMOHCTDPHPOBAHO Le1ecoo0pa3HOCTh
KHOHLETI[HH Ha YHCJIOBBbIX TPHMEpPAX.



STEFAN HAUSBRANDT

DETERMINATION OF MAGNITUDE OF MEAN ERROR FROM
A GROUP OF TRUE ERRORS, BASED ON THE ASSUMPTION
OF A NORMAL DISTRIBUTION

Summary

The value of the mean square error m, calculated from series n of true
errors €, €,,...&, such as triangle closure errors by means of the classical formula

my = ]/% depends, to a high degree, on the magnitude of the maximal error

occurring in the series under investigation. This frequently precludes calculating
magnitude my with a satisfactory precision, unless the number of errors within the
series is very great. This problem is further complicated by the fact, that in geodetic
work it is obviously not, as in statistics, the matter collecting a great bulk of
material enabling one to draw conclusions as to the properties of the accumulation
under discussion, but rather of attaining the highest possible precision in the
results of the measurements. This causes a certain deformation in the accumulated
material due to the cancelling of large errors, while making measurements, by
replacing them with new measurements made under more favourable conditions.

In view of the fact, that criteria of mathematical statistics (x square ‘tast. Kol-
mogorow’s criterium), as are applied for samples of errors in geodetic networks,
never lead to a conclusion justifying the rejection of the assumption of a normal
distribution, the question arises whether the value of the mean error m, should
not rather be calculated by putting forth and applying the assumption of a normal
distribution of the investigated sample of errors. This permits a somewhat
more precise calculation of the mean error, and it considerably reduces the influence
of maximal errors on defining the value of the mean error.

This problem is the ‘topic of the present paper, in which the author presents
his justification of the methods making possible this type of calculation of the
mean error on the basis of the assumption of a normal distribution; moreover, he
adds numerical tables facilitating this calculation, and illustrates the feasibility of
his concept by numerical examples.
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