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ZARYS TRESCI: Metoda remove-compute-restore znalazla powszechne
zastosowanie do regionalnego modelowania grawimetrycznej geoidy.
W metodzie tej, ktora umozliwia tworzenie doktadnych modeli geoidy przy
uzyciu danych grawimetrycznych praktycznie wylqcznie z rejonu objetego
modelowaniem, wykorzystuje sie podziat funkcjonatow potencjatu zaktocajacego
na sktadowe reprezentujqce rozne grupy spektralne. Do wyznaczenia tych
sktadowych korzysta sie z globalnego modelu geopotencjatu, anomalii
grawimetrycznych oraz danych o topografii terenu. Istotng role w modelowaniu
geoidy, w szczegolnosci przy uzyciu metody remove-compute-restore,
odgrywa rodzaj redukcji wprowadzonych do obserwacji grawimetrycznych,
a co za tym idzie rodzaj anomalii grawimetrycznych.

W pracy podano szczegotowy algorytm klasycznej metody wyznaczania
geoidy grawimetrycznej, a nastepnie dokladnie omowiono anomalie
grawimetryczne: wolnopowietrznq, Faye’a i Helmerta, ktore najczesciej
znajdujq zastosowanie w modelowaniu geoidy. Opis metody remove-compute-
restore modelowania grawimetrycznej geoidy rozdzielono na trzy podrozdziaty
poswiecone odrebnym skiadowym spektralnym funkcjonatow potencjatu
zaktocajqcego. sktadowej dlugofalowej, skiadowej sredniofalowej i sktadowej
krotkofalowej. Zwrocono uwage na zaleznos¢ sposobu obliczania sktadowych
Srednio- i krotkofalowej od rodzaju anomalii grawimetrycznej. W szczegolnosci
omowiono zagadnienie obliczania efektu posredniego w wyznaczanej wartosci
odstepu geoidy od elipsoidy. Przeprowadzone testy numeryczne wykazaly
potrzebe stosowania wzoru Scistego do wyznaczania efektu posredniego
Jjedynie w gorskich rejonach Polski.

Stowa kluczowe: modelowanie geoidy, sktadowe widmowe funkcjonatéw potencjatu
zaklocajacego, redukcje grawimetryczne, efekt posredni
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1. WPROWADZENIE

Stosunkowo niska doktadno$¢ obliczanych w latach 60. i 70.
regionalnych modeli geoidy wynikatla z braku jednolitego pokrycia kuli
ziemskiej danymi grawimetrycznymi, a jednoczes$nie ograniczonego dostgpu
do istniejacych danych grawimetrycznych, mimo dysponowania materialem
grawimetrycznym o odpowiedniej jakosci z badanego rejonu. Istotng
przeszkoda w tworzeniu dokladnych regionalnych modeli geoidy byla
rowniez bardzo ograniczona znajomo$¢ globalnego opisu geopotencjatu
(Krynski, 2007).

Wraz z tworzeniem i udostgpnianiem kolejnych globalnych modeli
geopotencjalu, wyznaczanych z rosnaca rozdzielczoscia 1 doktadno$cia przy
wykorzystaniu danych satelitarnych oraz naziemnych danych grawimetrycznych,
w latach 80. ubieglego wieku pojawita si¢ mozliwos¢ udoskonalenia
metodyki regionalnego modelowania geoidy grawimetrycznej i podniesienia
doktadnosci obliczanych modeli. Nie bez znaczenia dla doskonalenia
metodyki modelowania regionalnej geoidy jest rowniez dostep do wysoko-
rozdzielczych numerycznych modeli terenu. Metoda, ktéra znalazia
powszechne zastosowanie do regionalnego modelowania grawimetrycznej
geoidy, jest metoda remove-compute-restore, w ktore] wykorzystany jest
podziat funkcjonatéow potencjalu zaklocajacego na sktadowe reprezentujace
rozne grupy spektralne. Porownujac klasyczna metode wyznaczania geoidy
grawimetrycznej (Heiskanen i Moritz, 1967; Torge, 2001) z metoda remove-
compute-restore (Forsberg i Tscherning, 1981), nalezy zauwazy¢, ze w obu
metodach na pozornie identycznych etapach modelowania geoidy wymagane
jest uzycie zasadniczo ro6znej parametryzacji. Dla przyktadu, dzigki
wykorzystaniu  wysokorozdzielczych globalnych modeli geopotencjatu
metoda remove-compute-restore umozliwia tworzenie doktadnych modeli
geoidy przy uzyciu danych grawimetrycznych praktycznie wylacznie z rejonu
objetego modelowaniem.

2. KLASYCZNA METODA WYZNACZANIA
GEOIDY GRAWIMETRYCZNEJ

Geoide grawimetryczna, jako powierzchni¢ brzegowa w polu sily
cigzko$ci, wyznacza si¢ w wyniku rozwiazania tzw. mieszanego zagadnienia
brzegowego geodezji fizycznej. W celu uzyskania rozwiazania zagadnienia
brzegowego zaobserwowane na fizycznej powierzchni Ziemi wartosci
przyspieszenia sity cigzkosci g musza zosta¢ zredukowane na geoidg.
Dodatkowo, wszystkie masy sponad geoidy musza zosta¢ usunigte
(przemieszczone pod geoide lub na geoid¢ w postaci nieskonczenie cienkiej
warstwy) z uwagi na wymagane do uzyskania rozwiazania zagadnienia
brzegowego spetnienie warunku harmonicznosci potencjatu zaktocajacego na
zewnatrz wyznaczanej powierzchni brzegowej. Problem sprowadzenia na
geoide zaobserwowanych wartosci przyspieszenia sity cigezkosci wraz
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z usuni¢ciem mas topograficznych sponad geoidy (przemieszczone pod
geoide) rozwiazywany jest poprzez zastosowanie redukcji grawimetrycznych
og. W celu za$ usunigcia efektu mas atmosferycznych do wartosci
przyspieszenia sity cigzkosci g zaobserwowanej w punkcie P o wysokosci H
nad poziomem morza dodaje si¢ poprawke atmosferyczna (Wichiencharoen,
1982)

og, = (0.8658 —-9.727-10° H +3.482- 10‘9H2) mGal (1)

Anomalia grawimetryczna Ag w punkcie P, na geoidzie obliczana jest
nastgpujaco:

Ag=g+ g+ dg—y ()
gdzie y odpowiada normalnemu przyspieszeniu sity cigzkosci na elipsoidzie
normalnej na szerokosci geodezyjnej ¢ punktu P na fizycznej powierzchni
Ziemi, w ktorym pomierzono warto$¢ przyspieszenia sily cigezkosci g. Do
praktycznych obliczen przyspieszenia normalnego korzysta si¢ z wyrazenia
(Moritz, 1984)

1+ ksin’ ¢
YEVe S 5 3)
\JI-€*sin’ @

gdzie:

Ty @)
ay,

za$ y, 1 y. oznaczaja normalne przyspieszenie sily cigzkosci odpowiednio na
biegunie i na réwniku, @ i b oznaczaja duza i mata potos elipsoidy, e jest
kwadratem pierwszego mimosrodu elipsoidy.

Zgodnie z obowiazujacym geodezyjnym systemem odniesienia GRS80
parametry w (3) przyjmuja nastepujace wartosci (Moritz, 1984):

Y. =9.780 326 7715 m/s>,

¢’ =0.006 694 380 022 90,

k=0.001931 851 353.

Rodzaje redukcji grawimetrycznych Jg roznia si¢ w zaleznoSci od
sposobu przemieszczania mas topograficznych. Przemieszczenie mas
topograficznych towarzyszace tworzeniu anomalii grawimetrycznych Ag
powoduje zmiang pola sity cigzkosci, a w szczegdlnosci zmiang o7 potencjatu
grawitacyjnego tego pola

oT=T,—T. ®)

w punkcie, w ktorym liczona jest anomalia grawimetryczna, a tym samym
potencjatu geoidy, przy czym T, oznacza potencjal grawitacyjny w punkcie P
mas topograficznych nad geoida, za$ 7. — potencjat grawitacyjny w punkcie P
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mas przemieszczonych, w szczegdlnosci mas skondensowanych na geoidzie.
Zmiana JT potencjalu grawitacyjnego (5) jest zasadniczym efektem posrednim
(primary indirect effect) przemieszczenia mas topograficznych, wynikajacym
z uzycia redukcji grawimetrycznej (Sideris, 2005).

Powierzchnia poziomowa o potencjale geoidy, uformowana po
przemieszczeniu mas topograficznych, nazwana jest co-geoida lub
zregularyzowana geoida. Co-geoida jest praktycznie powierzchnia brzegowa,
na ktorej rozwiazywane jest zagadnienie brzegowe. Odstgp oN geoidy od co-
geoidy, odpowiadajacy réznicy migdzy odstgpami geoidy i co-geoidy od
elipsoidy, otrzymuje si¢ z (5) przy zastosowaniu wzoru Brunsa

oN =— LT (6)
y

przy czym ON reprezentuje zasadniczy efekt posredni przemieszczenia mas
topograficznych, wynikajacy z uzycia redukcji grawimetrycznej, wyrazony
przesuni¢ciem powierzchni ekwipotencjalnej w kierunku pionowym.

Sposrod wielu praktycznych wzoréw wyrazajacych zasadniczy efekt
posredni (np. Wichiencharoen, 1982) czgsto stosowany jest wzor uproszczony,
ktéry daje wyniki obliczen z zadowalajaca doktadnoscia. Jesli do modelowania
geoidy wykorzystywane sa anomalie Faye’a, lub przy braku poprawek
terenowych anomalie wolnopowietrzne, wzor ten ma postac (Grushinskiy, 1976)

7GpH*
Vm

ON =—

(7

gdzie G jest stala grawitacyjna, p jest gestoscia mas topograficznych
(2.67 g/em®), H jest wysokoscia punktu P nad poziomem morza, y, jest
srednim normalnym przyspieszeniem sily cigzkosci na elipsoidzie
normalnego pola sity cigzkosci lub normalnym przyspieszeniem sity cigzkosci
na elipsoidzie normalnego pola sity cigzkosci na szerokosci 45° (Torge,
1989); zazwyczaj przyjmuje si¢ 7, = 979 800 mGal.

Aby zachowaé spdjnos¢ anomalii grawimetrycznych i wyznaczonej na
ich podstawie powierzchni ekwipotencjalnej (geoidy), nalezaloby przed
zastosowaniem wzoru Stokesa przetransformowac¢ anomalie grawimetryczne
z powierzchni geoidy na co-geoidg. Co-geoida nie pokrywa si¢ z geoida
z uwagi na tzw. efekt posredni, wywotany znieksztatceniem pola sity cigzkosci,
a tym samym i powierzchni ekwipotencjalnej, z powodu zastosowania
redukcji grawimetrycznych.

Transformacji anomalii grawimetrycznych z powierzchni geoidy na co-
geoid¢ dokonuje si¢ przez wprowadzenie malej poprawki 6Ag. do anomalii

grawimetrycznej Ag (2), zwanej wtornym efektem posrednim. Poprawka ta
wyraza si¢ wzorem (Sideris, 2005)
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sag, = st @®)

Wielkos¢ tej poprawki jest jednak bardzo mata (Wichiencharoen, 1982).
Wynosi ona 0.3086 - 6N i w praktycznych obliczeniach moze by¢ zaniedbana
(Lyszkowicz, 2005). Dla przyktadu, dla obszaru Polski maksymalne réznice
migdzy geoida a co-geoida wyznaczone przy uzyciu anomalii Faye’a nie
przekraczaja 20 cm (Krynski, 2007); to z kolei przektada si¢ na poprawke
0.06 mGal do przyspieszenia sity cigzkosci, co jest wartoscia zaniedbywalna.

Odstep Neo-geoia CO-geoidy od elipsoidy wyznaczany jest ze wzoru Stokesa

R
Novamia = 1, [[ (e 305 0do ©)
gdzie
— 2n+1
S(w)=2 " Flcosy) (10)
n=2
lub
- i _ _ inY +sin?¥ 11
S(y) = siny +1—5cosy — 3cos wIn| sin =+ sin (11)
sin 5 2 2

jest funkcja Stokesa, ktora odgrywa rolg funkcji wagowej dla catkowanych
anomalii grawimetrycznych, przy czym kat v

COSY =COSQCOSPp +SiN@Ssin @,cos(Ap —A) (12)

jest odlegtoscia sferyczna migdzy biezacym punktem o wspotrzednych
geograficznych (¢, 1) a punktem P(pp, Ap), W ktérym obliczany jest odstep
Neogeoia €O-geoidy od elipsoidy, za$ catkowanie (9) przebiega po calej
powierzchni o geoidy.

Calka Stokesa jest klasycznym rozwigzaniem zagadnienia brzegowego,
w praktyce opartym na aproksymacji sferycznej. Absolutny blad tej
aproksymacji dla N = 30 m (odpowiada to s$redniej undulacji geoidy na
obszarze Polski) i dla N = 100 m (maksymalna undulacja geoidy) wynosi
odpowiednio £9 cm i £30 cm.

Obliczanie catki (9) tradycyjnie odbywa si¢ na drodze sumowania.
Sumowanie to jest wykonywane niezaleznie dla kazdego punktu, w ktérym
jest wyznaczany odstep Neogeoia CO-geoidy od elipsoidy. Caltka (9) jako catka
splotu (konwolucji)

R
Nco—geoid :7(Ag+ é‘Agc)*S(l//) (13)
4y

m
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moze by¢ rowniez obliczana przy uzyciu techniki szybkiej transformacji
Fouriera (FFT), gdy anomalie grawimetryczne tworza regularng siatke.
W wyniku zastosowania techniki FFT odstgpy Neco-geoid 0-geoidy od elipsoidy
wyznacza si¢ jednoczes$nie na wszystkich weztach siatki wejsciowych danych
grawimetrycznych.

Ostatecznie odstep N geoidy od elipsoidy otrzymuje si¢ jako

N =Nyy_geoia TN (14)

Przejscia od undulacji geoidy N do anomalii wysokosci ¢, odpowiadajacej
wysoko$ci quasigeoidy nad elipsoida, dokonuje si¢ za posrednictwem
anomalii Bouguera Ag”, korzystajac ze wzoru (np. Heiskanen i Moritz, 1967;
Forsberg, 2005)

B
c-N-2¢ (15)
Y
gdzie
Ag3=g+5gA+5gB+5gFA—]/ (16)

przy czym g™ oznacza redukcje wolnopowietrzna (fiee-air). Redukcja

Bouguera dg” wyraza sig za$ jako
og® = 272GpH (17)

co, przyjmujac ustalong S$rednig wartos¢ gestosci skorupy ziemskiej
p=2.67 glem’, daje

0g® =-0.1119H (18)

gdzie przy H wyrazonym w metrach otrzymuje si¢ dg” w miligalach.

3. ANOMALIE GRAWIMETRYCZNE UZYWANE DO
WYZNACZANIA GEOIDY GRAWIMETRYCZNEJ

Zasadniczo kazdy rodzaj redukcji grawimetrycznej moze by¢ uzyty do
obliczenia anomalii grawimetrycznych Ag przeznaczonych do klasycznego
rozwiazania zagadnienia brzegowego. W praktyce do modelowania geoidy
znajduja zastosowanie jednak tylko takie redukcje grawimetryczne, ktore
wywotuja male zmiany pola potencjatu sity cigzkosci (5), a co za tym idzie
wzglednie nieduzy efekt posredni, ktory daje sig¢ tatwo wymodelowac.
W ogolnosci redukcje grawimetryczna na geoid¢ przeprowadza sig
trzyetapowo poprzez:
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1) usunigcie mas sponad geoidy,

2) zredukowanie przyspieszenia sity z punktu P na fizycznej powierzchni
Ziemi do punktu P, na geoidzie,

3) przywrocenie usunigtych mas pod geoide¢ lub na jej powierzchnig
W postaci warstwy.

Usunigcie mas sponad geoidy powoduje zmniejszenie przyspieszenia sity
cigzkosci g w punkcie P o warto$¢ ogp. Po usunigciu mas spomig¢dzy punktu P
i geoidy stosuje si¢ redukcje wolnopowietrzna og’”, sprowadzajaca przy-
spieszenie sity cigzkosci z punktu P na fizycznej powierzchni Ziemi do
punktu P, na geoidzie. Przywrocone masy spowoduja zwickszenie
przyspieszenia sity cigzkosci w punkcie Py na geoidzie o wartos¢ Jgp .

Redukcja grawimetryczna og w (2) przyjmie postac

Gg=-gp+&" gy (19)
za$ anomalia grawimetryczna w punkcie Py wyrazona jest nastepujaco:
Ag=g+dg,—og,+3"" + ey —y (20)

Do redukcji grawimetrycznych najczgsciej uzywanych do wyznaczania
geoidy grawimetrycznej zaliczaja si¢: redukcja wolnopowietrzna, redukcja
Faye’a i oparta na metodzie kondensacyjnej redukcja Helmerta.

3.1. Anomalia wolnopowietrzna

Najprostszag z uzywanych do wyznaczania geoidy grawimetrycznej
redukcji grawimetrycznych jest redukcja wolnopowietrzna dg™. Odpowiada
ona idealnej sytuacji, w ktorej efekt przyciagania mas topograficznych ogp
usunietych sponad geoidy zostal catkowicie skompensowany efektem

przyciagania przywroconych mas dgj, , tak ze

8 = 525, 1)

W ogodlnosci redukcja wolnopowietrzna przedstawiana jest w postaci
(np. Torge, 1989; Barlik i Pachuta, 2007)

FA og 1 azg 2
N Ny - L 22
% oh 2 oh® 22)

Sprowadza ona pomierzone na fizycznej powierzchni Ziemi
przyspieszenie sity cigzko$ci g na geoide przy zalozeniu, Ze masy
topograficzne sponad geoidy zostaly uprzednio usunigte. Wymagany do
obliczenia redukcji wolnopowietrznej gradient pionowy rzeczywistego
przyspieszenia sity cigzkosci dg/oh jest co prawda mierzalny, ale podlega on
bardzo szybkim i nieregularnym zmianom nie tylko przy zmianie pozycji



12 Grazyna Kloch, Jan Krynski

w pionie, ale réwniez w poziome; zmian tych nie da si¢ zamodelowac.
Pomiarowi przyspieszenia sity cigzko$ci na punktach zdje¢ grawimetrycznych
zazwyczaj nie towarzyszy pomiar gradientu pionowego. W praktyce gradient
pionowy rzeczywistego przyspieszenia sity cigzkosci jest zatem aproksymowany
gradientem pionowym normalnego przyspieszenia sity cigzkosci dy/dh. Przy
zastosowaniu dodatkowo aproksymacji sferycznej normalnego pola sily
ciezkosci (Barlik i Pachuta, 2007) otrzymuje sig

2y 3Vm 112
St Zimpp = m o2y 23
s R 2 R? 23)

gdzie R jest $rednim promieniem Ziemi. W szczeg6lnosci dla sferoidy
Helmerta (Barlik i Pachuta, 2007)

Set  ~0.30855H —0.0000000072H > +0.000219 cos 2¢ [mGal] (24)

Helmert

Inny rodzaj aproksymacji gradientu pionowego rzeczywistego
przyspieszenia sity ci¢zkosci (Heiskanen i Moritz, 1967)

87g = al + aAig (25)
Oh ©Oh Oh
gdzie
ohg g% on 26)
oh ox Oy

wykorzystuje nie tylko normalne pole sily cigzkosci, ale takze pochodzace
z obserwacji informacje o gradientach poziomych sktadowych odchylen pionu
Ein.

W wigkszosci zagadnien praktycznych jako redukcji wolnopowietrznej
uzywa si¢ liniowej aproksymacji (24) w postaci

Sz ~0.3086 H Q27)

gdzie przy H wyrazonym w metrach otrzymuje sie g’ w miligalach.
Anomalia wolnopowietrzna w punkcie P, na geoidzie wyraza sig jako

Ag™ =g+og,+08™ —y (28)

3.2. Anomalia Faye’a

Redukcja Faye’a g’ odpowiada redukcji wolnopowietrznej zastosowanej
do przyspieszenia sity cigzkosci, z ktorego wyeliminowano wplyw przyciagania
nierownosci terenowych wokoét stanowiska. Wpltyw ten wyraza si¢ poprzez
tzw. poprawke terenowa dg’ (Forsberg, 2005)
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. x:[x(] y=yo z=H(x,y) Z_H,
g =Gp
x==xy==3y =Hp [(XQ _xP)Z +(yQ _yP)z +(ZQ _HP)Z]N

5 dxpdyedzy  (29)

gdzie:
Xp, yp — WspOlrzedne plaskie stacji grawimetrycznej,
Hp — wysoko$¢ stacji grawimetrycznej,
Xo, Yo — Wspotrzedne plaskie biezacego elementu topografii (Srodka
graniastostupa),
zg — wysoko$¢ biezacego elementu topografii (graniastostupa),
dxo, dyp — kroki siatki modelu terenu, odpowiednio w kierunku
péocnym i wschodnim,
dzgy — roznica migdzy wysokoscia stacji grawimetrycznej i wysokoscia
biezacego graniastostupa tworzacego numeryczny model terenu,
Xo, Yo — Wwspotrzedne ptaskie ograniczajace obszar catkowania
topografii terenu,
© — gesto$¢ mas tworzacych topografig.
Redukcja Faye’a lepiej regularyzuje geoide niz redukcja wolnopowietrzna
(Barlik i1 Pachuta, 2007) i tym samym lepiej niz redukcja wolnopowietrzna
nadaje si¢ do modelowania geoidy. Redukcja Faye’a wyraza si¢ nastepujaco:

%" =8 +og (30)
za$ anomalia Faye’a Ag” zdefiniowana jest wzorem

Ag" =g+og,+og™+og" -y (31)

3.3. Anomalia Helmerta

Najczesciej stosowana do rozwiazywania catki Stokesa redukcja grawi—
metryczna jest oparta na drugiej metodzie kondensacyjnej Helmerta.
W wyniku redukcji Helmerta masy topograficzne o stalej gestosci p wystajace
ponad geoid¢ zostaja skondensowane na powierzchni geoidy w postaci
nieskonczenie cienkiej warstwy o gestosci powierzchniowej « = pH (rys. 1).

yd

p
H

geoida

K= pH
Rys. 1. Koncepcja metody kondensacji Helmerta
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Redukcje Helmerta, a co za tym idzie i anomalie Helmerta, sa czg¢sto
w praktyce utozsamiane odpowiednio z redukcjami i anomaliami Faye’a, tj.

5gHelmert — 5gF (32)
AgHelmert ZAgF (33)

Czynnikiem odrdzniajacym anomali¢ Helmerta od anomalii Faye’a jest
efekt Ag?" zwiazany ze zmiana potencjalu wynikajaca ze skondensowania
w postaci nieskonczenie cienkiej warstwy na powierzchni geoidy mas
znajdujacych sig ponad geoida. Czynnik ten wyraza si¢ wzorem:

OT,(P) _OT,(P)
oh  oh )
gdzie Ag?T (P) jest bezposrednim efektem topografii na wartos¢ przyspieszenia

gy (P) =—( (34)

spowodowanym roznica w dowolnym punkcie P migdzy potencjatem mas nad
geoida a potencjatem mas skondensowanych na geoidzie; 7(P) jest potencjatem
w punkcie P mas nad geoida; T.(P) jest potencjatem w punkcie P mas
skondensowanych na geoidzie.

Wielkos¢ Ag}}T (P) mozna zaniedbaé przy zalozeniu, ze masy znajdujace
si¢ migdzy stanowiskiem pomiarowym a geoida stanowia jednorodna, bezkresna
plyte o statej grubosci rownej wysokosci punktu (jest to konsekwencja faktu,
ze przyciaganie jednorodnej bezkresnej ptyty o statej grubosci H i gestosci p
jest rowne przyciaganiu warstwy pojedynczej o nieskonczonym zasiggu
istalej gestosci powierzchniowej x, gdy ¥ = pH) (Heck, 2003). Wprowadzenie
poprawki terenowej do pomierzonej wartosci przyspieszenia sily cigzkosci
pozwala na przyjecie takiego zatozenia.

Obliczone w przedstawiony sposob anomalie Helmerta odnosza si¢ do
rozpostartej na geoidzie nieskonczenie cienkiej warstwy skondensowanych na
niej mas topograficznych. Ta warstwa charakteryzuje si¢ zmienna gestoscia
powierzchniowa, zalezna od lokalnej wysokosci terenu (lokalna ggstosé
powierzchniowa = ggstos¢ mas nad geoida % lokalna wysokos$¢).

4. MODELOWANIE GEOIDY GRAWIMETRYCZNEJ
METODA REMOVE-COMPUTE-RESTORE

W metodzie remove-compute-restore sygnaly funkcjonatéw potencjatu
zaklocajacego przedstawiane sa jako suma trzech sktadowych zawierajacych
informacje pochodzace od:

- globalnego modelu geopotencjatu (GGM), tzw. sktadowa dtugofalowa;

- warto$ci residualnych (res) funkcjonalow potencjatu zaklocajacego,
tzw. sktadowa $redniofalowa;

- topografii terenu (H), tzw. sktadowa krotkofalowa.
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Wykorzystywane w metodzie remove-compute-restore skladowe sygnatow
funkcjonatow potencjatu zaklocajacego powinny w sensie spektralnym
wzajemnie si¢ uzupelnia¢ i w sumie reprezentowac peilne spektrum tych
sygnatow. Wplyw sygnatéw reprezentujacych poszczegolne grupy czestotliwosci
na calkowita warto$¢ odstepu geoidy od elipsoidy jest przedstawiony na
rysunku 2 (Sideris, 2005).

geoida z uwzglednieniem

geoida z uwzglednieniem topografii

anomalii grawimetrycznych

geoida z modelu
geopotencjatu

-_ ———— elipsoida

Rys. 2. Skiadowe dlugo-, Srednio- i krotkofalowa undulacji geoidy

Rozlozone na sktadowe dlugo-, srednio- i krotkofalowe anomalie
wolnopowietrzne maja postac

AgFA =AgGGM +Agres +AgH (35)

Sktadowa krotkofalowa Ag,, zalezy od uzytej redukcji grawimetrycznej
1 w ogolnosci wyraza sig jako réznica migdzy efektem grawitacyjnym mas
wystajacych ponad geoide w punkcie P na fizycznej powierzchni Ziemi
i efektem grawitacyjnym punkcie P, przywrdcenia tych mas w wyniku ich
kompensacji

Agy =5gp_5gzc>0 (36)

Wynikiem modelowania geoidy przy uzyciu metody remove-compute-
restore jest undulacja geoidy N reprezentowana przez sume¢ skladowych
dtugo-, $rednio- i krotkofalowych

N=Ngoy + Npg + Ny 37

4.1. Skladowa dlugofalowa
Wynikajace z globalnego modelu geopotencjatu sktadowe diugofalowe
Agceu 1 Nogy obliczane sa ze wzordw (Sideris, 2005)

n

Ao =7 Z (n=1)" (Com coSmA+ Sum sinmA) Pun(sing)  (38)

n=2 m=0
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Nogw =RS. 3 (Com cosm+ Sunsinmd) Panlsing)  (39)

n=2 m=0

gdzie Cun i Sum sa w petni znormalizowanymi wspotczynnikami globalnego

modelu geopotencjatu, P.» sa w petni znormalizowanymi stowarzyszonymi
funkcjami Legendre’a, n,, jest maksymalnym stopniem modelu geopotencjatu,
y jest srednim normalnym przyspieszeniem sity ciezkosci, za$§ R jest Srednim
promieniem Ziemi. Sktadowe te reprezentuja pasmo diugich fal o minimalne;j
dtugosci Anmin

5 360" _40000km

‘min

(40)

max nmax

CO PIrzy nma.x = 360 odpowiada dtugosci fali Ay, 1° lub 110 km.

4.2. Skladowa Sredniofalowa

W wyniku usunigcia z zaobserwowanych anomalii grawimetrycznych
efektu globalnego (dlugofalowego) przy uzyciu globalnego modelu
geopotencjalu pozostaja w nich obok residualnych efektow dtugofalowych,
wynikajacych z blednosci uzytego GGM, wylacznie efekty o charakterze
regionalnym ($redniofalowe). Aby uzyska¢ anomalie residualne Ag,,, , nalezy

obliczone anomalie grawimetryczne zredukowa¢ o efekt dtugofalowy Ag.q,, -

W przypadku uzycia anomalii Faye’a lub anomalii Helmerta efekt krotkofalowy
Ag,; (36) zostat usunigty juz na etapie obliczania anomalii grawimetrycznych

Helmert

Agres = AgF - AgGGM lub Agres = Ag - AgGGM (4 1)

W przypadku za$ korzystania z anomalii wolnopowietrznych Ag™ do

obliczenia anomalii residualnych nalezy dodatkowo uwzgledni¢ efekt
krotkofalowy

Agres = Ag i AgGGM - AgH (42)

W wyniku zredukowania anomalii grawimetrycznych o efekty globalne
(dlugofalowa czg$¢ sygnatu), obszar, z jakiego nalezy wykorzystywac
anomalie grawimetryczne do modelowania geoidy, ulega znacznemu
zmniejszeniu, przy jednoczesnym zachowaniu poziomu doktadnosci
wynikowego modelu. Spektra sygnaléw reprezentowanych przez residualne
anomalie grawimetryczne Ag,. skladaja sie zatem glownie z elementow
sredniofalowych. Zawgzenie spektrum sygnalu w wyniku wyeliminowania
efektu dhugo- 1 krotkofalowego pozwala na pehliejsze wykorzystanie
sredniofalowego spektrum obserwowanych anomalii grawimetrycznych,
reprezentujacego regionalne i lokalne zaktocenia pola grawitacyjnego Ziemi,
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a tym samym dokladniejsze wyznaczenie lokalnego przebiegu geoidy.
Obejmujacy w klasycznym ujeciu Stokesa powierzchnig catej Ziemi obszar
catkowania ¢ w przypadku uzycia residualnych anomalii grawimetrycznych
Ag,.s we wzorze (5) moze zosta¢ ograniczony w zaleznos$ci od rozdzielczosci
Nmax globalnego modelu geopotencjatu uzytego do obliczenia Aggey ze Wzoru
(38) oraz Nggy ze wzoru (39). I tak, przy nm = 360 promien obszaru
catkowania residualnych anomalii grawimetrycznych mozna ograniczy¢ do
kilkuset kilometréw, nie mniej jednak niz 110 km.

Sktadowa N,, undulacji geoidy jest obliczana ze wzoru Stokesa (9)

przy wykorzystaniu residualnych anomalii grawimetrycznych Ag,., (41) lub
(42)

R
Mo = 4 [[22,..Sw)do 43)

gdzie calkowanie (43) przebiega po powierzchni g, sferycznego wycinka
geoidy, ktorego promien pozostaje w $cistym zwiazku z minimalna dtugoscia
Amin fali globalnego modelu geopotencjalu wykorzystanego do modelowania
sktadowej dtugofalowe;.

Btad aproksymacji sferycznej catki Stokesa przy zastosowaniu metody
remove-compute-restore (43) jest o rzad wielkosci mniejszy niz w klasycznej
metodzie wyznaczania geoidy, gdyz calkowana anomalia grawimetryczna
uwolniona jest od skladowej dlugofalowej poprzez usunigcie z niej wpltywu
globalnego modelu geopotencjatu.

W przypadku uzycia szybkiej transformaty Fouriera do oszacowania
catki Stokesa przewaznie stosowana jest lokalna aproksymacja kuli przez
ptaszczyzng. W takiej sytuacji calka Stokesa bgdzie w dwuwymiarowym
uktadzie opisana za pomoca wspotrzednych ptaskich. Na pewnym obszarze E
powierzchnia kuli jest zastapiona przez plaszczyzng styczna do kuli.
Woweczas funkcja Stokesa (11) bedzie aproksymowana przez

1 2
Sy)z——-== (44)
sin v v

Wprowadzajac wspotrzedne biegunowe, y =s/R, siny =y, rownanie
(44) przyjmie posta¢ S(y) = 2R/s, a calkg Stokesa (41) mozna napisac
W postaci

= Mlym I j%sdads (45)

A res
E

gdzie obszar catkowania E: [0 <SS S0 <a< 27[].

max
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We wspoétrzednych prostokatnych obszar catkowania okreslony jest
nastepujaco: E:[- X/2<x< X/2,-Y/2< y<Y/2], co daje

sdads = dxdy (46)
1
s=lte—x P+ - P] 47)
a catka Stokesa (45) przyjmuje postaé
1 Ag . (x,
]\'/VAgmv (xP’ yP) = 217 II fles ( y) 5 1 dXdy (48)
7o [ P (-0 F]
Wyrazenie (48) jest catka splotu (konwolucji) dwu funkcji
1
Nyg, (6, 0) = Ag, . (x, ) *I(x, ) (49)
2y,
a
1
Ix.3) = +57) 2 (50)

jest funkcja jadra calki Stokesa.

4.3. Skladowa krotkofalowa

Powierzchnia obliczona ze zredukowanych anomalii grawimetrycznych
przy uzyciu catki Stokesa nie jest geoida, a tzw. co-geoida (Heiskanen
1 Moritz, 1967). Z sumowania sktadowej N,, obliczonej wzorami (43) lub

(49) ze sktadowa Nggys obliczona wzorem (39) otrzymuje si¢ zatem undulacje
co-geoidy Neo-geoid

N,

co—geoid =

Ngou + Nag,. (51)

Aby z odstgpu co-geoidy od elipsoidy uzyska¢ odstep geoidy od
elipsoidy nalezy uwzgledni¢ krotkookresowy sygnal przebiegu geoidy.
W praktyce realizuje si¢ to poprzez uwzglgdnienie zmiany potencjatu geoidy
spowodowanej zastosowaniem konkretnej redukcji grawimetrycznej, czyli
uwzglednienie zasadniczego efektu posredniego (5) redukcji grawimetrycznej
w obliczonej undulacji geoidy, zwiazanego z przemieszczeniem mas
topograficznych (Lyszkowicz i Forsberg, 1995).

Uzyskanie anomalii grawimetrycznych spetniajacych warunki konieczne
zagadnienia brzegowego (masa Ziemi przed i po redukcji grawimetrycznej
pozostaje niezmieniona, a jednocze$nie zadne masy nie wystaja ponad
geoide), ktorego rozwiazanie reprezentowane jest przez wzor Stokesa,
wymaga uwzglednienia topografii terenu. Reprezentowany przez sktadowa
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krotkofalowa wplyw topografii terenu Ag, wyraza si¢ w rozny sposob
w zalezno$ci od zastosowanej redukcji grawimetrycznej. I tak, np.

Ag, =27GpH - dg" (52)
w przypadku uzycia redukcji Bouguera lub
Ag,, =—0g" (53)

gdy uzyta jest redukcja kondensacyjna Helmerta.

Wykorzystywane w praktyce do modelowania geoidy $rednie anomalie
grawimetryczne w wyniku operacji usredniania sa dodatkowo uwolnione od
residualnej sktadowej krotkofalowej, ktora moglaby pozosta¢ w wyznaczonych
anomaliach grawimetrycznych na skutek ewentualnych bledow w wyznaczonej
poprawce zwiazanej z topografia terenu.

Na skutek usunigcia z anomalii grawimetrycznych czynnika zwigzanego
z topografia terenu wyznaczona na podstawie anomalii residualnych
undulacja geoidy nie bedzie zawierata sygnatu krotkofalowego pochodzacego
od topografii. Majaca charakter lokalny sktadowa krotkofalowa undulacji
geoidy, zwana efektem posrednim, jest zwigzana z lokalnym uksztaltowaniem
terenu. Zar6wno sposob wyznaczania efektu posredniego, jak i jego wielkosé
zaleza od rodzaju stosowanej redukcji grawimetrycznej. W przypadku uzycia
najpopularniejszej dla metody modelowania geoidy technika remove-
compute-restore redukcji grawimetrycznej, czyli redukcji kondensacyjnej
Helmerta, efekt posredni przyjmuje mate wartosci. W dowolnym punkcie
mozna go wyznaczy¢, korzystajac ze wzoru (54) (Omang, 2000)

3 gp3
Ny =" - 9P ([ I3HP dxdy (54)
E

Vw 67

ktérego pierwszy wyraz odzwierciedla wptyw zmiany potencjatu spowodowane;j
skondensowaniem na geoidzie mas plyty Bouguera o grubosci roéwnej
wysokosci Hp danego punktu P nad geoida na warto§¢ odstepu N geoidy od
elipsoidy, za$§ drugi wyraz wyraza poprawke zwiazana z odstgpstwem
topografii od ptyty Bouguera.

W praktyce czgsto czynnik zwigzany z odstgpstwem topografii od ptyty
Bouguera jest pomijany i efekt posredni wyznaczany jest na postawie wzoru
przyblizonego (7).

Zasigg obszaru, dla ktorego zostaje uwzgledniony wplyw topografii,
powinien zosta¢ dobrany bardzo rozwaznie. Podobnie jak promien calkowania
anomalii residualnych, promien obszaru catkowania topografii przy

wyznaczaniu poprawek terenowych dJg’ (parametry x,, yo w (29))

przeznaczonych do wykorzystania w procesie modelowania geoidy pozostaje
w S$cistym zwiazku z rozdzielczoscia globalnego modelu geopotencjatu
wykorzystanego do modelowania sktadowej dtugookresowej, odpowiadajaca
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minimalnej dlugosci Ay, fali (40). Nieuwzglednienie tego zwiazku
spowodowaloby, ze oczyszczone z efektow dtugofalowych residualne
anomalie grawimetryczne Ag,., zostaltyby ponownie zaklocone elementami
dlugofalowymi wynikajacymi ze zwigkszenia promienia obszaru catkowania
topografii na etapie wyznaczania poprawek terenowych. Jednoczesnie nalezy
przypomnie¢, ze zmnigjszenie rozmiardw obszaru catkowania topografii
W znaczacy sposob skraca czas obliczen poprawek terenowych.

5. TESTY NUMERYCZNE

W celu zbadania wptywu lokalnej topografii na warto$¢ sktadowej
krotkofalowej undulacji geoidy N przeprowadzono testy numeryczne dla
wybranych rejonéw z obszaru Polski reprezentujacych tereny nizinne (1),
wyzynne (2) i gorskie (3) (rys. 3). Uwzgledniajac topografi¢ w promieniu
50 km wokot punktu grawimetrycznego, wyznaczono efekt posredni Ny przy
wykorzystaniu wzoru $cistego (54) oraz za pomoca wzoru przyblizonego (7).
Statystyki dotyczace warto$ci sygnatu krotkofalowego wyznaczonego przy
wykorzystaniu podejscia $cistego oraz przyblizonego i statystyki obliczonych
roznic zostaly zamieszczone w tabeli 1.

szerokosc [stopnie]

16 17 18 19 20 21 22 23 24
diugosé [stopnie]

Rys. 3. Rozmieszczenie obszarow testowych
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Tabela 1. Statystyki wartosci sygnatu krotkofalowego wyznaczonego przy wykorzystaniu
wzordw Scistego i przyblizonego oraz statystyki obliczonych rdznic [m]

Obszar Spos6b wyznaczenia Min Max Srednia Odch. std.
testowy [m] [m] [m] [m]

1 [1] Wzor Scisty —0.002 | 0.000 0.000 0.000
[2] Wzor przyblizony | —0.002 | 0.000 0.000 0.000
[171-1[2] —0.001 | 0.001 0.000 0.000
2 [1] Wzor Scisty —-0.013 |-0.003 | -0.007 0.002
[2] Wzor przyblizony | —0.014 | -0.003 | —0.007 0.002
[171-1[2] —0.002 | 0.002 0.000 0.000
3 [1] Wzor Scisty -0.261 |-0.015| -0.070 0.047
[2] Wzor przyblizony | —0.365 | -0.012 | -0.071 0.056
[171-1[2] —0.088 | 0.282 0.001 0.023

Rysunki 4-6 przedstawiaja kolejno mapg rzezby terenu, efektu
posredniego wyznaczonego przy uzyciu wzoru S$cistego (54) oraz rdznic
spowodowanych zastosowaniem konkretnej metody wyznaczania sygnatlu
krotkookresowego dla obszaru testowego 3 — o najbardziej zrdéznicowanej
topografii.
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Rys. 4. Rzezba terenu na obszarze testowym 3



22 Grazyna Kloch, Jan Krynski

0.00

-0.01

49.40 pye

—— .0.04

~ -0.05

4935 00

% | -0.08

S 49.30 009

@, -0.11

o 012

% 49.25 .3,13

g -0.15

7 020 5

-0.18

-019

49.15 gg?

-0.22

_ : -023

196 197 198 199 200 201 202 203 204 s

I i 0.26

diugosc [stopnie] 059

[m]

Rys. 5. Efekt posredni na obszarze testowym 3
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Rys. 6. Roznica miedzy efektem posrednim wyznaczonym przy wykorzystaniu
wzoru scistego oraz wzoru przyblizonego na obszarze testowym 3

Dla obszaru Polski najwigksze rozbieznosci migdzy stosowaniem wzoru
Scistego (54) 1 wzoru przyblizonego (7) wystepuja na obszarze Tatr. W praktyce
tylko dla tego obszaru nalezatoby stosowaé wzor Scisty. Dla pozostatej czesci
kraju stosowanie wzoru przyblizonego wydaje si¢ by¢ w pelni uzasadnione.

W ogo6lnosci przy modelowaniu geoidy o doktadnosci centymetrowej dla
obszarow o bardzo zro6znicowanej topografii niezbgdne jest wyznaczanie
krotkofalowej sktadowej przebiegu geoidy przy zastosowaniu wzoru $cistego
(54).
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6. PODSUMOWANIE

Poréwnanie klasycznej metody modelowania geoidy przy wykorzystaniu
wzoru Stokesa z jedna z najbardziej popularnych obecnie metod — metoda
remove-compute-restore ukazuje zdecydowana wyzszos¢ tej ostatniej, ktora
wynika nie tylko z wigkszej doktadnosci uzyskiwanych na jej podstawie modeli,
ale rowniez ze skrocenia czasu obliczen oraz ograniczenia ilosci niezbednych
danych grawimetrycznych.

W metodzie remove-compute-restore, w przeciwienstwie do metody
klasycznej, wystarczy znajomo$¢ anomalii grawimetrycznych praktycznie
wylacznie z obszaru modelowanego. Na tak znaczace ograniczenie zasiggu
catkowanych anomalii pozwala wyodrebnienie w przebiegu geoidy sygnatu
dhugo-, $rednio- oraz krotkofalowego w polaczeniu z zastosowaniem
wysokorozdzielczego modelu geopotencjatu. Zasigg catkowania anomalii
w metodzie remove-compute-restore zwiazany jest $cisle z minimalng dtugoscia
Amin fali wykorzystywanego globalnego modelu geopotencjatu. Im wigkszy jest
rzad wspotczynnikow modelu geopotencjatu, tym mniejszy jest zasigg obszaru,
z ktorego nalezy zna¢ warto$ci anomalii. Zwigkszenie rozdzielczosci modelu
geopotencjalu wptywa ponadto na zmniejszenie zasiggu catkowania topografii na
etapie wyznaczania poprawek terenowych, atym samym skraca czas procesu
obliczeniowego.

Do precyzyjnego modelowania geoidy powinny by¢ stosowane anomalie
grawimetryczne, ktdrych wyznaczenie wiaze si¢ z jak najmniejsza zmiana
potencjalu sity cigzkosci geoidy. Efekt posredni zwigzany ze zmiang potencjatu
sity cigzko$ci geoidy spowodowana zastosowaniem redukcji grawimetrycznych,
zwany rowniez krotkofalowa czescia sygnatu przebiegu geoidy, powinien mieé¢
nie tylko niewielka warto$¢, ale powinien by¢ rowniez tatwy do zamodelowania.

Zar6wno rozwazania teoretyczne, jak i testy numeryczne dowiodly, ze
wcelu uzyskania modelu geoidy charakteryzujacego si¢ centymetrowa
doktadnoscia niezbedne jest uwzglednienie precyzyjnie wyznaczonej sktadowej
krotkookresowej undulacji geoidy. Dla obszaréw goérskich konieczne jest
wyznaczanie wartosci tej skladowej na podstawie wzoru $cistego. Maksymalne
roznice otrzymywane przy zastosowaniu wzoru Scistego i przyblizonego moga
bowiem kilkunastokrotnie przekroczy¢ akceptowalny blad wynikowego modelu
geoidy.

Podzi¢gkowania

Badania, ktoérych wyniki przedstawiono w niniejszej pracy, wykonano
w ramach finansowanego przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego
projektu badawczego NN526 2163 33 ,,Badanie wplywu uwzglednienia
odchylen pionu na jako$¢ grawimetrycznej quasigeoidy na obszarze Polski”.

Recenzowat: Prof. dr hab. Adam Lyszkowicz
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IMPLEMENTATION OF LONG, MEDIUM AND SHORT WAVE
COMPONENTS OF THE SIGNALS OF FUNCTIONALS
OF THE DISTURBING POTENTIAL IN THE PROCESS
OF MODELLING GEOID

Summary

Remove-compute-restore method is commonly used for regional
modelling of gravimetric geoid. In this method, which allows to develop
precise geoid models using gravity data practically only from the modelled
area, functionals of the disturbing potential are expressed in terms of
components, which represent different spectral groups. Global geopotential
model, gravity anomalies and topographic data are used to determine these
components. An important role in modelling geoid, especially with the use of
remove-compute-restore technique, plays the type of gravity reductions, and
hence the type of gravity anomalies.

In the paper a detailed algorithm of classical technique of modelling
geoid is shown, and then free-air, Faye and Helmert gravity anomalies, which
are most often used for modelling geoid, are discussed. The description of
remove-compute-restore method of geoid modelling is presented in three
subsections, where separate spectral components of functionals of the
disturbing potential: long, medium and short wave components are discussed.
The authors paid attention to the dependence of the method of calculation of
medium and short wave components on the type of gravity anomalies used. In
particular, the problem of the determination of indirect effect in geoid
undulation was discussed. Numerical tests showed the need of using the exact
formula for calculating the indirect effect only in mountainous areas of
Poland.

Keywords: geoid modelling, spectral components of functionals of the disturbing
potential, gravimetric reductions, indirect effect
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