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Wyréwnanie triangulacyjnej sieci przestrzennej metoda
posredniczaca przy przyjeciu pomierzonych cosinuséw
kierunkowych i metoda warunkowg przy przyjeciu
pomierzonych katéw przestrzennych

W przestrzeni tréjwymiarowej obserwacjami bezpo$rednimi mogg byé
wspodlrzedne réwnikowe (a, 3, S), lub horyzontalne (o, #). Dodatkowymi
obserwacjami moga byé¢ tez wspoélrzedne astronomiczne (@, A, a).

W celu wyznaczenia wspolrzednych punktéw nadziemnych (S.S.Z-iemi
lub inne punkty) lub naziemnych (punkty triangulacyjne) postugiwaé sie
mozna w wyréwnaniu sieci obserwacjami bezposrednimi lub posrednimi.
Obserwacjami posrednimi mogg byé wspolrzedne wektoréw jednostko-
wych (cosinusy kierunkowe) kierunkéw utworzonych z punktéw naziem-
nych zaprojektowanej sieci. Elementy te posiadaja w wyréwnaniu sieci
przestrzennej charakter spostrzezen niezaleznych. Jak wykazal Y. Viisald
i L. Oterma [1], przy nadliczbowej iloSci spostrzezen, cosinusy kierunkowe
wektora mogg byé wyréwnane (wyrdéwnanie stacyjne), a tym samym
moze by¢ okre$lona ich dokladno$é. Wyréwnane na stacji cosinusy kie-
runkowe wyrownywaé mozna w dalszej kolejnosci w sieci przestrzennej
podobnie jak wyréwnane na stacji kierunki w klasycznych sieciach trian-
gulacyjnych. Wyréwnujac metodg posredniczacy otrzymamy w wyniku
obliczenn wyréwnane wspélrzedne x, y, 2 punktéw naziemnych.

Inna droga postepowania moze by¢ nastepujaca: z wyréwnanych ma
stacji cosinuséw kierunkowych dajg sie obliczy¢ katy tréjkatéw prze-
strzennych. Katy te moga by¢ wyréwnane w sieci przestrzennej, a na-
stepnie, wychodzge z danych wspélrzednych, obliczone by¢ moga boki
i wspolrzedne punktéw naziemnych.

Praktyczne zastosowanie metody cosinuséw lub innej podobnej ma na
celu budowe przestrzennej sieci nizszego rzedu w oparciu o podstawowg
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sie¢ rzedu I-go o dlugosci bokéw okolo 3 tys. km oraz, w koficowym etapie,
wlaczenie do sieci przestrzennej istniejacych sieci klasycznych o diugosci
bokéw okoto 30—50 km.

Przedstawione zagadnienia podaje sie nizej w nastepujacej kolejnosci:

1. Wyréwnanie stacyjne wspdlrzednych wektoréw jednostkowych (co-
sinuséw kierunkowych).

g

Wyréwnanie elementarnej sieci metodg poétsredniczacs.
Wyréwnanie sieci metodg zawarunkowans.
Projekt sieci przestrzennej nizszego rzedu.

1. Wyréwnanie stacyjne *)
Ponizej podaje sie wyrdéwnanie a) metoda posredniczacg wzorami (4)
oraz b) metodg podang w [1].

Punkty 2, 1 sg punktami sieci, na ktérych wykonano obserwacje (t, d)
do S.S.Z. w punktach A4, B, E.
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*) Podane nizej przyklady opierajg sie na spostrzezeniach fikcyjnych. To zna-
czy, wartosci (¢, 8) nie otrzymano z oryginalnych spostrzezen (u, 9, S), lecz obliczono
je z przyjetych na mapach wspélirzednych zaprojektowanej, elementarnej sieci prze-
strzennej. Z tej przyczyny przyjete btedy spostrzezen (cosinuséw kierunkowych) oraz
inne biedy otrzymane z obliczenn maja tylko rachunkowe znaczenie.
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Na podstawie tych obserwacji obliczy sie cosinusy kierunkowe (€, n, T)
kierunkéw 1-4, 2-A; 1-B, 2-B; 1-E, 2-E wzorami

=cosdcost, m =cosdsint, { =sind. (1)
(dane i wyniki obliczen podaje tabl. 1).
Tworzge normalne N do plaszczyzn 1-2-4, 1-2-B i 1-2-E otrzymamy
trzy normalne:

lez = (l’m:n)A; N1]_32 = (lam:n)B; NIEZ = (l:myn)E'

Normalne do plaszczyzn wyznaczonych prostymi:
N]_é i NléZ; le i lez; Nlé 1 lezv

2

2 2

dadzg w wyniku szukany wektor jednostkowy ﬁl_z (f, E,_ﬁ). Wektordéw
takich otrzymamy trzy, z pary A-B, A-E i B-E.
Do obliczenia normalnych uzywamy wzoru wyznacznikowego:

1 j k o 1 ] k
N(@mmn) =] &; Ms Cis |3 Neadlmn = lp my Ny (2)
as Mol Lo . m mn

gdzie i, j, k sg jednostkowymi wektorami podstawy. Otrzymane skladowe
(I, m,n)i (i, 1;, 7L) sprowadzamy do wspélrzednych wektora jednostkowego
wymnazajgc je, odpowiednio, przez wspolczynnik:
1 1

= ———— k2 = = —,

V B+mP4n Vi4m?tn?
W wyniku obliczen, podanych w tabl. 2 i 3, otrzymano trzy rézne wektory
jednostkowe kierunku 2-1,

1

Iloéé wektorow Nz 1, @ wiec iloét rownan btedéw rowna sie ilosci obser-
wowanych S.S.Z. lub ilosci wektoréw N. Tak na przyklad dla czterech
wektorow N4, NB, N¢, NP bedzie:

Nai = N*.N®, Nyj= N®.N€, Ny} = N°-N®, Nyi = N°.N%

Wyréwnujac metodg posSredniczgca, przyjeto na wartosci przyblizone
obserwacji:

Ax Ay _ Az

ly=o0, my=-Y
sy, Y sy,

0 ’
21 21 Sa1

gdzie Ty =Yy =2,=0
Ax=1x,—x,, Ay=y,—vy,, Az=2—2;
s = VAX -+ Ay? +42%,
Dla przyjetych obserwacji rownanie bledéw bedzie:

v=d (Cosplrzybl.)—I‘Cosprzybl._cosobserw. 3)
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d (coscrzyn1.) jest funkceja wspélrzednych x, y, 2). (Skracajae, przyjeto ozna-
czenia x, y, z zamiast Ax, Ay, Az). Rozniczke te podajg wyprowadzone nizej
wzory (24), skad rownania bledéw przyjma postaé

vy = [(y2+2%) de—yx dy—zr de] ;13— 1,

\
vy = [—xy det+(x2+22) dy— 2y dz] ) +1, 4)

v, = [—xz dr--yz dy +(x?--y?) dz] si"‘ +1;

Ponizej, w tabl. 3 obliczono wyrazy wolne ! dla przyblizonych wartosci:

xo = 259 364, y, = 300091, =z, = 120 145; 5)

stad s = Va?+y2+z2 = 414438; |, m, n sg wielkoSciami obserwowanymi.

Tabl. 4 podaje réwnania bledéw. Na blad spostrzezen przyjeto m =

= 0,00001. Tabl. 5 podaje zrownowazone réwnania bledéw, poprawki »
i sposirzezenia wyréwnane.

Z rozwigzania réwnan normalnych otrzymano poprawki (dx, dy, dz),
poprawki v oraz wyréwnane cosinusy kierunkowe (I, m, n). Wyniki po-
dano w tabl. 5.

Obliczenia cosinusow kier. (€, n, C) z obserwacii (t, ), wzor (1).

Tablica 1

1-4 2-4 1-B 2-B 1-E 2-F

o 4 o+ m o s n o 4 o ¢ u o+ m
8| -27-56-19,2 |} & 12-10-19,6 | & -0-13-16,1 | & 33-38-38,7 | 8| -20-58-55,9 | & 10-18-54,7
t| 335-58-08,3 | t| 122-48-26,3 | t{ 307,13-03,4 | ¢ | 13H-14-41,2 336-21-23,8 | ¢ | 108-20-23,9
£ 0,806 8919 | £ | —0,529 6346 | E 0,604 8392 | £ | —0,591 1724 0,855 3208 | £ | —0,309 5712
v | —0,359 7767 | 7 0,821 6021 [ v | —0,796 3309 | 7 0,586 1428 —0,374 4506 | v, 0,933 8709
¢ | —0,468 4876 | ¢ 0,210 8490 | ¢ | —0,008 8596 | ¢ 0,554 0322 —0,358 0778 | ¢ 0,179 0631

Wspolezynniki przy niewiadomych obliczono dla przyblizonych war-
tosci (xq, Yo, 20) podanych nizej.
Z rozwigzania réwnan normalnych otrzymano

x, = — 259364,0, ¥o = 300091,0, 2z, = 120145,0,
dy = 8,6 dy= _ —11,8 d.= —10,8
x = 2593554’ y= 300079,2° z= 120134,2"

S =V x¥4y 422 = 414 421,3.
Stad spostrzezenia wyrdéwnane

x

T=== —0,6258266, m = ?si = 0,7240921, n = % = 0,2898842.
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Tablica 2

Obliczenie cos. kierunk. (_l—, 7; ;) kierunku 2-1, wzér (2)

2-B

1-E
2-E

1-2-B
1-2-E

T
{ 0,6048392
—0,5911724

[
0,85653208
—0,3095712

Normalne wektora jednostkowego:

[

j

—0,7963309
0,6861428

j
—0,3744508
0,9338709

m

I
—0,7796621
0,3639716

Normalne wektora jednost. Z ;1_, ;=

j
—0,6911779
—0,0575957

--0,4389307 —0,3328187 —0,1162467 1,776276

0,2673482 —0,0423058  0,6828401 1,361414

Normalne (Z 7;, n_)
—0,5614683  0,6496407  0,2600771 1,114610

(—0,6258182  0,7240947  0,2898845)

1-4
2-4

1-2-4
1-2-B

T
0,8088919
—0,5296346

Normalne wektora jednostkowego:

14

i

—0,3597767
0,8218021

m

i
0,5423108
—0,7796621

Normalne wektora jednostkowego =

j
0,1368644
—0,5911779

0,3090518 0,0779949 0,4723939 1,754786

Normalne (E 7_n, ;;)
0,4617964 —0,5343195 —0,2138995 1,355184

(—0,6258191  0,7241012 0,2898732)

1-2-4
1-2-E

)
0,5423198
0,3639716

Normalne wektora jednostkowego =

3

0,1368644
—0,0575957

0,1749770 —0,2024414 —0,0810500 3,576742

(0,6258476 —0,7240807 —0,2898950)

Wyréwnanie stacji podaje sie réwniez wg metody podanej w [1]. Podane
tam wzory wyprowadza sie jednak w sposéb odmienny:

Oznaczajac przyblizony wektor

otrzymamy na iloczyn skalarmy

2, 1 = (&g, Mo, o),

oraz wektor normalny do plaszczyzn 2-1-A i 2-1-B

Nl

gdzie p; jest matym katem.

91— (li n Min,y T ‘n))

2,1-Ni_y = | 2,1+ N3—1| cos (90+py).
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Tablica 8
Obliczenie wyrazow wolnych
lp = 7
8
mo = -yT E l
2 .
ne = —8 n
—0,625 8205 —0,625 8476 2,71x107°
A—E 0,724 0909 0,724 0807 1,02 x 1078
0,289 8984 0,289 8950 0,34 x 1078
—0,625 8205 —0,625 8191 —0,14%107°
A—B 0,724 0909 0,724 1012 —1,03x 1073
0,289 8984 0,289 8732 2,52 107°
—0,625 8205 —0,625 8182 —0,23%107°
E—RB 0,724 0909 0,724 0947 —0,38x107°
0,289 8984 0,289 8845 1,39% 1078
Tablica 4
Roéwnania bledéw (wzdr 4)
dx dy dz 14 m
1 0,114 780 107° 0,109 341 x 107° 0,043 776 x 107° 2,71%x107° 107°
2 0,109 341 x 107° 0,114 780x 107% | —0,050 650 x 1073 1,02x 1073 1073
3 0,043 776 x 107° —0,050 650 107° 0,221 012 107° 0,34x107° 1975
4 0,114 780 x 107° 0,109 341 x107° 0,043 776 x 107° —0,14x107° 1075
5 0,109 341 x 107° 0,114 780x 167% | —0,050 850 x 107° —1,08x107° 1078
6 0,043 776 x 10™° —0,050 650x 107° 0,221 012 x 107° 2,52 x 107° 107°
7 0,114 780 % 107° 0,109 341 x 107° 0,043 776 X 107° —0,23x107° 1078
8 0,109 341 x 1078 0,114 780x 107 [ —0,050 650 x 1073 —0,38 107° 1078
9 0,043 776 x 1075 —0,050 650 x 107° 0,221 012 x 1073 1,39 107° 1073
Tabhea 5
Zréwnowazone réwnania bleddéw, poprawki i spostrzezenia wyréwnane
de =86 | dy—=11,8 | de=108 | 1 |m| = v spostrzezenia
m wyrownane
1| 0,114 780 0,109 341 0,043776 | 2,71| 1 1,90, 1,90x107°%| —0,625 8278
2| 0,109 341 0,114 780 | —0,050 650 1,02] 1 1,15 1,15x107° 0,724 0922
3] 0043776 | —(,050 650 0,221012 | 0,34 1 ; —1,07] —1,07x107° 0,289 8843
4| 0,114£780 0,109 341 0.043 776 | —0,14] 1 | —0,91| —0,91x 1073 | —0,625 8278
51 0,109 341 0,114 780 | —0,050 650 [ —1,03] 1 | —0,90| —0,90x 107° 0,724 0922
6] 0,043776 | —0,050 650 0,221 012 | 2,52] 1 1,11 1,11x10°° 0,289 8843
71 0,114 780 0,109 341 0,043 776 | —0,23] 1 | —1,00{ —1,00x 107% | —0,625 8278
8| 0,109 341 0,114 780 | —0,050 650 | —0,38| 1 | —0,25] —0,25x 107 0,724 0922
9| 0,043776 | —0,050 650 0.221 012 1,39 1 | —0,02] —0,02x 1075 0,289 8843
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5T ot
—sin Py = E 1!:—1 — g0 li‘n'}"ﬂo Min+Co Nin (5)
[20-Noa| /B /B A ml,
dlay/ &+t =1;
bedzie
—sin p; = &0 lin+ 1o Min +&o nm (6)
Vi +m: 2,
Uwzgledniajac, ze
(r§0) Mo, CO) = (COS 60 cos t01 cos 60 sin ty, sin 60)'
oraz rozwijajac funkcje (6) w szereg, otrzymamy
V= —lin Sin £ + Min COS by cos §,dt -+ _Mn____ ec 89d3—sinp =0;
V i tmi i, V vt mi,
Oznaczajac wg [1]
cosf = —lin Sin by min cOS % ; sinB= Mn secdy:
]/l2 +mZ, —I—'n2 ]/lz +m —f—'n
otrzymamy
v = cos f cos §y dt+sin fdd —sin p; )
lub v = a dt+b dd— sin p; (8)
gdzie a =cosPcosd, b =sinp. 9

Interpretacja geometryczna kata f.

Kat f jest katem pomiedzy plaszczyzng kata godzinnego 2-1 a plasz-
czyzng przechodzacy przez punkty 2-1-S.S.Z. Kat § jest rowniez katem
pomiedzy normalnymi do obu plaszczyzn. Plaszczyzne kata godzinnego
tworzg wektory

1 = (cos 8, costy, cosdpsint,, sindy),
z =( 0 R 0 , singy).
Normalng do plaszczyzny kata godzinnego obliczymy z wyznacznika
i , j , k
NZ_, = [cos§ycosty, cosdysinty, sin dy|;
0 , 0 , sin g,

stad
NZz_, = (cos 8, sin to sin 8y, —cos dy cos tq sin dy, 0).
Normalng do plaszezyzny 2-1-S.S.Z. podaja wzory (2)

Ni = (lin: Min, nin),
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stad kat f zawarty miedzy tymi normalnymi

€os 8y sin ty sin &g l;;, — cos 8, cos ty sin 69 My,

cosf = :
]/(:os2 9o sin®t, sin? 8, + cos? 8, cos®t; sin® g ]/ 12 +mi +nl,
stad
a=cosp = linsint, —m;,cost, ; (10)
"/ lZ +m2 + n2

podobnie znajdziemy

b =sinf = ———m" sec 8. (11)
V Gt mit+n,

Otrzymane wzory (7) (10), (11) zgodne sg ze wzorami podanymi w pra-
cy [1].

Kat B jest wiec katem dwusciennym plaszezyzny kata godzinnego (%, 99)
i ptaszczyzny przechodzacej przez 2-1-S.S.Z. W réwnaniu bledow (7) wy-
stepujg jako niewiadome poprawki dd i dt do przyblizonych 9, i to, spo-
strzezeniami sg sin p, warto$¢ te obliczamy wg wzoréw (5).

Przyblizone 9, to oblicza si¢ najwygodniej ze wspoélrzednych (x, y, 2)
otrzymanych ze wspoéirzednych punktéw wyjsciowych za pomocg obser-
wowanych cosinuséw kierunkowych.

Ponizej podaje sie przyklad wyrownania stacji.

Dla przyblizonych wartosci (xy, vo, 2) podanych na str, 73 obliczono
potrzebne dane do wzordéw (6), (10), (11)

to = 130°—50"—10,8", 8, = 16°—51"—06,7";
stad
sin 8y, cosdg, sin ty, cos tg;
nastepnie z tablicy (3) skladowe (lp, mg, ng) oraz z tablicy (2) skladowe
(I, m, n).

Dla tych wartosci obliczono wg wzoréw (10), (11) wspdlezynniki a, b
do rownan bledéw (8) oraz wyrazy wolne wg wzoru (6)

0,0001125 ,,

— ”,

Pa="g5g0g7 ¢ — ¥075

0,00000823 ,, _ . ,om.

Pe = ~gq3a53 ¢ — 24T
0,000000785 , _ o oo,

~PB T T 562976
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stad réownania btedow (wzoér 8)
vy = —0,4783 dt+0,8661 dd+4,17;
vg = —0,2276 dt+0,9713 dd+2,5”;
v = 0,9345dt—0,2158 dd+0,3";

oraz z réwnan normalnych niewiadome dt, dd.

Stad wyréwnane t, d
d = 16°51706,7” —3,8” = 16°51°02,9”;
t = 130°50"10,8” —0,8” = 130°50°10,0”;

sin & = 0,2898807, cos d = 0,9570628,
sin t = 0,7565831, cost = 0,6538976.
oraz cosinusy kierunkowe wektora 2,1
"l=cosdcost = —0,6258211;
m=cosdsint = 0,7240975;

n=sind = (,2898807;

Wyniki te réznig sie¢ od wynikéw pierwszej metody (str. 75) o wielkosé
rzedu £0,000005.
Z réwnan bledéw otrzymano

Va = 1,2”, Vg = '_1,0”, Vg — 0,4”,

=)/ =

2. Wyréownanie sieci metoda poSredniczaca

stad

Wyréwnane na stacjach cosinusy kierunkowe uwazane jako niezalezne
spostrzezenia z ich bledami otrzymanymi na stacji wprowadza si¢ do wy-
rownania w sieci na podstawie réwnan btedow ksztattu (3)

v=d (co‘sprzybl.)+cosprzybl.—cqsobserw. (12)

d (cosgrzyn1) jest funkcjg przyblizonych wspéirzednych (x, y, z) otrzy-
manych z dostepnych danych. Rézniczke d (cOSprzyn1) Obliczy sie na dro-
dze rachunku wektorowego, dwa ostatnie czlony tworzg wyraz wolny.

Przyjmujac, zZe dane sg przyblizone i obserwowane wartosci cosinusow
kierunkowych:

T _(x‘z’—x‘l’ Y~ zg—zg)‘
AR R A R A
Tiz _ (X2 ™% Y2—U 22“21),
{7112 —( |72] [Tl | 12| /)’
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réwnania bledéw przyjma ksztalt

V:oz(-ﬂi)Jr gt —:i—d(—rgg—)+l. (13)

el Il el

12 I
Z algebry wektorowej mamy

do =drV g,
gdzie ¢ = %;
Vo= it ol itk (14)
o) = 7
stad
v =drv/ |:1:| 1L (15)

Ponizej podaje sie wyprowadzenie réwnan bledéw tylko w przestrzeni
dwuwymiarowej w celu poréwnania otrzymanych wynikéw ze znanymi
w geodezji klasycznej wzorami dla stwierdzenia poprawnosci liczen.
W przestrzeni trojwymiarowej podano jedynie koncowe wyniki, nie
powtarzajgc analogicznych liczen ze wzgledu na oszczednosci miejsca.

W ukladzie prostokatnym bedzie

( xi+yj )
o ———==
o _ Wty | it o=@ (16)
ox ox e | |r|’
8( ai+yj )
-8—(P~ =S5 —————Vx +U = —]—— -_— T2 yﬁ; (17)
Y oy vl ] 7]
(16) i (17) podstawiamy w (14)
T i1 r ox ., 9] T
. R LR R o]
E R T A R G N T N
T, 1 3 {u }
= —||r —r.r]; 18
V= 1o
gdzie
rer = {xx u—}—'xy Z]}, (19)
yx fi+yy jj

(19) podstawiamy w (18)

e 1 [, z{ii } ]xacii+xyij}]_
—_-— + — :
Vv |71a] IT"I[(x v il \yxii + yyii
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po wykonaniu dzialan otrzymamy

Tio _L{ (ygi'—xyf)'i}, (20)
—yxi+x%j)j

EX
(20) podstawiamy w (15)

sl G

17\ (— yai+a2) j
stad
. . . . (yzi—xyj)z} 1
Vei+v,) = (dai-+d { +1;
24T Vy) i) (—yait-z%) j 7]
W.Hyj:{ (y°dx— xydy)z} L)
(—yxdz+xidy)j| I7°
Z poréwnania otrzymujemy
vy = i{.o.l dz— 1 s|dy+l (21)
L dox+ dy-+1.

| "’I | 3|
Przyjete wyzej (x, y) oznaczajg réznice wspoélrzednych (przyrosty). We
wzorze (21) przyjeto, ze punkt 1 jest staly, punkt 2 — zmienny. Jezeli
oba punkty sg zmienne, otrzymamy

2
= e i |y3|d””’ ot
sin®a . . cosa sina sinZa cosa sma
Vy = ——dx,— Ay — x,+ y;,+1;
S T Y U FTRE  FT
przyjmujac vy = d cos o = —sin a do,
bedzie
sma cosac sina cosa
do = — dx,— . 2
*ET ] Wt T Wt A et #2)

Podobnie otrzymamy z poréwnania

| =1 dxz“*'l 3| dy,+ Iy |dx1 | 3| d'y’l“f‘I

vy = d sin o = cos o da;

sin cos sin cos
do = — I‘I"Ia Tyt 7 I“ dy,+ lf ladxl [r rdyl"f‘z (23)

Jak widzimy, z obu pierwotnych réwnan (21) otrzymano zgodne wyniki
(22), (23). Rownania te sg identyczne z réwnaniami bledéw otrzymanymi
na drodze klasycznej.
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Stosujac powyzsze postepowanie do przestrzeni tréjwymiarowej na-
T
lezy w tej przestrzeni obliczy¢ gradicat \V T—”
12
Po wykonaniu dzialan i podstawieniu do (15) otrzymujemy:

vy = [(y2+2?) do—yx dy—zx dz] _!r_lé]". +1;.
vy = [~y det(x?42%) dy —2y dZ] ‘TlsT 1y (24)

'l)z=[——:,ttz:d.x"—yzdy—{-(xz_{_yz)dz]_Tl?T +1,.
|

W réwnaniach powyzszych (x, y, ) oznaczajg rézaice wspolrzednych po-

miedzy koncowymi punktami wektora. Wzory (24) odnoszg si¢ do przy-

padku, gdy jeden z punktéw jest staly drugi zmienny, w przypadku gdy

oba punkty sg zmienne nalezy postapi¢ jak podano w wyjasnieniu do (21).
Bazowe rownanie bledow

IUIZ' - d|7'lzi+|"'12|”“|b12| = d""lzl‘H;

gdzie
[r12] — przyblizona dlugos¢ wektora ry,
|bi2] — spostrzegana diugos¢ wektora bys,
d|ria| i |via] — poprawki przyblizonych i spostrzeganych wielkosci,
i T
sl = dra¥ [l = dria
12

Przyjmujac system kartezjanski, bedzie
1
[v] = (dxit-dyjtdzk) (xi*lfyj—l-zk),fr. +4- L
i

Z wymnozenia otrzymujemy

lv|= ~dx i Y
T {7

dy + - dz {-L. (25)
7|
Jezeli oba punkty sg zmienne bedzie

a y z x y
= o dzy b O Ayt o A2y — - dy, —
|v | f'r dx, |ridy |"‘|dz2 lrldxl dy,

\ s E_de,+1;  (26)
7 i

|7

(x, y, 2) oznaczajg roznice wspoélrzednych pomiedzy punktami 1 i 2.

Przyklad

Siatke przedstawia trojkgt o <danym punkcie poczatkowym 2, pomie-
rzonej bazie by_; oraz cosinusie kierunkowych 2—1, 2—3, 1—3.

¢ Prace Instytutu Geodezji



82 Tadeusz Kluss

Z przyjetych wartosci (x, y, 2) punktéw 1, 2, 3 (tabl. 6) obliczono
przyblizone cosinusy kierunkowe (tabl. 7). Spostrzegane cosinusy kierun-
kowe otrzymano z wyréwnan stacyjnych w sposéb podany wyzej. Zesta-
wienie spotrzeganych cosinusow kierunkowych oraz obliczenie wyrazéw
wolnych réwnan btedéw podano w tablicy 8, a rownanie bltedéw w tabl. 9
na str. 84. »
by 1 = 4144275 z bledem m = %1 m.
Stad wyraz wolny

= 414 438,3—414 427,5 = 10,8.

Wspoélczynniki réwnan bledéw obliczono wg wzoréw (24) dla wspotrzed-
z nych (x, y, 2) podanych w
tabl. 6. Na blad spostrzega-
nych cosinuséw kierunko-
wych przyjeto m= £0,000 0i.
Dzielagec rownania bledow
przez m = 1075 otrzymujemy
zréwnowazony system roéw-
nan bledow, Wspdlczynniki
i wyrazy wolne zmienig sig
tylko o mnoznik 1075, ktéry
nalezy zaniedba¢. Réwnanie
bazowe m = 1 pozostaje bez
Rys. 2 zmiany. Otrzymane z rozwig-
zania réwnan normalnych
niewiadome dx, dy, dz (tabl. 9) dodane do wspolrzednych przyblizonych
(tabl. 6) daja wyrownane wspdlrzedne punktéw 1 i 3:

x; = —259357,1, y, = 300086,7, 2z = 1201366,

x3 = —58524,3, |y, =473738,3, z3 = —B82736,7.
Tablica 6
Wspdlrzedne przyblizone
z Y z
2 0,0 0,0 0,0
1 —259 364,0 300 091,0 120 145,0
3 — 58 520,0 473 744,0 — 82 740,0

Bledow z wyrdéwnania nie podaje sig, poniewaz nie przedstawiajg one
praktycznej wartosci dla przyjetych fikcyjnych spostrzezen. Poréwnanie
wyrownanych wspotrzednych z danymi a priori wykazato zgodno$¢ z do-
ktadnosécig 0,4 m.
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Tablica 7
Wielkodci przyblizono
réznica wspohrzednych boki cosinugy kierunkowe

—259 364,0 — 0,625 8205

r2—1 300 091,0 414 438,3 0,724 098
120 145,0 0,289 8983

—58 520,0 —0,120 7937

re—3 473 744,0 481 462,4 0,977 8756
—82 740,0 --0,170 7872

200 844,0 0,601 0600

r1-3 173 653,0 334 1497 0,519 6862
— 202 885.0 —0,607 1679

Tablica 8
Wyrazy wolne
Cosinusy kierunkowe
wyrazy wolne
przyblizone obserwowane

1 — 0,625 8205 —0,625 8177 --0,000 0031

2 0,724 v908 0,724 0983 —0,00) 0075

3 0,289 8983 0,289 8856 0,000 0127

4 —0,120 7937 —0,120 8044 0,000 0107

5 0,977 8756 0,977 8749 0,000 0007

6 —0,170 7872 —0,170 7839 —0,00C 0042

7 0,601 0600 0,601 0512 0,000 0088

l 8 0,519 6862 0,519 7069 — 0,000 0207
l 9 — 0,607 1679 —0,607 1616 — 0,000 0063

Przyklad stuzy jedynie sprawdzeniu metody w zastosowaniu jej do

praktycznych rachunkéw w ograniczonym zakresie ze wzgledu na fik-
cyjne obserwacje.

3. Wyréwnanie punktu metoda warunkowa

Z wyréwnanych na stacji cosinuséw kierunkowych punktéw naziem-
nych obliczone by¢ moga katy trojkgtow przestrzennych z iloczynu ska-
larnego. Katy te podda¢ mozna dalszemu wyréwnaniu w sieci, a nastepnie,
w odpowiedni sposéb, obliczone by¢ mogg wspoéirzedne punktéw weina-
nych. Najkorzystniej zagadnienie to moze by¢ rozwigzane, gdy punkt
wcinany jest z trzech danych punktéw w przestrzeni.

Rys. 3 przedstawia trzy dane punkty i punkt 4, wcinany, w prze-
strzeni (x, y, 2). Te samg figure przestrzenng podaje rys. 4 w ukladzie

6*
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pomocniczym (x’, i, 2), w ktorym plaszczyzna x’, y' jest plaszczyzna
rysunku, a 0§ y” przyjeta jest wzdtuz danego boku 21 (0$ 2 jest prosto-
padla do plaszczyzny rysunku). Punkty 1, 2, 3 lezg w plaszczyZnie x, .
Zagadnienie rozwigzuje sie w dwoch czesciach. W pierwszej kolejnosci
wyrownuje sie spostrzegane katy, w czesci drugiej oblicza sie wspolrzedne
punktu 4 na podstawie wyrownanych katéw.

Z A

AN

Rys. 4
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Spostrzeganych katéw posiada sie¢ 9, natomiast koniecznych do okre-
Slenia punktu 4 — jest trzy, stad sze$¢ warunkéw niezaleznych. Bedg
nimi trzy warunki tréjkatowe i trzy sinusowe. Tréjkgtowe warunki od-
noszg sie do trojkatow (1, 2, 4), (1. 3, 4) 1 (2, 3, 4). Wyrazy wolne tych
warunkéw réwne bedg zero ze wzgledu na to, ze katy otrzymano z cosi-
nuséw kierunkowych (podobnie na plaszczyZnie: suma katéw otrzyma-
nych z azymutéw bokéw trojkata réwna sie 180°). Warunki sinusowe beda
ksztattu, np. w odniesieniu do punktu centralnego 2

2 1  sinygsina,

2 3 sinB,siny,
Pozostate dwa warunki odnosi sie do punktéw centralnych 3 i 4. Po wy-
réwnaniu katéw obliczy sie z odpowiednich tréjkatéw boki 4 1, 4 2, 4 3.

W drugiej czesci obliczy sie wspélrzedne punktu 4. BezpoSrednie obli-
czenie wspolrzegdnych punktu 4 w ukladzie (x, y, 2) nie jest mozliwe.
Wspélrzedne te obliczy sie najpierw w ukladzie (x’, ¥, 2), a nastepnie
przetransformuje do ukladu (x, y, 2).

Na rysunku 4 podane sg wspélrzedne punktu 3 (2, v/, 2 = 0);, punk-
tul (@ =09y =21, 2 =0), oraz punktu 4 (', 3, 2)s, Wspélrzedna z,
jest wysokoscig ostrostupa 1, 2, 3, 4. Punkt 2 jest poczatkiem ukladu
(@, =y, =2,=0)

Obliczanie wysokosci z.

Wychodzimy z réwnan (rys. 3)
aityita = sl
(X=X + Yy — 1)+ (24— 2,)° = sk;
(xg—x )+ Y~y +H(z—2) = s,

Stad
xi+yitz; = s}, (1)
2 482 —s?
T 3+Yyst+242, = L?—M =D; (2)
_ s? -2 —s?
T4xy Yy 22, = 2 ;1___14_ =q (3)
Z 2) i 3) otrzymamy
Ty =aztb, ys=czyld; (4)
gdzie
—_ ZY1—AYs | b= qY; —DPY,: .
x\Ys— LYy T\Ys— LY,
_ X T T2 d= PX; — %3

y - -
X,Y3— LY, X1Y3— X3Y,
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Podstawimy 4) do 1)
a’z2+b?+ 2abz, +-c?22 - d° + 2cdg, + 27 = sk,;
(1 1-a® +c?) 2} +(ab+cd) 2z,+-b*-+d° = s3,;

lub
Pz}+2Qz,+R = 0; (5)
gdzie
P=1-4a?+c?
@ = ab+-cd;

R=0b’+d*—s},.
W naszym, szczegélnym przypadku (rys. 4) jest

1 3
Stad
q ’
L IO Y DR T )
x3yl yl
oraz P=1 Q=0 R=b2td2—sl,

podstawiajgc do (8) otrzymamy
z?=—R. (6)

4
Transformacje wykona sie wg znanych wzorow:

x, = x;cos (x'x)+1; cos (y'x)-+ 2} cos (2'x);
y, = x;cos (x'y)+y; cos (y'y)+2; cos (2'y); (7
z, = x; cos (x'2)+y; cos (y'z) +z; cos (2'2).

Na podstawie wspélrzednych punktéw laeznych 1, 2, 3 obu ukladéw
cblicza sie wspoélczynniki wzoréw (1). Poniewaz wspdélrzedne punktu 2
w obu ukladach sa réwne zeru, pozostajag do transformacji tylko dwa
punkty laczne.

Wspoélrzedne punktu 1 w ukladzie (x', y', 2’) sa x; =2, =0, y; = 21
(:‘Z_T dtugosé boku Z—T), stad z wzoru (7) obliczy sie od razu wspolczyn-
niki cos (y'x), cos (y'y), cos (y'z). Podobnie, podstawiajage do 1 (7) znane
(x}, 3 zy=0) otrzyma sie wspoélezynniki cos (x'x), cos (xy), cos (x'2).
Wspoétezynniki przy 2’ nie daja sie obliczy¢ z (7), poniewaz z'1 = z_; = 0.
Wiadomym natomiast jest, ze o$ 2’ jest prostopadta do plaszezyzny 1, 2, 3
lub do prostych ﬂ, 23 tworzacych te plaszczyzne. Obliczajgc iloczyn
wektorowy wg:

i i k
2 3.2 1= €S (y'x)cosy (YY) cosy (y¥'2) [;
cos,, (y'x) cos,; (y'y) cos,, (y'2)
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otrzymuje sie skladowe wektora z
2 = (cos (Zx), cos(Zy), cos(z2)).

Obliczone w ten sposéb wspotezynniki wzorow (7) stuzg do transformaciji
wspoélrzednych punktu 4.

W podobny sposdéb wyréwnaé mozna, a nastepnie przetransformowadé
inne punkty weciete z punktéw 1, 2, 3. Z przykladu tego widocznym jest,
ze elementarng siecig przestrzenng jest figura utworzona z czterech punk-
tow 1, 2, 3, 4, z ktorych trzy p{,mkty sg dane, podobnie jak na plaszezyz-
nie (uklad x, y) — tréjkat 1, 2, 3, w ktorym danymi punktami sg punk-
ty 1, 2 zas punkt 3 jest punktem wcinanym.

Sieci przestrzenne nizszego rzedu

Realne korzysci nowej elipsoidy ziemskiej i wspolrzednych sieci sate-
litarnej o diugosci bokéw 2—3 tys. km posiada¢ bedg wtedy praktyczng
wartos¢, jezeli zaistnieje moznos$¢ nawiazania istniejgcej sieci klasycznej
.0 dlugosci bokéw okolo 40 km do otrzymanych wspdtrzednych sieci o dtu-
gosci bokéw 2—3 tys. km. Nie jest to mozliwe przy istniejgcych réznicach
bokéw. Nawigzanie takie bedzie mozliwe w przypadku zaprojektowania
kilku sieci posrednich 2-go, 3-go i dalszych rzedéw. Kazidy rzad nizszy
obliczony by¢ moze w nawiazaniu do rzedu wyzszego za pomocg Wyrow-
nania pojedynczych punktéw lub grup punktéw. Obserwacjami bylyby
wspélrzedne wektoréw jednostkowych (cosinuséw kierunkowych), (rys. 5).
Jako rzad najnizszy przyjgé mozna sie¢ zastepcza, o dtugosci bokéw okotlo
400 km zbudowang z sieci klasycznej o dlugosci bokéw okolo 40 km.
Cosinusy kierunkowe sieci zastepczej obliczy¢ mozna na podstawie znajo-
moscil wspdlrzednych (¢, A, k) sieci klasycznych. O dokladnosei tak uzys-
kanych cosinuséw kierunkowych przekonaé sie mozna na kilku fragmen-
tach sieci, poréwnujgc wyniki uzyskane z oryginalnych pomiaréw (c. 9, s)
z wielkosciami zastepczymi po przeprowadzeniu poprzedniej redukeji
(transformacji) ze wzgledu na rozne elipsoidy i skret ukladéw wspél-
rzednych. Uzycie tak rozumianych spostrzezen zastepczych posiada¢ bedzie
tylko wtedy znaczenie wyrdéwnawcze, jezeli spostrzezenia te uzyte bedg
w sieci, w ktdérej wystepowaé¢ bedg réwniez i réwnania bledéw uzyskane
z bezposrednich obserwacji. Wynika to z faktu, ze zastepcze réwnania
bledéw posiadajg wyraz wolny réwny zeru. Wiaczenie obserwacji zastep-
czych do sieci satelitarnej upewnié moze, ze kolejna czynnos¢, tj. trans-
formacja wspoélrzednych sieci klasycznej (40 km) do sieci satelitarnej
moze by¢ z powodzeniem przeprowadzona.
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TAADYUI KHJIIOCC

YPABHUBAHUE TPUAHTYJAUMOHHON ITPOCTPAHCTBEHHOM
CETU KOCBEHHBIM METOAOM C MCIIOJb30OBAHMEM
U3MEPEHHBIX IVMPEKIVIOHHBIX KOCVMHYCOB U YCJIOBHBIM
METOOOM IMPUHUMMAA USMEPEHHBIE ITIPOCTPAHCTBEHHBIE
YTJIBI

Pezwwme

CnyTHHKCBasl CeTh C JUIHHON CTOPOH OKOJIO TPCX ThICAY KM MOMKET ObITh TOJBKQ
TOTja MpHMEHEHa K ITPAKTHYCCKUM BOMPOCAM, CCAM K HEH yBA3aThL KMAaCCHYECKHE CeTH
C JJIHHOH CTOPOIl OKOJIO 40 KM.

DTO MOMHO BBIMTOJHUTL ¢ MOMOIILIO HECKOJbKUX MOCPEACTBEHHLIX CeTeid, B KOTO-
pBIX HH3NIMM KJAcCCOM OyNeT CIyTHHKOBasf CeTh C MIIHMHOI CTOPOH OKOMO 400 xM. K Ta-
KOl CETH JIeTYe yie HaBA3ATh Pa3iHuibie (PpParMelThl KOHTHHCHTAJNBIBIX CeTed.

CHyTUMROBBIE CETH BTOPOTO H HHBIUHX PSAROB MOTYT ObITh DPa3THYHBIM CHOCOGOM
ypPaBHEHBI ¢ MPHBA3KOH K CETAM BBICIIHX PALOB, OAHAKO CETh C€aMOro HU3IMICTO PAfA
NpefiaraeTcs ypaBHUBATh, OCOOCHHO 3a CY9eT GOJIBIIONG KOJHYCCTBA TYHKTOB, C MO~
MOIIBI0 KOOPAHIIAT €JHHHYHBIX BEKTOPOB TAlTpaBieNnuil ceTH (1anpaBisioluX KOCHIY-
COB), HOTOpBI, YPABHEHB! A CTAHLMH, HYIKIIO CIHTATh KaK HE3aBHCHMBIE NaGTIONEHH:I
VpaBneHus: TONpaBork 6yoerT cocTaBisAThea 1o (opmyie (12) M B OKOHYATENbHOH (GOD-
Me Jis ynoTpebiaeHua o dopmyne (24).

HeuspecTHBIMH B OTUX hopMyrax SBJIAIOTCS KOOPAXNATHL (x, Y, 2) Ha3eMHBIX MyHK-
TOR. MICKIIOUAeTCA HEOOXONHMOCTb BBIYHCJICIHA KOOPAHIIAT BCIOMOTATEJBIbBIX ITYHKTOB
(MCHYCCTBEHHBIX CIIYTHHKOB 3€MJIH).

Ha TePPHTOPHAX [Ae UMEIOTCS KIIACCHYCCKHC CETH CO CTOPOHAMH UOpsdKa 40 KM
npeaIaraeTcss NPUMEHEeHWe ¢ HX TMOMOIIBIO 3aMENSIOIHMX CETCH CaMOro HH3KONO pAfa
(400 ®M).

HarnpaBnsitolmge KOCHITyChl 3aMEISIONINX ceTeil JCTKO BLIYHCIHTD, COOTBETCTBYHO-
LWHUM CIOCOOOM, TOXOJKE K CIIOCO0Y BLIYHCJICHHS 3aMEITIONIHX YIVIOB B KIACCHYECKOIT
TPHANTYJISTIHH.

SaMensiolie HaGMReIHa TTpuMeilensl SyJyT B YPaBHUBAHHWH BMECTe C HENOo-
CPCACTBEHIBIMH HAOIIOMS HUAMH,

CraTbsi M3JIaracl YypaBIHBAHHG HANPaBJAIOIHX KOCHHYCOB I1& CTaHIIHH, BBLIBOS]
‘bopmyar (24) M NpAMep ypaBHHBAIHS JRYX ITYHKTOB.

IIpUBOJUTCS TOMC METOJ YCJOBHBLIX YPABACHHH AJA YIJIOBLIX HaOJIOASHHI BbIYU-
CJEIIBIX 110 MATPaBJSIOIINM KOCHHYyCAM YpaBHCHHBIM Ha craHuud. Merton ycnoBuii
MOMET ObITh MPHUMEHCI MPCAIIVIOIRATCIBHO AJTsI COCTABJACHUS NJaHa HabMIOAeHU# 1py
Pa3BHTHIO CTOPOIDL!I B HPOCTPANCTBEIIOI CCTH, AllaJIoTHYHO K IPHEMY ONpe/e/eHusd
BECOB 151 Pa3BUTHs HCXOAIDLIX CTOPOH 110 H3MEPEHHOMY 6a3HCy B KJIACCHYCCKOH ceTd.

[Ipunoseninie TpUMephl BCTIOJIHEHO [T0 MIIMMBIM HaAIOACHHAM U 1O 3TOH NMPUYUNC
OIM TIPEJICTABIAIT O CyTH feJia BLIYUCIAHTEJIbHBIE CXCMBI, IOTPEOHTENBLCKYIO CYTh
METOJIa, & He TOYHOCTH ypPaBHHUBaHUA HaGMIOACHUMH,



TADEUSZ KLUSS

COMPENSATION OF SPATIAL TRIANGULATION NETWORK BY AN
INTERMEDIATE METHOD ASSUMING MEASURED DIRECTION
COSINES, AND BY A CONDITIONAL METHOD ASSUMING
MEASURED SPATIAL ANGLES

Summary

A satellite network with side lengths of some 3000 km each can only by used
for solving practical problems, when classical networks of some 40 km lengths are
interlinked with them. This can be accomplished by means of a number of inter-
mediate networks in which the satellite network of lowest order has side lengths
of some 400 km each. It then will be easier to tie in with this latter network
fragments of the variegated continental networks. The satellite networks of the
second and of lower orders can be compensated by a variety of methods; however,
it is recommended to compensate the lowest order network, particularly in view
of its larger number of points, by means of the coordinates of the unit vectors
of network directions (the direction cosines) which, compensated at the station,
shall be considered as independent observations. The error equations are arranged
in conformity with the basic formula (12) and in the form in which the formula
is ultimately utilized (24). The unknowns in these equations are the coordinates
(x, y, 2) of the earth surface points; this eliminates the necessity of calculating the
coordinates of the auxiliary points (the artificial Earth satellites). In areas con-
taining classical networks of a side length of some 40 km it is suggested to construct
from them vicarious networks of lowest (400 km) order. The direction cosines of
the vicarious networks are easily calculated in a suitable way, similarly as the
angles of the vicarious networks in the classical triangulation.

In compensating operations, the vicarious observations will be used in com-
bination with direct observations.

In his paper the author indicates, how to compensate direction cosines at
a station, and how to evolve equations (24), and he presents an example of com-
pensating two points. He also presents a conditional method for angular observations
calculated on the basis of direction cosines adjusted at a station. This conditional
method can be applied, when it is intended to prepare a plan of observations for
cumputing a side in a spatial network similarly as for computing a side from
a measured base in the classical network.

The examples given by the author are set up on the basis of fictitious observa-
tions; therefore they rather represent schematic pictures of calculations, that is,
the practical way of applying this method, — not examples of an accurate manner
of compensating observations,
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