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12 Tadeusz Kluss

1. Wstep

Do transformacji tych zaliczamy zamiany wspéirzednych (x,y) do-
wolnego odwzorowania, ukladu i systemu na wspoéirzedne (u, v) innego
odwzorowania ukladu i systemu. Na obszarze Polski posiadamy cztery
rézne odwzorowania, dwadziescia uktadow wspélrzednych, pieé¢ systemow
(Pulkowo, Borowo Gora, Rauenberg, Helmertturm, Hermanskogel) oraz
kilkadziesigt tysiecy punktéw nalezgcych do triangulacji budowanych
w okresie okoto 100 lat. Zamiana tak réznorodnych wspéirzednych na
jednolite wymagala, ze wzgledu na ekonomie i dokladno$é przeliczen
wspéirzednych, nie tylko dokonania korzystnego wyboru sposréd znanych
metod transformacji, lecz rowniez opracowania nowych sposobéw i umow
dotyczgcych szczegolnie dokladnosci wspdirzednych przeliczonych punktow.

Do wzglednie prostych funkcji, ktére réwnoczesnie moglty by roz-
wigza¢ omawiane zagadnienie nalezg konforemne i szeregu potegowego
funkcje 2-go rzedu, jednakze pracochlonnos¢ zwiazana z uzyciem tych
funkcji, ustaleniem identycznosci punktéw lacznych i masowym prze-
liczeniem wspoélrzednych jest zwykle tak duza, ze transformacje te wy-
konujemy zwykle etapami, sprowadzajac najpierw wspodirzedne do tego
samego odwzorowania i ukladu, a nastepnie uzywajac konforemnej funk-
cji liniowej, ktorej wspoélczynniki wyznaczy sie z nadliczbowej ilosel
punktéw lgcznych (metoda Helmerta). Ten sposéb postepowania zwiekszy
wprawdzie pracochlonno$¢ obliczen (sprowadzenie wspélrzednych do tego
samego odwzorowania i ukladu) w stosunku do transformacji przy uzy-
ciu funkeji 2-go rzedu, ktore w wielu wypadkach nie wymagajg jedno-
litoSci odwzorowania i ukladu, réwnoczesnie jednak pozwala ustali¢
identyczno$¢é punktéw lacznych przy pomocy mniej pracochlonnej funk-
cji liniowej, jak rowniez ulatwia transformacje pozostalych punktow
w iloSci, jak wspomniano wyzej, wielu tysiecy punktéw. Metody tej nie
zawsze bedzie mozna uzy¢. Ma to np. miejsce w transformacjach wspol-
rzednych katastralnych w Malopolsce, ktoére nie bedgc odwzorowania
matematycznego nie dajg sie sprowadzi¢ do jednolitego odwzorowania,
jak tez wspolrzednych odwzorowania stereograficznego z powodu praco-
chionnosci przeliczen tych wspélrzednych do jednolitego odwzorowania
i ukladu. W tych przypadkach korzystnem bedzie uzycie funkcji 2-go
rzedu lub tez innych podanych nizej metod.

Nastepnym zagadnieniem zwigzanym z uzyciem metody transfor-
macji jest sbrawa usuniecia odchylek na punktach lgcznych oraz okresle-
nie dokladnosci wspéirzednych otrzymanych po usunieciu tych odchytek.
Pconiewaz Sciste obliczenie bledu dziesigtek tysiecy punktéw nie moze byé
wykonywane ze wzgledu na pracochionnos¢ tych liczen, uzyte beda przy-
blizone wzory otrzymane z poréwnania ze $cistym wzorem uzyskanym
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z wyréwnania poszczegdlnych punktéow w oparciu o spostrzezenia otrzy-
mane ze wspoOlrzednych Helmerta i przyjeciu znanych bledéw tych spo-
strzezen.

Transformacje wykonywane na podstawie punktow lacznych znajdu-
ja zastosowanie nie tylko w przeliczeniu wspélrzednych réznych syste-
mow lecz réwniez w lgczeniu wielu niezaleznie wyrdwnanych grup
sieci triangulacyjnych o wspélnych punktach cze$ci obwodnicy, lub tez
posiadajgcych wspélng sie¢ lgczng wyzszego rzedu wyrdwnang jedno-
licie. Przykladem takiej sieci jest sie¢ wypelniajgca 1gczna z siecig I-go
rzedu. Rozwigzanie tak rozumianej transformacji (fgczenia sieci) jest
utatwione, poniewaz nie zachodzi tu r6znoé¢ odwzorowan, uktadéw i sy-
stemow, nie zachodzg tu réwniez wicksze trudnosci w ustaleniu identycz-
no$ci punktéw lacznych. Tego rodzaju laczenie sieci triangulacyjnych
zastepuje réwnoczesne wyréwnanie, t. zn. jest przybliZonym wyrow-
naniem.

Transformacje na podstawie punktéw lacznych stosowaé réwniez
mozna do lgczenia sieci triangulacyjnych wielkich obszaréw (np. sieci
triangulacyjne przyleglych panstw.). W transformacjach takich uzywac
bedziemy wspbirzednych geograficznych (g, 4) odniesionych do roéznych
systemow.

Proécz tych zagadnien omowione zostang rowniez drobne transformacje
sieci lokalnych (miasta itp.) na bardzo malych obszarach. Réwniez i te
transformacje wymagaja uzycia punktéow lacznych chociaz ich rozwig-
zanie przebiega¢ moze w odmienny niz wyzej naszkicowany sposob.

Ponizej omoéwione zostang tylko takie funkcje, oraz metody, ktére
majg znaczenia w transformacjach wspéirzednych, a mianowicie:

1. Odwzorowanie wiernokgtne o dwoéch punktach lgeznych,

2 " » trzech ’ ’

3. ” rzutowe ’ . " (afinizm)
4. Funkcje odwzorowawcze zlozone z szeregdw potegowych 2-go rzedu.
5. Wzory rozniczkowe uwzgledniajgce skret, zmiane skali i zmiane eli-
psoid,

Transformacje oparte o redukcje skali,

Transformacje i inne metody majgce na celu usuniecie odchylek na
punktach igcznych.

N e

Uzyte wyzej oznaczenia systemu i ukladu wspéirzednych rozumiane
sg nastepujaco: systemem wspéirzednych nazywamy wspolrzedne okre-
Slone przyjeta elipsoidg i punktem wyjscia (np. wspodirzedne (¢, 1) na eli-
psoidzie Bessela o punkcie wyjscia Borowa Goéra, w skrécie: system Boro-
wej Gory), ukladem — wspoélrzedne okreslone rodzajem odwzorowania
na plaszczyznie, ktérej poczgtek wspolrzednych podany jest za pomocs
wspolrzednych geograficznych (pg, 4) W znanym systemie (np. wspét-
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rzedne Gaussa-Kriigera na elipsoidzie Bessela o punkcie wyjsciowym Bo-
rowej Gory, w skrécie — uklad Gaussa-Kriigera w systemie Borowej
Gory). Natomiast ukladem lokalnym nazwiemy uktad, kiérego poczatek
nie jest podany za pomoca wspoéirzednych okredlonego systemu, jest to
réwnoznaczne z brakiem odwzorowania wspélrzednych nalezgcych do
ukladu lokalnego.

Punktami fgcznymi nazwiemy punkty triangulacyjne, o wspotrzednych
okreslonego systemu i ukladu otrzymanych z obliczen triangulacji wyko-
nanych w roznych okresach czasu.

2. Transformacje bez nadliczbowej ilosci punktéw 13cznych

Do transformacji tych nalezg funkcje konforemne 1-go i 2-go rz. oraz
funkcja rzutowa (afinizm).

A. Konforemne transformacje liniowe

Odwzorowanie konforemne wyraza sie funkcjg zmiennej zespolonej:
w = {(2), 1)
gdzie:
w = u -+ iv, z=x + iy.
Funkcje f(2) tak obieramy, azeby byla praktyczna w uzyciu, funkcja
ta moze byt szereg potegowy:
w=f(@)=c tcz+c2>Fec+... 2)

lub tez wielomian interpolacyjny Lagrange’a:

(z — 2)(z — 23) e—z)e—z)

Z; — 25)(2y — 23)7 ! (22 — 21) (22 — 23) :

w=f(Z)=(

(-z)e—z) 3
+(Zs—21)(23-22)w3+”. )

Jezeli funkcja odwzorowawcza jest liniowa:
w=cy+ ¢ 2 (4)
gdzie: Co = Qg + iby, ¢, = ay + by,
to z (4) otrzymamy:
u + = aq, + ib, + (a, + b)) (x + iy),

a stad:
u=ay+ax—by (5)

v=>by+bx+ ay
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Niewiadome ay, by, b; wyznaczymy z czterech réwnan otrzymanych na
podstawie punktéw lgcznych (xy, y1), (Tg, ¥2):
U =ay+ ayx; — by
Uy =by+ by + a,y;
Uy = @y + @ Ty — by Yo
Ve =by + by Xz + a1 Y>
Azeby w praktyce operowa¢ malymi cyframi, oraz oblicza¢ wspolrzedne
pc kolei z danych réznic wspélrzednych wprowadzamy réznice wspo6l-
rzednych, otrzymujac z (5):
u; =y +a(@;—x) — by — ¥iy)
v =0y + blr; — xy) + ay; — yia) (7
gdziei = 1,2, 3 ...... n

(6)

Wspolczynniki wyznacza sie z dwoch punktéw lgcznych o znanych
wspoéirzednych z réwnan (7):
Au dx + Av Ay dv dx — Au Ay
T a0 P ae e ()
gdzie: du, Av, Ax, Ay sg réznicami wspodirzednych.
Jezeli dwa punkty laczne przyjmiemy réwnolegle do osi x, tj. tak azeby
Yy = Y3 oraz x; > *, wtedy odleglosé obu punktéw bedzie:

Arx =25 — Xy = — 8, Ay = Q.
Podstawiajac 4x, Ay do wzoréw na a, b otrzymamy:
Q= — Au T , b= — v - BT (7b)
s s , s s

Geometryczna interpretacja konforemnej funkcji liniowe].
Przyjmujagc we wzorze (4):
W=2¢y+ ¢ 2
na wspéiczynnik c, wartosé:
C = kei“
gdzie k jest stala, e*= (cosa -+ isinw«) otrzymamy:
U — i = ay + by + k(cosa - isin«)(x + iy),
skad po poréwnaniu rzeczywistych i urojonych otrzymamy:
u=qy+ k(xcosa — ysina)
v="b, -+ k(xsina + ycosa) (8)
Podstawiajac @, — k cos a by = k sin « otrzymujemy poprzednie wzory (5).
Wzory (8) wyrazajg zmiany jakie dozna figura ukladu (x, y) na skutek

skretu o kat « zmiany skali o wielkosci k i przesuniecia réwnoleglego
ag, be. Transformacje wykonane tymi wzorami nazywamy transformacja-
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mi podobnymi. Wzory (8) wyprowadzié réwniez mozna w sposéb geome-
tryczny przy pomocy odcinka AB przedstawionego wspélrzednymi (z, y)
i (u, v) obu ukladow.
Odejmujac po obu stronach réwnan (5) x i y otrzymamy w formie
odchylek:
dr=u—x=(a,— 1)x—byy+ a,
dy=v—y=>bx+(a, —1y+b, 9
Przy zmieniajgcych sie wyrazach wolnych (e — dx), (by — dy) réwna-
nia (9) przedstawiajg dwie gromady prostych réwnolegltych na plaszezyz-
nie (x, y) wyrazonej ogblnym wzorem:
z=ax+by+c (10)
Wysokosci dx, dy ponad plaszezyzne poziomg (x, y) okreslaja wiel-
kose przesuniecia jakiego dozna punkt w kierunku osi x lub y na skutek
transformacji. Linie wysokoSci (warstwice) plaszezyzny transformaciji

~(30-A)

Rys. 1

sg liniami réwnych dx, dy. Z réownania (10) mozna obliczyé kat ¢ pod
ktérym biegng warstwice (linie réwnych odchylek), bedzie bowiem:

B
¢ _E_Eﬁ~tg(90—ﬂ)=ctgﬁ_tga,=_a_
BT AT AT T1g(90—a) ctga tgp b

[
Zastepujac wspélczynniki e, b wspoétczynnikami wzoréw (9) otrzy-
mamy:
a; — 1 b,
= . = t S 1
tg (px bl ] g'Py al _ 1 (1 )

Wzory te wyrazaja, prostopadtosé linii réwnych odchylek.
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B. Konforemne transformacje 2-go rzedu

Transformacji tych uzywamy w przypadkach, gdy wsp6irzedne kon-
foremnego odwzorowania sg réznego rodzaju (np. wspoélrzedne Gaussa-
Kriigera i wspolrzedne stereograficzne), lub tez uklady tego samego od-
wzorowania konforemnego sg odlegle (np. wspoélrzedne Gaussa-Krii-
gera w ukladach 4, = 18° i 4, = 19°30"), mogg tez réwnoczesnie zacho-
dzi¢ oba przypadki. Konforemng funkcje 2-go rzedu wyraza wzor [1}]:

w = ¢y + ¢,z + ¢y 2%,

lub we wspotrzednych kartezianskich:

u=a,+a;x—by+ a(x®— y?) — 2by xy

v="by+ a;y + byx+ by~ y)+ 2axy
Niewiadome wspélezynniki tych rownan wyznacza sie z sze$ciu réwnan
o znanych wspolrzednych dla trzech punktéw lgcznych. Prostszem jednak
rozwigzaniem jest uzycie wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a szcze-
gblnie dla przypadku, gdy punkty igczne 1, 2, 3 obierzemy réwnolegle do
osi ukladu x.

Uporzgdkujmy w tym celu pierwszy wyraz wielomianu interpolacyj-
nego Lagrange’a 2-go rzedu:

(12)

(z — 2)(z — 2y)
w—z=dz= - - Az
(21 — 22) (21 — 23) !
(z—29(E—2)
+ S TEE T e 12a
(23 — 2))(z3 — 23) i (122)
wedlug zmiennej z, przeksztalémy go i droga cykliczng wykonajmy prze-
ksztalcenia pozostalych dwoch wyrazow.

Uporzadkowany w/g z pierwszy wyraz:

(z —2)(z — 23).
(22 — 2y) (22 — 23) Az +

z— 2)(z— z Az
A L R LR
Oznaczmy boki tréjkata interpolacyjnego 1, 2, 3 przez sy, s,, $3 oraz azy-
muty bokow «;, ay, o3, witedy otrzymamy z rysunku:
(dla przejrzystosci rysunku wykreslono tylko bok s; tréjkata 1, 2, 3)
2y — 2, = sy el 2y — 23 =Sy el
Oznaczmy wspolrzedne biegunowe punktéw 1, 2, 3 przez:
T ¢15 T2y P25 T3, 3 to:
Zy = rielfy 2y = Ty e’z Z3 = T3 €%,
Wprowadzmy nastepnie oznaczenia:

Ay, Ay, _ Az,

tge, =0 e= Jbo= T
84 Ax, 1" sing cose,

2 Prace Inst. Geodezji i Kartogr., t. XI, z. 1
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to otrzymamy:
AZI = Axl + iAyl = el (COS & + ‘LSln 81) = el e”’ N

po podstawieniu tych wartosci do (13) otrzymamy przeksztatcony pierw-
szy wyraz wielomianu lagrange’a; oznaczmy ten wyraz przez A4, to
bedzie:

e e

= m (1-2 T3 ei((]’:“‘?;) J— (7-2 el ¢: + T3 el ‘Ps) z+ 22)
293

L}
1
i
1 X
[
g 22 2
=~ X
¥
Rys. 2
Oznaczmy nastepnie:
€y

1=

; == g — &y — &
3233’ L4 1 2 3

to otrzymamy:
A= kl To Ty ei(%'*'%‘*’%) _ (kl Ty el (wate2) + kl Ty eN%*’Q’s)) z -+ kl eivi z , (14)

Jezeli podobnie postapimy z wyrazem 2-im i 3-im réwnania (12a) —
przy czym wystarczy tu cykliczna zamiana wskaznikéw — to po upo-
rzgdkowaniu otrzymamy funkcje:

dz=cy+ ¢ z+ ¢, 2? (14a)
o nastepujgcych wspoétezynnikach:
Co = 0y + 1b0 = kl ToTs el (wrtestey) L k2 T3Ty el (wetostey) -+ k3 Ty Ts el wyteitey)
¢ =qa; + 1b1 = — kl To eilyite) kl T3 ei wites) k2 Ty eilpetps) k2 T4 el lwete)
— k3 T eilwste) k3 Ty el (wstes) (15)

Cy = Qg + ?rbg = kl eiw; + kg e“"f + k3 eilps.
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Po poréwnaniu rzeczywistych i urojonych otrzymamy:

k k. k.
Ay =Ty T2 T3 {Tl cos(ypy +¢s +@5) + ,7" cos(wy + g +y) + ;5, cos (py + @ + ‘Pl)}
1 2 3

k, . k, . ks .
by=r1i1y13 {71‘ sin (yy + @2 + ¢5) + T' sin (w2 + @3tp) +- T) sin (w5 + @, + 991)}
1 2 3
ay = — {kj (7'2 cos (yy + @) + rycos (y + ‘P.;)) + ks (7'3 cos (yy + @) +
-+ 1y cos(y, + (Pl)) + ky (7'1 cos (3 + ) + 7y cos (3 + 992))}

by = — \‘k1 (Tz sin (py + pg) + 7ysin(yy + ‘P:z)) + ks ("'3 sin(yy + @) +
A+ 7y sin (wy + ¢0) + Ky (rysin @y + ;) + rosin (py -+ 'PJ))}
a, = k; cosy, + kycosy, + kycosyy
b, = kysiny, + k,siny, + kysiny,

Otrzymane wspolczynniki podstawione do wzoru (l4a) wyrazonego
w formie

u —x=dr=a + ¢ x— by + ay(x® — y*) — 2byxy

oo (16)
v—y=dy =by+ ay+ byx+ by@* - ) + 2a, 2y

rozwigzuja omawiane zagadnienie.

Metode powyzszg dosy¢ ucigzliwag w praktycznym zastosowaniu
upro$ci¢ mozna w sposob nastepujacy [2}:

Transformacje przeprowadza sie w dwoéch cze$ciach. W pierwszej
kolejnosci wykonuje sie konforemna transformacje liniowa na podstawie
dwo6ch punktéow lgeznych, nastepnie wyznacza sie wielko$é¢ odchytki po-
wstale] z tego powodu, ze transformacja przez podobienstwo nie moze
sprowadzi¢ do pokrycia sie z punktem trzecim.

Postepowanie bedzie nastepujgce:

Przyjmijmy transformacje wyrazona zwigzkiem:

w = f(2).

Wykonana transformacja przez podobienstwo uzgodni dwa punkty
lgczne, na punkt 3-ci nie otrzymamy punktu ukladu wtérnego ,,w” lecz
jaki§ punkt 5. Konieczng poprawka bedzie d .

Poniewaz n zalezne jest od funkcji odwzorowawczej, tj.:

1= f1(2)

wiec rowniez bedzie:
dy = f,(2)
Przyczym dy jest zmienng zespolong: dy = v, - iv,.

2%
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Przyjmijmy na funkcje fi(z) wielomian interpolacyjny Lagrange’a. Na
skutek transformacji przez podobienstwo odchytki w punktach 1 i 2
beds:

dny =dn, =0,

odpadng dwa wyrazy pierwsze wzoru Lagrange’a i pozostanie:

(z — 2)(z — 2z9)

dy = -
! (25 — 21) (23 — 2v)

d 73 (17

Celem ulatwienia rozwigzania przenieSmy roéwnolegle poczatek ukla-
du z do punktu o wspéirzednych (rys.):

Xy Xy Y1 T Y2
2 7 2 ?
§
4
Agq
sy 8-32
-0
3
2
$,-3,
Rys. 3

tj. do Srodka odcinka 1, 2. Te nowg plaszczyzne oznaczmy przez { (&, %).
W nowym uktadzie odchytka wyrazi sie wzorem:

=2

d’ N= s PN d ) (18)
! (¢s — 51)(93 — {5) s
w ktéorym wg rys. {; = — ,, stad otrzymuje sie:
d
dy = s @—-2..) 19)

G — 4G — &)
Z rysunku:

- : P . Sy .
C3 — é] = 82 eld‘m; 4‘3 — é'g -— s1 eld‘gz’ Lj‘_l = E_elagl
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Podstawiajgc te wyrazy do (19) otrzymuje sie:

dng ( , S 9 )
_ R = L plens 20
d Y Sy Ss ei(0413+ sg) g 4 € ( )

Przyjmujagc nastepnie na rzedne punktow 1 i 2 5, = = 0 oraz na
odciete & = — & 2% otrzymuje sig:

Sz

$:82 7 45 ayy oy = 180°; ay =0
oi Gt am) = il80° — __ 1; eiZm = 1

Wartosci te podstawione do (20) dadza:

4 s?
dy=duns- p ({2 - ‘I)

Rozdzielajgc rzeczywiste od urojonych i uwzgledniajae, ze

dn = v+ ivy; dng = vy, + iV,
otrzymamy:
4 ; 2 2 i © s?
dy= — 5+ wy;,)(f e i ~*—)
s* 4
4 2 9 4
Vx = — ";é’ Vx, (Sh - )/h) + Vx, + 2 ':Sz vyu E']
4 4 @
UY = - ;ZU.V:( (El - )]2) _*_ 'Uyu - 2 .327 vx:y E’]
zalozmy:
4 4
@x = > Vi ay = & v,,
i podstawmy w réwnanie (21), to otrzymamy ostatecznie:
Vx = Uy, + 2ay & — ax (& — 1)
y <t ] (22)

vy = Uy, — 2a, (& — 1) — 2a: &y,

Odchyltki vy, v,, na punkcie 3-im sg z zalozenia znane i rdwnajg sie
roznicy wspoélrzednych punktu 3-go w obu ukladach, t. zn.:

Vg = Uy — Ty; Vy, = Vg — Ys-
Nadajgc odchytkom v, v, w rownaniu (21) stale wartosci otrzymamy
réwnanie miejsc geometrycznych réwnych zmian wspélirzednych. Row-
nanie to przedstawia gromade n hiperbol o wspélnym punkcie S$rod-
kowym.

Transformacje wykonane wzorami (22) sg praktyczne w uzyciu, jak
mozna sie o tym przekonaé na zalgczonym przykladzie.
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C. Transformacje afiniczne

Ogélne odwzorowanie rzutowe okre§la sie wzorem:

_ux byt — BTty F o
YT g by 17 YT gt byt 1 (23)

Gdy a; = by = 0 otrzymujemy szczegélny wypadek odwzorowania afi-
nicznego:

=qx+byt+c
1 1Y 1 (24)
v:a2x+bgy+c2
lub w formie poprawek:
de=u—x=(,—1)x+by+ ¢
dy=v—y=ayx+ @b —Dy+c (25)
Wzory (25) wyprowadzi¢ réwniez mozna rozpatrujac odwzorowanie do-
wolnej plaszezyzny (x,y) na plaszezyzne (u,v) w sposéb nastepujacy:
Ogoélna zaleznos$¢ odwzorowawcza wyraza Sie wzorem
u=@,y; v=y(x,9);
gdzie ¢ i y sg dowolnymi funkcjami rézniczkowalnymi.
Obierajac w posrodku obszaru plaszezyzny (x,y) punkt xzg, y, tak
azeby

x=1x,+ox, Yy=1y + 0y
otrzymuje sig, jezeli d,, 6, sa dostatecznie male:
2 )
de=u—x = @x, Y + -%%630-%— %tﬁy —(xy + 0x)
] 9 \
dy =v — y = p(xy, Yo) + b%él‘—l— 5%6!4“ (Yo + oY)
Oznaczajac:
) 4
a1=#§, 512%, ¢, = @ (Xg, Yo) — Lo
) 0
‘12__qi b, = = s = (29, Yo) — Yo

T ox’ Sy’
otrzymuje sie:
de=u—x=(@, —1)dx+b,dy + ¢
dy=v—y=a0x+ b, —1)dy+c,
Wzér ten zgadza sie z wzorem (25). Z zalozenia, ze dx, 0y sg mate
wynika, ze odwzorowanie afiniczne jest tym dokiadniejsze im mniejsze
sg boki tréjkata afinicznego.
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Transformacja afiniczna jest okreslona trzema odpowiadajgcymi sobie
punktami obu ukladéow (u,v), (x,y). Znajgc odpowiadajace sobie pary
wspélrzednych oblicza sie z wzoréw (24) niewiadome wspOlczynniki
w sposOb nastepujgcy:

przyjmujac oznaczenia:

A1=a1*1, Blzbl, A2=a2, Bgzbg“‘l
bedzie:
dr=u—x=A,x+Bjy+ec
1 1Y 1 (26)
dy=v—y=4x+By+tec
Dla okreslonego punktu np. punktu 1 bedzie (podobnie dla punktu 2, 3):

dry = Ajx + By + ¢

(27)
dyy =4, 2 + Byy, + ¢,
Odejmujac (27) od (26) otrzymamy:
dr —dx;, = A, (x — x)+ B, (¥ — yy)
podobnie
dx —dxy, = Ay (@ — x) + By (y — ¥2)
dx — dxy = Ay (T — x3) + B, (Y — yy)
oraz odpowiednio:
dx, — dxy = A, (x; — ) + B, (Y — y1)
dxy — dx, = A (x5 — ) + By (Y3 — ¥)
Z ostatniego rownania otrzymamy w formie wyznacznikow:
(dx, — dxy) | (Y — Y1) | (X, — ), (dxy — day)|
_ ' (dxy — dxy) (y; — y2)] _ xs — xz)’ (dxz — dxy)
A, B, =
D D
podobnie otrzymamy:
Ay, — dyy) . (¥ — y1)| (@2 — 1) (2 — )]
— (dys — dys) (ys — ¥s) _ iy — I2), (ys — y):
A2 Bt) — TTTT
D - D
gdzie:
D— e — ) (Y2 — w0 (28)

(x5 — ) (y3 — yz)\
¢; 1 ¢y wyznacza sie z wzoru (26):
g =dry — Ayxy — By, c;=dy — Ay x; — Byy,.

Dla kontroli oblicza sie réwniez ¢, i ¢, z réwnan (26) dla punktow 2 i 3.
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Transformacja graficzna

Jezeli w réownaniu (25) nadamy poprawkom dx, dy state wartosci, to
otrzymane réwnania:
(e —Dx+byy+(c, —dx)=0
ax + (by — 1)+ (c; —dy) = 0
przedstawiajg dwie gromady prostych réwnoleglych réznigcych sie tylko
wyrazami wolnymi. Majac trojkat afiniczny, okreslony punktami 1, 2, 3,
w ktéorym znane sa odchylki dx, dy, wykreslimy proste réwnolegle dzie-
lgc boki tréjkata na rowne czesci ktérych ilo§é wyznaczymy z réznic
dx; — dx,, dx; — dxj, dx, — dx; (podobnie dla ¥y). Eaczac nastepnie

X 2 dx=21cm
|

dx={4cm
dy=19¢cm

Rys. 4

punkty o tej samej odchylce dx i dy otrzymamy proste rownolegte (linie
rownych odchylek). Jezeli wykres wykonano w znanym ukladzie wspol-
rzednych, to mozemy interpolowa¢ poprawki dx, dy dla dowolnie potozo-
nego punktu.

Traktujgc rownanie (25) jako plaszczyzne transformacji — podobnie
jak w metodzie konforemnej — mozna obliczy¢ kat pod ktérym biegng
linie r6wnych odchylek ze wzoru tg ¢ = a :b. Dla transformacji afinicz-
nej bedzie:

a; — 1 a,
tgq)x: 1b1v., ’ tg(p}’:ﬁ—i
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a wiec w tej transformacji linie rownych odchytek sa do siebie nachylone
(w konforemnej transformacji liniowej linie te sa prostopadle). Proste te
zalamuja sie na bokach przyleglych trojkatéw afinicznych. Zatamania
bedg tym mniejsze im wigcej zgadzajg sie w poszczegdlnych tréjkatach
wspotezynniki a, b, c. :

Zalgczony rysunek przedstawia linie réwnych poprawek dla poda-
nych na punktach 1, 2, 3 odchytek dx, dy.

powinowactwia

os

Rys. 5

W geometrycznej interpretacji odwzorowanie afiniczne charaktery-
zuje sie tym, ze miejscem geometrycznym przecigcia sie prostych, na
ktorych lezg odpowiadajgce sobie boki trojkata jest prosta zwana osig
powinowactwa.

Z geometrycznego przedstawienia odczytuje sie nastepujgce cechy
odwzorowania afinicznego:

1. proste odwzorowujg sie jako proste,

2. réwnoleglosé odpowiadajacych sobie prostych obu odwzorowan
zostaje zachowana,

3. stosunek podzialu odcinkéw w obu odwzorowaniach zostaje za-
chowany,

4. stosunek obszaréw plaskich w obu odwzorowaniach jest staly.

Cecha transformacji afinicznej, ktora trzem punktom jednej plasz-
czyzny jednoznacznie podporzadkuje trzy punkty drugiej plaszezyzny
zostanie, jak zobaczymy nizej, wykorzystana do usuniecia odchylek,
ktore pozostawiajg wszystkie transformacje wykonywane na podstawie
nadliczbowej ilofci punktéw 1Igcznych (inny jeszcze sposéb usuniecia
wspomnianych odchylek podaje sie nizej). Znieksztalcenia wywolane
transformacjg afiniczng podaje sie na str. 57.
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3. Transformacje o nadliczbowej ilosci punktéw lacznych

A. Konforemna funkcja liniowa (transformacja Helmerta)

Wyznaczenie niewiadomych wspéteczynnikéw funkeji liniowych i wyz-
szego rzedu przeprowadza si¢ na podstawie wyréwnania. Zgdamy, azeby
niewiadome przyjely takie wartosci, by suma kwadratéw poprawek do
spostrzezen byla minimum. W rozwazanych funkcjach spostrzezeniami
sg wspblrzedne pierwotne (x,y) i wtérne (u, v), niewiadomymi — a,,
bo, a, b...

Oznaczajgc w réwnaniu (9) ¢, — 1 = a; b; = b otrzymamy:

u—x=dx=ar — by + q,

(29)
v—y=dy=bxr+ay+ b,
Stad réwnania btedow:
v,=axr — by + ay— @u — x)
vy=bx+ay+b,—(@w—1y)
Przy nadliczbowej ilosci punktow lgcznych bedzie:
Vy, = @y + ax; — by; — dx,
Vi, = Gy + ax, — by, — dx,
Uy, = Gy + ax3 — by — dxg
vy, = by + ay, + bz, — dy,
vy, = by + ay, + bxy — dy,
vy, = by + ays + bxg — dys
oraz r6wnania normalne:
na, + [x]a — [y]b ~[dx]=0
nb, + [yla + [x]b —[dyl=0 (30)
=1+ [¥°Da — [xda] ~ [ydy]l = 0

(=] + ()b + [ydx] — [xdy] = 0

Celem uproszczenia rachunkéw przesuwamy réwnolegle poczatek
obu ukiladéw do srodka figury utworzonej z punktéw dostosowania

uktadéw. Nowo utworzone wspélrzedne dadzg nam (dla przejrzystosci
zachowuje sie poprzednie oznaczenia wspoirzednych):

[ul=l=[x]l=[yl=0 oraz [dx]=[dy]=0,
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co podstawione do (30) da nam:

nay, = 0

nby = 0
(30a)

(] + [¥*Da — [xdx] — [ydy] = 0

([x?] + D b + [ydx] — [xdy] = 0

skad niewiadome:
ay=by, =10
_ [wdx] + [ydy] _ [wdy] — [ydx] (31)
f+ [y =] + [¥*]

Sredni blad spostrzezenia:

2, 2
my = ]/ Vx + Uy (31a)
2n — k
We wzorze tym oznaczaja:

v, =% —u; v, =¥ — v; wynika to z rébwnan bledow:
v,=agtar—byt+tx—u
gdzie, przy znanych juz niewiadomych ag, a, b wyrazenie:

gy +ax—by+x=1u (31b)
jest wielkoscig obliczong u, stad:
v = U — u; podobnie: v, =V — v;
a wiec v, oraz v, jest roéznicg pomiedzy wielkos$cig obliczong a spostrze-
gang. Dalsze oznaczenia sg: n — iloScig punktéw dostosowania, k — 4
iloscig niewiadomych.

W ukladzie przesunietym do $rodka cigzkosci transformacje przepro-
wadza sie wzorami (29) uzywajac wspolczynnikow a, b obliczonych wg
(31). Chege operowa¢ wspolrzednymi pierwotnymi nalezy najpierw obli-
czyt ag, by dla srodka ciezkosci wg wzorow (29):

Qy = Ugy, — T, — AT+ DYy,

(32)
b() = Vg, ™ Yoo — bx.sr — QY.

a nastepnie, dla przeliczen masowych, postugiwaé¢ sie wzorami (29).

B. Konforemna funkcja 2-go rzedu.

Jezeli dwa konforemne odwzorowania roznig sie cechami (np. odwzo-
rowanie Gaussa-Kriigera i stereograficzne) lub tez uklady wspoéirzed-
nych sa bardzo odlegte, to transformacja Helmerta wykaze tak duze
bledy, ze nie bedzie mozna jej uzyé. W przypadkach takich — o czym
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bedzie mowa nizej — mozna sprowadzi¢ wspélrzedne do tego samego
odwzorowania i ukladu, a nastepnie uzy¢ transformacji Helmerta, lub
tez mozna zastosowa¢ konforemng transformacje 2-go rzedu. Wybér za-
leze¢ bedzie od pracochlonnosci liczen uwarunkowanej zwykle iloscig
masowych przeliczen.
Konforemna funkcja 2-go rz., wzory (12) jest:
de=u—x=ay+a;x—by+ ay(x®* —y? — 2b,xy
dy =v—y="by +a,y + byx + 2a, 2y + by (x — y)
Z rownan tych ukladamy nastepujace réwnania bledow:
Uy, = Qg + @y 2y + by + ap (X7 — y5) — 20y 2 Yy — (uy — )
Vs, = @y + a4 Ty + by + 0y (03 — y3) — 20,2, Yz — (up — )
U, = Qg + @y 25 + bys + ay (ch - yg) — 2by 3 y5 — (uy — x)
............................... (32a)
vy, = by + @,y + by, + a2, Yy — by (] — yi) — (1~ )
Vy, = by + a; Yo + by s + 20525y, — by (aF — ys) — (v, — Ya)
Vy, = by + ay Yy + by + 20, 235 — by (-'rg - y;) — (V3 — ys)
Jezeli wspolrzedne (x, y), (¢, v) odniesiemy do $rodka ciezkosci fi-
gury utworzonej z punktéw lacznych, to z nowych wspélrzednych (a’, y')

otrzymamy réwnania normalne (w réwnaniach normalnych pozostawiano
poprzednie oznaczenia wspoélrzednych (x, y)

na — [2xy] by — [dx] = 0
nb + [x* — y*]by, — [dy] = 0
(2?1 + [y a + (x(@® — 3 + 22y a, — (222 y] + [y (22 — y?))Pb, —

— [xdx] — [ydy] = 0
(2] + [y*D by — (y (@ — )] + [2xyD) ay + (2297] + [z (@ ~ y)]) by +

+ [ydx] — fxdy] = 0
(x* — v*] + Rxy*D a, — [(x* -~ y*) dx] — [2xydy]l = 0
[Qxy)] + [x? — ¥ b, + [2xydax] — [ — y?)dy] =0

W praktyce uklada sie réwnania normalne bezposrednio z liczbo-

wych wartosci rownan bledow. Poniewaz po przejsciu do ukladu srodka
cigzko$ci operowalismy zmienionymi wspoélrzednymi, stad ostateczne,
szukane wspolrzedne (U, v) beds:

u=x’+[Z] + da: v=y +

[v]

n
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gdzie (@, v) — wspolrzedne obliczone (dla punktéw lgcznych wspoélrzedne
obliczone roznig sie od wspélrzednych danych (u, v)),

(z’, y') — wspdlrzedne odniesione do srodka ciezkosci,
[—Z], [%] — wspblrzedne srodka ciezkosci
dx, dy — poprawki obliczone z réwnan (12)

Otrzymane wspoéirzedne (U, U) poréwnane na punktach lgcznych ze

wspolrzednymi danymi (u, v) dadzg odchylki v,, v,, stad:
w40t
=V i

gdzie n — ilo$¢ punktéw lacznych, k = 6 — ilos¢ niewiadomych. W za-
laczonym przykladzie uzyto do transformacji sze$¢ punktéw lacznych
o wspoélrzednych Gaussa-Kriigera odniesionych do dwoch sasiednich po-
tudnikow 3-stopniowych. Wspélrzedne punktéw lgcznych obu ukiladow
(u, v), (x, y) obliczono ze wspoélrzednych geograficznych (¢, 1). Na podsta-
wie 12 rownan bledow przeliczono wspélrzedne i otrzymano nastepujace
odchylki (réznice pomiedzy wspoélrzednymi danymi i obliczonymi):

v, = 0.1 mm v, = 1.5 mm
v, = — 04 vg = — 4.7 |,
vy= 4.1 vy = 1.9
vy= —55 Viy= 3.5
vy = 44 vy, = 07
vg = —4.0 Vp=—239
oraz Sredni blad:
my = + 4.8 mm.

Rozwigzujac omawiany przykiad przy pomocy funkeji liniowe] (trans-
formacji Helmerta) otrzymalibysmy:

my, = 1+ 1.5 m,
a wiec wynik bezwartosciowy.

Oczywistym jest, ze funkcji 2-go rzedu nie bedziemy uzywaé do
transformacji wspélrzednych Gaussa-Kriigera w potudnikach 3-stopnio-
wych, poniewaz posiadamy wygodniejsze wzory tej zamiany. Przyklad
uzyto jedynie ze wzgledu na tatwe sprawdzenie wynikéw.

Natomiast z korzyscic mozemy uzy¢ funkeji 2-go rzedu do zamiany
wspolrzednych sterevgraficznych na wspoélrzedne Gaussa-Kriigera, szcze-
golnie z tego powodu, ze oba odwzorowania sg konforemne,

Bezposrednia transformacja wspéirzednych stereograficznych na
wspoélrzede Gaussa-Kriigera bylaby bardzo pracochlonng. Uzycie funkeji
2-go rzedu przy uzyciu tylko trzech punktow lgcznych (wzory (22)),
czy tez przy nadliczbowej ilosci punktéw tacznych jest o wiele ekono-
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miczniejsze. W ogoélnosci, nalezy przyjg¢ zasade, ze konforemng funkcje
2-go rzedu uzywa sie do transformacji wspoéirzednych konforemnych.
Niekonforemne wspodlrzedne, np. Soldnera nalezy najpierw zamienié na
wspolrzedne Gaussa-Kriigera, uwzgledniajgc poprawke y3 : 672 do rzed-
nych y, a nastepnie dopiero transformowaé je na wspdlrzedne Gaussa-
-Kriigera.

C. Transformacje niekonforemne (szereg potegowy 2-go rzedu)

W szczegblnych wypadkach, gdy wspoélrzedne sa nieznanego lub nie
matematycznego odwzorowania, korzystamy z szeregu potegowego 2-go
rzedu:

u=1x+ x, + ax + by + cxy + da? + ey®
v=1y + y, + Ax + By + Cxy + Dx*® + Ey? (34)
stagd réwnania bledow:
v, =2y + ax + by + cxy + dx® + ey® — (u — x)
vy =1y, + Ax + By + Cxy + Dx*> + Ey* — (v — ) (34a)

Obliczenie niewiadomych a, b, c, ... 4, B, C, ... przeprowadza sig tak jak
w transformacji konforemnej 2-go rzedu z tg roéznicg, ze réwnania nor-
malne uklada si¢ oddzielnie z réwnan bledéw v, i v,. Transformacji tej
uzyto do zamiany wspoirzednych katastralnych w Malopolsce na wspét-
rzedne Gaussa-Kriligera. Wspoirzedne katastralne charakteryzujg sie
tym, ze obliczone z nich boki zgodne sg w przyblizeniu z bezposrednio
pomierzonymi w terenie. Transformacje te wykonano na obszarze ok.
30 na 60 km przy uzyciu 11 punktéw lgcznych. Wyniki tej transformacji
wyrazone w odchylkach przedstawiajg sie nastepujgco:

Vx vy Uy vy

—111lm —033m. —017m - 0.88m

0.33 — 0.65 —0.31 —0.11
—0.89 0.26 0.30 —065 my=*09m
0.21 — 0.52 1.37 0.20 M., =092= % 1.3
0.38 0.33 0.42 1.06
— 0.55 —0.14

Dla przecietnej diugosci boku s == 15 km (przecigtna odleglos¢ punktéw
lacznych tworzacych szereg przyleglych tréjkatéw) otrzymuje sie przy-
blizony blad wzgledny:

1.3 1

™= 15000 ~ 12000
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Wigksze ponad 1:20000 dokladnosci transformacji wspoélrzednych ka-
tastralnych na wspoélrzedne Gaussa-Kriigera — jak wykazuje praktyka —
nie s3 mozliwe do osiggniecia.

Transformacja Helmerta zastosowana do wspoéirzednych katastral-
nych i Gaussa-Kriigera w poblizu potudnika 21° i 24° da réwniez male
odchylki z nastepujacej prostej przyczyny: figury utworzone ze wspédt-
rzednych obu odwzorowan sg podobne do figury terenu — jedna, jak
wyzej wspomniano poniewaz nalezy do ukladu katastralnego, druga
(Gaussa-Kriigera), poniewaz znajduje sie w poblizu potudnika poczatko-
wego. Im dalej od poludnikéw poczgtkowych tym niezgodnosci beda
wieksze, w tym przypadku tylko funkcja 2-go rzedu rozwiazuje zagadnie-
nie.

4. Transformacje wspélrzednych geograficznych

A. Wzory rézniczkowe

Podane funkeje liniowe 1 drugiego rzedu uzywaé¢ mozna do transfor-
macji wspélrzednych prostokatnych na wzglednie matych obszarach. Na
obszarach wielu setek tysiecy km? przeprowadzamy transformacje we
wspoélrzednych geograficznych, na elipsoidzie, na podstawie skretu, zmia-
ny skali i przesuniecia. Jezeli mamy do czynienia z rozmaitymi elipsoida-
mi, to dochodzi jeszcze zmiana osi 1 splaszczenie elipsoidy. Metode te za-
stosowano na obszarze Polski do transformacji wspdlrzednych geogra-
ficznych danych w roznych systemach (Helmertturm, Rauenberg, Her-
manskogel) na wspoélrzedne geograficzne w systemie Borowej Gory.
Przetransformowane wspolrzedne 1-go rzedu staly sie podstawa (punkta-
mi lgcznymi) do nastepnych transformacji wspélrzednych prostokatnych,
sieci nizszego rzedu, okolo 30 000 punktow.

Zasadnicze wzory roézniczkowe linii geodezyjej podat Helmert [3].
Uzycie tych wzoréw jest jednak bardzo pracochlonne. O wiele wygodniej-
sze s3 szeregi potegowe podane przez W. Hristowa [4].

-3 da
do=de,+ l— o t, (2 + n)d e, + (dp — —(T) + COS2(p0(2 —t,+ i+

7 1 1 15 3 1
+—2—t§7;§ ~?t317§ —-an—-gf 2 73 +~2~t§ng+§—t[‘jng>da]4’(p+

1 3 3 da
=+ [— o cos ¢, (1 + 72 dAO] 1+ [— 95 (2 — 2y d @, — 2% ty 1 (dp — )

a

— —23; cos> Pyt (2 — 3173 + 2t2 nﬁ)da

. 3
Ap* + l[ 252 cos @, t, 77(2) dAO] Apl +



32 Tadeusz Kluss

O 1 1 d
+ l~ 96 cos® @y (1 + 12 + 72 d g, — 2—@0032 @t (1 + 92 (dp - ,a?,) +

1 1 1 ‘ " 1
+ QECOS‘“poto (tﬁ + '2_1;(2)773 + *2‘1331]3)(105{ 12 4 [__ g_ cos? % (dp . f_ig) +

1 o 1 ;
+ 368 cost p, (1 + 4t2 — th)doc] Ap 1? + [6:)? cos® (1 + t2) dAo] I3 (35a)

di=di, +lQCO — (1 — 92+ 9} dA, Id(p—l—[~—t (1 — 72+ 4 dg, +

da 1 1 3 3
+ (dp— T) - cosz%(tg_ SR S R et — St —

1 11 1 1

- ?tg 770) dcx]l - [E €0S @, o (l - _2—173) dAo] A+ [Ei (1 e
da 1 3

~t, (1 — 7} (dp — E) Y cos® ¢, t, (t2 S tn+

— 2t§ 173) dgyo 5

1
e

1 1 .
+ -i-tgng)da] dpl + [~ 352 €05 7oty Ay }z + [ (L 3ida ]Aqf‘ 4

3¢ ’cos

1 1 day 1
+ [53- G Fde 552+ 38 (dp - ;) — 57 COSt @ 28] + 36) da] Ap?L+

1 1
+ [~ 2?,;cos%(l + tﬁ)dAo]qul2 + [— Egz—cosquoto(l + ) de, —

1
— 60 —5costgt (dp — d—) + )cos" o b do | 1B (35b)

Oznaczenia:
dp = ¢ — ¢, di =} — 1 — roznice wspéirzednych obu systemoéw,
@0, Lo — punkt glowny (przyjete wspolrzedne w poblizu srodka obsza-
ru),
Ap = o — @;
l = 1p — 4;— roznice wspoélrzednych pomiedzy punktem biezagcym
a gléwnym,
dpo, diy — przesuniecia w punkcie gtéwnym,
dp = Esi, dAy — zmiana skali i skret,

da . . .
~—, da — zmiana osi i splaszczanie,

to =1tg @, 710 = €’ Cos py.
We wzorach (35) poprawki de i di sg funkcja Ag, | oraz wspoélczynnikow,

w ktorych nieznane sg dgg, diy, dp, d4, (d—;~, dx sa znane z elementow
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elipsoid |. Niewiadome oblicza sie porzadkujgc wzory (35) wedlug tych nie-

wiadomych i wyznaczajac nastepnie z nadliczbowej ilosci spostrzezen
szukane wielkosci.

Uporzadkowane réownania przedstawiaja sie nastepujgco:
dg =[1—@Q)A; -~ 3) A4¢ — (6)*]dy o + [dp — (4) d¢® — (1)1 — (8) A 1?]dp +
@14+ B) Ay L+ (P]dA, + [— dg — (23) dy® + (24) I -+ (25) Ay lf]%l—-'r
+ [@26) dy — (27) Adg® + (28) 12 + (29 A D] d « . . . (36a)
di=diy, -+ [(12)1 -+ (14) Al + (18) d¢*1 — 21) B d ¢y + [1 - (15) A 1 +
+(19) dg21 — (22) Bl dp + [(11) Ag + (13) dg? — (16)1? + (17) dg® —
da
S
a

= [(33)1 4 (34) Iy 1 — (35) Ag2 1 + (36) 18] d.ax . .. (36D)

—(20) tg 121dA, + [— L — (30) Ay L — (31) Agp? 1 + (32) 13]

lub w formie uproszczonej:

dg =¢q¢ —q¢'=dgy,+A l¢g+Bl+Cdy>-DA¢l+EF " Fds 12+ GP ...

(35A)
=i — 7' =diyg+ A dg =~ Bil+ Cydy? +Ddy 1+ E B+ F Ag3 +
FGy APl 4+ Hy Ap B I 1P (35B)

oraz
dg=q — ¢ =A'dg, - Bdp + C'dA, | D' ‘i“ - E'da (36A)

di=171— " =diy+ Ajdy, + Bidp + CydA, + D; fi“ 4+ E;da  (36B)

Z wzorow (36A, B) otrzymuje sie réwnania bledow:

'Uq, - A' d Do -+ BI dp -+ C1 dA(, - L]

; , , y 317
v, =d/i -+ Aldg,+Bdp+ C/dA + L, (37)
gdzie:
, Jda o, . ,da |,
L=—(—¢)+D a + E'd~, LZ=~(/L—--/J)-J;~D1a + E d«

Wyznaczone z rownan (36A, B) niewiadome podstawione do wspoélczynni-
koéw rownan (35a, b) wyrazg te wspdlczynniki w wartosciach liczbowych
A, B,C, .G, A, By, C; ... G; w formie réwnan (35A, B). Te ostatnie row-
nania stuzg do masowych przeliczen wspotrzednych jednego systemu na
system drugi.

3 Prace Inst. Geodezji i Kartogr., t. XI, z. I
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Wspodlezynniki réwnan (36a, b):
3 cos ¢ 3
W=t —), @=="0+5, ©=5; 6

3

4) = 5 t,2, () = 5 €OS @ t, %, () = cOS o (L + 2+ 72
1 2 2 2
(1) = 5, 08" @, t,(L+ ), @)= 55 cos’q, (9= 5cosep
= 1 =g (12)=t~°<1—'2+ )
QCOS(/IO }70 3 Q )70 ?70 ’

1 1 1
_—— . — T2 _ 2 __ 2 __ 2 2
(13) = o g T (1 5 ,70), (14) = 5 L+ — 7t — 265,

ot 1 ,
(15) = 0 a )/0)’ (16) = 292 SN g, 17 = 3 3('_'0 ( + 3t ),
— t0 42 il 2 . ﬁ_l,,* ,
19 =%+, 19 =550+, =g,

1 1
(21) = %‘0*3 to, (22) Y sm2 Po-

<

Podobnie zestawia sie z réwnan (35a, b) wspolczynniki od 23 do 35 przy
da

—ida.
a

Wzory rézniczkowe W. Hristowa podajg procz réwnan (36A, B) row-
niez i rOwnania na réznice azymutow:

dA = A — A'= Ayd g, + Bydp + CydA, + ... (36¢)

W przypadkach, gdy punkty %aczne transformowanego obszaru sg
jednostronnie rozmieszezone (punkty 1, 2, 3), mozemy wprowadzi¢ row-
nanie azymutalne (36¢c) jako lgczne, wraz z réwnaniami (36A, B), wyko-

1 4

Rys. 6

nujac w punkcie 4 pomiary astronomiczne (A4¢, 1%). Otrzymany stad azy-
mut Laplace’a
A =A% — (M — Dsing, (38)
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rowny bedzie azymutowi A w systemie (¢, 1), jezeli znane bedag wspol-
rzedne (@, 1) punktu 4. Wspoélrzedne te otrzymaé¢ mozna z przenoszenia
wspélrzednych punktéw 1, 2 systemu (¢, 4) do punktu 4 przy pomocy
katow obliczonych ze wspéirzednych systemu (¢, 1) zamiast ze wspol-
rzednych systemu (¢, 4). Powstale stad roznice sg dla omawianego za-
gadnienia zaniedbywalne. Rozwigzanie takie wzmacnia konstrukcje punk-
tow lgcznych (azymutdéw moze by¢ i wiecej), tj. umieszcza transformowa-
ny obszar wewnatrz punktéw lgcznych. Rozumie sig, ze w omawianym
przykiadzie azymuty Laplace’a nalezy projektowa¢ w odleglosci nie mniej-
szych, niz obowigzuje to w wyréwnaniu sieci triangulacyjnych.

B. Transformacja afiniczna wspélréednych geograficznych

Na mniejszych obszarach nie uzywamy poprzedniej metody z powodu
pracochtonnosci obliczen wspéiczynnikéw lecz transformacje afiniczna,
tj. ptaska zamiast na elipsoidzie. O mozliwosci stosowania tej metody
podaja wyniki badan [5], ktore przedstawiajg sie nastepujaco: Poprawki
wspbirzednych geograficznych transformowanego punktu moga by¢ trak-
towane jako funkcje liniowe tych wspéirzednych w zalozeniu, ze po-
prawki te nie przekraczajg * 3", wydluzenie i skret spelniajg warunki:

dl? << 0.000 01, —(—? < 0.000 01, obszar transformacji zawarty jest w gra-

nicach, dla obszaru Polski, 49° < ¢ << 55°, wreszcie, jezeli bledy okresle-
nia wspélrzednych geograficznych nie przekraczajace dla szerokosci 0.0044
(0.13 m) oraz dla dlugosci 0.0043 (0.08 m) moga by¢ uwazane za zanie-
dbywalne.

Wyznaczenie wspélczynnikow wzorow afinicznych na podstawie nad-
liczbowej ilo$ci punktow lacznych przeprowadza sie w sposéb nastepu-
jacy: analogicznie do wzoréw (35A) bedzie:

Pr=¢i— @ =agtblite; g=Ak—lh=Agp+Bl+C

(39)
P, =P, Aq/':a(p;erl,-i-c' qHZZ —l'ZA(;{)'-{—Bl'-i-C
r A
Z] = U +b[“ c; -[%l ["’] +B[ 1. ¢ (40)

odejmujac Srednig (40) od poszczegdlnych réwnan otrzymuje sie:

b = [p] =a ((P, [(p']) +b ('11 [j;]) ’ 9 — [SL] =A (‘P; - [_(Z’]) + B (Ai - [i;‘])

n
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przyjmujac oznaczenia:

p,=p, [E], q,=q,—[z]; @i:?ﬁ:_'[}{”: I,=lj~%]
bedzie:
Dy =a®; + bi; g =Ag, + Bi
..................... 41)
Pr=a§, bl  q,=Ag,+ Bj,

Zadajac, by suma kwadratéw poprawek p i g byta minimum otrzymuje sie
réwnania bledéw, normalne oraz niewiadome wspédtezynniki a, b, c, A,
B, C:

U1:a¢51+b11—51, '01:14‘751‘}“32‘1_%
...................... (41a)

stad réwnania normalne:

alggl = bl@d - [@pl=0; Alpgl+ Bl —[pd=0
algll+ b —[Apl=0;  Alpil+ BIM —[igl=0

Niewiadome ¢ oraz C wyznacza sie z réwnan (40). Do przeliczen maso~
wych uzywa sie wzoréw

p=¢ +a¢ +bl +c

(41c)
=+ Ay +B¥+C

5. Rownoczesna transformacja wspélrzednych

Dotychezas przyjmowaliSmy, ze transformacje przeprowadzamy po-
miedzy wspodirzednymi dwach sieci. Ustalenie wzoréw transformacyjnych
polegalo na obliczeniu wspdlczynnikéw na podstawie punktéw lgcznych
tych sieci. Zdarza sie jednak, ze wiecej niz dwie sieci stykajg sie i zacho-
dzi potrzeba ujednolicenia wsp6irzednych kilku sieci. Przyjmijmy, ze
wspolrzedne sieci réznia sie tylko skretem, skalg i przesunieciem. Jako
przyktad przyjmijmy trzy sieci i, k, s, z ktorych sie¢ s jest stata. Sieci
te posiadajg punkty laczne pomiedzy sieciami (i, k), (i, s), (k, s).

Transformacje mozemy przeprowadzi¢ metodg kolejnych przyblizen,
lub réwnoczesnie.
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Przyjmijmy na wyniki réwnoczesnej transformacji sieci ,,i” oraz sieci
,k” wspolrzedne obliczone (x;, ;) oraz (X, ¥i). Wyniki te beda rézne.
Przyjmijmy na wartosci wyréwnanych wspoélrzednych:

_ Tt
2
oraz x =, + v¥; x=2x, + v}
stad:
_ x,+ - x T
v =g __xi:_'*z,_*k,..__rl:..zik . 21
. _ x;+ x - x; Ty
V=& — X = Ty — X 5 T g
Rys. 7
odejmujac otrzymamy:
vo=Uf V= - X, (42)

podobnie dla y:
vy:vi:_v;'\‘:yi«yk’
gdzie wspdlrzednymi sg wg zalozenia wspédlrzedne obliczone:

r=x b a) 4 e, - by Y=y b b+,

T = X+ ol + 42— by Y= Y+ b b3y 4y, “
Podstawiajgc (43) do (42) otrzymamy réwnania bledow:
v=X —x =a) —a)+ax, —ax, —by by +(x—x)
podobnie dla y: (44)

vy:yi_yk = by — b£+aiyi_akyk+bixi_bkxk+(yi =Y
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Jezeli jedna z sieci, np. sie¢ s jest siecig stalg, to réwnanie bledéw
sieci (i, s) podobnie sieci (k, s) beda:

v, =a+ax, — by, + (x, —x)

X

Uyzb?+ bixi+aiyi+(yi—ys)

(45)

Ponizsza, schematyczna tablica podaje réwnania btedéw sieci i, k, s

| | ‘ ‘
0 o 0 0 |
| | b; be | e | oa ! b | b | L
| i |
vy l 1 = | x; J X | = ! Y (x; = xp)
I i
ik i !
7y § o I T B T B "R C TR /¥
| —] ] ———
v ! 1 1 }
x i xi ! "y,' (x,‘ - Xs)
|
is ; ‘
‘Uy ' 1 | y,‘ xi (y, - ys)
I Jdo L | . : _
|
ks i
Uy 1 ! X, —Y (xk xs)
ks } : ‘ :
Uy ‘ i i 1 Vi I ‘ Xp (yk ys)

Wyréwnanie powyzsze, w praktyce dosyé ucigzliwe, zastgpié mozna tran-
sformacjg kolejnych przyblizen o nastepujgcej kolejnosci postepowania.
Uwazajgc sie¢ ,,s” za stalg dostosowuje sie sieé ,,i” do sieci ,,s”” oraz siec¢

”

,,k” do sieci ,,s”.

Wspbirzednymi 1-go przyblizenia bedg s$rednie wspéirzedne styku
sieci ,,i, k”. Nastepnie dostosowuje sie sie¢ ,,i"” do sieci ,,8”’ oraz otrzy-
manych wspo6irzednych 1-go przyblizenia ,,i, k”, stad obliczy sie wsp6i-
rzedne 2-go przyblizenia ,,i, k.

W podobny sposob postapi¢ mozna ponownie. Zgodnosé kolejnych
$rednich na styku ,,i, k” informowaé¢ bedzie o potrzebie dalszych przybli-
zen. Jak niejednokrotnie podkreslano omawiane transformacje odnosza
sie przede wszystkim do sieci o duzych dokladno$ciach (np. sieci wypel-
niajace i sieci I-go rzedu), ot6z takie sieci wymagajg zwykle uzycia dwoch
przyblizen.

Transformacje sieci o malej ilosei punktéw lgcznych, sieci niesyme-
trycznych i matej dokladno$ci nie moga daé¢ poprawnych wynikéw,
a przedstawione metody nalezy stosowaé tylko analogicznie.
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6. Usuniecie odchylek powstalych na punktach lacznych po wykonaniu
dostosowania przeprowadzonego na podstawie nadliczbowej ilosci punktéow
lacznych

W og6lnosci, transformacje stosuje sie do dwdch obliczonych z nieza-
leznych wyréwnan sieci triangulacyjnych o wspélnych punktach tgcznych
oraz wspdlrzednych tego samego odwzorowania i ukladu. Jezeli wspol-
rzedne obu sieci nie sg tego samego odwzorowania i ukladu, nalezy naj-
pierw przeprowadzi¢ jednolitosé odwzorowan i ukladéw a nastepnie wy-
konaé¢ transformacje. Odchylki, ktore pozostawia transformacja przypi-
suje sie bledom pomiaréw i wyréwnan sieci.

Poniewaz ze wzgledéw formalnych obowigzuja wspoélrzedne ,kata-
logowe”, a nie wspoélrzedne otrzymane z dostosowania, stagd nalezy usta-
lié sposob postepowania celem usuniecia odchylek, tj. przejScia ze wspoi-
rzednych otrzymanych z dostosowania do wspdlrzednych katalogowych.
Sposobem tym moze byé metoda wyréwnania wspéirzednych otrzymanych
z dostosowania, lub transformacja afiniczna.

Wyréwnanie wspdirzednych Helmertowskich

W metodzie tej [6] zadamy, azeby suma kwadratéw poprawek kierun-
kow lgczacych punkt o wspoélrzednych Helmertowskich z punktem na-
wigzania (lagcznym) wraz z sumg kwadratéw poprawek dlugosci laczacych
ten punkt z punktami nawigzania — byla minimum:

di dl

[dk - dk] + [vl 7 ] = minim. (46)

Znane rownania bledéw dla kierunkéw i diugosci sa:

dki bad B'dx - Axdy - Bigi + Aihi

dl 47
T A;dx — B;dy + 4;9; + Bih;

gdzie dx, dy sa szukanymi poprawkami wspo6irzednych Helmertowskich,

g, h znanymi poprawkami (odchytkami) na punktach lgcznych;

cosk; __ sink;
i = L B; = 7‘

Z roéwnan normalnych otrzymuje sie niewiadome:

A

_ g1 (AT + BY) + g5 (A + B) + ...
A+ B+ A5+ B+ ..

dy T —
Al+B +A+B +...

dx
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przy czym okazuje sie, ze A? + BZ = —112—, stad niewiadome przedstawiajg

sig prostym wzorem:

[pg] [ph]
dx = — y d == —0 y 48
el Y=l 9
. __ Const. .. . . . . . .
gdzie p = - Odleglosci, a raczej wagi, otrzymuje sie bezposrednio
ze szkicu sieci, odezytujae je z podziatki funkeyjnej funkeji Const. Stad

12
ostateczne (katalogowe) wspoéirzedne s3:
u = 4 + dx, v="7+dy (49)

Przy wyprowadzeniu wzoréw (47) i (48) nie stawiano zadnych warunkéw
co do odchylek g i h, zadano jedynie spelnienia warunku (46)-go. Po-
niewaz, jak z wyprowadzenia wypadlo, odchylki g i h znalazly sie we
wzorach (47) i (48) oraz, odchylki te mozemy obliczyé w podwdjny spo-
sob: jako roéznice pomiedzy wspéirzednymi pierwotnymi (x, y) a wspol-
rzednymi wtornymi (katalogowymi) (u, v) lub jako réznice pomiedzy
(x, y) a wspélrzednymi Helmertowskimi (@,?), to nalezy zastanowié sie
ktoére z tych odchylek nalezy uzy¢ do wzoréw (48). Poniewaz wystepu-
jace w rownaniach bledow (47) wyrazy wolne sg funkcjg odchytek g, h,
a od wielkosci wyrazéw wolnych (spostrzezen) zaleza wyniki wyrownania,
stad wniosek, ze odchylki g, h nalezy obliczaé ze wspoétrzednych Helmer-
towskich, ktore daja jak najmniejsze odchylki na punktach !gcznych.
Jeszcze mniejsze odchylki na punktach tgcznych otrzymaé mozna uzy-
wajac zamiast konforemnej funkcji liniowej, funkcje drugiego rzedu. Do-
kladnosci wspoétrzednych otrzymanych w zaleznosci od poprzedniego uzy-
cia funkcji 1-go, czy tez 2-go rzedu omoéwione zostang w koncowym roz-
dziale.

Drugim sposobem usuniecia odchytek jest uzycie funkcji afinicznej.
Roéowniez i w tym przypadku nalezy sprowadzi¢ do minimum odchylki
na punktach 1gcznych za pomocg dostosowania. Dokladno$ci wspéirzed-
nych otrzymanych po usunieciu odchylek przy uzyciu obu metod podaje
sie w koncowym rozdziale.

7. Transformacje wspolrzednych réznych odwzorowan ukladow i systemow

A. Transformacje wspéblrzednych lokalnych ma uklad Gaussa-Kriigera

Rozpatrywany uklad lokalny obejmuje male obszary, a tym samym
charakteryzuje sie brakiem znieksztatcen. Dlugosci obliczone ze wspol-
rzednych ukladu lokalnego sg rowne dlugosciom w terenie. Transformacje
tych wspétrzednych na uklad Gaussa-Kriigera przeprowadza sie w dwoch
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etapach. W pierwszym etapie przeprowadza sie transformacje przez podo-
bieAstwo (wydluzenie, skret i przesuniecie) na podstawie dwoch punktéw
lacznych A4, B, i A’, B’ obu ukladéw. Na skutek tej transformacji kazdy
punkt biezacy P otrzyma w ukladzie Gaussa-Kriigera wspéirzedne tym-

X u
| ukiad lokalny | ukltad Gaussa-Krugera

B
B

——Y oV
Rys. 8

czasowe (rys. 8.) Punkty P, A, B ukladu lokalnego utworza na plaszczyz-
nie Gaussa-Kriigera figure P, 4, B’ podobna do figury P, 4, B ukladu
lokalnego, figura ta bedzie rézng od figury odpowiednich punktow P’, A,
B’ ukladu Gaussa-Kriigera.

W drugim etapie poprawiamy wspdlrzedne tymczasowe punktu P
tak, azeby punkt P zidentyfikowal sie z punktem P’. Jak widzimy po-
stepowanie to jest podobne do przedstawionego na str. 17 odwzorowania
konforemnego 2-go rzedu, jednakze wykonanie przeprowadzono na zu-
pelnie innej drodze [7].

Etap 1.

Transformacje przez podobienstwo przeprowadza sie przy pomocy
przyrostow wspotrzednych wg wzoréw (7), (7a):

Au=adx —bAdy
Av=ady+bdx

gdzie
Audx -+ Avdy

== — , b

_dvdax—dudy
Ax? 4 Ay? o

Ax®+ Ay?

Etap 2.
Oznaczajac dlugosci ukiadu lokalnego przez PA, ukladu Gaussa-Krii-
gera przez P'A’ oraz dlugosci odwzorowane w pierwszym etapie przez
PA otrzymamy na podstawie geometrycznego podobienstwa figur:
(R L !
AL PB = PB A'B

PA = PA-
PA pp AB

(50)
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Ze wzoru na skale w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera:

vyt yy, )
67®

dG.—Kr. - d (1 +
otrzymamy:

v+ +o,v
A/ /o A B Aﬁ)
B AB(1+ e

Podstawiajagc w (50) otrzymamy:

PA :PA(1+ va v +UAU”)
672

PB:PB(1+ Ua +U%+v”v”)-
612

Dlugosci w ukladzie Gaussa-Kriigera s3:

2 2 .
vyt 0+, UP)

P A =PA(1+ s ;P B’=PB(1+»-—~~

stad poprawka:

% 0 0,0 = )+ +v,v)
6r>

fpua=P A —PA=PA

po przeksztalceniach otrzymamy:

PA
pr = ‘6’%2' ('Up - 'UB) (UA + Vg + ’UP)

PB (51)

frg = 62 (vp —va) (V4 + vy + vp)

Otrzymane wielkosci sg poprawkami do dlugosei tymczasowych celem
przejscia na dlugosci Gaussa-Kriligera. Azeby przej§é z poprawek diu-
goscl na poprawki wspéirzednych w plaszczyznie Gaussa-Kriigera nalezy
obliczy¢ rézniczki zupelne wielkosci:
PA = ]/(uA —up)f® + vy — vp)f (52)

Po obliczeniu rézniczek zupelnych i przeksztalceniach otrzymuje sie
nastepujace poprawki do wspétrzednych:
Do

672

u—u =du= (Aupg Avp, + Adup, Avpg)

(53)

(%
v — 'D, =dv = 9 (/| Vpa | Vpp — A Upy A upB)

67

gdzie (u, v) — wspdirzedne ostateczne, (u', v’) — wspoélrzedne otrzymane
z 1-go etapu, Yv=v,+ vy +vp, Aupg=uy—up, Avpg=7v4—Vp.
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Wzory transformacji odwrotnej, tj. z uktadu Gaussa-Kriigera na uklad
lokalny wyprowadza sie w sposéb podobny.

Wzory na transformacje przez podobienstwo pozostajg te same, nato-
miast we wzorach na du, dv zmieni sie znak z powodu odwrécenia skal,
bedzie:

X
du = 6t (—Aupgdvpg — Aupp Avpy)
_ 2w
6

*’;2 - (A Up»4 Y| Upp — A Vpy A UPB)

(54)
dv

Zagadnienie powyzsze rozwigza¢ réwniez mozna w sposoéb podany nizej
w p. B szczegodlnie w tym przypadku, gdy ma sie¢ do czynienia z masowy-
mi przeliczeniami setek punktéw i wieloma punktami acznymi, ktérych
identycznosé, jak niejednokrotnie podkreslano powinna byé¢ w kazdej
transformacji w odpowiednim etapie pracy zbadana.

B. Transformacje wspdtrzednych réinych odwzorowan,
ukladéw i systemow

Do zagadnienia tego nalezy poprzedni oraz, wigcej skomplikowany,
nastepujacy przykltad: przetransformowaé¢ wspoéirzedne Soldnera systemu
Rauenberg na wspélrzedne Gaussa-Kriigera systemu Putkowo. Rozwig-
zanie przeprowadzi¢ mozna przy uzyciu funkcji 1-go lub 2-go rzedu.

Transformacja Helmerta

a) Sprowadzenie wspdirzednych Soldnera do odwzorowania Gaussa-
-Kriigera przez dodanie do rzednej Soldnera poprawki y?:6N? (odciete
pozostaja bez zmiany).

b) Przeliczenie otrzymanych wspoélrzednych uktadu Gaussa-Kriigera
systemu Rauenberg, np. £ = 19°10" do ukladu wtornego np. 1 = 18° syste-
mu Putkowo. Po wykonaniu tych czynno$ci wspéirzedne pierwotne i wtér-
ne beda tego samego odwzorowania i uktadu w systemie Rauenberg, po-
zostanie jedynie réznica systemoéw powodujaca skret, zmiane skali i prze-
suniecie, ktérg usuwa transformacja Helmerta pozostawiajac jedynie od-
chylki na punktach lgcznych. Nastepng czynnoscig bedzie wiec:

¢) transformacja Helmerta z uzyciem nadliczbowej ilosci punktéw
tacznych, oraz

d) usuniecie odchylek na punktach lacznych. Przeliczenie wspoirzed-
nych z uktadu pierwotnego do ukiadu wtérnego (czynno$¢ b) (wymaga
nastepujgcego wyjasnienia. Poczgtki uktadéw Soldnera (w Polsce jest ich
okolo 20) r6znig sie od poczatkdéw uktadéw Gaussa-Kriigera, zachodzi wiec
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potrzeba zamiany ukladéw o nieréwnej odleglosci. Zamiane taka podaje
sie nizej.

Transformacja Helmerta stuzy dwom celom: sprawdza identycznosé
punktéow igeznych oraz sprowadza do minimum odchylki na punktach
tgcznych, co jest koniecznym warunkiem prawidlowego ich usuniecia.
Punkty Iiaczne wykazujgce wieksze odchylki niz trzykrotna wielko$éé
Sredniego btedu transformacji uwaza sie za nie identyczne. Punkty takie
nalezy wylaczy¢ i transformacje powtérzyé. Odchytki usuwa sie metodag
wyrownania wspélirzednych (str. 39) lub metoda afiniczng. Pierwsza me-
toda przyjmuje zasade minimum do usuniecia bledow przypadkowych,
druga — wychodzi z zatozen odwzorowawczych, okre§la warunki uzycia
metody oraz okresla wielkosci znieksztalcen odwzorowawczych, ktore
zawsze dajag sie obliczy¢ (str. 57).

Praktycznie, wyniki obu metod mozna uwazaé za réwnowarte. Waz-
niejszg jest jednak sprawa pracochlonnosci. W dawniejszych czasach me-
toda afiniczna, szczegélnie w jej graficznej postaci, okazywala sie bardziej
praktyczng w przeliczeniach tysiecy punktow, obecnie, gdy dysponujemy
nowoczesnymi maszynami rachunkowymi metoda wyréwnania wsp6t-
rzednych jest ekonomiczniejszg i te metode zaleca sie uzywac.

Konforemna funkcja 2-go rzedu

Dla poprzedniego przyktadu czynnosci przedstawiajg sie nastepujgco:

a) sprowadzenie wspoélrzednych Soldnera do odwzorowania Gaussa-
-Kriigera (jak poprzednio),

b) zastosowanie do otrzymanych wspoéirzednych Gaussa-Kriigera
systemu Rauenberg i wspoélrzednych Gaussa-Kriigera systemu Pulkowo
konforemnej funkcji 2-go rzedu. Jak widzieliSmy w przyktadzie, w ktorym
uzyto te funkcje do przeliczenia wspodirzednych Gaussa-Kriigera dwaéch
ukladow tego samego systemu odlegtych o 2 = 3° — wyniki otrzymane
sg zadawalajgce ($r. odchylka ok. 5 mm). Przyklad obecny rézni sie wiec
od podanego tylko roéznicg systemdéw (Rauenberg i Pulkowo), a wiec
skretem, skalg i przesunigciem, co uwzglednia transformacja konforemna.
Trzecig czynnoscig jest, jak poprzednio:

¢) usuniecie odchylki na punktach Igcznych.

Podana metoda wymaga nastepujgcego wyjasnienia. Wprawdzie w me-
todzie tej odpada konieczno$é¢ sprowadzenia wspoédtrzednych do jednolitego
ukladu (czynnosé b) metody pierwszej), jednakze wzrasta pracochionnosé
na skutek uzycia funkcji 2-go rzedu. Réwniez pracochlonniejsze jest
sprawdzenie identycznosci punktéw (sprawdzenie to zawsze jest koniecz-
ne) za pomocy funkeji 2-go rzedu. Jezeli jednak uwzglednimy, Ze w nowo-
czesnych maszynach rachunkowych zanika réznica pracochtonnosci (uzycie
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funkcji liniowej lub 2-go rzedu) w masowych przeliczeniach, to mozna
przyjaé, ze metoda druga jest ekonomiczniejsza.

Do omawianej transformacji nadaje sie réwniez konforemna funkcja
2-go rzedu o trzech punktach lgcznych (wzory (22) i przykiad). Obie funk-
cje nadaja sie szczegblnie do transformacji wspolrzednych stereograficz-
nych na wspoélrzedne Gaussa-Kriigera, a to ze wzgledu na trudnosci spro-
wadzenia tych wspoirzednych do jednolitego odwzorowania, co byloby
konieczne w metodzie Helmerta.

Trzecia metody jest uzycie szeregu potegowego jako funkcji odwzoro-
wawczej:

3. Szereg potegowy 2-go rzedu.

Funkcji tej uzywamy tylko do transformacji wspoéirzednych nie mate-
matycznego odwzorowania wspélrzednych katastralnych w Matopolsce.
Szezegdly tego odwzorowania podano na str. 30.

C. Zamiana wspdlrzednych dwéch ukladdéw Gaussa-Kriigera o nierownej
3 — stopniom odleglosci potudnikéw poczatkowych

W czynno$ciach wyzej podanych nie oméwiong zostala czynnosé b), tj.
zamiana wspolrzednych Gaussa-Kriigera w przypadku, gdy oba uklady
odlegle sg o zmienng ilo$¢ stopni. Dla stalej np. 3- stopniowej odlegtosci
ukladéw posiadamy wygodne tablice. Dla nieréwnych odlegtosci, ktore
zawsze wystepujg dla wspbdlrzednych Soldnera i innych o znanych po-
czatkach ukladéw (pg, 4¢) obliczenia oparte o znane odwzorowanie Gaussa-
-Kriigera przedstawiajg sie nastepujgco:

Zamiane wspélrzednych Gaussa-Kriigera z ukladu (z, y) na ukfad
(@, ¥') przeprowadza sie wg wzoru:

x=ux,+ 42, Yy =—1y,+ 4y, (55)
gdzie xy, yo s3 wspolrzednymi punktu P, przeciecia sie potudnika $rodko-
] A+ A , s .- S
wego Ay= -7z rownoleznikiem o szerokosci, w przyblizeniu, ¢, dla

$rodka transformowanego obszaru, /;, 4, Sg poczatkami obu ukladéow (patrz
przyklad). 4x’, Ay’ oblicza sie wg wzorow [3], ktére w ujeciu krakowiano-
wym majg nastepujacg postaé:

ks, ke { dx-107
ke, —ko| | Ay 107
Ay, 1x) =12k, — 2k, V) Az-Ay-1070 ' (56)
k,, kgt | (Ax? - Ay» 10 10
ks, — kg ¢y
| ke, ks Ca

Oznaczenia: dx = x — xo, 4y = y — y,.



46 Tadeusz Kluss

Wspolczynniki ky, ky, ks, k4, ks, ke oblicza sig wg:
ki =-cos2y, k,=sin2y, k;=g,"10%,
Ky =hy-106, ks=gy-10°, ky=hy-10°,

L, 13
logy =logotgy — %tg'y + géutg*‘y,

log tg y = log tg lsin ¢y + v,

31° N
g, = — WGOSQQDO%(I + )

1 ) 13 5 ,
h, = Nyo cos gy (1 + 72) — 6N, o cos’ @, (1 + 31¢Y)
1o

gy =— + g Oty (3 — 46

o Tl

l
Ng VéA COs (p() to (1 + 773) ’

w]r— w“—‘

v, = (6 4 4173) v; v = % 107 ; sin® L cos® ¢,

by — 1
tO:tg¢O) l:"2 “27 1

o przyjmuje sie w poblizu srodka transformowanego obszaru, 1y, 4, sg
poczatkowymi poludnikami sgsiednich ukladéw, 1y = »1—‘—72{7»%2—
= 0. 4342945, 5, N oblicza sie dla argumentu ¢, z tablic [3],

¢ =0Bdxtdy — 4y%), ¢ =(dx®— 34x4Yy?)
Obliczenia wspélczynnikéw przeprowadza sie dla bezwzglednych wartosci
wyrazow cos 2y, sin 2y, gs, hs, g3, hs, natomiast znaki wspélczynnikow
ky .... kg przyjmuje sig nast.: przy przejsciu od ukladu zachodniego do
wschodniego obowigzujg znaki:

Yo kl) k27 - kf]y k-}y kS; - k(i’
przy przejsciu od uktadu wschodniego do zachodniego:
— Yo, ki, —ky, —ks, —ky k5, ks
Przebieg rachunku podaje przyktad.

8. Transformacja afiniczna z elipsoidy Bessela na elipsoide Krasowskiego

Dla przeprowadzenia transformacji z elipsoidy Bessela na elipsoide
Krasowskiego przyjeto na punkty lgczne wspélrzedne fikecyjne, tj. wspot-
rzedne geograficzne o tych samych wartosciach na obu elipsoidach. Przy-
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jete wspolrzedne nazwano fikcyjnymi dlatego, ze realnie wspoirzedne
takie- jako odpowiednie na obu elipsoidach — w geodezji nie wystepuja.
Realne, odpowiadajgce sobie wspoéirzedne geograficzne dane na dwoéch
elipsoidach roznig sie z kilku przyczyn: rézne wymiary elipsoid, rézne
odchylki pionéw w punktach wyjsciowych, oraz w praktyce, rézne bledy
pomiaréw i wyrdwnan sieci triangulacyjnych elipsoid Bessela i Krasow-
skiego.

Wyniki spowodowane ostatnimi réznicami mogg wywola¢ wrazenie, ze
transformacja afiniczna, wykazujgca duze odchylki z powodu tych roznic,
nie powinna by¢ uzyta. Wspoélrzedne fikcyjne — jak wykaze roOwniez przy-
klad — usuwaja te niewygode.

Przyjete fikcyjne wspolrzedne geograficzne przeliczono na wspot-
rzedne Gausa-Kriigera obu elipsoid. W ten sposob otrzymano tréjkat
afiniczny, o przecietnej diugosci bokdéw afinicznych okolo 60 km, oraz
wewnatrz tréjkata punkty kontrolne 1, 2, 3 o znanych wspoélrzednych
elipsoid Bessela i Krasowskiego. Ulozonymi wzorami afinicznymi prze-
liczono wspoéirzedne 1, 2, 3 z elipsoidy Bessela na elipsoide Krasowskiego
i poréwnano ze znanymi — poprzednio przeliczonymi — wspélrzednymi
elipsoidy Krasowskiego. Otrzymane wyniki orientujg o dokladnosei wy-
konanej transformacji.

Na podstawie wspoéirzednych punktéw tacznych A4, B, C, (kol. 3 i 4
podanej nizej tabeli) otrzymano nastepujace wzory transformacyjne:

T =1,0001 31864 x' + 0.0000 00030 ' -+ 698.998

(67
7 = 0.0000 00060 x' -~ 1.0001 38997y' +  0.002

Punkty 1, 2, 3 przeliczone wzorami (57) podano w kolumnie 5-tej. Po-
rownanie wspétrzednych (kol. 4 i 5) wykazuje przecietna réznice wspoél-
rzednych 3 mm (max. 6 mm). Wyniki te stwierdzaja, ze transformacja
afiniczna wykonana we wspoélrzednych wolnych od bledéw pomiarowych
moze by¢ uzyta do transformacji z jednej elipsoidy na druga przy za-
lozeniu, ze wspblirzedne Gaussa-Kriigera obliczone bedg w tym samym po-
tudniku.

Przyktad powyzszy przeliczono réwniez metoda afiniczng, we wspoi-
rzednych otrzymanych z wyréwnania sieci triangulacyjnej (kol. 6), tj.
wspolrzednych danych z triangulacji elipsoid Krasowskiego i Bessela.
Wszystkie wspdlrzedne odnoszg sie do punktéw poprzedniego przykladu.
Wspolrzedne otrzymane z tej transformacji podane sg w kol. 7. Porowna-
nie ze wspolrzednymi z wyréwnania (kol. 6 i 7) wykazuje roznice 6 cm.
(max. 12 cm). Tak duze réznice pochodzg — jak wspomniano wyzej —
z bltedéw wspoélrzednych punktéw 1gcznych danych w réznych triangu-
lacjach (réznice pochodzgce z pomiaréw i wyréwnan roznych sieci triangu-
lacyjnych). Stuszne wiec bylo przyjecie wspélrzednych fikeyjnych, ponie-
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Zestawienie wspobirzednych i wynikéw transformaciji

|
‘ Elipsoida Z transfor- = Elipsoida ‘ Z transfor-
| ) macji Krasowskiego macji
Wspotrzedne ‘ ) afinicznej | (z wyrOwna- ! afinicznej
Pkt fikcyjne Bessela ‘ Krasowskiego nia) ‘\
x | x ‘ x’ i x
¥ » 1 y I A
1 2 3 4 5 6 ’ 7
| ! |
A 5224259514 \‘ 8093.69 8793.756 | 8681.391 \
15 16 57.7611 19237.02 19239.693 | 19228.548 |
| S | T
B ' 5252 50.0893 61026.61 61733.657 | 61614.890 !
. 15 48 01.0058 53869.60 53877.090 i 53862.137 |
C ' 522530.2574 | 10961.50 11661.946 f 11548.717 ,
16 11 38.4769 | 81208.53 81219.817 | 81201.116
i | __‘___A -
¢ |
1 52 35 17.2210 28430.97 ' 29133.723 | ..3.718 . 29018.870 ‘ ... 8.752
1543 26.9094 ' 49071.90 ~ 49078717 | ..8.721 l 49064.151 © ... 4.091
— P
2 52 40 57.5656 39017.14  39721.286 ...1.285 { 39605.116 ‘ ... 5.041
1549 02.9382 | 55277.84 | 55285.521 ..5.523 | 55270.249 @ .. 70.221
3 5228 13.3835 ” 15381.27 16082.300 ...2.298 ‘\‘ 15968.795 | ... 8.794
15 47 36.6080 | 53916.09 53923.577 ..3.583 | 53908.333 | ... 8.256
! ‘ { !

waz operujac wspolrzednymi realnymi mozna by wysungé mylny wniosek,
ze transformacja afiniczna nie nadaje sie do przeliczen z jednego systemu
na system drugi.

Metode te uzyto do przeliczen wspolrzednych kilku sieci friangulacyj-
nych z elipsoidy Bessela na elipsoide Krasowskiego. Poniewaz transfor-
macje te posiadaty wiele punktéw kontrolnych o bardzo duzej dokladnos$ci
istniala mozno$¢ przekonania sie o dokladnosci przeliczen. Stwierdzono
w ten spos6b wielkosé przecietnych odchylek w granicy ponizej + 1 cm.

9. Laczenie sieci triangulacyjnych na wiekszych obszarach

A Lagczenie sieci triangulacyjnych o wspdlrzednych réznych systemoéw

taczeniem sieci nazywamy sprowadzenie do jednolitosci wspoirzed-
nych sieci znajdujacych sie w roznych systemach. Jest to zagadnienie,
podobne do rozpatrywanego na str. 43, w zastosowaniu do wielkich ob-
szaréw.
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Sieci triangulacyjne np. kilku sgsiednich panstw lgczgcych sie na
obwodnicy punktami I-go rzedu (w braku czesci lub wszystkich punktow
lacznych nalezy wykona¢ pomiary uzupelniajgce), lub sieci jednego
panstwa, skladajgce sie z wielu fragmentéw sieci mozna sprowadzi¢ do
jednolito$ci wyréwnujagc ponownie, w oparciu o bezposrednie pomiary,
calo$¢ ziozong z kilku sieci Iub na drodze transformacji wspéirzednych
w nastepujgcy sposéb:

1. Projektujemy z pomierzonych katéw sieci obszardéw przylegtych
sie¢ I-go rzedu, tak jak uczyniono to np. w zachodniej Europie (sie¢
Z.E.N.). Sieci nizszorzedne czeSciowo wyrownuje sie w oparciu o bezpo-
$rednie spostrzezenia a czesciowo transformuje wspélrzedne w oparciu
o uzyskane punkty tgczne.

2. Drugi sposob polega na uzyciu nie katéw lecz transformacji wspoi-
rzednych sieci obszaréw przyleglych. W odréznieniu do matych obszaréw
transformacje wykonujemy we wspoéirzednych geograficznych, natomiast
sieci nizszorzedne transformuje sie na podstawie uzyskanych punktow
fgcznych we wspoéirzednych plaskich, jak podano to na str. 40—46. Po-
niewaz szczegblowe przedstawienie transformacji sieci wielkich obszaréw
przekracza ramy niniejszej pracy, poprzestaje sie na kilku uwagach
dotyczagcych tego zagadnienia.

Geograficzne wspolrzedne sgsiednich obszaréw réznig sie systemami,
tj. elipsoidami i punktami przylozenia, a wigc skretem sieci, skalg i prze-
sunieciem. Sprowadzenie do jednolitosci systemow polegaé bedzie na
przyjeciu wzorow transformacyjnych uwzgledniajgcych wymienione ele-
menty, wyznaczeniu tych elementéw na podstawie punktéow lacznych, oraz
w koncu na transformacji wspéirzednych poszczegélnych obszaréw na
podstawie uzyskanych wzoréw transformacyjnych dla poszczegélnych
sieci. Jest to wiec znane zagadnienie transformacji na plaszczyZnie, réz-
nica polega na wykonaniu transformacji na elipsoidzie. Transformacje mo-
7zemy wykona¢ réwnoczeénie dla kilku sieci lub tez droga kolejnych przy-
blizen jak podano to na str. 36—38.

Celem jak najlepszego zwigzania elipsoidy z geoidg koniecznym bedzie
uzycie azymutow Laplace’a obliczonych w jednym przyjetym syste-
mie, tak jak podano to na str. 34.

Do omawianej transformacji najwygodniej uzy¢ rézniczkowych wzo-
row W. Hristowa, z ktérych uklada sie rownania bledéw, réownania nor-
malne w koncu réwnania transformacyjne dla poszczegélnych sieci [8].

B. Egczenie sieci triangulacyjnych o wspdtrzednych tego samego
odwzorowania i ukladu

Jako nastepny przyklad laczenia niezaleznie wyréwnanych sieci trian-
gulacyjnych podaje sie sie¢ wypelniajgca zalozona na obszarze Polski,

4 Prace Inst. Geodezji i Kartogr.,, t. XI, z. 1
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Sie¢ ta posiada punkty laczne z panstwowsg siecig I-go rzedu. Sciste wy-
réwnanie sieci wypelniajgcej o okolo 6 tysigcach punktéw w nawigzaniu
do ok. 400 punktéw sieci I-go rzedu przy braku nawigzan katowych obu
sieci i zatozeniu niezmiennosci punktéw I-go rzedu przedstawia tak duze
trudnosci, ze zdecydowano sie na uzycie przyblizonej metody rozwigzania,
tj. metody laczenia sieci triangulacyjnych.

Zasady rozwiazania przedstawiajg sig¢ nastepujgco: Sie¢ dzieli sie na
kilkadziesigt grup (grupy od 100 do 500 punktéw w zaleznosci od rozmie-
szczenia punktéw nawigzania I-go rzedu), kazda grupe wyréwnuje sie
niezaleznie. Po obliczeniu wspéirzednych Gaussa-Kriigera punktow kazdej
grupy w ukiadach odpowiadajgcych ukladom punktéw I-go rzedu prze-
prowadza sie transformacje Helmertowskg kazdej grupy.

Na punkty Igczne transformacji nie przyjeto punktéw sieci wypel-
niajace]j lecz punkty sieci I-go rzedu. Uczyniono to z tej przyczyny, ze
uzgadnianie stykéw sieci wypelniajacych wymagaloby uzycia réwno-
czesne] transformacji kilkudziesigciu grup, co bytoby bardzo pracochlonne.
Z tego powodu, po usunieciu odchylek na punktach igcznych I-go rzedu,
pozostajg jeszcze rdznice (odchylki) wspéirzednych na punktach styko-
wych sieci wypelniajgcych. Roznice te o przecietnej wielkosci 4 em usu-
nieto biorge $rednie wspélrzedne na stykach sieci wypelniajacych.

Metoda dostosowania wspélrzednych w zastosowaniu transformacji
sieci wypekliajacych do wspélrzednych sieci I-go rzedu wymaga naste-
pujacego wyjasnienia: w kilku wypadkach transformacja Helmerta wy-
kazala odchylki na punktach lacznych dochodzgce do 1-go metra.

Stwierdzono réwniez, ze tak duze odchyiki nie sg skutkiem nie iden-
tycznos$ci punktéw lacznych. Nalezalo raczej domniemywaé, ze przy-
czyna tkwi w dostosowywanych sieciach, ktére czy to z powodu uzytych
redukcji, wyréwnan czy tez ksztaltu sieci lub innych przyczyn nie sg tak
podobne, azeby po transformacji Helmerta pozostaly tylko mate odchylki
réwne przypadkowym biedom pomiaréw.

Wymienione wyzej przyczyny moga by¢ nastepujace: obie sieci posia-
dajg zupelnie rézny ksztalt, sie¢ panstwowa sklada sie cze$ciowo z lancu-
chéw, tworzg sie z tego powodu tzw. ,,oczka”, ktére wypeinia powierzch-
niowa sie¢ wypelniajgca. Obie sieci posiadajg rozny uklad baz i punktéw
Laplace’a (sieci wypelniajace w zasadzie nie posiadajg tych elementéw na
obwodnicy sieci), redukcje katéw na elipsoide uwzgledniono tylko w sieci
panstwowej.

7 analizy wyréwnan sieci wiadomem jest, Ze niezaleznie wyréwnane
sieci wykazuja na obwodnicy najwieksze btedy [9], jest to réwniez zrozu-
miate z punktu widzenia statyki sieci. Zjawisko temu moze zaradzi¢
celowe zaprojektowanie baz i punktéw Laplace’a.



Transformacje wspotrzednych 51

Jezeli projekt taki nie zostal wykonany mozemy sig spodziewa¢, co
potwierdza praktyka, takich niezgodnosci jakie wykazuje transformacja
Helmerta na obwodnicy (punktach lgcznych) obu sieci.

Fakt wystepowania duzych odchylek na punktach igcznych stat sie
przyczyng uzycia takich funkcji, ktore zmniejszaja wielkosci wspomnia-
nych odchytek. Funkcjg takg moze by¢ konforemna funkcja 2-go rzedu
lub tez szereg potegowy 2-go rzedu. Te funkecje uzyto do pewnego kon-
kretnego przykladu, osiggajac ponad dwukrotne zmniejszenie odchytek
na punktach tgcznych na obwodnicy sieci (wewngtrz sieci odchylki zmniej-
szyly sie tylko nieznacznie). Uzycie funkecji 2-go rzedu, a wiec zmniej-
szenie odchylek na punktach lacznych, miato na uwadze uzyskanie ,lep-
szego” wyniku w koncowym etapie obliczen, tj. w etapie usuniecia odchy-
tek na punktach lgcznych za pomocg metod podanych wyzej (str. 39).
Inaczej: spodziewano sie, ze zmniejszenie sie odchylek na punktach lgcz-
nych spowoduje mniejsze bledy wspoirzednych ostatecznych. Pomijajac
nasuwajgce sig, aprioryczne wyjasnienia, ktére mozna by na ten temat wy-
powiedzie¢, rozstrzygajgcych sprawdzeniem obu metod (uzycie dosto-
sowania Helmerta, czy tez funkeji 2-go rzedu) bedzie obliczenie bledéw
wspolirzednych ostatecznych otrzymanych z obu metod. Obliczenie tych
bleddéw podaje sie w koncowym rozdziale.

10. Znieksztalcenia odwzorowawecze oraz dokladno$ci transformowanych
wspéirzednych

A. Deformacije wspdirzednych Gaussa-Kriigera spowodowane
transformacjq afiniczng

W transformacji afinicznej proste odwzorowujg sie jako proste,
a stosunek podziatu odcinkéw pozostaje ten sam. W odwzorowaniu kon-
foremnym prawa odwzorowania sg inne: konforemne obrazy czesci tuku
kola wielkiego kuli na plaszezyzne wykazuja odchytki — podluing ¢
1 poprzeczng 7. R6znice odpowiadajacych sobie wielkosci & i n w dwdch
ukladach Gaussa-Kriigera bedg wigc miarg znieksztalcen wspoétrzednych
Gaussa-Kriigera transformowanych za pomocg funkcji afinicznej zamiast
konforemnej [10].

Odchylke poprzeczng otrzymuje sie, z zaniedbaniem wyrazéw 2-go
rzedu, ze wzoru [3]:

_ Y(s—¥&)3y,cost
= e

gdzie & » odnoszg sie do uktadu, w ktérym cigciwa jest odciets, a Srodkiem
ukladu jest jeden z koncoéw cieciwy.

(58)

4%
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Oznaczenia:
s — dtugose cieciwy, t — kat kierunkowy,
y — rzedne Srodka cieciwy, r — promien kuli.

Maks. wyrazenia (58) otrzyma sig dla & = s/2:

, __ s?y,cost
Himaks., = T
Dla dwoch roznych odwzorowan otrzymuje sie: 7, , 1, - Roznica

T, = M, bedzie poprzeczng odchylkg w Srodku cieciwy:
: o
T = Tn, — U, = g,2 (y,cost, —y, cost,)

Przyjmujac w przyblizeniu t; = t, bedzie:

S Y, — Ym)
N = *"‘QS'T‘Z—“— cost (59)
Wzoér na odchytke podiuzng:
_ %Y
s—8= 6r2sint (60)
N | 2 s %
\ 1
\ ! /1
\
[ w/ /1
Uk’ad1J v \\ ] 4 7/
™ | NG
uktad 2
R
Rys. 9
gdzie s — dlugo$¢ odwzorowana, S — dlugos¢ sferyczna, y,, y, rzedne

konecow tuku. Dla obu potéwek tuku bedzie:

(s) s -y
1

2

6résint

2

6r2sint

2
(s) S Y Ym
2 2
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Podluzne przesuniecie w $rodku tuku réwne bedzie polowie réznicy obu
wielkosci:

S S
(?)“ (‘z" ) _ntY -2

T 2 ~ 12r%sint
. . s . LS .
poniewaz y, = Yn, — 5 SINL, Yy = Ym Ty SINT,
stad:
. YnSsint
° 82

Poniewaz tuk odwzorowuje sie¢ w dwoéch réznych ukladach, wiec otrzy-
muje sie dwa roézne przesuniecia podluzne punktu srodkowego:

2 s >
£ = y’"lf,sglt ; (- y’Z{LS\Slgt
Tt 8r? v 8r2

Roéznica £, = & — & bedzie wielkoscig, o ktorg przesuniety zostanie

punkt Srodkowy w kierunku podluzinym:

(Y, — Yn)s sint
,:m = - 'é;r;é‘"”" ° ) (61)
Wypadkowa bedzie:

ym, - ym:
o= VE £, = T S S (62)
Wyrazenie to, otrzymane z réznicy odwzorowan w dwoch sgsiednich ukla-
dach, jest wielkoscig znieksztalcenia wspo6lrzednych Gaussa-Kriigera spo-
wodowanego transformacjg afiniczna.

Z poprzedniego otrzymuje sig:

szZrl/ e (63)
Ym = Ynm,

Koto o promieniu s przedstawia obszar wewnatrz ktérego na skutek afi-
nizmu zachodzg przesuniecia o wielkosci ¢0. Z wzoru (62) mozna obliczy¢
znieksztalcenie ¢ dla danej réznicy (y,, — ¥,,) i wielkosci boku z tréjkata
afinicznego, podobnie ze wzoru (63) mozna 6bliczyé wielkos¢ boku tréj-
kata afinicznego s dla danej réznicy (y, —y,) i znieksztalcenia o.

Tak np. dla s = 10 km, y,_ —y, = 200 km otrzymuje sie ze wzoru
(62) 0 = 0.06 m. Podobnie otrzymuje sie dla ¢ = 0.005 m i Yy = Ym, =
= 200 km ze wzoru (63) wielkos¢ boku trojkata afinicznego s = 3 km.
W konkretnych sytuacjach wzory te stuza do zorientowania sie o znie-
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ksztalceniach spowodowanych transformacja afiniczng uzyta do zamiany
wspotrzednych Gaussa-Kriigera.

B. Znieksztatcenia odwzorowawcze

Kazda transformacja liniowa, czy tez 2-go rzedu wykonana o nadlicz-
bowej ilosci punktéw 1gcznych pozostawia na tych punktach odchyiki,
ktére nalezy usungé ze znanych przyczyn. Do funkeji odwzorowaweczych,
ktore odchylki te usuwaja nalezy funkcja afiniczna (funkcje 2-go rzedu,
bez nadliczbowej ilosci punktéow 1acznych, nie sg brane pod uwage ze
wzgledu na ich pracochtonnos$¢). Procz funkeji odwzorowawezych uzywa
si¢ réwniez i podanej poprzednio metody wyréwnania. Obie metody ope-.
rujg wspoéirzednymi Helmertowskimi (#, ¥) oraz wspélrzednymi ,kata-
logowymi” (u, v), tj. funkecjg ogélng: u = f(@, »), v = f(@, ?). Dla trans-

. o . . , . . . ds .
formacji .afinicznej obliczyé mozna znieksztalcenie — > natomiast z wy-

réwnania daje sie obliczy¢ bilad m,, m, wspélrzednych (u, v). Oba
kryteria, nie bedgc jednoznaczne, odpowiadaja we wiasciwy tym metodom
spos6b na pytanie o dokladnoS$ci przeliczanych wspoirzednych. Obliczone
nizej znieksztalcenia funkecji odwzorowawczych podajacych zwigzki po-
miedzy innymi wspétrzednymi, np. & = f(x, y), © = f(x, y) interesowaé
moga tylko w niektérych praktycznych zagadnieniach.

Poniewaz na obszarze Polski ponad 80%» punktéw wyznaczono przy
pomocy transformacji, stad sprawa dokladnosci wspélrzednych ostatecz-
nych (katalogowych) jest powazinym zagadnieniem.

W obu przypadkach: a) afinizmu b) wyrdéwnania wspélrzednych —
obliczy¢é mozna ogélny, przyblizony biad sieci wg wzoru: my =
= ]/ [vv]:n — k, gdzie v = «,, — ap (o, — kat obliczony ze wspodirzednych
wyréwnanych, «yg — kat obserwowany, n — iloé¢ spostrzezen, k — ilogc
niewiadomych w calej sieci). W metodzie afinicznej oblicza sie znieksztal-

cenie (blad wzgledny) %{ w ramach poszczegbélnych tréjkatéow, metoda

wyréwnania podaje bledy poszczegdlnych punktoéw. Jednakze obliczenie
bledéw w metodzie wyrdéwnania jest tak pracochionne (ma sie tu na
uwadze masowe przeliczenia tysiecy punktéow), ze w praktyce rezygnuje
sie z tej mozliwosci, prébujac, w zastepstwie, ustali¢ takie mniej praco-
chlonne wzory, ktéreby w przyblizeniu podawaly poszukiwang dokladnosé.
Ponizej podaje sie wyniki wstepnej analizy, na ograniczonym fragmencie
jednego trojkagta, majace na celu wyjasnienie omawianego problemu.
W szczegdlnych przypadkach, gdy zaleze¢ bedzie na podaniu dokladnosci
z wiekszg pewnos$cig (np. miasta, w ktorych pojedyncze punkty posiadaé
beds specjalne znaczenie) obliczy sie zadane dokladnosci w spos6b $cisty
odpowiadajacy metodzie wyréwnania wspétrzednych.
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W odwzorowaniach z plaszczyzny na plaszczyzne ze wzgledu na to, ze
wielkosci podstawowe wyrazaja sie bardzo prostymi wzorami [11]:

E=G=1, P=F, Q =F, R=G, F =0,
otrzymuje sie na skale i znieksztalcenia nastepujgce wzory:
1. skale wzdluz linii parametrowych:
m, =} E, my = J'G.

2. skale extremalne:

1 I R L | ' 12)
a:i@E+G+mEG—FTyﬁwauEGmF)

(<]

m:;(VE+G%JIEG~F”me+Gu@lEG“F@ (64)
3. Skale wzdluz dowolnego kierunku:
m? = E'cos®« + F'sin 2x + G'sin*a

4. Wartosé kata kierunkowego linii extremalnych na plaszczyznie
obrazu:
2F
tgz{x': E,-:G’

5. Znieksztalcenie kgta kierunkowego:

E —Fitga—| EG — F?

tgle — o) = ,
E'ctga ~ F +tgaVE G — F?
Oznaczenia:
m = ds :dS, ds — element dlugosci na plaszczyzinie obrazu,
dS — element dtugosci na plaszezyznie oryginatu.
E' =} + v}, F' = uxuy + vx vy, G =u} + v
Uy, Uy, Uy, v, — pochodne funkcji u = fix, y), v =Ffa(x, ¥)

« — kat kierunkowy na plaszczyznie oryginatu,
«" — kat kierunkowy na plaszczyznie obrazu.

1. Odwzorowania konforemne

a. Funkcja liniowa

u=ax —by+ ¢
v =bx + ay + ¢,
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Dla funkcji tej otrzymuje sie:

E=G=a+b, F=0, (65)
M= my = @y = b = m, = V@ + b,
tg 26 =10, tgle—a)=0, x=a.

W odwzorowaniu tym stwierdza sie stalosé skali, ktéra jest niezalezna od
potozenia punktu i kierunku, oraz niezmiennosé kgtow. Wyniki te sg zro-
zumiate, poniewaz z geometrycznej interpretacji wiemy, ze ma sie tu
do czynienia ze skretem, stala zmiang skali i przesunigciem. Otrzymane
wzory w praktyce majg matle zastosowanie.

b. Konforemna funkcja 2-go rzedu
u=gqq+x+ax—by+ax®— y?)— 2b,xy
v=Dby+y+ay+bxt22ry+bE—y)

Dla funkeji tej otrzymamy:

u, =1+ a, + 2ax — 2byy, v, =b; + 2a,y + 2b,x
Uy = — (b; -+ 2a, y + 2b,x), vy =1+ a; + 2a,x — 2b, y
stad:
E' =1+ a + 2a,x — 2b, y)* + (by + 2a,y + 2b, x)?
G =(—b; — 20,y — 2b, 2 + (1 + a; + 2a, x — 2b, y)?
F'=0, E =G
Odwzorowanie to przedstawia konforemnos¢.
W szezegoblnosei, obliczajagc w/g wzoréw 1—5 otrzymuje sie:

1. me=m,=VE, 2. a.=b.=VE,
3. m.=VE, 4. tg2a=0,
5. tgla—o«)=0, x=ao.

Jak widac¢, state skale sg funkcjg polozenia punktu, katy odwzorowujg sie
bez znieksztalcen.

2. Transformacja afiniczna

u=a,x+ b y+c
V=0% + by + Cy

Dla funkcji tej otrzymuje sie:

E=d+d, G =0b4+bl, F=ab +ab,.
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Obliczajac wg wzoréw 1—5 bedzie:

1. me=ya+a, my = Vb2 + b?
L s e T .
2. a,= 5(1/(a1 + by + (@ — by + Vias + b + (a; — b))

1, o S e e
b= 5 (V@ + bof + (@ — b)* — V(@ + b.F + (@ — b))
” 67
3. m?= (a2 + a})cos? + (a, b, + a,b,)sin 2a + (b -- b)) sin® « (67)
2(a; by + as by)
4. tg9 = 21211 2v2)
B = W@+ ) — 0+ b))
(@ +ad) + (a, b, +a,b)tga — (e, b, —a, b))
5. tgla — )= 0 T Y T e Ve
(@ +a)ctga — (a,b, +a,b,) + (a; b, —a,b))tga
W transformacji tej skale nie sg zalezne od polozenia punktu, nato-
miast zalezne sg od kierunku, podobnie zalezne s3 od kierunku i znie-
ksztalcenia kgtow.

Z przykiadu otrzymano nast. wspdélezynniki trans. afinicznej:
a; = 0.999996 259, by = 0.000 000 464
a, = 0.000 000463, b, = 1.000 003 248

Stad otrzymuje sie:
a, = 1.000 0033, ds:s=1:303000
b, = 0.999 996 259, ds:s=1:270000

C. Srednie bledy transformowanych wspdtrzednych

1. Srednie bledy wspoéirzednych (%, T) otrzymanych z transformacji
Helmerta.

Konforemna funkecja liniowa:
u=ua,+ (@ + 1)x — by
T="by+ (@a+ 1)y + bx

jest zalezng od niewiadomych ag, by, a, b otrzymanych z wyréwnania
oraz wspoitrzednych pierwotnych (x, y). Suma kwadratéow bledow funkcji
(68) ze wzgledu na wspélrzedne (x, y) oraz niewiadome bedzie poszuki-
wanym bledem wspélrzednych (u, ¥). [12]

(68)

Blad funkcji niewiadomych otrzymuje sie wg:

my =mg f(@®) f
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Z réwnan normalnych (30a):

1
n
1
2)—1 n
a Tl =
) B
[x* + y?]
[x® + y?]
oraz z réwnan (68):
| 1) 0]
hi= Oi 11 :
| = vl
{—y] x|

Srednie biledy ze wzgledu na x, y obliczy sie bezposrednio z (68), sumujac
bedzie:

1 x+ oy
a+1Pm? +b° )
= ) + m +m ( -+ [x2 ol
Podobny wzor otrzyma sig dla m;; Kladgc m, = m, = m bedzie:
1 x+y
mi="m?= ((@ + 1 + b)m? + mg|-— + ) 69
¥ + b%) (@ o (69)

gdzie: Tyl .
my =}/ 5, otrzymano z dostosowania.

Kladac we wzorach (69) za stalg warto$é [x? + y?] = C, oraz zmienng:
x; + y,2 = 77 otrzymuje sie, pomijajac wplyw bledéw wspoélrzednych
pierwotnych (z, y):

)

m; 5 = m, ]/ A (70)

Dla punktu w poblizu srodka ciezkosci jest r; = 0,

stad:
/1
m; ;= mol o (71)

Punkty o wzrastajacej odleglosci od $rodka ciezkosci beda miaty
wieksze bledy. Na obwodzie kola o promieniu r, bedzie:
C=@+y)+@+yd+..... =mntr+.. =nn
stad:
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Dla punktéw na obwodzie kola nalezy przyja¢ r; = 7o, dla tych punk-
tow otrzyma sie ze wzoru (70):

2,
m -~ = m - 7
u, v 0 l/ 2 ( 2)

A wiec punkty znajdujgce sie na obwodzie kola posiadajg okolo 1.5
krotnie wigksze bledy. Z wykonanych przykladéw podaje sie nastepu-
jace wyniki:

Dane z przyktadu:

C=[a*+ y*]=3701-10°, my= £ 0.15m, n =3
Dla punktéw znajdujacych sie w poblizu srodka ciezkosci bedzie:
0.15

[

m. . = — £ 0.09m (13)

Dla punktoéw tgcznych i pozostalych znajdujacych sie na obwodnicy otrzy-
mamy wg (72):

m,, = 01506 = 1 0.12m.

u,

Dla punktéw znajdujacych sie w dowolnym miejscu, np. punktu 2
otrzymamy wg (70):
/1 . 420

Jak widzimy, blgd ten liczy sie w sposéb nie pracochionny, a wigc
w praktyce moze by¢ uzywany.

My = 0.15 l

Obliczenie $redniego bledu wspdlrzednych (u,v) otrzymanych
po usunieciu odchytki na punktach tgcznych

Ostateczne wspoéirzedne otrzymuje sie wg (49):

u=1u -+ dx, v="0 7 dy,
gdzie:
[pg] [phl
dx = -5 -7, dy = -"-".
[p] Y7 Ipl

Poprawki te otrzymano z réwnan btedéw:

> — sin o de — coswdy sinag I cosah
l [ l l
. (73a)
dl = —cosodxr —sinedy + coscg +sinch
Rownania te wyprowadzi¢ réowniez mozna wg ogélnych zasad wciecia

wstecz:

op +do=0,+ v,
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skad réwnania bleddéw:
v=do+ (op — o),

gdzie o0,, gy s3 azymutami przyblizonymi i ,0bserwowanymi”, do i v
poprawkami azymutéw przyblizonych i ,obserwowanych”. Azymuty
przyblizone o, obliczy sie ze wspélrzednych punktu wcinanego 1 (4, ¥) oraz
danego 4 (u, v), azymuty ,,0bserwowane” a, ze wspolrzednych Helmertow-
skich 1(u,?) oraz A (u, 7). Wyrazy wolne oblicza¢é mozna z réznic
l = 0, — 0y lub tez ze wzoru
l, = — -§Ell—o g+ CP,:;’ ; l, =gcoso -+ hsino

Charakterystycznym dla tego wcigcia jest brak niewiadomej orien-
tacyjnej z, co jest zrozumiate, poniewaz operujemy tu azymutami ,,0b-
serwowanymi” a nie spostrzeganymi kierunkami. W rozwazanym wcie-
ciu ,,spostrzezeniami” sg elementy otrzymane ze wspéirzednych Helmer-
towskich, ktoére podlegajg wyréwnaniu.

Rys. 10

Na rysunku interpretacja wciecia podana jest geometrycznie. Punkt
1(u,?) oraz A(u,?7) sa punktami o wspéirzednych Helmertowskich,
punkt A (u, v) jest punktem o wspéirzednych ,katalogowych”. Punkt
1 (u, D) jest rownoczeénie punktem wcinanym. Po wyréwnaniu wspoi-
rzedne tego punktu beda 1 (u, v).

Podobna interpretacja odnosi sie réwniez do dlugo$ci l, — przybli-
zonej, i 1y — ,,obserwowanej”. Bledy m,; spostrzezen dlugosci przyjmuje
si¢ z wyréwnania (bledy wspéirzednych Helmertowskich m;; — wzory

(70)), stad dla azymutéw:

m, = o, (73b)

Przyklad wyréwnania punktu podano w zalgczniku Lp. 7.
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Poniewaz przedstawicnego wyrdéwnania ze wzgledu na pracochion~
no$é liczen nie mozemy przeprowadzaé¢ dla kazdego punktu, pozostaje
jedynie mozliwo$¢ przyblizonej oceny bledu droga poréwnan z innymi
mniej pracochtonnymi obliczeniami.

Obliczmy i poréwnajmy w tym celu nast. bledy wzgledne:

1. Blad otrzymany z wyréwnania (przyktad zal. Lp. 7):

m, =m, = T 0.063 m.
stad:
m, = }'m2+m:= 1 0.09m.
Dla $redniej odleglosci 1—A4, 1—B, 1—C réwnej s = 356 km otrzy-

muje sie blad wzgledny ds :s = 1:350 000
2. Z obliczen bledu z dostosowania otrzymano (73)

m, = m, = 0.09m,
stad dla tej samej przecietnej odleglosci s = 35 km bedzie:
ds:s=1:280000
3. Z transformacji afinicznej otrzymano znieksztalcenia
ds:s =1:270 000 (maks.)
1:300 000 (min.)

W przykladzie podanym postugiwano sie bledem wzglednym z ko-
niecznosci celem uzyskania mozliwosci poréwnania z btedem ds :s otrzy-
manym z afinizmu. Wprawdzie przejscie z bledow m,, , na bledy wzgled-
ne jest przyblizeniem zaklada sie jednak, ze w granicach praktycznie
dozwolonych. Przyktad powyzszy wskazuje, ze bledy wzgledne obli-
czone w 2} i 3) sg w przyblizeniu réwne natomiast obliczenie pierwsze
daje okolo 20%¢ wiekszg dokladnosc.

Powyzsze stwierdzenie mozna by wykorzysta¢ do obliczenia biledoéw
punktéw sieci transformowanych na podstawie wyrownania przy pomocy
bledéw otrzymanych w 2) oraz zastosowaniu wspoiczynnika ustalonego
empirycznie na podstawie pordwnan bleddéw wielu punktow sieci o znacz-
nej ilosci punktow lacznych, tj. sieci wystepujacych w praktyce. Podany
przyktad w odniesieniu do jednego tréjkata uwaza sie jedynie za ilustracje
omawianego zagadnienia.

Natomiast bledy punktoéw sieci, ktére zostaly transformowane afinicz-
nie powinny byé¢ obliczone wzorem (67/2), ktoéry odpowiada tej transfor-
macji.

W tym wypadku charakterystyka dokladnosci odnosi¢ sie bedzie do
poszezegbdlnych trojkatoéw afinicznych.

Proponowany sposéb podawatby wiec doktadnosci jednych sieci w for-
mie m,, m,, innych — w formie ds :s. Uzyskanie jednolitej doktadnosci
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wymaga przejscia z bledéw mg, ,, na ds : s (lub odwrotnie), tak jak wyzej
to przedstawiono.

Nastepnym zagadnieniem jest problem przedstawiony na str. 49 (lacze-
nie sieci triangulacyjnych ...), tj. zagadnienie uzycia wiasciwej funkecji
celem uzyskania min. sumy kwadratéow odchylek na punktach lgcznych.
Jak podano tam, uzyte do transformacji funkcje 2-go rzedu wykazuja
okolo 3-krotnie mniejsze odchylki na punktach acznych, niz funkcja
liniowa (dostosowanie Helmerta). Zrozumiale wiec jest pytanie, ktoéra
z obu funkcji powinna by¢ uzywana do dostosowania. W zagadnieniu
tym zwraca sie uwage na nastepujgce. Powstale po transformacji Hel-
merta odchylki sg skutkiem bledéw przypadkowych i systematycznych,
ich sumg. Po uzyciu funkeji 2-go rzedu stwierdza sie przyblizong
zgodno$¢ odchylek na catym obszarze sieci, tj. wewnetrznych i zewnetrz-
nych punktach lgcznych sieci, z czego wysuwa sie wniosek, ze pozostalte
odchylki sg charakteru przypadkowego, do ktorych moze byé zastoso-
wana podana wyzej metoda wyréwnania. Uwaza si¢ natomiast, ze uzycie
wyrownania do Igcznych odchytek, tj. sumy skiadajacej sie¢ z bledow
przypadkowych i systematycznych, ktére pozostawia transformacja Hel-
merta jest gorszym wyborem. Powyzsze moznaby uzupelni¢é propozycja
uzycia do transformacji funkecji 3-go rzedu, po ktérej otrzymanoby jesz-
cze mniejsze odchylki, co sktania¢ by moglo do uwazania tej funkcji za
najwilasciwszg. Aprioryczne uzyskanie kryterium, ktéora z trzech funkecji
(liniowa, 2-go i 3-go rzedu), w sensie metody najmniejszych kwadratow,
jest najwilasciwszg nie jest zagadnieniem prostym. Wydaje sie, ze za-
gadnienie to rozwigza¢ mozna na drodze empirycznej, wykonujgc trans-
formacje (dostosowania) liniowg i drugiego rzedu. Po obliczeniu wspol-
rzednych (@, ?) i (v, ¥) z transformacji Helmerta i 2-go rzedu obliczy sie
wspoblrzedne ostateczne (po usunieciu odchylek) (u, v) i (v', v'), a nastep-
nie ich bledy m,, m, i my, m,, w podany wyzej sposéb. Poréwnane wiel-
kosci bledéw ostatecznych, otrzymanych po uzyciu obu funkeji, stwier-
dzg, ktora z funkeji powinna byé¢ uzywana do dostosowania.

11. Objasnienia do przykladéw

1. Konforemna transformacja 2-go rzedu

W przykladzie punkty 4, B, C obrano na prostej réwnolegltej do osi x.
Dla przyjetych wspélirzednych (x, y) punktéow A, B, C obliczono wspoéi-
rzedne geograficzne (¢, 1) oraz dla tych ostatnich wspoélrzedne ukiladu
wtornego (u, v).

Po przeprowadzeniu transformacji liniowej z ukladu (x,y) na uktad
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(u, v) wg wzordéw (7) otrzymuje sie wspéirzedne (u, D) punktu B oraz

przeliczanych punktéw 1, 2, 3. Poprawke Vg, VyB oblicza sie wg:
Vxp = UB — Up,  Vyy = Vs — UB.

Dalsze obliczania wykonuje sie wg wzoru (21).

2. Konforemna transformacja 2-go rzedu o nadliczbowej ilosci punktéw
tgcznych
Przyklad podaje transformacje wspétrzednych Gaussa-Kriigera z ukia-
du 21° do ukladu 18°. Wspéirzedne punktéw lacznych i punktoéw
kontrolnych 7, 8, 9 otrzymano z przeliczen wspolrzednych geogra-
ficznych (¢, 2) na wspoélrzedne Gaussa-Kriligera obu uktadow. Row-
nania bledow uklada sie dla wspoirzednych odniesionych do $rodka
ciezkosei wg wzordw podanych w tekscie. Dokladnosé transformacji
wynosi okoto Sm/m.

W praktyce transformacji 1, 2 uzywano do przeliczen wspodirzednych
stereograficznych na uktad Gaussa-Kriigera.

3. Transformacja wspélrzednych katastralnych w Malopolsce
Transformacje przeprowadza sie we wspdlrzednych odniesionych do
srodka ciezkosci. Réownania bledéw i normalne ukfada sie osobno
dla x i y. Wspétezynniki obu réwnan normalnych sg te same, rézne
sg tylko kolumny wyrazoéw wolnych L, L,.

Dok}adnosé transformacji, ze wzgiedu na niematematyczne odwzoro-
wanie wspoéirzednych katastralnych, wynosi okoto 1 :15 000.

4. Transformacja afiniczna z systemu (¢’ i') do systemu (g, 1)
Transformacje wykonano wzorami (41). Ze wzgledéw rachunkowych
pomnozono (g, 1) przez 107% Otrzymane odchylki wynosza w szero-
kosci 9 m/m, w dlugosci 26 m/m, wielkosci te mieszczg sie w grani-
cach btedow przypadkowych obu systemow.

3. Transformacja wspolrzednych Gausse-Kriigera do ukladu sgsiedniego
Podang transformacje uzywa sie tylko w przypadku gdy uklady
wspoirzednych odlegle sa o nieréwng ilos¢ stopni. Dla typowych
odleglosci 1 = 3°, 1 = 6° wspoltczynniki wzoréw transformacyjnych
sg stale. Transformacje wykonano z uktadu wschodniego do ukladu

zachodniego. o

7%= 17905127, 0298
Dla tych wartosci oblicza sie (g, Yo). Znaki wspéiczynnikéw przyj-
muje sie wg wyjasnienia podanego na sir. 46. Transformacje punk-
tow pojedynczych wykonuje sie wg wzorow (56).

6. Transformacja wspdétrzednych lokalnych
Tabela A podaje wspélrzedne przyblizone punktow 1, 2:

Na $rodek obszaru przyjeto ¢o = 52°25", ig =

wW=u-+adxr—bdy; VvV=vtaly+bdzx,
a, b oblicza sie wg wzoréow (7a).
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Tabela B podaje obliczenie wspolrzednych ostatecznych (u, v):

u=u +du, v=17 4+ dv.
du, dv podajg wzory (53), k = 408 X 1078 v,
Transformacja ta nadaje sie do przeliczen niewielkiej ilosci punktéw. Dla
masowych przeliczen korzystniejsze sg, ze wzgledéw ekonomicznych,
metody podane w tekscie.

7. Wyréwnanie wspétrzednych punktu
Przyklad podaje wyréwnanie oraz obliczenie bledu punktu ! o wspét-
rzednych (4, 9) otrzymanych z transformaciji liniowej (Helmerta). Z trans-

formacji tej podaje sie jedynie M vy M908 celem obliczenia m;, m,

wg wzoru (73b). Rownania bledéw uklada sie wg (73a).
Wyréwnane wspolirzedne: u = u’ + dx, v = v’ + dy, btedy wyréwna-
nych wspélrzednych: my = + 0.98, m, = m, = £ 0.063 m.
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TAJZEYII KJIOCC

TPAHCPOPMAIIMA KOOPIVMHAT BBIIIOJHEHHAA HA OCHOBE
COBMECTHEIX ITYHKTOB

Pezwwme

OnucanHble B TekcTe mpobiemMbl TpaHcopMalny IIOKa3bIBAIOT METOLBL
u POpMYyJIBI, COOTBETCTBYIOLIME IpobjeMaM TpaHcOpMaluy ¥ ypaBHMBA-
HUA TPUAHTYJIALMOHHON ceTu B Iloabire. OcHoBHOM ceThbio Ilonbmm ABJA-
eTcsA CeTh CO CTOpOoHaMy 0K0JI0 30 KM, YaCTMYHO CIIJIOIIHAA, C KOJMIECTBOM
nyHKTOB 0K0J10 500. OcTasnbHble MYHKTHI CETH, B KOJIMYECTBE OKOJO 10-ThI-
csau nmyHkToB 1I u IIl panos, OblIM HE3aBUCUMO ypaBHEHBI B TPyINax IO
100-500 nyHKTOB, a BBIYMCJIEHHbIE KOOPAMHATHI M3 HE3aBMUCUMOTO YpaBHU-
BaHMA ObLIM TpaHCOPMMPOBAHBI HA OCHOBHYK Ce€Thb. OTOT MeTox ObLi
TIPUMEHEH B CBA3YM C TPYHAOEMKOCTBHIO OZHOBPEMEHHOI0 YPAaBHMBAHMA OKO-
Jo 10 Teicay nyHKTOB. Kak BuauM, 37lech Oblyia IpMMEHEHa TpaHcdopMa-
LI1A BMECTO KJAaCCHYeCKOTOo MEeTO/la YPaBHMBAHMSA CETU HU3IUMX PAJOB IIPU-
BA3aHHBIX K ecTu I pana.

Bropoit Buzx npobiembl TpaHcdOpManyMy OXBATBHIBAET TPAHCHOPMAIMIO
CTapbIX TPMAHTYJALMOHHBIX CUCTEM OTHECEHHBIX K pPa3JIMYHBIM I3JIJIUII-
coljlaM NIpM Pa3HBIX IPOEKUMUAX ¥ CHUCTEMAX.

VImeeTcs HECKOJIBKO IECATKOB THICAY TAKUX IIYHKTOB.

PabBora BeIACHAET CIT0COOBI MCIOJIB30BAHUA M3BECTHBIX METONOB, a TaK-
K€ BBOJUT HOBBIE, MMeA B BMAY SKOHOMMKY BBIUMCJIEHMI M IIPUMEHSE-
MOCTH METOMOB [JIA BBIYMCJICHUI Ha COBPEMEHHBIX CUYETHBIX MAalllMHAX.
Kpome Ttoro, Oplra mpuHATA BO BHUMMAaHMEe HeOOXOAMMOCTH MCIPABIEHMA
HEBA3OK B COBMECTHBIX IIyHKTaX, & TAK:Ke PacyéT TOYHOCTY KOOPIMHAT,
TIOJIYYEHHBIX II0CJIE YCTPAHEHUS HEBA30K.

B xawecrse ocHOBBI Obla HpuHATa TpaHCOpPMALMA KOOPAMHAT OT-
HECEHHBIX K TEeM K€ CaMbIM HPOEKLMAM M CUCTEMAM, B CBA3M C YEM MOK-
HO 6BIIO MCIIONIB30BAThH KOH(MOPMHYIO JMHENHyH dyHKIuEo. IIpasaa, sTa
dbysrnua TpebyeT penBapUTENBHOrO IMPUBEAEHMA KOOPAMHAT K ODIIMM
OPOCKIMAM ¥ CHUCTeMaM, OJHAKO, ¢ APYroii CTOPOHBI, ABJAETCA IKOHOMM-

3 Prace Inst. Geodezji i Kartogr., t. XI, z. 1
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YHOM TPy NpPMMEHeHMM ¥ oOJerdaeT NIpu 9TOM NOPOBEPKY MAEHTUYHOCTH
COBMECTHBIX IIYHKTOB.

Tpancopmala crepeorpaduYecKMx KOOPAMHAT HA KOOPAMHATHI
TI'aycca — Kprorepa 6p11a mpoBeieHa IIpM ITOMOIY KOHMOPMHOM PYHKIMK
II-ro panma (paszgesn 2B, 3B), MuHya TakuM 00pazoMm crrocob KpOIMOTIUBBLIX
IlepecyéToB Ha OAMHAKOBBIE mpoexkiyu. Ha GONbIIMX TeppUTOpUAX NIPU
Pa3HBIX SJIIMIICOMJaX OBLIM IPUMEHEHBI CTENEHHBLIE NPOTPEeCcCHM, OIMMCAH-
Hele B. Xpucrosemv, mayu acduandeckmue dopmydinl (41), (57), (63). K xo-
OpAMHATaM HEeMaTeMAaTMYeCKO! IIpOeKUMM OBLIM NMPUMEHEHBLI CTEelTeHHBIE
nporpeccun II-ro paga (34). MeHee npuMrogHbIMM OKa3aJaMCh (DOPMYJIBL,
OCHOBaHHBIE Ha DeNYKIMM SJIeMEeHTOB (paszen TA), B CBA3M C TPYHOEM-
KOCTBIO MX NPUMEHEHMS IIPU MACCOBBIX BbIYMCJICHUAX.

Caenyroreir mpo6ieMoit ABIAETCA YCTPpaHEHMEe HEBA30K B COBMECTHBIX
IMMYHKTaX 1ocje TpancdopManm, T. €. IpUBeJeHNe K eJMHbIM KOOPAMHATAM
Ha COBMECTHBIX NMyHKTaX. sia ypanenua sroit HeBA3KM 6bLT npuuAT adwm-
HUYECKMII METOZ, a Takxke 0oJiee NPUrOAHBIX IJIA STOM LieaM METOX ypa-
BHMBaHUA (pa3zgedt 6), B ¢BA3Y ¢ OOJBIIMMM BBITOJAMM €TI0 NPUMEHEeHMS Ha
COBpPEMEHHBIX CUETHBIX MAallMHAaX.

B pazpene 10 nojansl pacuéThl AedpopManny, a TaKKe pacyéT ommbok
KOODJAMHAT, NOJY4YEeHHBIX IPY IIEpBOI M BTOPOI TpaHcdopmauyu. I 9Toit
BTOpOI1 TpaHchopMarmy AedpopManyu ABIAIOTCH aOMHUYECKUMM UM OXBa-
TBIBAIOT IIYHKTBI BHYTPM TPEYTOJBbHMKA MJIM OIIMOKM IIYHKTOB, IOJyYeH-
Hble TIPY BBIPAaBHMBAHMM KOOPAMHAT IIepBOit TpaHcdopmaimuu. Onpexperne-
Hye ouInbOK KOOPAMHAT, IOJYyYEeHHBIX IIPY BTOPOM TpaHcopMaumy, B CBA-
3U ¢ TPYAOEMKOCTBIO PacyéTOB IIpeJyIaraeTcs IIPOBOAUTE TOJBKO HJIA IIYHK-
TOB, MMENIMX BaiKHOE 3HA4YEHMeE,

Odna obieli XapaKTEpPUCTUMKM TOYHOCTM OBIIM IPUHATHI OAMHUYHEBIE
ommOKy, NOTy4YeHHbIe NP CPAaBHUMBAHMY M3MEPAEMBIX YIJIOB C yIJIaMu, IO~
JIy4eHHBIMM U3 KOOPAMHAT NPY BTOPOI TpaHcOopMaIMM, a TaKKe BeJIMUn-
HBI OCTATOYHBIX HEBA30K B IYHKTAaX.

CpefHAd TOYHOCTDb, IIOJIyYEHHAs MNPy IIOMOLM TpaHccopManmyu mpe-
CATKOB ThICAY IIYHKTOB HOBBIX M CTapbIX ceTeil KoJjebJsieTcs B rpaHuLiax
or 1:150000 mo 1:100000, a mua cereil HeMaTeMaTUYECKON NPOEKIIMM
paBaaercs 1 :20 000,
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THE TRANSFORMATION OF CO-ORDINATES BASED ON JOINT
POINTS

Summary

The problems of transformation, which are dealt with in this paper,
present methods and formulae suitable to the problems of transformation
and adjustment of the triangulation networks in Poland. The primary
network of Poland consists of several chains and partially forms a con-
tinous covering net of large area; it has about 500 points and the side
lenghts are of about 30 km. The remaining points, about 10 thousand of
them, of II and III order were adjusted independently in groups of 100
to 500 points each, and the co-ordinates calculated from these indepen-
dent adjustments were transformed into the system of primary network.
This method was used in consideration of difficulties resulting from the
simultaneous adjustment of about 10 thousand points. As can be seen,
there was applied the transformation instead of classical method of
adjustment of lower order points tied up to the I order network.

Another kind of transformation problems covers the transformation
of old triangulation networks related to different ellipsoids, in different
projections and systems. We have several thousand of such points.

The paper deals with known methods and introduces new ones, in
regard to the economy of computations and adaptability of such methods
to the modern computers. Besides the neccesity of elimination of discre-
pancies in the joint points and the computation of the co-ordinates pre-
cision affer this elimination were taken into account.

Principally the transformation of co-ordinates related to the same
projection and system was accepted, with a possibility of applying a con-
form linear function. This function, to be sure, requires previous reduction
of co-ordinates to the common projection and system, but it is economic
in use and enables the identity control of joint points.

5% f
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The transformation of stereographic co-ordinates into the ones of
Gauss-Krueger was performed by means of a conform function of second
order (Chapters 2B, 3B), avoiding in this manner troublesome computa-
tions. In case of greater areas and in presence of different ellipsoids the
power series given by W. Hristow, or affinic formulae were applied (41,
57, 63). To the co-ordinates of non-mathematical projections the power
series of second power (34) were used. The formulae based on the ele-
ments reduction (Chap. 7,A) proved lass suitable, in regard to the
cumbersome application to mass computations.

Further problem forms the elimination of discrepancies remaining
in the joint points after the transformation, i.e. bringing to the unique
co-ordinates of the joint points. The elimination of this discrepancy was
made by the affine method and a more comfortable adjustment method
(Chap. 6), in regard of application of modern electronic computers.

In Chapter 10 the computation of deformations and of co-ordinates
errors from the first and second transformation are given. In the second
transformation there are affine deformations comprising the points in
the area of a triangle, or the errors from the co-ordinates adjustment
of first transformation. Definition of co-ordinates errors from second
transformation, in regard of great amount of work, is proposed for the
important points only.

For the general characteristics of precision the unit errors received
from the comparison of measured angles and the ones computed from
the co-ordinates after second transformation and the values of remaining
discrepancies on the joint points were accepted.

Average precision, obtained by transformation of several thousand
points in the new and old networks is ranged between 1 :150 000 and
1:100000, in the non-mathematical projection nets it amounts to
1 :20 000.
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