PRACE INSTYTUTU GEODEZJI I KARTOGRAFII
Tom X, Zeszyt 2(22), 1963
JERZY GAZDZICKI 526.4 : 681.142

Wyréwnanie sieci triangulacyjnych na maszynach elektronowych

Wstep

Stosujagc maszyne elektronowsg do rozwigzania okreslonego problemu
rachunkowego powinniémy dazyé do maksymalnego wyeliminowania
pracy ludzkiej — do wykonywania na maszynie caloéci obliczen zwia-
zanych z tym problemem. Powyzsza zasada odnosi sie w szczegoélnosci
do wyréwnania sieci triangulacyjnych metodg najmniejszych kwadra-
tow. Udzial maszyny elektronowej w wyréwnaniu ograniczony byt na
og6l do wykonania jednego z najbardziej pracochlonnych etapéw ra-
chunku: rozwigzania ukladu réwnan normalnych. Niewspoélmiernie
wieksze korzysci osiggniemy wykonujge na maszynie calo$é dosé roézno-
rodnych obliczen wyréwnawczych.

Optacalno$é stosowania wspétezesnie budowanych maszyn cyfrowych,
przeznaczonych do obliczen naukowych i technicznych, jest na ogét tym
wigksza, im wiekszy jest stosunek iloSci dzialan wykonywanych przez
maszyne do ilosci danych poczgtkowych i wynikéw kohAcowych. Wynika
to z faktu, Ze szybko$¢ pracy urzadzen wejSciowo-wyjsciowych jest
z reguly zbyt mala w poréwnaniu do szybkosci pracy samej maszyny.

Rozwigzujgc wylacznie uklad réwnan normalnych musimy wyperfo-
rowaé, sprawdzi¢ i wprowadzi¢ do pamieci maszyny duzg iloéé danych
poczatkowych; np. dla rozwigzania ukladu 100 réwnan nalezy wprowa-
dzi¢ kilka tysiecy wspoétezynnikéw. Natomiast przy wykonywaniu na
maszynie caloSci obliczen wyréwnawczych mamy znacznie mniejszg ilos¢
danych poczatkowych: wspoéirzedne punktéw statych, wartosci obserwacji
i pewne dodatkowe informacje okreslajgce polozenie obserwacji w sieci.

Przystepujac do opracowania programéw wyrdéwnania sieci triangu-
lacyjnych nalezy w pierwszym rzedzie ustali¢ metode rachunku. Réznego
rodzaju metody przyblizone, ktérych zadaniem bylo zmniejszenie praco-
chlonnosci rachunku arytmometrycznego, w epoce techniki elektronowej
z reguly przestajg by¢ aktualne. Mozliwo$¢ wyboru ogranicza sie zatem
do dwoéch podstawowych metod: zawarunkowanej i posredniczacej. Nie-
watpliwie bardziej dogodng jest tutaj metoda posredniczaca, odznacza-
jaca sie jednolitoScig wzoréw. Natomiast istotng wada metody zawarun-
kowanej jest réznorodno$é réwnan warunkowych, znacznie komplikujgca
budowe programoéw.
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Po ustaleniu metody rachunku nalezy dodatkowo okresli¢, jakiego
rodzaju obserwacje podlegajg wyrdéwnaniu, na jakiej powierzchni pro-
wadzi sie obliczenia, jakiej wielkoSci sieci majg by¢é wyréwnane itd.

W niniejszej publikacji przedstawiono koncepcje programoéw umozli-
wiajgcych catkowite wyréwnanie sieci triangulacyjnych dowolnego
ksztaltu, w ktérych pomierzone zostaly katy. Uwzglednienie innych
obserwacji w wyréwnaniu tymi programami, moze by¢ dokonane po
recznym obliczeniu odpowiednich réwnan poprawek, ewentualnie po
zastosowaniu dodatkowych programéw. Jako powierzchnie odniesienia
przyjeto plaszezyzne — calkowicie wystarczajgca dla wyréwnania nawet
duzych sieci, jesli rachunek zostanie przeprowadzony jednoczesnie na
kilku ptaszczyznach odwzorowaweczych [13].

Przedstawione dalej koncepcje sg ogblne. Zrealizowano je wylgcznie
na maszynie UMC 1¥) i tylko dla sieci katowych, jednakze nie sprawia
wigkszych trudno$ci opracowanie analogicznych programéw dla innych
maszyn i dla innego rodzaju sieci, np. katowo-liniowych, czy tez kierun-
kowych.

Przy uzyciu opisywanych programéw przeprowadzono na maszynie
UMC 1 wyrdéwnanie szeregu sieci triangulacyjnych nie zawierajacych
wiecej niz 50—60 punktéw wyznaczanych. Wyréwnanie takich sieci
wymaga rozwigzania ukladéw kilkuset réwnan poprawek o ilosci nie-
wiadomych dochodzgcych do 100—120, co przy niewielkich mozliwos-
ciach technicznych maszyny UMC 1 (pojemnoéé pamieci 4096 stow,
szybkos$¢ ok. 100 operacji/sek.) mozna osiagna¢ tylko przy zastosowaniu
odpowiednich programéw.

Mys$lg przewodnig opracowania tych programéw bylo maksymalne
wyeliminowanie w toku calego wyrdwnania zaréwno zbednych zapisow
elementéw zerowych do pamieci (oszczedno$¢ miejsc pamieci), jak tez
zbednych dzialah na tych elementach (skrécenie czasu rachunku).

Specyficzna budowa programéw umozliwia wyréwnanie bardzo du-
zych sieci w oparciu o odpowiednio dostosowang do rachunku automa-
tycznego ideg Pranis-Praniewicza. W r. 1962 przeprowadzono wyroéwna-
nie sieci sktadajgcej sie z 542 punktéw wyznaczanych. Przebieg wyrow-
nania oraz opis zastosowanych metod przedstawiony jest w dalszych
czeSciach niniejszego artykutu.

Calkowite wyréwnanie sieci triangulacyjnych na maszynach elektro-
nowych jest obecnie problemem niezmiernie aktualnym w obliczeniach
geodezyjnych. Literatura dotyczaca tego problemu jest jednak bardzo
uboga, co wynika zapewne z ciagle jeszcze niewielkiego rozpowszech-

*) Opis tej maszyny znajdzie Czytelnik w pracach [19] i [81.
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nienia maszyn elektronowych oraz braku kwalifikowanych programistéw
wiréd geodetdw.

W Zwigzku Radzieckim W. A. Kougija [16] opracowal program wy-
réwnania metods zawarunkowang niewielkich sieci triangulacyjnych na
maszynie ,,STRIELA”. Do rozwigzania ukladu réwnan warunkowych
ulworzonego na podstawie pomierzonych kierunkéw zastosowano metode
kolejnych przyblizen. Maksymalna ilo$¢ punktéw wyznaczanych wy-
nosi 17. Podjecie prac z tego zakresu sygnalizowal réwniez T. F. Alek-
sandrow [1].

Wyréwnaniem sieci triangulacyjnych na maszynie ZRA 1 zbudowanej
w Niemieckiej Republice Demokratycznej zajgl sie K. Niser [21]. Opra-
cowane przez niego programy umozliwiajg wyréwnanie metodg posred-
niczacg sieci kierunkowych, w ktoérych ilo$¢ punktéw nie przekracza
25—30.

Programy wyréwnania maltych sieci triangulacyjnych opisywali
réwniez E. Gotthardt [10] — dla maszyny ZUSE 22 i F. Hollrigl [14] —
dla maszyny IBM 650.

Wszystkie te programy moga stuzyé do wyrdéwnania wylgcznie ma-.
tych sieci, co jest ich powazng wada.

*

Problem wyréwnania sieci triangulacyjnych na maszynie elektrono-
wej jest zadaniem do$¢ zlozonym. Szczegdélowe opisanie wszystkich
programéw zajetoby duzo miejsca i byloby nuzace dla Czytelnika.
Zwlaszcza podawanie list rozkazéw i pelych schematéw blokowych
mijaloby sie z celem w tego rodzaju publikacji, ktéra powinna przed-
stawia¢ zasadnicza mysl budowy zespolu programéw. Z tego wzgledu
opisane zostaly szerzej tylko te momenty, ktére majg charakter ogélny
1 mogag by¢ interesujgce zaréwno dla programisty opracowujgcego ana-
logiczne programy dla innego typu maszyny elektronowej, jak tez dia
uzytkownika — geodety interesujgcego sie metodami rachunku auto-
matycznego.

Pod wzgledem uzytkowym mozna wydzieli¢ nastepujgce programy
1. okreslenie ksztaltu tabeli réwnan normalnych,

b

obliczenie i perforacja réwnan poprawek,
obliczenie réwnan normalnych,

W

rozwigzanie réwnan normalnych wraz z ewentualnym obliczeniem
bledow érednich niewiadomych,

5. obliczenie wspoéirzednych wyréwnanych oraz kontrola ostateczna.
Kazdy z tych programéw skilada sie z szeregu podprograméw, np.
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program 2. wykorzystuje podprogramy: a) obliczenia rownan poprawek,
b) perforacji rownan poprawek, c) obliczenia wartosci funkeji arc tg %

Poza wymienionymi programami moga by¢ stosowane dodatkowo
oddzielne programy kontroli danych poczatkowych, kontroli sumowych,
perforacji i druku wynikéw przejéciowych, np. tabeli réwnan normal-
nych, obliczenia nietypowych réwnan poprawek itp.

1. Wyréwnanie pejedynczych grup

1.1. Przygotowanie danych poczgtkowych

Danymi poczatkowymi dla rachmistrza wyréwnujacego sie¢ triangu-
lacying sg: a) wspélrzedne punktéw stalych, b) warto$ci obserwacji
(katow), c¢) szkic sieci.

Te same informacje muszg by¢ dostarczone maszynie elektronowej
w odpowiednio zakodowanej postaci.

Zalozymy dla uproszczenia, ze wspodlrzedne przyblizone punktéw
wyznaczanych sg réwniez dane; do obliczenia ich moga byé¢ uzyte od-
dzielne programy, np. wciecia w przéd lub wstecz, jednakze w wigkszosci
przypadkow wspélrzedne te sa znane a priori. Précz tego przyjmiemy,
ze katy zredukowane zostaly na plaszczyzne.

Przy tych zalozeniach dane poczatkowe powinny zawieraé: a) wspol-
rzedne przyblizone i stale, b) wartosci katéw zredukowanych na ptasz-
czyzne, c) zbidér dodatkowych informacji zastepujacych szkic sieci.

W przedstawianych programach przyjeto system kodowania danych
poczatkowych sprowadzajacy sie do sporzadzenia 3 wykazow:

a) wykazu wspélrzednych zawierajgcego na poczatku wspéirzedne przy-
blizone p punktéw wyznaczanych oraz na koncu — wspélrzedne s
punktéow stalych,

b) wykazu katéw pomierzonych o (k = 1,2...m) zredukowanych na
plaszezyzne,

c) wykazu numerow punktéw L, P C; ulozonego w kolejnosci wykazu
katow, gdzie:

L; — numer punktu na lewym ramieniu kata «
P, — numer punktu na prawym ramieniu kata oy
Ci — numer punktu na ktérym pomierzono kat «.

Podana w tym wykazie numeracja punktéw musi by¢ zgodna z kolej-
noscig wspoirzednych w wykazie a).

Dla przykladu pokazemy, w jaki sposéb nalezy sporzgdzi¢ powyzsze
wykazy dla sieci przedstawionej na rys. 2
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a) Wykaz wspoirzednych x, y

Xy Y1
Tg Yz
X3 Y3
Xy Ys
b) Wykaz katow oy ¢) Wykaz numeréw L P, Cy,
23] 3 2 1
ay 1 3 2
X3 2 1 3
277 2 4 1
&5 1 2 4
&g 4 1 2
L
Io 1% o - punkt wyznaczany
Ci - P A- . Staty
Rys. 1 Rys. 2

W przypadku, gdy ohserwacje zostaly wykonane z rézng dokladnoscig
powyzsze wykazy nalezy uzupelni¢ wykazem bledéw Srednich obserwacji
m;. Sposdb uwzgledniania w wyréwnaniu obserwacji bazowych i azy-
mutalnych podany zostanie w dalszym ciggu niniejszej publikacji.

1.2. Okreslenie ksztaltu tabeli réwnan normalnych

Jak wiadomo, uktady réwnan normalnych tworzone w trakcie wyréw-
nania sieci triangulacyjnych charakteryzuja si¢ wystepowaniem znacznej
liczby wspbétczynnikéw zerowych, przy czym obserwujemy grupowanie
sie wiekszoSci wspdtezynnik6w niezerowych woko6l gléwne] przekatnej.
W pracy [7] opisany zostal program rozwigzywania tego rodzaju uktadow
réwnan normalnych .Program ten nie zajmuje miejsc pamieci na elementy
zerowe pierwiastka krakowianowego, jak réwniez nie wykonuje na nich
zbednych dzialan, co stwarza mozliwosci rozwigzywania stosunkowo du-
zych ukladéw przy jednoczesnym, powaznym skroceniu czasu rachunku
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Jako dane poczatkowe stuzg: a) elementy tabeli réwnan normalnych wpi-
sane do pamigci z pominieciem poczatkowych z; elementéw zerowych
i-tej kolumny, b) wartosci z;. Przez poczatkowe elementy zerowe kolumny
rozumie sie tu elementy zerowe tej kolumny polozone ponad pierwszym
réznym od zera elementem kolumny. Je$li w kolumnie i elementy a;,,,
Ciy 2 eerene a;, . 53 réwne zeru, a nastepny z kolei element a;, . ., jest rézny
od zera, to z; = r. Elementy tabeli zapisuje si¢ kolumnami, przy czym
z uwagi na symetrie, elementy ponizej gltéwnej przekatnej sg réwniez
pomijane.

Dla przykladu podamy sposbb zapisu z pominieciem poczgtkowych
elementoéw zerowych symetrycznej tabeli o 4 kolumnach:

tabela kolejnoé¢ zapisu do pamieci
8 0 0 O
0 9 0 -1
0 0 +1 0 8,91 —1,0, 8
0—-1 0 8
i= 2 3 4

Z powyiszych uwag wynika, ze przed obliczeniem i zapisaniem do
pamigei wspélczynnikéw réwnahn normalnych muszg by¢é znane war-
tosci z; ustalajgce polozenie tych wspdlczynnikéw w pamieci.

Wartosci z; moga by¢ jednoznacznie okre$lone na podstawie nume-
réow LPC. Podnoszae do kwadratu wiersz wspélczynnikéw przy nie-
wiadomych w réwnaniu poprawki:

v = adx; + bdy; + cdx, + ddy, + edx. + fdy. + 1 (1)

otrzymamy 6 X 6 = 36 elementéw. Zakladajgc, ze L =3, P=2, C=5
bedziemy mogli przykladowo przedstawié polozenie tych elementéw krzy-
zykami na rys. 3. (elementy ponizej gléwnej przekatnej zostaly pominiete).

Jak widaé, réwnanie poprawki dostarcza nam informacji o wartos-
ciach z; dla kolumn odpowiadajacych niewiadomym dx, dy punktéow LPC.

W rozwazanym przypadku wiadomo juz, ze wartosci z; dla i = 3, 4, 5,
6, 9, 10 moga by¢ co najwyzej réwne 2. Wartosci te bedg rowne 2, jezeli
w wyniku analogicznego badania pozostatych numeréw LPC nie wykry-
jemy elementéw niezerowych kolumn 3, 4, 5, 6, 9, 10 polozonych w pierw-
szych 2 wierszach.

W ten sposéb dochodzimy do algorytmu obliczenia wartosci z;. Przyj-
mijmy na poczatku z; = 2p (i = 1,2 .... 2p).
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Badajmy kolejno tréjki numeréw LPC okreslajgc za kazdym razem
wynikajgce stad wartosci z;. Zaldézmy, ze po zbadaniu k trojek ustaliliSmy
warto$é 2/ oraz, ze w k + 1 tréjce otrzymujemy wartosé 2. Jezeli 2] <z,
to nalezy podstawié na miejsce dawnej wartosci z, nowg: 2 — 2z, w prze-
ciwnym przypadku ustalona uprzednio warto$¢ 2z, nie ulega zmianie. Po
wykonaniu badan wszystkich tréjek otrzymujemy wlasciwe wartosci z:.

o

[ min. (U?Ci—v N |

aylyp?
fak |nie
Y

czy 2N-D<Zp-4 ?
fak | nie

2IN-N>Z91-4

Z(N"l)" 22L
w1 2 3 4 5 ——
N\ 7 10 »cZyrop!
J\{’ 234567809 i
1 ]
2 cZy 2N-1X2zp-4 ?
3 fak [ e
4 Y
5 2N-1)>Z2p-4
2AN-1)>Z0p
)
7 »{ 7y L7
8 fak | nie
g Y
10 czy AN-10<Zpc-4 ?

fak 1 nie

ar - numer punkfu
L = v kolumny 200> Zge

L]
2AN-1)>22c-1

j - })—n W/BfSZﬁ

Rys. 3 Rys. 4

Na rys. 4 podano fragment schematu blokowego odpowiadajgcego temu
postepowaniu. Zauwazmy, ze dolaczone zostalo jeszcze jedno badanie:
czy numer punktu nie jest wiekszy od p, tzn. czy punkt nie jest punktem
stalym, nie wplywajgcym na ksztalt tabeli. Przez min. (L, P, C) oznaczone
zostalo symbolicznie wybranie najmniejszej sposréd liczb L, P, C.
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1.3. Obliczenie réwnan poprawek

Wspélczynniki réwnania poprawki (1) obliczane sg wedtug nastepuja-
c¢ych wzoréw:
a= 2A YL 5 0
Axr + Ayr
Ax
- 2 - 5 0 @
Axy + Ay,;

. A xp
Adxp + Ayp
[ Ayp AyL ] cc
€= 2 2 2 L4
Adxp + Adyp  AxL+ dyL
[ Axp Axr ] e

y A7+ Ays | dak+ Agi)°
gdzie:
dx,=x, — %, AYr=yYr— Y
Axp=1xp — X, AdYp=1Yp— Y.
za$ o = 636 620°°

Wyraz wolny 1 jest réznica miedzy warto$cig obserwowang kata i przy-
blizong, obliczong ze wspoélrzednych przyblizonych:
dxpdyp — Axpdy; 3)
Ax;Axp + Ay, Ayp

Dla kontroli dalszych obliczen tworzy si¢ sume kontrolng
s=a+b+ctdt+et+f+1

Po wykonaniu rachunku wspétezynniki, wyraz wolny i sumowy oraz
numery LPC drukowane sg i perforowane na tasmie dalekopisowej w po-
staci umozliwiajgcej powtérne wprowadzenie ich do pamieci maszyny,
co jest niezbedne przy wyréwnaniu wiekszych sieci, z uwagi na niewielkg
pojemnos¢ pamieci.

Na rys. 5 przedstawiono réwnanie poprawki nr 1 wydrukowane przez
maszyne UMC 1. W pierwszym wierszu drukowany jest nr réwnania,
w drugim — numery punktéw LPC, w trzecim — wspétczynniki a, b, c,
d, e, f, zas§ w czwartym — wyraz wolny i sumowy. Znaki dodatkowe ,,v"
i,,.”” drukuje sig zgodnie z kodem wprowadzania liczb do maszyny UMC 1.

Przy obliczaniu wspéiczynnikéw bada sie: czy L>p? czy P>p?
czy C>p? tzn. bada sie, czy ktory$ z punktéw LPC nie jest punktem

l=a —arctg
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stalym. W przypadku natrafienia na punkt staly, w miejsce odpowiada-
jacych temu punktowi wspoélczynnikéw wstawia sie zero. W podanym
przyktadzie punkt 19 jest punktem statym.

W. podobny spos6b mozna przedstawi¢ réwnania innych obserwacji
wystepujacych niekiedy w katowych sieciach iriangulacyjnych. Obser-

001

v+019. +009. +C01,

v+0000000, +0000000., ~0104316, =-0029669. =-0008813. +0046175.
v+0324547, +0227922.

Rys. 5

wacje liniowe, kierunkowe i azymutalne wigzg ze sobg wspoélrzedne tylko
dwoch punktow: poczatkowego I oraz koncowego K, co moze by¢ zapisane
ogb6lnie w postaci:

adx; + bdy; + cdxg + ddyg + 1 =v 4)

Roéwnania te, zaleznie od ich ilosci wyliczane oddzielnymi programami,
lub recznie, traktuje sie dalej jako szczegélny przypadek réwnan po-
prawek obserwacji katowych odpowiadajacy zalozeniu, ze jeden z punk-
tow LPC jest punktem stalym. Analogicznie mozna uzmienni¢ wspol-
rzedne punktéw nawigzania.

1.4. Obliczanie réwnan normalnych

Rachmistrz uktadajacy réwnania normalne przywyk?! do obliczenia na
arytmometrze iloczynéw poszczegélnych kolumn. Postepowanie takie nie
jest wygodne w rachunku na maszynie elektronowe]j, poniewaz wymaga
wprowadzenia do pamiegci maszyny wszystkich elementéw krakowianu a
utworzonego z tabeli wspoétczynnikéw w réwnaniach poprawek, kolumny
wyrazéw wolnych 1 i kolumny sum kontrolnych s.

Znacznie wygodniej jest oblicza¢ poszukiwany krakowian a® przez
tworzenie iloczynéw elementéw pejedynczego wiersza krakowianu a:

ae ba ca ... la sa
ab bb ¢b ... b sb
R /
{abcdefls}2= ac bc cc c sc
al bl cl ... 1 sl
as bs ¢s ... 1ls ss

i dodawanie ich do odpowiednich sum poprzednio juz obliczonych iloczy-
noéw.
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Na specjalng uwage zastuguje tu sposéb odnajdywania w pamieci
miejsca, w ktdérym tworzy sie element krakowianu a? polozony w i-tej

Zerowanig migisc pamigti
preemaczonych na ufwo-
rzene hrakowiany 3%

vy

Worowadzenie do pamieci
Torupy rownari poprawek

A ]

Wymnodenie elementiw

a6,...Ls Lgupy row-

nart poprawek | dodanie

ich do zawarfosci migjsc

pamigci okreslonych wzo-
rem (6)

L

Wrawadzenie do pamigei
ostatnief grypy rownan
poprawek

\

Wymnozenie elementiw
ab,... s osfanig) gro-
Py rownars popraek i
todanie ith do zawar-
fosti migisc pamieci
okieslonych waorem(6)

Y

Wykananie kontroli su-
mowef krekowanu 2°

Rys. 6

kolumnie i j-tym wierszu. Adres tego miejsca pa-
miegci bedziemy oznaczaé przez l;, ;. Przy jego obli-
czaniu nalezy pamieta¢ o tym, ze do pam.eci nie
wprowadza sie elementéw polozonych ponizej gtéw-
nej przekatnej oraz poczatkowych elementéw zero-
wych.

Podobnie jak w programie rozwigzywania ukla-
déw réwnan normalnych, opisywanym w pracy [7],
réwniez i w programie ukladania réwnan normal-
nych wygodnie jest postugiwa¢ sie adresami pierw-
szych réznych od zera elementéw poszczegblnych ko-
lumn. Adresy te obliczane sg przez maszyne wzorem
rekurencyjnym na podstawie danych wartosei z;:

Li=Li1+1—1— 2z (5)
gdzie: L; — adres pierwszego réznego od zera ele-
mentu i-tej kolumny. Latwo wykazaé, postugujac sie
choéby rysunkiem nr. 3, ze adresy l;, j mogg by¢ ob-
liczane przy uzyciu nastepujacego wzoru:

luz{Li—zi—i-jf—l jesli j=<i ©)
ML —zi+i—1 jesli j>1i

Wartosci wskaznikow i, j okreslane sg bezposred-
nio na podstawie numeréw LPC, Koniecznos¢ rozréz-
nienia 2 przypadkéw w powyzszym wzorze wynika
z braku uporzadkowania wspéiczynnikéw réwnania
poprawki w kolejnoSci numeréw kolumn krako-
wianu a. /

Dzialanie tego programu mozina przedstawic
schematem blokowym przedstawionym na rys. 6.

W przypadku wyrdwnania obserwacji niejedna-
kowo doktadnych, elementy a, b...1, s po wprowa-
dzeniu ich do pamieci sg mnozone przez odwrotnosci
odpowiednich bledéw srednich. Do tego celu uzywa-
ny jest oddzielny program.

1.5. Rozwigzanie uktadu réwnan normalnych

Do rozwigzania ukladu réwnan normalnych stosowany jest program
opisany dosé szczegbélowo w pracy [7]. Program ten wykorzystujgcy wzory
metody pierwiastka krakowianowego moze byé uzywany w 2 wariantach.
W pierwszym z nich obliczane s3:
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a) niewiadome dz, dy,
b) niewiadome kontrolne dx — 1, dy — 1,
¢) elementy kontrolne:
(1] — [LL] = [sl} — [SL] = [ss] — [SS] (7)
rowne, jak wiadomo [vv].
W drugim wariancie oblicza sie dodatkowo blad $redni pojedynczego
spostrzezenia m, oraz btedy $rednie niewiadomych m,, m,.

1.6. Obliczenia konicowe

Pigty z kolei — i ostatni — program oblicza kolejno:
a) wspoirzedne wyréwnane:
Twyr.= £ +dT, Ywyr. =Y+ dy;
b) poprawki v, przez podstawienie niewiadomych dx, dy do réwnan
poprawek;
¢) katy wyréwnane ze wspoirzednych wyréwnanych:
AxLAyp—-/JacpAyL
Qwyr. = AIC tg—AxLAxp + Ay dypr
d) sume kwadratéw poprawek: [vv].
Procz tego dla kazdego z katow wykonywana jest kontrola:
Fpyer — 6 — V=10 (8)
Maksymalne odchytki wynoszg 0,02¢¢,

1.7. Dane techniczne programéw opracowanych dla maszyny UMC 1

Opisane powyzej programy weczytywane sg kolejno, tak aby jak naj-
wiecej miejsc pamigci pozostalo na dane poczatkowe i wyniki rachunku.
Program 1 zajmuje ogélem 327 miejsc pamieci, program 2 — 509, pro-
gram 3 — 320, program 4 — 320 (bez obliczenia btedéw Srednich) lub 550
(z obliczeniem bledéw $rednich), za§ program 5 — 537. Znaczng ilos¢
miejsc zajmujg tu podprogramy druku.

Czas wyréwnania (bez obliczenia bledéw $rednich) sieci zawierajgcej okoio
300 katow i okoto 50 punktéw wyznaczanych zajmuje okoto 20—25 godzin.
Koszt wyréwnania wynosi ok. 20 kosztu pracy recznej.

2. Wyréwnanie wielogrupowe i wielostopniowe
2.1. Celowosé stosowania wyréwnania wielogrupowego

Pranis-Praniewicz [23] przedstawiajac metode wyréwnania wielogru-
powego, jako podstawowg zalete tej metody wysuwal mozliwosé jedno-
czesnego zatrudnienia wielu rachmistrzow przy uktadaniu réwnan nor-
malnych i eliminowaniu t. zw. niewiadomych wiasciwych. Metoda Pranis-
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Praniewicza stosowana w technice rachunku arytmometrycznego dawala
istotne korzysci natury organizacyjnej, a jednoczesnie pozwalala na znacz-
ne skrécenie czasu wyréwnania, co byto niezwykle wazne w przypadku
duzych sieci.

W technice elektronowej przyspieszenie pracy przez jednoczesne uzy-
cie wielu maszyn nie jest na ogét potrzebne i praktycznie rzecz biorac dia
obecnie wyréwnywanych sieci nie wchodzi w rachube *). Pomimo tego,
metoda Pranis-Praniewicza nie traci nic ze swej aktualnos$ci. Maszyny
elektronowe uzywane w obliczeniach geodezyjnych posiadajg stosunkowo
niewielkg pojemnos¢ pamieci ograniczajgcg wielko§¢ ukladu réwnan nor-
malnych. Podzial na grupy jest w tych warunkach najwlasciwszg metodg
ulozenia i rozwigzania ukladéw réwnan nie mieszczacych sig w pamieci
maszyny. Jako dodatkowe wzgledy przemawiajace za stosowaniem metody
Pranis-Praniewicza wymieni¢ nalezy:

a) wiekszg skutecznoé¢ kontroli danych poczatkowych i wynikéw po-
$rednich rachunku,

b) mozliwos¢ latwiejszego poprawienia wynikoéw obliczen po wykryciu
btedéw w danych poczatkowych, czy tez bledéw w rachunku,

¢) réznego rodzaju usprawnienia w organizacji pracy obliczeniowej.

2.2. Pierwiastek krakowianu blokowego

W wyréwnaniu wielogrupowym, zwlaszcza przy uzyciu maszyny elek-
tronowej, odczuwa sie wyraznie potrzebe operowania tabelami liczbo-
wymi; wzory w ktérych wystepuja pojedyncze liczby sg w tym przy-
padku trudniejsze do wyprowadzenia i objasnienia. W zwiazku z tym
autor uwaza za pozyteczne wprowadzenie pojecia pierwiastka krakowianu
blokowego.

Niech dany bedzie krakowian a. Podzielmy tabele tego krakowianu
na m-n prostokatnych czeSci prowadzac m — 1 linii pionowych i n — 1
linii poziomych. Otrzymamy w ten sposéb m paséw pionowych — kolumn
blokowych i n paséw poziomych — wierszy blokowych. Krakowian o ta-
beli znajdujgcej sig w i-tej kolumnie blokowej i j-tym wierszu blokowym
nazywa sig blokiem i oznacza a;,; [2]. Krakowian utworzony z blokéw
nazywa sie krakowianem blokowym.

a1 A2,1 ... 8,1
a= ai, 2 A3,2 ... Am,2 (9)
al,p ... Amn

) .*) Jgdnoczesne uzycie kilku maszyn moze okazaé sie niezbedne przy wyréwnaniu
sieci, ktére dotychczas nie byly wyréwnywane w calosci ze wzgledu na swa wielkosé.

Jako przyklad moze tu stuzyé polska sie¢ triangulacji wypelniajacej.
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Nalezy tu zwroci¢é uwage na wprowadzong dla uniknigcia nieporozu-
mien réinice oznaczen elementu i bloku: element oznacza sie zwykig
czcionkg a;, ; blok — pélgrubg czcionks a;, ;.

Zalbézmy teraz, a  jest krakowianem symetrycznym posiadajgcym m
kolumn blokowych i m wierszy blokowych, przy czym ilo$¢ kolumn
w i-tej kolumnie blokowej réwna jest ilosci wierszy w i-tym wierszu
blokowym.

a1 azi .. amt

a= ai,p Az,2 .. Am,2 (10)

A,m A2,m .. Amm
Przy tych zalozeniach bloki a;, ; sg krakowianami symetrycznymi, zas

a,;=71aj,i.

Przypusémy dalej, ze krakowian a posiada pierwiastek fréjkgtny A,
tzn., ze A%2= a, co mozna zapisa¢é w postaci A = Va. Wyodrebnijmy
w pierwiastku A bloki o identycznych wymiarach z odpowiednimi blokami
krakowianu a:

A=i o (11)

Opierajgc si¢ na réwnaniu A? = a latwo mozemy wprowadzi¢ wzory
okreslajace dowolny blok pierwiastka. Mnozac i-tg kolumne blokowy
pierwiastka przez i-tg otrzymamy:

A%+ A% A%+ A% =ai,
a stad:

’ i—1
A= ]/a,-,i — 3 A%, (12)
k=1

we wzorze tym, podobnie jak w nastepnym, gdy gérna granica sumowa-
nia jest mniejsza od dolnej, nalezy przyjaé, ze suma réwna sie zeru.
Mnozac z kolei i-tg kolumne blokowsg pierwiastka przez j-tg (i > j)
otrzymamy:
Ai1-Aj 1+ AizrAj o+ o+ Ajrt Ay o T Ay A= ai,
a zatem:

j-1
AijcAjj=a;,;— > Ak Ajk, (13)
k=1
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skad tatwo mozemy obliczy¢ A, ;, poniewaz A;, ; jako pierwiastek krako-
wianowy jest krakowianem tréjkatnym. Opierajac sie na definicji dzie-
lenia podane]j przez prof. T. Banachiewicza *) napiszemy wyraZnie:

j—1
A= (a,-,,. —y A,.,k-Aj,k) ‘TAj (14)
k=1

Przyktad.
Obliczmy pierwiastek krakowianu blokowego:

a— {al,l az’l} ) ...............
a;2 Ay —1 5: 6 —4 2

Mamy kolejno:

6 —4 2 ’ 5 —3 2' [ 1 —1 0
32,2—A2,1= —4 19 —3}—1—3 9 0f =1!—1 10 —3 )
2 —-3 18 2 0 11 10——3 17
’1 —1 Ol
Ass=1a,— A% ;=1 3 —1l,
I
a zatem
1 —1: —1 0
20 2 1
A= {Al, 1 A1,2} _ e e
Ay, 1 -1 0
3 —1
4

*) ROwnanie krakowianowe xza =1 moze byé zapisane w postaci x=1:a
i wéwezas x nazywa sie ilorazem krakowianéw 1 i a. Dzielenie moze byé wyko-
nane bezpoSrednio, jezeli krakowian a jest tréjkatny. Np.: stosujac metode
pierwiastka krakowianowego do rozwigzywania ukladu réwnan linijowych obli-
czamy, w znany sposéb, kolejno jeden za drugim, elementy kolumny wyrazéw wol-
nych L pierwiastka A. Opieramy sie przy tym na réwnaniu LA =1, gdzie 1 jest
kolumng wyrazéw wolnych ukladu danego. Wykonywane tu dzialania prowadza do
obliczenia ilorazu L =1:7A.
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Z wzordéw (12) i (14), umozliwiajgcych obliczenie blokéw pierwiastka A,
tatwo otrzymamy odpowiadajgce im wzory na elementy pierwiastka
krakowianowego, je$li zastgpimy oznaczenia blokéw oznaczeniami ele-
mentow.

2.3. Wyréwnanie wielogrupowe

Niech dany bedzie uklad réwnan poprawek:
xta' +1=v (15)

gdzie x, I, v s3 odpowiednio kolumnami niewiadomych, wyrazéw wol-
nych i poprawek, za$ a’ krakowianem wspétczynnikéw.

Utwérzmy krakowian a={a'ls}, w ktérym s=a/ + a, + ...a +1
jest kolumng sumowsg i obliczmy pierwiastek A z kwadratu tego krakeo-
wianu:

a? la’ sa’
a*=1{a1 2 sl (16)
a’s Is s?
A" L S
A=yal= Vv Y ve (17)
0
gdzie A’ =ya?, L — kolumna wyrazéw wolnych pierwiastka,

S — kolumna sumowa,
za$ v jest krakowianowym zapisem [vv].

W dalszym ciggu rozwazan obliczenie pierwiastka A bedziemy trak-
towali jako praktycznie réwnoznaczne z rozwigzaniem danego problemu
wyroéwnawczego. Rzeczywiscie: krakowiany A i L pozwalaja na latwe
obliczenie niewiadomych, [vv] — na obliczenie bledu sredniego pojedyn-
czego spostrzezenia, przy czym ostatnia kolumna krakowianu A dostar-
cza niezbednych kontroli. Przedstawmy teraz krakowian a w postaci
blokowej:

[311 a1 amll
!a” 8.2 ... am,z! (18)
- |
laln Az, n ,-. am'"l

2 Prace Inst. Geodezji i Kartografii
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Ostatnia kolumna blokowa a,, zawiera tu miedzy innymi kolumne 1 i s.
Interesowaé nas bedzie szczegbélnego ksztaltu krakowian a:

Ial, 1 Am+1,1

a2,2 am+1.2 (19)

|

Am,m aAm+1, mJ

Krakowian ten zawiera m wierszy blokowych i m + 1 kolumn blo-
kowych, a jego cecha charakterystyczna jest to, ze wspétczynniki nie-~
zerowe wystepuja wylgcznie w blokach ostatniej kolumny, lub tez
w blokach potozonych na giléwnej przekatnej.

Obliczmy kwadrat krakowianu (19):

[321,1 Am+1,1° 31,1
2
A%, 9 Am+1,2° A2, 2

a2= 2 (20)

A%m, m Am+1,m* Am,m

i 2
e e e D @miy,i
i=1

Na podstawie wzoréw (12) i (14) napiszemy wzory pozwalajgce na
tatwe obliczenie blokéw krakowianu A =]/§.
Dla pierwszych m wierszy stuszne sg wzory:

Aii=Ya%;, (21)

Antsi = @nty,ica,0) itAsi, ((=1,2...m),

natomiast dla ostatniego elementu przekgtnego — wzér:
m m
Anitymtr = Y &mipr,i — Y APmiai, (22)
i=1 i=1

ktéry moze by¢ przepisany w postaci:

Anti, mer = ‘/Z @%m41,i — AZnpy, ) (23)
i=1

Idea wyréwnania wielogrupowego opiera sie na spostrzezeniu, ze
bloki A;, ; oraz An,4i,: okreSlone wzorami (21), jak rowniez réznice kra-
kowianéw a%,i1,i — A%n41,: Wystepujgce we wzorze (23) mogg byé obli-
czane w sposob niezalezny, oddzielnie dla kazdego z m wierszy blokowych
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krakowianu a. Pomijajgc bloki zerowe, i-ty wiersz blokowy mozemy za-
pisa¢ jako krakowian o dwdch blokach:

{ai,i aAm+1, i}, (24)
ktérym przyporzadkujemy jednokolumnowe bloki niewiadomych:

Xm+14
Xiy Xm+1,
X =1y Xmi1 =] Xms 1 (25)
X:, 1
0

W bloku X, jednosé odpowiada kolumnie wyrazéw wolnych, a zero —
kolumnie sumowej *).

Przy tych oznaczeniach czesciowy uklad réwnan poprawek o tabeli (24)
moze by¢ przedstawiony w postaci:

X;*7ai,i T Xmi1°T8m+1,: = Vi, (26)

gdzie v; jest jednokolumnowym blokiem odpowiednich poprawek. Blok
niewiadomych x.,.; wystepujacy we wszystkich m ,,réwnaniach bloko-
wych poprawek” (26) bedziemy nazywali blokiem wigzgcym, a niewia-
dome tego bloku — wigzgcymi.

Blok niewiadomych x; wystepujacy tylko w i-tym réwnaniu, bedziemy
nazywali blokiem wzglednie niezaleznym, a niewiadome tego bloku —
wzglednie niezaleznymi lub wlasciwymi. Bloki x; mogg byé obliczane
niezaleznie od siebie po podstawieniu niewiadomych wigzgcych do odpo-
wiednich réwnan.

Przedstawiona powyzej metoda, podana przez Pranis — Praniewicza
w symbolice Gaussa, pozwala na zastgpienie rachunku na podstawie
jednej duzej tabeli réwnan poprawek typu (19), rachunkiem na pod-
stawie m czeSciowych tabel typu (24). Jednakze, w niektoérych przypad-
kach metoda Pranis — Praniewicza w jej pierwotnej wersji nie wystar-
cza. Przy wyr6éwnaniu wielkich sieci o charakterze powierzchniowym

*) Przyporzadkowujac odwrotnie — kolumnie wyrazéw wolnych zero, a kolum-
nie sumowej jednosé, t.zn. zastepujgc uklad (15):

xta ' +1=v
ukiadem
yra'+s=w

otrzymamy niewiadome y;j = xj — 1 oraz poprawki w; = vj, co moze by¢é wykorzy-
stane do kontroli rachunku. Dla sprawdzenia slusznosci tych zwigzkéw wystarczy
podstawi¢ niewiadome y; do ukladu réwnan normalnych i ukiadu réwnan poprawek
zawierajgcych zamiast kolumn wyrazéw wolnych — kolumny sumowe.

9%
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wystepuje duza ilo$¢ niewiadomych wigzacych w stosunku do niewiado-
mych wlasciwych, w zwigzku z czym wielkos¢ koncowego bloku Ami1, m+1
moze przekroczy¢ pojemnos¢ pamieci maszyny elektronowej. Znajduje
wowczas zastosowanie przedstawiona w nastepnym punkcie metoda wy-
réwnania wielostopniowego *).

2.4. Wyrdwnanie wielostopniowe

Wezmy pod uwage krakowian wspétczynnikéw, wyrazow wolnych
i sumowych w réwnaniach poprawek {a’ls}, o podanym ponizej kszta}-
cie:

a1 bj,1 vee Cr1 ... dll
a, R TR dl

labed) = 2 he ko2 it 27
amvm PR bJ,m .. ck.m - dm

gdziej=m+ 1 m+2.m+p, k=m+p+1lm+p+2..m+p+gq
Mamy tu m wierszy blokowych i m + p + g + 1 = r kolumn bloko-
wych, z czego m kolumn znajduje sie w czesci krakowianu znakowanej
literg a, p — w cze$ci znakowanej literg b, ¢ — w czeéci znakowane]
literg ¢, zas$ jedna kolumna znakowana jest literg d.
Przyporzadkujemy jednokolumnowe bloki niewiadomych

Xai, Xbj, Xck, Xd

kolumnom aj;, bj, ¢, d krakowianu (27).

Bloki niewiadomych x,; sg wzglednie niezalezne, poniewaz moga by¢
niezaleznie obliczone po podstawieniu niewiadomych x,;, Xcr, 1 Xg do
odpowiednich réwnan.

Zalézmy, ze wzglednie niezalezne sa réwniez bloki niewiadomych
Xp; 1 Xer, tzn. ze,

a) podstawienie niewiadomych x.. i x; umozliwia niezalezne oblicze-
nie p blokéw niewiadomych xy;,

b) podstawienie niewiadomych x,; umozliwia niezalezne obliczenie ¢
blokéw niewiadomych Xc.

Bloki niewiadomych x,; bedziemy nazywali wzglednie niezaleznymi
1 stopnia, bloki x,; — wzglednie niezaleznymi II stopnia, bloki X¢& —

*) Tego rodzaju metode mgr inz. St. Kasperek proponowal zastosowa¢ do wy-
réwnania polskiej sieci triangulacji wypelniajgcej. Projekt wyrdéwnania znajduje
sie w Instytucie Geodezji i Kartografii.
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wzglednie niezaleznymi III stopnia, blok x; — blokiem wigzgcym, za$
wyrownanie opierajgce sie na tego rodzaju podziale niewiadomych —
wyréwnaniem trojstopniowym. Oczywiscie, prowadzone tu rozwazania
stuszne sg dla wyréwnania wielostopniowego. Przedstawione w punk-
cie 2.3 wyrdéwnanie wielogrupowe moze by¢ nazwane jednostopniowym.

Przyktad

Latwo sprawdzi¢, ze ksztalt podanego ponizej krakowianu wspétezyn-
nikéw, wyrazéw wolnych i sumowych (27) umozliwia przeprowadzeniz
wyréwnania tréjstopniowego.

a1 b, 1 Ci3, 1 d;

az, 2 by, 2 Ci3, 2 dy

as, 3 by, s €13,3 ds

fabed) = a4, 4 b1o, 4 €13, d,
Q5,5 bi1.s €14,5 ds

ag, 6 b, 6 ¢, 6 dg

a7, 7 bis, 7 €7 ty

ag, 8 b1z, 5 €4, 5 ds

TX = {TXa1 TX a3 TX a3 TX a4 TXg5 TXap X a7 TX a3 TXby TXp107Xb11 TXb12 TXc13 TXc14 TXd }

Rzeczywiscie, przyjmujac, ze dane sg niewiadome x,; otrzymujemy
2 niezalezne uklady réwnan poprawek, z ktérych niezaleznie moga byt
obliczone 2 bloki niewiadomych x.. (k = 13,14). Przy analogicznych
zalozeniach niezaleznie moga by¢ obliczone 4 bloki niewiadomych xg;
(j=29,10,11,12) i 8 blokéw x,; (i =1,2... 8).

Podany tu krakowian odpowiada sieci triangulacyjnej pokazanej na
rys. 8 i opisanej w dalszej czesci artykutu.

Z podanego powyzej zalozenia o wzglednej niezaleznosci niewiado-
mych x,; i X wynika, ze w i-tym wierszu krakowianu (27) wystgpuje
co najwyzej jeden blok niezerowy bj,; i co najwyzej jeden blok niezerowy
¢x,; (W przeciwnym przypadku nie byloby spelnione zalozenie o wzgled-
nej niezalezno$ci), procz tego niezerowymi blokami sg bloki a;; i d;
W tym ostatnim — rézne od zera sg z reguly wyrazy wolne i sumowe.

Pomijajgc bloki zerowe, bedziemy mogli zapisa¢ i-ty wiersz blokowy
w postaci:

lai,i b, i ek, di},
a czeéciowy uklad réwnan poprawek o powyzszej tabeli — w postaci:
Xoi 7 i, + Xbj* Thj.i + Xk + T €k, i+Xa v di = Vi (28)

Z zalozenia o wzglednej niezalezno$ci niewiadomych wynikajg réw-
niez pewne wnioski odno$nie ksztaltu pierwiastka z kwadratu krako-
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wianu (27). W pierwiastku tym dadza sie wydzieli¢ kolejno zespoty m,
P, q wierszy blokowych. W wierszach pierwszego zespolu mogg wyste-
powaé co najwyzej 4 bloki niezerowe odpowiadajgce niewiadomym x,;,
Xpj, Xck» X4, W wierszach drugiego zespotu — 3 bloki niezerowe odpo-
wiadajgce niewiadomym x;;, Xck, Xg wreszcie w wierszach frzeciego ze-
spotu — 2 bloki niezerowe od-

X powiadajace niewiadomym =X,

X x4. {Inaczej méwige w dowol-

X nym wierszu moze wystepowaé

X co najwyzej jeden blok niezero-
Xm wy przy niewiadomych x,; —
% X X X X jeden przy x,; i — jeden przy
x.x). Kazdy z wierszy danego

X X X X X . .
zespolu moze byé przy tym
X X X X X . . ..
< < obliczany niezaleznie od pozo-
XX XX XX X stalych wierszy zespoilu. Tego
X XXX XXX XX rodzaju pierwiastek przedsta-
X X X X X|X X X X wiono schematycznie na rys. 7;
X X XX XIX X XX bloki niezerowe, lub te, ktore
XX x X XX X X XIX X X X mogg byé niezerowe, zakreslo-

Rys. 7 no, natomiast bloki zerowe nie
zostaly oznaczone.

Na podstawie wyprowadzonych uprzednio wzoréw (12) i (14) wypisze-
my wzory pozwalajgce na obliczenie pierwiastka z kwadratu krakowianu
(27). Bloki tego pierwiastka bedziemy oznaczali w nastepujgcy sposob:

Ai; Bj: Cy,: Dil
— B; Ck,j D;
2 | ) Js j
V{abed? = (ABCD)} | Cox p,
I
l D.|
gdzie: i=12..m;j=m+1..m+pk=m-+p+1..m+p+q;
r=m-+p-+q-+1

Mamy kolejno — dla pierwszych m wierszy:
i ="Va%

Bji=(bji-a;,):vAi:,

(29)

(30)
Cr,i=(ck,i-a;,1) it A,

D; =(di-a;,):t A,
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— dla nastepnych p wierszy:

m
B;j= Y (%, — B%),
i=1

m
Ck’jz Z(Ck,i'bj,i_Ck,l"B.i:i):rBj’j’ (31)
i=1
Dj = Z‘(di-bj,i - Di'Bj, i) :TBJ"J':
i=1

— dla dalszych q wierszy:

m m+p
Cr,x = ]/ (i —Ch)— Y Cxj,
i=1

j=m+1

m m+-p (32)
Dk=[2(di'ck,i—Di'Ck,i)— 2 Dj'Ck,j]:TCk’k’
i=1 j=m+1
i wreszcie dla ostatniego bloku:
m m+p m+p+q '
D=7/ Y@ —D%)— Y Dy— > D% 33)
i=1 j=m+1 k=m+p+1

Z ksztaltu tych wzoréw i specyfiki zdania wynika opisany ponizej,
dogodny ze wzgledu na organizacje procesu rachunkowego, tok operacji.
1. Utworzenie m wierszy blokowych krakowianu wspétczynnikow,
wyrazoéw wolnych i sumowych réwnan poprawek:
{ aii b;, i C,i d; } (34)
2. Podniesienie kazdego z tych wierszy oddzielnie do kwadratu:
[azi,i bji-ai,i ¢k iaii di’ai,il
b?;,; k,i*bji di-by;

e, i di-ck,; (35)
d?;
3. Obliczenie m krakowianéw o nastepujacych blokach:
A; i B;,: C, i D;
b%,i — B%,i ¢k i*bj,i — Ck,i*Bji dichj,i —Di-B;,;
(36)

i — C, s diccr,i —D;+Cy,:
@ —D*% |
4. Utworzenie p krakowianéw o blokach, ktére sg sumami blokéw

uprzednio obliczonych wzorem (36):

{Z(b2j,i —B%,), Y(c,i*bji— Cki*Byy), Y (di-b;,: —Di+B;, i)} 37
=1 o1 i1
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5. Obliczenie p krakowianéw o nastepujgcych blokach:

lBi,f C.; Dy ]
—C%,; —D;Cy;

l |

6. Utworzenie g krakowianéw o blokach, ktore sg sumami blokdéw
uprzednio obliczonych wzorami (36) — (38):

(38)

m m+p m m+p
{ (@i )= S Gy S @eei—DiCo)— D,--Ck,j} (39)
i=1

j=m+1 i=1 j=m+1

7. Obliczenie g krakowianéw o nastepujacych blokach:

{Ck,k Dy } (40)
—D?,
8. Utworzenie krakowianu, ktéry jest sumg blokéw uprzednio obii-
czonych wzorami (36) — (40):
[S@—py— " py— "% pe @1)
14.4 ! i 2, j k
i=1 j=m+1 k=m-+p+1

9. Obliczenie ostatniego bloku pierwiastka:
{ D } (42)

Jak widaé, problem wyrdéwnania wielostopniowego sprowadzony tu
zostal do wykonania szeregu jednorodnych i powtarzajacych sie operacji
na blokach, ktérych wielko$¢ moze byé¢ dostosowana do mozliwosci ra-
chunkowych maszyny elektronowej.

Przejdzmy do sposobu ustalenia podzialu niewiadomych wystepu-
jacych w sieciach geodezyjnych na wzglednie niezalezne réznych stopni
i wigzgce,

Dla przykiadu weZmy sie¢ pokazang na rys. 8. W pierwszym rzedzie
podzielimy te sie¢ na osiem (m = 8) fragmentéw, ktére bedziemy nazywali
grupami I stopnia; obserwacjom kazdej z tych grup przyporzagdkujemy
jeden wiersz blokowy krakowianu {a b ¢ d}. Niewiadome wystepujace wy-
lacznie w wierszu blokowym i-tej grupy tworzg wzglednie nieza-
lezny blok niewiadomych I stopnia tej grupy. Na rys. 8a niewiadome
wzglednie niezaleznych blokéw I stopnia sg poprawkami wspoéirzednych
punktéw znajdujacych sie wewnatrz grup I stopnia; pozostale niewiadome
sg poprawkami wspoirzednych punktéw znajdujacych sie na pojedynczych
liniach ciagltych.
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Z grup I stopnia, lgczac je po kilka, utworzymy analogicznie cztery
(p = 4) grupy II stopnia. Niewiadome odpowiadajace punktom znajdujg-
cym sie jednoczesnie na granicy grup I stopnia i wewnatrz grup II stopnia
tworzg cztery (p = 4) wzglednie niezalezne bloki niewiadomych II stopnia.
Na rys. 8b niewiadome tych blokéw sg poprawkami wspétrzednych punk-
t6w znajdujacych sie na pojedynczych liniach ciggtych.

AR~ S A N
//ci\’ 7 >T<\7i\“ f\\!,/ F\/K‘):\ ?/&/ /\(\/\\\P
SN/ %'\Z:\K I\ 7 ISESH N A
N PN
K—;ijf: 'i\ N )Z N /</?<) 4’?:'7’% f\—j’é‘; N
— T~ N k> | R g “T> N
RO ATy Tl | e S Ravavd
],\//‘!(\/Tl/ P /‘//‘\\ | /J\:E Py '7(\ éé#.)}—
- N4 7 N
[\r\ s P \%Il }\/f(/ \/(\\\\/l[ Il/ﬁ </ ><\>/l
/7</{ SAKVKT fﬁ(ﬂk\ VX7 ST KT
! \g\/ ANV VAN RNAYS 14/1 \}F/ NAVE
{7\ /_.\/ N/ N \/ N,/ s/ "/ / \J \V/:/ / _)&I
LK KA KKK S R
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A b ¢
Rys. 8

Analogicznie lgczac grupy II stopnia otrzymamy dwa (@ = 2) grupy III
stopnia i dwa (g = 2) wzglednie niezalezne bloki niewiadomych III stopnia.
Na rys. 8¢ niewiadome tych blokéw sg poprawkami wspélrzednych punk-
t6w znajdujacych sie na podwojnych liniach ciggtych, natomiast punktom
znajdujacym sie na potréjnej linii cigglej odpowiadajg niewiadome
wiagzgce.

3. Opis wielostopniowego wyréwnania duzej sieci triangulacyjnej

3.1. Charakterystyka sieci

W miesigcach listopadzie i grudniu 1962 r. w Instytucie Geodezji
i Kartografii *) wyréwnana zostala sie¢ triangulacji wypelniajgcej zawie-
rajgca ogbélem 566 punktéw, z czego 542 punkty wyznaczane i 24 stale.
W sieci tej pomierzono 3328 katéow, 7 baz i 1 azymut astronomiczny.
Powyzszym obserwacjom w wyrdwnaniu przyporzadkowano odpowied-
nie btedy $rednie.

*) Prace przygotowawcze i obliczeniowe wykonal zespél pracownikéw O$rodka
Obliczeniowego Instytutu w skladzie: inz. inz. J. Chodowicz, J. Derylo-Stepniak,
J. Gazdzicki, J. Orzechowski, R. Podgérski, Z. Zorski i H. Jeznach przy wspéludziale
inz. inz. St. Kasperka, St. Pachelskiej, M. Rynkiewicza i A. Skérczynskiego.
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Wszystkie obliczenia przeprowadzono na maszynie UMC1 stosujgc
wyrownanie czterostopniowe. Sie¢ podzielona zostala na 15 grup I stopnia,
z ktérych utworzono: 4 grupy II stopnia, 2 grupy III stopnia i 1 grupe
IV stopnia.

Grupy wyzszych stopni skladaly sie z nastepujacych grup nizszych
stopni (patrz szkic sieci):

1 grupa II stopnia sktadatasiez 3, 415 grupy I stopnia
8

2 ., ., ” s s a6, 7,8110 , "
3 ., ’ b ey e 2, 111 12 v ”
4 ., ” s s a 13,141 15 ,, "
1, ur v 112 , 1I ”
2, ., ’ v v 3i4 v ’
r ., IV » » » 1grupy III stopnia i 9 grupy I stopnia

przy czym 1 grupa I stopnia i 2 grupa III stopnia mogg byé¢ tu trakto-
wane jako réwnorzedne grupom IV stopnia.

15 wzglednie niezaleznych blokéw niewiadomych I stopnia zawieralo
ogélem 846 niewiadomych, 4 bloki II stopnia — 96, 2 bloki III stopnia
— 50, 1 blok IV stopnia — 20, za$ blok wigzacy — 72 niewiadome;
catkowita liczba niewiadomych wy-
nosita 1084.

Spos6éb podzielenia sieci na grupy
uzalezniony byl z jednej strony po-
jemnoscig pamieci maszyny UMC 1
(4096 stoéw), z drugiej za§ — wzgle-
dami natury organizacyjnej.

3.2. Prace przygotowawcze

Dla kazdej z 15 grup I stopnia
przygotowano nastepujace wykazy
danych poczgtkowych (patrz punkt
1.1):

a) wykaz wspo6irzednych przyblizo-
nych i stalych,
Rys. 9 b) wykaz katéw pomierzonych,
¢) wykaz numeréw punktéw LPC.

Na uwage zastluguje sposéb numeracji punktéw danej grupy. Nume-

racja ta zostala wykonana zgodnie z podang nizej kolejnoscig:

1,2...n; — numery punktéw znajdujacych sie wewnatrz grupy
I stopnia,
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n+1...
ny + 1.
ng+ 1.,
ng+1...

N5+1...

Ny — numery punktéow znajdujacych sig
I stopnia

..m3 — numery punktéw znajdujgcych sie

IT stopnia

.ng — numery punktéw znajdujacych sie

IIT stopnia,

ns — numery punktéw znajdujacych sie
IV stopnia,

na

na

na

na

ng — numery punktéw stalych danej grupy.

granicy grup
granicy grup
granicy grup

granicy grup

Punkty na granicy dwoch grup otrzymaty numery w obydwoch gru-
pach, przy czym nalezalo zachowa¢ jednakowy kierunek numeracji.
Na ilustrujgecym sposéb numeracji rys. 10 kierunki te oznaczone zostaly

strzatks.

b - punkt staty

Rys. 10

Punkty lezgce na styku 3 lub 4 grup otrzymaty odpowiednie numery
w kazdej z tych grup.
Dane poczatkowe wyperforowano na tasmie dalekopisowej, spraw-
dzono, usunieto btedy przez reperforacje, po czym powtoérnie sprawdzono.

3.3. Prace obliczeniowe

Wyréwnanie przeprowadzono przy uzyciu szeregu programoéw, skla-
dajacych sie zasadniczo z tych samych podprogramoéw, ktérych dziatanie

zostalo juz opisane w pierwszej czesci niniejszej pracy.
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Dodatkowo zastosowano nastepujace programy:

1. Program obliczania krakowianow blokowych typu (36),

Program obliczania krakowianéw blokowych typu (38), (40),

3. Program sumowania krakowianéw: a + b = ¢, gdzie a znajduje sie
w pamieci maszyny, za$§ wyperforowany na tasmie krakowian b jest
odezytywany przez maszyne, suma c jest bezposrednio wpisywana
na miejsce a.

We wszystkich uzywanych programach eliminowano dzialania na
zbednych elementach zerowych.

Prace obliczeniowe mozna podzieli¢ na przedstawione ponizej fazy:

1. Okreslenie ksztattu 15 tabel réwnan normalnych (patrz punkt 1.2),

2. Obliczenie i perforacja na tasmie 15 krakowianéw typu (34) za-

wierajacych wspodlczynniki, wyrazy wolne i sumowe réwnan po-
prawek (patrz punkt 1.3).

Ze wzgledu na duze rozmiary sieci obliczenie réwnan poprawek prze-
prowadzono w 2 sgsiednich pasach odwzorowania Gaussa — Krigera
stosujac cenng metode, podang przez prof. dra St. Hausbrandta. Zgodnie
z zasadami tej metody sie¢ podzielona zostala na 2 czesci linig przebiega-
jacg wzdiuz bokéw trojkatéow potozonych w poblizu granicy miedzy
pasami odwzorowanymi (w danym przy-
radku najwygodniejsze bylo przeprowa-
dzenie linii podzialu wzdluz granicy
migdzy grupami IV stopnia).

Dla wszystkich punktéw P’ zachodniej
czesci sieci obliczone zostaty wspélrzedne
przyblizone x’, y* w zachodnim pasie od-
wzorowawczym, analogicznie wspéirzedne
przyblizone «”, y” punktéw P” czesci
wschodniej obliczone zostaty we wschod-
nim pasie odwzorowawczym (rys. 11).

Wspolrzedne punktéw lezacych na linii
podzialu obliczono w jednym pasie na
drodze rachunku trygonometrycznego, po

_,f - linig ﬂUde&'fU Siefl  czym przeliczono je na wspérzedne w dru-

Rys. 11 gim pasie odwzorowawczym. W ten spo-

s6b speliony by! warunek metody, we-

diug ktérego punkty stykowe P’ (x' ¥'), P” (x”, y”) musza byé obrazami
tego samego punktu na elipsoidzie odniesienia.

Réwnania poprawek obserwacji lezacych w czeSci zachodniej obli-
czone zostaly na podstawie wspolrzednych &', ¥y’ pasa zachodniego, nato-
miast réwnania poprawek obserwacji lezagcych w czesci wschodniej —
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na podstawie wspéirzednych x”, y” pasa wschodniego. R6wnania te zawie-
raly zaréwno poprawki do wspélrzednych przyblizonych dx’, dy’ pasa
zachodniego jak i poprawki do wspélrzednych przyblizonych dx”, dy”
pasa wschodniego. Dla punktéw stykowych poprawki powyzsze spelniaja
zwigzki funkcyjne podane wzorem *)

, , d.r” dyl’ ‘!
(dx’,dy’) = ‘ 43
y) c 112 (43)
lub wzorem:
A dx’ dy’
(dx”, dy”) = ’ 44
y") c o112 (44)

gdzie C = S sin ¢, przy czym S jest szerokoscig pasa odwzorowawczego
wyrazong w radianach, a ¢ — szerokoscig geograficzng punktu.

Opierajac sie na wzorze (44) wyrugowano z ukladu réwnaf poprawek
czesci wschodniej zmienne dx”, dy”.

W rezultacie powstat uklad réwnan poprawek zawierajacy wylacznie
wzajemnie niezaleine zmienne; uklad taki mégt byé juz podstawa do
ulozenia réwnan normalnych.

Uzasadnienie metody wyrownania sieci geodezyjnych rozciagnietych
na wiele pasé6w odwzorowania Gaussa — Kriigera, jak réwniez szczeg6ly
dotyczgce techniki rachunkowej tej metody znajdzie Czytelnik w pracy
prof. dra St. Hausbrandta [13].

3. Obliczenie i perforacja na tasmie 15 krakowianéw typu (35) za-
wierajacych wspétezynniki, wyrazy wolne i sumowe réwnan nor-
malnych (patrz punkt 1.4).

4. Obliczenie i perforacja na tasmie 15 krakowianéw typu (36).

5. Obliczenie i perforacja na tasmie 15 wzglednie niezaleznych blo-
kéw niewiadomych I stopnia przy zalozeniu, ze wszystkie pozostale
niewiadome sg réwne zeru. Obliczenie na tej podstawie wstepnie
wyréwnanych wspélrzednych i wykonanie wstepnej kontroli ulo-
zenia réwnan poprawek (patrz punkt 1.6). Kontrola ta pozwala
réwniez na wykrycie btedow w danych poczatkowych.

6. Obliczenie i perforacja na tasmie 4 krakowianéw typu (37), ob-
liczenie i perforacja na tasmie 4 krakowianéw typu (38) itd., az
do obliczenia wszystkich blokow pierwiastka krakowianowego,
wowczas nastepuje:

¥y Zastosowano tu pomocnicze symbole rachunkowe prof. dra St. Hausbrandta.
b

dl1,2
oznacza, ze x = ad — be, za§ y=ac + bd

a
Symbol (x,y) = ,
le
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7. Kolejne obliczenie i perforacja na tasmie wszystkich niewiado-
mych z i — dla kontroli — wszystkich niewiadomych y = x — 1,
otrzymanych po zastgpieniu kolumny wyrazéw wolnych kolumng
sumowsa,

8. Obliczenie wspoélrzednych wyréwnanych i wykonanie kontroli
ostatecznej (patrz punkt 1.6).

3.4. Wyniki wyréwnania

Dokladno$é uzyskanych wynikéw nalezy uzna¢ za catkowicie wy-
starczajagcg dla celéw geodezyjnych. Swiadczg o tym przeprowadzone
kontrole rachunkowe.

Kontrola sumowa w wierszach pierwiastka krakowianowego nie wy-
kazala wiekszych odchylek od kilkudziesigciu jednostek na siédmym
miejscu po przecinku, przy elementach przekgtnych wiekszych od jed-
nosci. Analogiczne odchylki otrzymywano w kontroli obliczenia nie-
wiadomych y =  — 1 (niewiadome wyrazone byly w decymetrach).

Dla | [pvv] otrzymano nastepujace wartosci:

a) na podstawie algorytmu pierwiastka krakowianowego

v [pll] — [LL] = 233,785266,
VIpls] — [LS] = 233,785262,

V[pss] — [SS] = 233,785265,
b) na podstawie poprawek obserwacji

VIpvv] = 233,77
W kontroli ostatecznej uzyskiwano odchylki nie przekraczajgce 0,02°°.
Na podkreslenie zastugujg korzysci ekonomiczne, jakie osiggnieto

w wyréwnaniu tak duzej sieci triangulacyjnej na maszynie elektronowej:
wielokrotnie skrécono czas i koszty obliczen.
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E2KM TA3BA3MIKN

YPABHVBAHUE TPUAHTYJIAUMOHHBIX CETEN
HA 3SJIEKTPOHHBIX MAUIVMHAX

Pezwome

Pabora cocTouT u3 Tpex CIEAYIOILMX JaCTeii:
1. YpaBHMBaHMe OTHEJIBHBIX TPYIIIL
. MuororpynnoBoe ¥ MHOTOCTEIIEHHOE ypPaBHMBAHMUE.
3. OmmcaHMe MHOTOCTEIIEHHOTO YPaBHMBAHMA OOJBIION TPMAHTYJIIALMOH-

HO¥ ceTu.

B mepBoil 4acTy ONMCAHBI NTOIPaMMBbI, IIO3BOJAIOIME Ha KOMILIJIEKCHOE
ypaBHMBaHME TPMAHTYJAIMOHHBLIX ceTell. DTy mporpaMmsb! Oblim paszpabo-
TaHbl Ay Hebousbmioin cuerHoir mammusl UMC 1, maxopsameitica B VIHCTI-
tyTe I'eomesun n Kaprorpadpmu. VIX 0COOEHHOCTBIO ABIAETCA MaKCUMAJIb-
HO BO3MOXKHOE M}CKJIOYEHMEe B TedeHMe BCEro YPaBHMBAHUA JIMIIHUX
omepalyii Ha HYJIEBBIX SJE€MEHTaX, YTO II03BOJIAET COKPATUTHL BpeMs pac-
4eTa M JlaeT BO3MOZXKHOCTH YPaBHMBATBL OOJIbIIIEE YMCJIO CUCTEM IIPU TOH
JKe €MKOCTM IIaMATM MAIUMHBIL

C TOuKM 3peHuS MCIIOJABL30BAHMA, IPOrpaMMbl Pa3fesdroTcad Ha CJe-
AyIOLIMEe HacTu:

a) ompenenenmue GPOpMbI TabaMIBEI HOPMAJBHBIX YPaBHEHUI,

0) paccyer u mepdpopalius ypaBHEHMI IIOIPABOK,

B) paccyeT HOPMaJbHBIX YpaBHEHMI,

I) pelleHMe CUCTEMbl HOPMAJbHBIX YPaBHEHM)I BMECTE C BO3MOXKHBIM
paccyeToM cpepnHeil oMbk,

I) paccueT ypaBHEHHBIX KOOPAMHAT ¥ OKOHYATEJbHBI KOHTPOJb.

HaganpHbIMM JaHHBIMM SABJAIOTCA M3MEpEHHBbIE YIJAbI, HOMEpa IyHK-
TOB, OHIpPENeJNAIOINUX IIOJIOKEeHUEe YIJOB B CETH, a TakKiKe IIOCTOSHHBIE
¥ pubIMZKeHHble KOOPAMHATEL.

B wactm 2 pganel ¢opmMyJssl MeTOZa MHOTOTPYIIIOBOTO YPAaBHUBAHMS
(IIpammc-IIpareBnya) u e€ 06061eHNMa — METOJa MHOTOCTEIIGHHOTO YpPaB-
HuBaHuA. POpPMyJSbI S5TM BBOJLATCA HA OCHOBAaHMM aJbropudgpma KOpHS
DJI0YHOTO KPaKOBAHA, B KOTOPOM IIPMMEHSEMbI IO HACTOSAIIEIO BPEMEHIT

paccyeT Ha SJIEMEHTaX — OTHAENBHBIX YMCIAX — 3aMelleH OoJee yHob-
HBIM B aBTOMATMYECKMX BBIUMCICHMAX paccyeToM Ha Birokax — cocraBax
qmceI.

MeTOA MHOIOCTEIIEHHOIO YPAaBHMBAHMA IIO3BOJIAET HA YPABHMBAHNE
6OIBIINX TeOZe3MYeCcKUX ceTell Jlaske B TeX CJydasX, Korja yuorpebise-
Mble AJIA BBIUMCJIEHUN SJEKTPOHHBIE MAIIMHBLI MMEIOT NaMATh C MAaJioi
€MKOCTBIO,
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HacTe 3 CONEPXKMUT OIMCH YETHIPEXCTEIIEHHOTO YPaBHMBAaHMA IOBEPX-
HOCTHOJ TPaHTYJAIMOHHON ceTy, KOTopoe ObLIO NPOBEAEHO Ha MAaIlMHe
UMC 1 crabxkennoit GapabaHHOi maMATBHI0 ¢ émrocTeio 4096 cioB. Ceth
oTa cojepxkaaa B obmem 566 myHKTOB, B ToM umcie 542 onpejenseMbIxX
u 24 TBepARIX. BriroueHHBIe IJIA ypaBHMBAHMA HaGJIONEHUS COLepKam
3328 yrumoB, 7 6a3smcoB ¥ 1 acCTPOHOMMYECKMII a3uMMyT. Pe3yJbTaTbl
YPaBHMBaHUA TIOATBEPAMIN LeJIECOODPa3HOCTh IPUMEHEHUS METOHA MHO-
TOCTENEHHOI0 YpPaBHMBAHMA B aBTOMAaTMUYECKUX BBIYMCICHMUAX.

3 Prace Inst. Geodezji i Kartografii



JERZY GAZDZICKI

ADJUSTMENT OF THE TRIANGULATION NETS ON THE
ELECTRONIC COMPUTERS

Summary

The paper is divided in 3 parts:

1. Adjustment of single groups

2. Multi-group and multi-step adjustment

3. Description of a multi-step adjustment of a large triangulation net.

The first part contains the description of the programs for the complex
adjustment of the triangulation nets. These programs were elaborated for
a medium — size digital computer UMC 1, installed in the Institute of
Geodesy and Cartography. The main feature of these programs are the
maximal elimination of the needless operations on the zero-elements
during the whole procedure of adjustment, which enables to shorten the

time of computation and to adjust larger blocks with the same capacity
of the memory of the machine,

With regard to their use the programs are divided in the following
parts:

a) the determination of the form of the table of normal equations,
b) the setting-up and perforation of the correction equations,
¢) the setting-up of the normal equations,

d) the solution of the system of normal equations with the computa-
tion of the standard errors,

e) the computation of the adjusted coordinates and the final control.

The initial data are : the measured angles, the numbers of points,

which defines the position of angles in the net, the definite and approxi-
mate coordinates.

In the second part are given the formulas of the multi-group adjust-
-ment of Pranis Praniewicz and of its generalization — the method of
multi-step adjustment. These formulas are deduced, basing on the
algorithmus of the root of the block Cracovian, in which the calculus on
the elements — the simple numbers — is replaced by the calculus on

the blocks — ensembles of numbers — more convenient in the automatic
computations.

The method of the multi-step adjustment enables the adjustment
of the large geodetic nets even in these cases, where the electronic
computers to be used have the memory of a small capacity.
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The third part contains the description of the four-steps adjustment
of the triangulation net, performed on the UMC 1 computer, fitted with
a drum memory of the capacity of 4096 words. This net was consisted
of 566 points : 24 given points and 542 points to be determined. The
observations included to the adjustment consisted from 3328 angles,
7 bases and 1 astronomic azimuth. The results of adjustment confirmed
completely the fitness of use of multi-step adjustment in the automatic
computation.

3°



	Spis treści
	Wyrównanie sieci triangulacyjnych na maszynach elektronowych
	Wpływ względnego odchylenia pionu na wyznaczenie kąta kierunkowego w punkcie triangulacyjnym metodą pomiaru azymutu astronomicznego
	Punkty triangulacyjne i inne niesygnalizowane, jako pełnowartościowa osnowa fotogrametryczna
	Uwagi o obliczaniu wartości geopotencjalnych
	Sieć magnetycznych punktów wiekowych w Polsce (II)
	Metoda przygotowania nowego typu magnetometru BMZ do pomiarów składowej pionowej Z na terenie Polski
	Koncepcja łącznego wykorzystania metody poligonowej i uszeregowania punktów dla wyznaczania odkształceń wydłużonych budowli
	Wyznaczenie stałych dalmierza nitkowego dla pomiarów odległości o podwyższonej dokładności
	Tablica do obliczania współczynnika załamania powietrza (wskaźnika refrakcji) dla zakresu mikrofalowego
	Przyczynek do zastosowania niwelacji mikrobarometrycznejw topografii



