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Transformacja Helmerta przy réznej dokladnoSci polozenia
punktow dostosowania

Transformacje Helmerta wykonuje sie poprzez zmiane skali, skret
i przesunigcie ukfadu. Istotng cechg tej transformacji, odroézniajaca ja
od innych transformacji tego typu, jest wyznaczenie wspoélczynnikow
transformacyjnych na podstawie wigcej niz 2 punktéw dostosowania,
przy czym realizuje sie warunek metody najmniejszych kwadratéw
w postaci:

[, v + vy vy] = min. )

gdzie v, i v, sg réznicami pomiedzy wspoirzednymi danymi i przetrans-
formowanymi punktéw dostosowania.

Cenna koncepcja Helmerta znalazta szerokie zastosowanie w réznych
dziatach geodezji- Jednakze podawane w literaturze wzory, ktére wy-
prowadza sie w oparciu o warunek (1), s3 w pewnych przypadkach nie-
stuszne, a uzyskiwane przy ich uzyciu wyniki — wadliwe. W obliczeniach
praktycznych niejednokrotnie zachodzi potrzeba stosowania wzoréw wy-
nikajgcych z warunku ogolniejszego, uwzgledniajacego roznice w doklad-
noéci polozenia poszczegédlnych punktoéw dostosowania zaréwno w ukla-
dzie pierwotnym (lokalnym), jak i wtérnym (gléwnym), Warunek ten
podamy nieco dalej, po uprzednim, wyrazniejszym sformulowaniu treseci
zadania.

Dane sg wspélrzedne n punktéw w ukiadzie pierwotnym oraz w ukla-
dzie wtoérnym. Punkty te, zgodnie z przyjeta na ogét terminologia, na-
zywamy w tym artykule punktami lacznymi. Précz tego dane sg wspol-
rzedne N punktéw w ukladzie pierwotnym, ktére nalezy przeliczy¢ na
uktad wtorny. Wspoétrzedne punktéw w obydwoéch ukladach scharaktery-
zowane sg doktadnosciowo przez podanie odpowiednich biedéw $rednich,
ewentualnie wag. '
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Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:
wagi wsp.

wsp.dane wsp.przel. bl $r.wsp.danych danych

. 7 ’ ’ ’

uklad pierwotny x', m, m, Py P,
. " " " 1" ’” ” 7’ 44

uktad wtorny x', y XY m, m Dy Py,

Pomiedzy wspoirzednymi dwéch punktow w ukladzie pierwotnym:
P(x;, y), Py, vy
i wspélrzednymi odpowiednich punktéw w ukladzie wtoérnym:
P!, y;), P,y
istniejg nastepujgce latwe do wyprowadzenia, zwiazki [1]:

X! — X/!= —rsinp(y, — y}) + reosp(x; — x), @
Y —Y, = rsinp (& —x)+ rcosply, — y,).

w ktérych przez r oznaczono stosunek dtugosci w ukladzie wtornym do od-

powiedniej dlugosci w uktadzie pierwotnym, zas przez p — kat jaki na-

lezy dodaé¢ do kata osiowego odcinka w ukladzie pierwoinym, aby otrzy-

mac¢ kat osiowy odpowiedniego odcinka w ukiadzie wtérnym.

Oznaczajgc T cosp przez w oraz rsinp przez U, zwigzki (2) mozemy
przepisa¢ w nastepujgcej postaci:
X)— X[ = —u(y — )+ w — 2,

7 17 ’ ! ’ 4 (3)
Y =Y, = ulxy,—x)+wly —y).

Jak wida¢, celem przeliczenia przyrostow wspdirzednych miedzy
dwoma punktami uktadu pierwotnego na odpowiednie przyrosty ukiadu
wtornego nalezy uprzednio obliczyé wspoiczynniki w, w. Dla jednoznacz-
nego wyznaczenia tych wspoélczynnikéw wystarczg nam rownania (3)
napisane dla przyrostow wspdirzednych miedzy dwoma punktami, przy
czym wartoéci tych przyrostow muszg byé, oczywiscie, dane w obydwoch
uktadach.

Rozwigzujac uktad 2 rownan (3) wzgledem niewiadomych u, w i ozna-
czajac przez Ax, Ay przyrosty wspoéirzednych, otrzymamy:

_Ax Ay — Ax" Ay
- "2 12 ’
A4x? -+ A4y @)
szx'Ax”—}—Ay’Ay”
A2+ Ay? )
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W przejrzysej i wygodnej rachunkowo symbolice prof. dr. S. Haus-
brandta wzory (3) i (4) przedstawiajg sie jak nastepuje:

| ’ '
(axr,ayn= "% Ag! (5)
|1,2
lAdx! Ay | L2
(u,w)zux,,dj,, (6)
|

W pewnych przypadkach wygodnie jest rozwaza¢ bezposrednio trans-
formacje wspdlrzednych, a nie przyrostow wspdlrzednych. Przeliczenie
wspoirzednych wykonuje sie woéwczas na podstawie wzoréw (3) prze-
ksztalconych do postaci:

X =z —uly, —y) + wlx; — ),

17 ’7 ’ 4 4 ’ (7)
Y =y, + ulx; —x)+ wly —y,).

gdzie punkt P,(x;,y,) oraz odpowiadajacy mu polozeniem w ukladzie
wtoérnym punkt P, (x;’, y,) sa tzw. biegunami transformacji. Wspétrzedne
x,,y, moga byt obrane w sposéb zasadniczo dowolny, natomiast wspol-
rzedne x, y, nalezy traktowa¢ jako niewiadome pozostajace w funkcjo-
nalnej zaleznosci od zatozonych wspolrzednych x;, y;. Dla dwéch punk-
téw lgcznych mamy 4 réwnania (7), z ktérych mozemy obliczyé w sposob
jednoznaczny 4 niewiadome: x7, ¥,, u, w. W przypadku, gdy ilo$¢ punk-
tow lacznych jest wieksza od dwoéch (n > 2) powstaje problem wyrow-
naweczy. Na skutek bledéw wspédlrzednych punktéw lgcznych otrzymu-
jemy pewne roznice (poprawki) v., v, pomiedzy Wspélrzednymi obliczo-
nymi przy uzyciu okreslonych wspdtczynnikéw transformacyjnych i wspot-
rzednymi danymi:

’r

v, =X —x =z —ul - y) + wlx; — x) —x,
l 1 17 rr 14 ’ ’ ’ 17 (8)
v, =Y, —y =y, Tulr; —x) Fwly; —y) — Y,
gdzie i =1,2..n.

Transformacja Helmerta sprowadza sie do wyznaczenia niewiadomych
x, Yy, » U, w przy postawieniu warunku (1). Natomiast treécig niniejszego
artykutu jest obliczenie tych niewiadomych przy postawieniu warunku
ogélniejszego:

p,v,v]+[p,v,v]=min. )

W powyzszym warunku przez px, p, oznaczone zostaly wagi réznic po-
miedzy wspoirzednymi obliczonymi i danymi w uktadzie wtérnym. Bio-
rgc pod uwage rownania (8) oraz fakt, Ze wspomniane réznice miedzy
wspéirzednymi wynikajg z bledéw wspélrzednych punktéw lgcznych —-
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i to zaréwno w ukladzie pierwotnym, jak i wtornym — bedziemy mogli
napisaé
m

2 2 2 9 2 ”32
=u*m m
x Vi + w m, -+ X

(10
m2 — u2 m’2 + w2 m’2 + m”‘.‘ly )
Yi Xi Yi

vi
przy czym, oczywiscie
1
pxi -~ m 2? pyi ~ m 2
*i Yi

Do obliczenia btedéw $rednich wystarczy braé¢ przyblizone wartosci
wspotezynnikow u, w.

Na podstawie rownan poprawek (8) tatwo utworzymy réwnania nor-
malne:

1L 2 [pl+ 90 —ulp @ — yp) + wlp, & — 2] —[p,="T=0
2. -0+ yy [p] + ulp, @' — 2l + wip, @' — ¥y —[p,y"1=0
3. — & Ip, W — Yol + vy [p, (& — xp)] + ulp, (' — yp* -+ p, (& — x)°} +
+wlp, (' —x) (' — yp) —p, (&' — 2D — Yl +
+Ip, (¢ —ypa" —p, (& —x)y"1=0 (11)
4. ) Ip, (&' —2 )+ [p, & —ypl+ ulp, (&' —2) (¥ — y) — p (&' — ) — Yl +
+wlp, @ —x)f + p, (¢ —y )l —[p, (@ —x)a" +p, ¢ — ¥yl =0
Rozwiazujgc te réwnania przy pewnych zalozonych wartosciach x), ¥,
otrzymamy poszukiwane niewiadome x, v, u, w.
Rozwigzanie uktadu (11) jest stosunkowo ucigzliwe, Dla uproszczenia
tego ukladu przyjmiemy, ze m, = m, =m, tj. ze p, =p, = P Wy-
daje sie, ze tego rodzaju zatozenie z punktu widzenia obecnych potrzeb

praktyki geodezyjnej jest calkowicie dopuszczalne. Procz tego przyjmie-
my, ze:

, px]
Xy=""r—,
[r] 12)
y = Y]
0 [p] ~

W efekcie uzyskujemy 4 réwnania, z ktérych kazde zawiera tylko
1 niewiadomg. Oznaczajgc:

’ ’
Axi = x;i — 1y,

7 4 ]-3
Ay,-:y,-—yo, ( )
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mozemy napisa¢ bezposrednio:

Xy = ’ r ’
0 [p] 0 [p]
y - PAxY —pdy'a’]
[pAdx™ + pay”] °
_Ipdxx" + pdy'y’]
[pAx?+pay?] -~

(14)

W dwoch ostatnich wzorach zamiast wspélrzednych x7, ¥/ mozemy

podstawi¢ réznice x) — ¢, y) — c,, gdzie ¢y, ¢, sg dowolnymi stalymi.
Wygodne jest dobiera¢ takie wartosci c,, c¢,, aby w powyzszych roézni-
cach uzyska¢ jak najmniejszg ilos¢ cyfr znaczacych. Ze wzgledu na wplyw
bledow zaokraglen wspoélirzednych x,, y; najbardziej wskazane jest przy-
jecie, ze ¢, = 2, a ¢y = Y.

Zajmiemy sie z kolei charakterystyks dokladnosciowsg wynikéw trans-
formacji- Z wzoréw (7) widac, ze bledy S$rednie wspolrzednych prze-
liczonych na uktad wtérny zalezg z jednej strony od biedéw $rednich
funkcji niewiadomych xy, y,, u, w, zas z drugiej — od bledéw srednich
wspotrzednych punktu przeliczanego P; (i, y;).

Kwadraty btedow Srednich funkcji niewiadomych obliczymy wediug
WZOoru:

mi =m (@)™ 1f),
gdzie: f — krakowian pochodnych czastkowych,
a? — krakowian wspélczynnikow w réwnaniach normalnych,
zas
2 2
mim ROETOI 5
n—4

Wykonujgc odpowiednie rachunki nad krakowianami pochodnych
czgstkowych

1 0
0 1
fxi— _Ay” ’ f}’i— A.’L‘,I )
Axi 4y,
i krakowianem a2:
[p]
:_ | [nl

[prl2 +pAy'2] ?
[pda® + pdy”]
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otrzymamy nastepujgce wyrazenie, przedstawiajgce wielkos¢ kwadratu
btedu $redniego obydwoch interesujgcych nas funkcji niewiadomych:
SENEL e )

[Pl " [pda® + pAy

Na podstawie wzoréw (7) mozemy okre$lic wplyw bledow S$rednich
wspolirzednych danych i, y; na bledy $rednie wspoélrzednych przelicza-
nych. Wplyw ten okreflajg nastepujgce wyrazenia:

2
my

/9 ’9
ufmy? + w' my
’
uimy’ + w?my?

Uwzgledniajgc zaréwno bledy $rednie funkeji niewiadomych, jak
i bledy Srednie wspoirzednych danych, mozemy napisac:

. ,,2_u2m,2+w2m,2+m2{_+ Ax? + Ay? }
xi i ] T pdat+ pay?] (16)
1 Ax 4+ Ay

20 — 01240 2 2,72 2) — .
my; S wmg W myf+m°{[p1 T a2+ pdyi)

Z postaci tych wzorow wida¢, ze kwadraty bledow Srednich wspéi-
rzednych przeliczanych zalezg od kwadratu odleglo$ci pomigdzy punk-
tem P/ (x}, y) i $rodkiem ciezkosci P (x, vy).

Wskazane jest skontrolowanie rachunku poprawek v, v, przy po-
mocy wzorow:

[pv]=0

[pvy] =0
Wzory te wynikajg z zaleznoSci wlasciwych dla metody najmniejszych
kwadratéw.

Kontrole rachunkowe niezbedne sg roéwniez przy obliczaniu wspél-
rzednych X!, Y{ wzorami (7). Moga do tego celu stuzy¢ wzory:

am

X! =(x] + uy, — wx) —uy, + wa, =%, —uy, + wx, 18)
Y =y, —ux) —wyy) + ux; +wy, =7, +ux;+ wy,
otrzymane na drodze prostego przeksztalcenia wzorow (7). Prosta kon-
trole otrzymujemy rowniez przeliczajgc przyrosty wzorami (5). Rachu-
nek rozpoczynamy i konczymy na biegunie, wobec czego sumy przy-
rostow w obydwéch ukiadach — pierwotnym i wtérnym — powinny
by¢ réwne zeru.
W wigkszosci przypadkéw geodezyjnych stosunek dtugosci r jest
bliski jednosci, a kgt p — niewielki. Wygodnie jest stosowaé woéwezas
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wzory transformacyjne w nieco innej postaci, zwlaszcza, jesli z gory dane
sg réznice miedzy wspéirzednymi punktéow lacznych w obydwéch ukla-
dach:
. 19)
l)’i =Y T Y;-
Wezory te podajemy dalej bez dowodéw, ktére sg analogiczne do prze-

prowadzonych juz w tym artykule.
Przeliczenie wspélrzednych wykonujemy wediug wzorow:

X/ =x+a— U —ypo+ (@ —x)8

17 7 / /7 ’ 4 (20)
Yi =Y; +b+ (x,- - xo)o‘ + (y, - yo)ﬁ;
gdzie:
1r 14 lX
“:%‘%Z%f’
(L] (21)
’” ’ p
== Ty
_,_ b4z, —payi]
& = [pA xl2 + pA y’Z] ’ (22)
e 1= PATLEDAVL]

[pda™ + pdy®]

Wagi p; obliczamy jako odwrotnosci kwadratow bledow srednich
roznic ly, ly;, przy czym zgodnie z wzorami (10) i zalozeniem upraszcza-
Jacym my; = m, = m;, mamy:

%‘-Nm? =my +m?=m?+ m? (23)
Bledy srednie wspodlrzednych przeliczonych podane sg wzorami:
1 Axz+ Ay?
m2”=m'2—l—m2{* 1 | }
T M T T pde t p Ay (24)
oy of 1 Ax2 4 Ay? }
m2” = m m- — L .
i l[P] [pdx? + pdy’]

Kontrole rachunku wykonujemy przy uzyciu przeksztalconych wzo-
réw (20):
X;’:x’i—[—(a—{-y;a——x;ﬂ)-—y;&—!-x;ﬂ, 25)
Y=y + ®—xja—y,f)+ aja+yb,
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wzoréw (17) i ewentualnie przy uzyciu podanego ponizej wzoru, umoz-
liwiajgcego niezalezne obliczenie wartosci [p (v2 + vg)]:

[p@ + o)l =@ + 1] — [pl @ + V) — [pd2® + 49 6* + )

Czesto sie zdarza, ze roznice I, l,, s3 liczbami wielocyfrowymi, r6z-
nigcymi sie od siebie jedynie cyframi koncowymi. Wygodnie jest wow-
czas w rachunku powyzszymi wzorami zamiast wartosciami 1, lyt opero-
waé niewielkimi co do bezwzglednej wartosci rézricami d,, =
d,; =1, —c,, gdzie c, ¢, sa odpowiednio dobranymi stalymi.

Przyktad liczbowy. Wyznaczymy wspoélczynniki transformacyjne na
podstawie 4 punktéw !acznych (punkty 1, 2, 3, 4), po czym przeliczymy
wspélrzedne punktu 5 z ukladu pierwotnego na wtérny. Do rachunku
zastosujemy wzory podane w punkcie 5.

(26)

x; - Cx,

yl

Dane:
Tablica 1
Uktad pierwotny Uklad wtérny
Nr — [
x/ ] y/ II m; — x// . y// E mx — m_y
1 ! 500,00 400,00 ! 0,03 1500,20 899,90 0,04
2 1300,00 1200,00 [ 0,03 2300,10 1700,10 0,04
3 | 900,00 2500,00 0,10 1899,80 3000,20 0,05
4 200,00 1700,00 0,10 1200,10 | 2200,20 0,10
5 800,00 1450,00 0,05 |
|
a) Obliczenie wspétczynnikéw: a, b, «, §
Tablica 2
J | | |
m? = 1072 dx ==1_—idy =1, —
Nr! iylp=— | A Ay Ax’ 4y’ (=1
|=me w2 P | Y ? ' Py 1000,00 — 500,00
1 0,0025 ’ 4,0 —362,37 | —594,62 —1449,48| —2378,48, -+0,20 —0,10
2 0,0025 4,0 437,63 205,38 1750,52 821,52 +0,10 +0,10
3 0,0125 0,8 37,63 | 1505,38 30,10 1204,30! —0,10 +0,20
4 0,0200 0,5 — 662,37 705,38 | —331,18 352,69 +0,10 +0,20
1 9,3 —0,04' +0,03
xy = 862,37 yg = 994,62
[pdal _ 1000,117 [pdy]

= 1009,000 4 -—
(]

[pAx' + pdr] = 5156 550

[pAx’dy — pAy’dx] = 860

[pAdx’dx + pdy’'dy] = 477

4 Prace Inst. Geodezji i Kartografii

b = 5000,000 + —— = 500,028
[p]

= 0,000167
f = 0,000093
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b) Obliczenie poprawek vy, vy z kontrola, przy uzyciu wzoréow (17) i (26):

Tabliica 3

: |
Nr | X Y” ( v, vy ‘ P
! | l
1 | 1500,183 899,912 ~0,017 40,012 | 4,0
2 2300,123 1700,120 +0,023 40,020 4,0
3 1899,869 3000,174 +0,069 —0,026 0,8
4 1199,938 2199,983 —0,162 -0,217 0,5
é ! ~0002 ;  —0,001
P} + v})] = 0,0465 m? = 0,0116

p(v: + vf,)] = 0,3690 — 0,1346 — 0,1884 = 0,0460
¢) Przeliczenie wspélrzednych punktu 5 przy uzyciu wzoréw (20):
X;/ =1000,117 + 800,000 — 0,082 = 1800,035

Y, = 500,028 + 1450,000 + 0,032 = 1950,060

Identyczne wartosci otrzymujemy wg wzordw (25).

d) Obliczenie bledow $rednich wspéirzednych X, , Y, :

2 2 = 0,0025 + 0,0116 (0 11+ 210869 ) 0,0043
mx = my =Y il ’ eirrren ]l WU
X5 s 5156550
my, = my, = 0,07
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EXXU TA3BJA3NI KN

IIPEOBPA3OBAHUE TEJBMEPTA IJIA OIIOPHLIX TOYEK
PA3JIMYHON TOYHOCTU

PezwomMme

B paGore BbIBEAEHBI (POPMYJIBI, C IMOMOIIBI) KOTOPBIX NPOU3BOLMTCH
npeobpazoBaume I'esbMepTra [AJd ONOPHBIX TOYEK PAa3JMYHON TOYHOCTH,
IpY 9TOM MCIIOJHSAETCH YCJIOBME:

[px Vx Ux] + [py 'Uy Uy] = m?:'n.

rhe: v,, v, — TNOIPaBKM B IPUPAIeHNd KOOPAMHAT OIMOPHBIX TOYEK B JBYX
CHCTEMAX, & Py, Py — COOTBETCTBYIOLIME Beca.

Kpowme Toro nmpmsopsarcs POPpMYJIBLI IJId BBIBOLA TOYHOCTM IIpeobpaso-
BaHHBIX Koopauuat (19), a Takke POpPMYJIbl KOHTPOJIA NPAaBUIBHOCTUA BbI-
ancyienuit (20), (23).

4*



JERZY GAZDZICKI

HELMERT'S TRANSFORMATION WITH CONTROL POINTS
OF UNEQUAL ACCURACY

Summary

Formulas for Helmert’s transformation with control points of unequal
accuracy are deduced. Here the condition has to be fulfilled:

[px vx V] + Py vy vy] = Mminimum,

where v,, v, — the corrections of coordinates differences of the control
points in both systems, px, p, — the appropriate weight numbers.

Besides, the formulas (19) for the determination of accuracy of the
transformed coordinates and formulas (20) and (23) for control of cor-
rectness of computations are given.
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