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Rozwigzywanie ukladéw rownan normalnych
na maszynach elektronowych

Rozwigzywanie ukladéw rownan normalnych, zwlaszcza uktadéw o du~
zej liczbie niewiadomych, jest jednym z najbardziej pracochlonnych zadan
obliczen geodezyjnych. Z tege wzgledu, juz od czasow Gaussa geodeci
i matematycy prowadzili badania majgce na celu podanie algorytmu roz-
wigzania réwnan normalnych, ktory przy zastosowaniu okreslonej tech-
niki rachunkowe]j pozwalatby na obliczenie niewiadomych z minimalnym
nakladem pracy. Nie tak dawno bylidmy $wiadkami szerckiego rozpow-
szechnienia techniki rachunku arytmometrycznego. Jak sie okazalec, dla
tej techniki, techniki arytmometru, papieru i otéwka, najbardziej odpo-
wiedni jest algorytm metody pierwiastka krakowianowego podany przez
prof. dra T. Banachiewicza. Obecnie coraz wicksze zastosowanie w obli-
czeniach gecdezyjnych znajdujg automatycznie liczace maszyny elektro-
nowe. Powstaje pytanie, ktora ze znanych metod rozwigzywania réwnan
normalnych najbardziej cdpowiada specyfice rachunku na maszynach
elektronowych. Udzielenie bezposredniej odpowiedzi na to pytanie jest
do$¢ trudne, giownie ze wzgledu na fakt, ze dla jednej i tej samej metody
numerycznej mozna opracowaé szereg roznych pod wzgledem budowy
(organizacji) programéw, posiadajacych roézne wlasciwosei uzytkowe.
W pracy niniejszej podaje sie koncepcje programéw opartych na metodzie
pierwiastka krakowianowego. Walory tej metody, zdaniem autora, sg bez-
sporne i nie stracily na swej aktualnosci, w zwigzku z zastepowaniem
arytmometréw przez maszyny elektronowe. Podawane tu koncepcje zo-
staly zrealizowane, a pézniej zastosowane do obliczen praktycznych na
Uniwersalnej Maszynie Cyfrowej UMC 1, zbudowanej w Zaktadzie Kon-
strukcji Telekomunikacyjnych i Radiofonii Politechniki Warszawskiej pod
kierunkiem prof. dra A. Kilinskiego.

Na wstepie postaramy sie poda¢ w punktach warunki, jakim powinien
odpowiada¢ program rozwigzywania ukladéw réwnan normalnych.
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1. Czas rozwigzywania przez maszyne danego ukladu réwnan powinien
by¢ jak najkrotszy. Czas ten zalezy: a) od ilosci operacji arytmetycznych,
organizacyjnych, przesylania i logicznych, wykonywanych przez maszyne
zgodnie z programem, b) od czasu wykonywania poszezegdlnych operacji.

2. Program powinien umozliwia¢ rozwigzywanie jak najwiekszych
uklad6éw roéwnan. Wielko$¢ mozliwego do rozwigzania ukladu zalezy przede
wszystkim od pojemnosci pamieci maszyny. (W maszynie UMC 1 pamie-
cig jest beben magnetyczny o pojemnosci 4096 stow). Rozwigzywanie ukla-
dow, ktoérych tabela wspodlczynnikowa przekracza pojemnosé pamieci wy-
maga korzystania z tzw. pamieci zewnetrznej, wolnej i malo elastycznej
w zastosowaniach. (W maszynie UMC 1 jako pamie¢ zewnetrzng mozna
traktowaé tasme dalekopisowsy). Z tego wzgledu istotne jest, aby program
w jak najmniejszym stopniu korzystal z pamieci zewnegtrznej.

3. Liczba miejsc pamieci zajetych przez program powinna by¢ jak
najmniejsza. Im mniej miejsc zajmuje program, tym wigcej pozostaje ich
na wspélczynniki oraz na ewentualne inne programy.

4. Program powinien by¢ uniwersalny tzn. powinien nadawac¢ sie do
rozwigzywania mozliwie szerokiego wachlarza zagadnien, np. pozadane
jest, aby program rozwigzywania ukladéw réwnan normalnych mégl byé¢
uzywany réwniez do obliczania odwrotnosci krakowianu wspélczynnikow
réwnan normalnych.

Przy opracowywaniu programu odpowiadajgcego powyzszym warun-
kom, a w szczegdlnosci warunkom 1 i 2, dochcdzimy do wniosku, ze nie-
zbedne jest uwzglednienie pewnej szczegdlnej wasciwosci ukladéw réwnan
normalnych, z ktérymi mamy do czynienia w obliczeniach geodezyjnych.
Wlasciwoscig tg jest wystepowanie w tabelach réwnan normalnych znacz-
nej stosunkowo liczby wspélczynnikéw zerowych, przy czym obserwuje-
my grupowanie sie wiekszosci wspoélczynnikéw niezerowych wokot gtow-
nej przekatnej.

Na rysunku 1 przedstawiona zostala tabela wspélczynnikéw typowego
ukladu réwnan normalnych otrzymanego w trakcie wyréwnania sieci ge-
odezyjnej metoda najmniejszych kwadratow. Miejsca wspdtczynnikow
niezerowych polozonych mna gléwnej przekatnej oraz powyzej glownej
przekatnej zostaly zakreslone; symetrycznie polozonych wspoéleczynnikow
ponizej gléwnej przekatnej nie zaznaczono.

Polozenie elementoéw oddalonych od gléwnej przekatnej odgrywa istot-
na role w procesie rachunkowym opartym na eliminacyjnych metcedach
rozwigzania ukladéw rownan normalnych. Na przyktad, stosujgc metcede
pierwiastka krakowianowego w odniesieniu do tabeli wyobrazonej na
rys. 1, otrzymany przedstawiong na rys. 2 tabele pierwiastka, zawierajaca
wiekszg ilo§¢ wspdtezynnikéw niezerowych niz tabela réwnan normalnych.
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Iiczba elementéw i-tej kolumny tabeli pierwiastka krakcwianowego, ktére
sg réwne zeru i jako takie mogg by¢ pominiete w toku rachunku, okreslo-
na jest przez liczbe elementéw zerowych i-tej kolumny tabeli réwnan

X X X X X X
X X X X X X X X
X X X X X X XXX XX X
X X X XX XX X
X X X X X X X X X
X X X X X X X
X XX X X X X X
X X X X X X X X
X X X X X X
X X X X
Rys. 1. Rys. 2.

normalnych, potozonych ponad pierwszym réznym od zera (liczac od gory)
elementem tej kolumny. Oznaczajac liczbe poczatkowych zer i-tej kolum-
ny tabeli przez z;, otrzymamy ogblng liczbe zerowych elementéw tabeli
pierwiastka o n kelumnach w postaci:

Zaleznie od rodzaju i1 wielkos$ei sieci gecdezyjnej mamy rdzng pro-
centowo ilosé wspolczynnikéw zerowych tabeli pierwiastka; w ukladach
o kilkudziesieciu niewiadomych ilo$¢é wspdlczynnikéw zercwych przekra-
cza na ogol 50%0 catkowite] ilodci wspoélczynnikow.

Po tych wstepnych uwagach przystapimy do opisu specijalistycznego
programu rozwigzywania ukladéw réwnan normalnych zawierajacych
znaczng ilo§¢ wspdlczynnikéw zerowych, programu, ktéry opiera sie na
metodzie pierwiastka krakowianowego.

Oznaczmy przez b pierwiastek krakowianu a, a wiec b?>= a. Przy-
puscmy, ze elementy krakewianu a wprowadzone sg do pamieci kolejno,
kolumna za kolumna, poczynajac od miejsca pamicci @, przy czym pomi-
jane s3 elementy polozone ponizej gtownej przekgtnej, jak rowniez poczat-
kowe elementy zerowe kazdej kolumny. Elementy pierwiastka b bedzie-
my oblicza¢ w tej samej kolejnosci, w jakiej byly wprowadzane elementy
krakowianu a, a wiec kolumna za kolumng, z pominieciem z; zer i-tej ko-
lumny. Obliczone elementy umieszczamy w pamieci poczynajac od miej-
sca b. Przy zalozeniu, ze 2 = b w maksymalnym stopniu wykorzystujemy
pamie¢; kazdy nowoobliczony element b;,;, przesylamy na miejsce ele-

mentu a;,;.
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Oproécz n-kolumnowej tabeli krakowianu a zajmujacej ogbélem

n(n2+ 1y Zz"

i=1

miejsc pamigci, wprowadzamy do pamieci maszyny n liczb z;.
Wzory metody pierwiastka krakowianowego*):

k=1

SIS
b = l//a,-,,- — 12 bi x ®)

1 i—1

(@ij— 2 b;rbjg) (j>1)

by = b, j =, Dok DLk J @)
0

(G <i)

nie znajdujg bezposredniego zastosowania przy opracowaniu programu.
Zgodnie z zalozeniami, elementy poszczegdlnych kolumn wprowadzamy
do pamieci maszyny kolejno, pcmijajgc poczatkowe elementy zerowe.
Przy takim uporzadkowaniu tabeli, précz wskaZnikéw kolumn i oraz
wierszy j, istotne stajg sie rowniez wartosci z;. Procz tego celowe jest
wprowadzenie wskaznika [, okreé§lajagcego biezgcy numer (adres) elementu
w tabeli (w numeracji pomija sie oczywiscie poczgtkowe elementy ze-
rowe), Wartos¢ wskaznika I, odpowiadajgcg pierwszemu roznemu od zera
elementowi i-tej kolumny, bedziemy oznacza¢ przez L;. Przy tych ozna-
czeniach wzory (1), (2) mozemy napisaé w nastepujacej, nietrudnej do
uzasadnienia postaci:

' i—zj—2
_ . _ ) . v o2
bi,i—bLi-!»'t—zi—l‘—]/aLi+z~zi~1 P bLi+k (3)
k=0

1 j—Zj*Z
b . (a'Li+i*zi*1 -_ZbLj“‘”kb[‘i'l'zi;"'ziJrk)
Lj+]—-1j -1 k=0 (j>i,zi<2j)
bi,j = bl‘i+j_ zi_l = 1 ]._21-1—2 (4)
T R R A I
Li+i—zj—1 k=0 (i>i,2,>z))
0 (j<d)

Wartosci L; mogg byt obliczane przy uzyciu wzoru rekurencyjnego:

Li=L_, +i—1—2_ ®)

*) W nastepujacych dalej wzorach, w przypadku, gdy goérna granica sumowania
jest mniejsza od dolnej, nalezy przyjaé, Ze suma réwna sie zeru.
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Czytelnik interesujacy sie wyprowadzeniem, ewentualnie sprawdze-
niem tych wzorow, bedzie mégt postuzy¢ sie rys. 3, przedstawiajgcym nu-
mery (wartodci 1) obliczanych przez maszyne elementéw tabeli pier-

wiastka. Elementowi by, przyporzadkowano wartosé I, = 0.
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Rys. 3.

W zastosowaniach praktycznych, o ktérych dalej bedzie mowa, okazato
sie, ze celowe jest uzywanie wzorow (3), (4) tylko do pierwszych m wier-
szy tabeli krakowianu a; do pozostalych n-m wierszy odnosza sie wzory:

m—zi-—l
’ ’
bii=0bL iz 1=QL 4i-7-1—2bL +k @>m (6)
1 it i ] k=0 !
n7—2j~1
ar +j-z-1— X brj+kbr sz 24k
k=0 (i>m, j>i, zigzj)
! !
bij=br+j-z-1= m—z;~1 (7
\ )
ar +j—z;—1— O bL 4y kbrjrz -2k
k=0 (ji>m, j>i, Z,'>Zj)
0 (<)

W rezultacie otrzymujemy krakowian kwadrasty

bl,l b2,1 o bm,l bm+1y1 e bn,l
b2,2 LR bm;‘.? bm+1,2 bn,:z
= » 8)
{B ! brn.m bm+1,m R bn,m ? (
bm+1, myy oo bn,m+1
. bhn

w ktéorych m poczatkowych wierszy, tworzacych krakowian blokowy B,
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jest identycznych z poczatkowymi m wierszami pierwiastka b, za$ pozo-

stale n-m wierszy, tworzacych krakowian blokowy B’, s3 — zgodnie ze

wzorami (6), (7) ~— iloczynami odpowiednich kolumn krakowianu B.

Podobienstwo budowy wzoréw (3), (4) i (6), (7) jest tak duze, ze pro-
gram obliczajacy krakowian (8) w nieznacznym stopniu rézni sie od pro-
gramu liczacego pierwiastek b.

Podamy teraz przyktadowo schemat blokowy (patrz rys. 4) programu
liczgcego krakowian (8). Ze wzgledu na to, Ze czas dzielenia jest na og6l
znacznie dluzszy od czasu mnozenia, program ten w miejscach pamieci
odpowiadajacych elementom przekatnym b;,; bedzie umieszczal od razu
odwrotno$ci tych elementéow 1/b;,;. Opisywany program w dalszym ciggu
bedziemy oznacza¢ symbolem W6.

Pierwszych 5 klatek schematu przedstawia obiiczenie n wartosci L;.
W nastepnych klatkach podano obliczanie elementéw krakowianu (8) wy-
konywane kolejno, kolumna za kolumng, poczynajac oczywiscie od
kolumny pierwszej.

Ponizej podamy obja$nienia dotyczgce najbardziej istotnych fragmen-
téw programu.

Klatka 6 — badanie, czy cho¢ jeden element i-tej kolumny krakowia-
nu B, poza elementem przekatnym jest rézny od zera. Jesli
tylko element przekatny jest rézny od zera — program
przechodzi bezpoérednio do obliczenia tego elementu (klat-
ka 32 i dalsze).

Klatka 7 — badanie, czy element i-tej kolumny polozony w j-tym
wierszu jest rézny od zera; je$li nie — program pomija
obliczenie tego elementu i przechodzi do badania elementu
w wierszu j + 1.

Klatki 9—11 — obliczanie wartesci wskainikow I.
Klatka 15 — przesylanie zera do wybranego miejsca pamieci R (tzn. miej-

sca roboczego) w kiérym zostanie utworzona suma iloczy-
noéw elementéw b;, wystepujgca we wzorach (3), (4), (6), (7).

Klatka 16 — badanie, czy suma iloczynow elementéw b; jest rézna od
zera, jesl nie — program pomija obliczenie tej sumy.

Klatki 18—20 — obliczenie sumy elementéw b;.

Klatka 21 — pobranie i przestanie adresu elementu przekatnego j-tej
kolumny.

Klatka 22 — badanie, czy obliczany element jest przekatny.

Klatki 23—26 — obliczanie elementu nieprzekatnego i przejécie do obli-
czenia nastepnego elementu i-tej kolumny.

Klatki 27—30 — obliczanie elementu przekatnego i-tej kolumny i przej-

Scie do obliczenia elementéw nastepnej kolummny.



Rozwigzywanie ukladéw réwnan normainych
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Oznaczenia:
X —y =~ liczbe x przeslij na miejsce liczby y,
x =>y - liczbg x przeslij na miejsce liczby y, przesytanie wykonuje s;iq

na czesciach adresowych rozkazéw.

Rys. 4.
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Klatka 31 — badanie, czy nie zostalo juz zakonczone obliczenie calej
tabeli.
Podamy teraz przyklady zastosowan programu W6.
Przypus¢my, ze dany jest ukilad m réwnan normalnych

x7A +1=10
Oznaczmy przez a krakowian symetryczny utworzony z krakowianu

wspotezynnikow A, kolumny wyrazéw wolnych 1, kolumny sumowe]j s
oraz z dopisanych w prawym dolnym rogu tabeli elementow 0, (1], [l + s].

Ay Ay oo Apgy Lo
J Al s Ao Aps ... Aps a8
a= | :Sl [?] E] e VA As o A b Sm ®
1 S oy 0 [
Sy S ... Sm [ [l+s]

Kladgec n = m + 2, obliczamy przy uzyciu programu W6 tabele:
by bayg.-- by A ooy

bgyz . . bm’g )»2 O3

10

bm,m )”m Om

q

q
q

Elementy kolumny wyrazéow wolnych oznaczono tu przez 4;, zas ke~
lumny sumowej przez o;, natomiast przez q oznaczono wspo6lng wartoseé
trzech koncowych elementéw tabeli. Mamy tu do czynienia z cenng kon-

trolg doktadnoéci rachunku i poprawnosci wprowadzenia do maszyny da-
nych liczbowych:

, , ,
bn+1m+1 = bmtamt1=bmirzm+2 =q

Celem uzasadnienia stuszno$ci tej kontroli zauwazmy, ze dla m + 1
wiersza pierwiastka krakowianowego zachodzi kontrola sumowa: b, s =
= b2, me1- Mnozgce obydwie strony tej rownosci przez element przekatny
btt, myr, Otrzymamy b =0b . . Z kolei zauwazmy, ze ostatni
wiersz tabeli danych poczatkowych, jako wiersz sumowy, jest liniowo
zalezny od poprzednich wierszy, wobec tego

bio, mea = ]/ bz;l-i-z,m+2 - bg-l«z,erl =0 a stad b;n+2.m+2 = b:n+2.m+1

Jezeli uktad rownan normalnych powstaje w wyniku rachunku me-

tcdg spostrzezen posrednich, piszemy zamiast 0 w kolumnie ! krakowianu
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a wartose [I1], za$ zamiast [I] i [s + I] — cdpowiednio [sl] i [ss]; w efekcie
dostajemy q = [vv].

Majac juz tabele (10), niewiadome obliczamy korzystajac z docdatkc-
wego, znacznie prostszego, programu. Dla kontroli wskazane jest dwukrot-
ne cbliczenie niewiadomych, odpowiadajgce rozwigzaniu 2 ukladéw réw-
nan ¢ tym samym krakowianie wspotczynnikowym i réznych wyrazach
wolnych:

xA+1=0,

yA |+ s=0,
Mamy tu nastepujaca zaleznosé:

yy=x2,—1, i=1L2...m,

Wielkose uktadu, ktéry moze by¢ w ten sposéb rozwigzany ograniczo-
na jest pojemuyioscig pamieci. Dane pcczatkowe ukladu m réwnan zajmujg

nin + 1)
-3

i=1

miejsc pamigei, gdzie n = m + 2. Précz tego 2n miejsc pamieci musi byé
przeznaczonych na wartosci z; oraz L;. Z og6lnej iloéci 4096 miejsc pamieci
w maszynie UMC 1 nalezy odliczyé okolo 200 miejsc na program rozwig-
zywania ukiadu rownan, oraz ponad 600 — na stale programy maszyny,
tak, ze w rezultacie okolo 3300 moze by¢ uzytych dla wprowadzenia da-
nych poczatkowych ukladu. Taka ilo$¢ miejsc pamieci wystarcza dla roz-
wigzywania ukladéw 100—150 réwmnan, przy czym goérna granica iloSci
rownan zalezy oczywiscie od ile$ci pomijalnych w rachunku wspétczyn-
nikow zerowych, tj. od wartosci

W przypadku korzystania z powszechnie stosowanych programéw wy-
magajacych wprocwadzenia pelnej tabeli wspolczynnikéw, pcdana ilo$é
miejsc pamieci wystarcza do rozwigzywania ukladéw co najwyzej siedem-
dziesieciu kilku réwnan. Warto przy tym doda¢, ze pomijanie elementow
zerowych w rachunku powaznie skraca czas liczenia.

Program W6 pozwala réwniez na jednoczesne obliczenie:

a) pierwiastka krakowianowego b (b*> = A),

b) odwrotnosci pierwiastka b1,

¢) niewiadomych x; oraz y; = x; — 1,

d) odwrotnosci krakowianu wspédleczynnikow AL
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Celem przeprowadzenia tego rodzaju rachunku, nalezy zestawié¢ na-
stepujacg tabele danych poczatkowych:

A, Ay AL L s 1 1
Az Ans b s 0 1 1
A, 1l s 0 0.1 1

0 [] 0 0..0 0

fI+sJo 0..0 O

0 0...0 O

0...0 O

0 0

0

skladajacy sie ze wspédlczynnikéw A;,;, wyrazéw wolnych I;, sum s;, ele-
nentéw kontrolnych 0, [1], [l -+ s], elemenlow krakowianu jednostkowe-
go 7, kolumny sumowej tego krakowianu (jedynki) oraz z zer wypelniajg-
cych reszte trojkatnej tabeli o n == 2m + 2 wierszach i kolumnach. Zera
powyzej gtownej przekatnej krakowianu z nie zostaly wypisane, poniewaz
sg to poczatkowe, pomijalne w rachunku, zera kolumn: m - 3,
m + 4,...2m + 2. Elementy poczatkowych m -+ 2 kolumn tabeli nalezy
wprowadzi¢ do maszyny, natomiast elementy pozostalych kolumn, réw-
ne 0 lub 1, wprowadzane sg automatycznie przez dodatkowy program.

Przy pomocy programu W6 aobliczamy bezposrednio krakowian (8)
o tabeli:

b bey oo by Ay oy bff [bl_ll]
bas oo bpe Ay 02 bl—; b2_‘.} [biT:)l
B Zm Om Dim bam .. bpm [
q q Lo ces Ty [x;]
q Y Yo ce Ym [y:]
— ALl Aul . —An [ AY]
—Asy ... — AL [ A
— Ann [— Aigl
[— A}

zawierajgcej wszystkie poszukiwane elementy.
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Zauwazmy, ze nie zachodzi potrzeba umieszczania w pamigci kofco-
wych n-m wierszy tabeli — elementy tych wierszy nie biorg udzialu w dal-
szym rachunku i mogg byé¢ bezposrednio wydrukowane. Opracowano
modyfikacje programu W6 oznaczong symbolem W6a, ktéra wykonuje
obliczenia w ten wtlasnie sposéb.

Oddzielnym zagadnieniem jest zastosowanie prcgramu W6, a wlasci-
wie jego modyfikacji W6a, do rozwigzywania ukladéw réwnan normal-
nych, ktorych tabela wspoélczynnikowa nie miesci sie w pamieci maszyny.
W pracy [4] podaje sie metode rozwigzywania ukladoéw rownan liniowych
o tabeli zawierajgcej duzg ilo§¢ wspodlczynnikéw zerowych. Istota tej me-
tody jest podzial, w pewien okreslony sposéb, danegc ukladu na szereg
zespoléw réownan. Uzywajagc do obliczen maszyne elektronows, podziat
ten bedziemy musieli tak wykonaé, aby tabela wspoétczynnikowa kazdego
z zespoléw réwnan miescila sie w pamigci.

Dla zilustrowania metody podamy prosty przykiad odnoszacy sie do
ukladu, ktéry podzielono na 3 zespoly po m,, my i n-m;-m, rownan. Uklad
ten przez zmiane kolejnosci kolumn i wierszy przeksztalcono tak, aby
a1, = 0 (patrz rys. 5, przedstawiajgcy utworzona ze wepétezynnikow, wy-
razé6w wolnych i sum kontrelnych tabele krakowianu a).

tlosc kolumn
m, m, n-m,-M,
L4
m, ar; aI,I ay,; I
g ! ,
ilosc | zespot
wierszy  pm, | a,, aﬂ/ﬂ [ rownan
|
e 2
I !
=1 =11, [ | Qo |Z
| |
Rys. 5.

W stosunku do tabel utworzonych z blokéw ay,; i ajry,; oraz oddzielnie
z blokoéw ay,ii 1 anp, dokonujemy przeliczenia programem We6a, otrzy-
rmujgc w rezultacie wydziurkowane na tasmie elementy krakowianow B’
oraz pozcstawione w pamigci elementy krakowianéow B. Krakowiany te
oznaczymy odpowiednio przez By, Bi, By, Bii. Pozostawione w pamieci
elementy krakowianéw B dziurkujemy réwniez na tasmie dalekopisowe].



14 Jerzy Gazdzicki
Nietrudno uzasadni¢, ze koncowe n-m,;-m, niewiadome mogg byé obli-
czcne jako niewiadome uktadu o tabeli

7 7
aj, i + Bt + B,

Po wykonaniu sumowania wydziurkowanych krakowiandéw aj,, B;
B[, oraz po obliczeniu koncowych niewiadomych, podstawiamy wartosci
tych niewiadomych do réwnan pierwiastka krakowianowego o tabelach
B; i By1. Z kolei rozwigzujac te réwnania, otrzymujemy pozostate niewia-
dome uktadu.

Z opisu postepowania wida¢, ze rozwigzywanie ta metoda duzych ukla-
dow réwnan normalnych wymaga uzycia szeregu programoéow o charakte-
rze pomocniczym, m. in. programéw: a) sumcwania tabel, b) obliczania
niewiadomych, ¢) podstawiania niewiadomych do réwnan pierwiastka itd.

W analogiczny sposéb mozna rozwigzywaé uklady réwnan normalnych
podzielcne na wiekszg ilo§é zespolow rowmnan.

Reasumujgc, wydaje sie, ze przedstawiona kcncepeja programu rozwig-
zywania uktadéw réwnan normalnych dobrze odpowiada podanym na po-
czatku pracy 4 warunkom; w szczegélnodci program:

a) liczy szybko, pcniewaz pomija operacje arytmetyczne na elemen-

tach zerowych,

b) umozliwia rozwigzywanie stosunkowo duzych ukladéw réwnan,

gdyz nie zajmuje miejsc pamieci na zbedne elementy zerowe,

¢) odznacza sie wzglednie prostg organizacja i z tego wzgledu nie zaj-

muje wiele miejsc pamieci na rozkazy; dzialanie programu ogra-
nicza sie do obliczenia jednej tabeli o ksztalcie trojkata,

d) peozwala na rozwigzywanie szeregu réznych zadan.
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EXKM T'A3BJ3ULIKHA

PENIEHME CHCTEM HOPMAJIBHBIX YPABHEHUM
HA 3SJIEKTPOHHBIX MANIMHAX

Pezome

B noxname mama KOHHENUMA M ONMCAHME MPOrPAMM PELIEHUS CUCTEM
HOPMAaJILHBIX YPaBHEHMI, BCTPEYAIOIIMXCA IIPM TEOAE3UUECKUX BLIUUCJIE-
HusIX. Kak M3BeCTHO, STH CHCTEeMBI B O0IEM XaPaKTePUIYITCA OTHOCUTE b=
HO GOJIBIINUM YMCAOM HYJIEBBIX KO03(D(OUIIMEHTOB, B BUAY 9YE€ro, IJIs PeILIeHIL
S9TUX CHUCTeM LeJiecooDpa3HbIM ABJIAETCA NPMMEHEBUE CIIeIMAJbHBLIX IIPO-
rpaMM, KOTOPbIE YUMTBIBAIOT 5TY XapaKTEPHYIO 4epTy M IIPU TOM:

a) JaloT BO3MOKHOCTBE CKOpEe PeIlMTh AAHHYI CUCTEMY,
6) [aroT BOZMOXKHOCTB, IIPM HAHHOM EMKOCTM 3aIOMMHAIOWELO YCTPO-

CTBa, pelIaTs ODOJbIINE CUCTEMBIL.

IIpencraBieHAble IPOrpaMMBI COCTABJIEHEI HA OCHOBAHMU JAHHOIO I1pod.
roxT. T. baHaxeBMYeM METOJa KPaKOBAHOBOIO KOPHA. OTU IPOrpaMmbl
MOIyT OBITH TaKKe NPMMEHAEMEI ITPM BBIMMCIECHNMM OOPATHOTO KPaKOBSHA
¥03(hDMIIMEHTOB M IIPKM pellleHny GONBIINX CUCTeM HOPMAJdbHBIX ypaBHe-
HMII METOAOM MHOTOTPYIIIIOBOTO YPaBHMBAHMSA. JKCIEPUMEHTAJLHLIE BbI-
umcieHnsa OblIM UCIIONTHEHEB! Ha YHUBEpcanbHOM Iudporoit Mammee (UMC 1)
noctpoernoit B Kadenpe Koxerpykimu TesiecBazm m PaamopeniaHus
Bapmrasckoro Ilonurexunueckoro MHCTHTYTA.



JERZY GAZDZICKI

THE SOLUTION OF NORMAL EQUATIONS BY MEANS
OF ELEKTRONIC CALCULATING MACHINES

Summary

This paper contains the conception and description of the programmes
for the solution of normal equations in geodetic computations.

As it is known, in these systems of equations, as a rule, a relatively
great number of coefficients are zero. The use of special elaborated prog-
rammes for the solution of equations of above characteristic is very
recommended, because such programmes:

a) enable the solution of a given system of equations in a shorter time,

b) make possible the solution of larger systems of equations by the

same storage capacity of the machine.

The programmes described here are elaborated, basing on Professor’s
Banachiewicz cracovian root method. These programmes can be also used
for the calculations of reciprccal of the cracovian coefficients and for
the solution of the large systems of normal equations by dividing them
into groups. The experimental computations were made on the Universal
Digital Computer (UMC 1), constructed in the Laboratory for Telekom-
munication and Radio Comnstructions of the Warsaw Institute of Tech-

nology.
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