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Przybliżone wyrównanie niezależnych sieci powierzchniowych

1. T reść zagadn ien ia

N ow oczesne in s tru m e n ty  geodezyjne, służące do pom iarów  kąto w y ch  
w  sieciach tr ian g u lacy jn y ch , p rod u k o w an e p rzez p rzo d u jące  w  p rzem y śle  
op tycznym  firm y  (np. W ild, Zeiss i inne), pozw alają  n a  dokonyw anie po­
m iarów  k ątow ych  z ta k  w ysoką dokładnością, że s ta je  się  często p ro b le ­
m atyczną celow ość w y ró w n y w an ia  b łędów  p o m iaru  k ą tó w  sieci m etodą 
n a jm n ie jszy ch  kw adratów . U w aga ta  n asu w a s ię  p rzed e  w szystk im  p rz y  
w y ró w n y w an iu  n iezależnych  sieci pow ierzchn iow ych  —  n aw et bardzo  
w ielk ich  —  tzn. sieci n ieo p arty ch  o  p u n k ty  s ta łe , a zbudow anych  z zespo­
łów  uk ład ó w  cen tra ln y ch  (rys. 21).

W yrów nanie  b łędów  k ątow ych  w  tego ro d za ju  sieci, tzn. p rzy p o rząd ­
kow anie obserw acjom  k ą to w y m  tak ich  p o p raw ek  v,  aby  ob serw acje  w y ­
ró w n an e  spełn iły  w szystk ie  w a ru n k i m atem atyczne: tró jk ą to w e , h o ryzon­
ta ln e  i sinusow e, osiągnąć tu  bow iem  m ożna ła tw o , s taw ia jąc  in n e  od 
założeń m eto d y  n a jm n ie jszy ch  k w ad ra tó w  ([uu] =  m in.) założenia w y ­
rów naw cze, pozw alające n a  n ierów nie  m nie jszy  n ak ład  p ra cy  rach u n k o ­
w ej, a d o starczające  re z u lta ty  p od  w zględem  p rak ty czn y m  iden ty czn e  
z m eto d ą  na jm n ie jszy ch  kw adratów .

W  nin iejszej p ra cy  om ów im y tego  ro d za ju  w y ró w n an ie  „przyb liżone” 
niezależnej sieci pow ierzchniow ej, uogó ln iając n a  sieć złożoną z zespołu

u*
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uk ładów  cen tra ln y ch  zasadę w yrów nania  stopniow ego (ko lejne spełn ian ie  
w arunków ), k tó ra  sugerow ana by ła  d la sieci lokalnych , zaw iera jących  
jed en  u k ład  cen tra lny , w  polskiej in s tru k c ji pom iarow ej obow iązującej 
w  okresie m iędzyw ojennym  (tzw. In s tru k c ja  M in iste rstw a Robót P u b licz­
nych).

Z asadę w y ró w n an ia  sfo rm ułu jem y  ja k  następu je :
W yrów nanie p rzeprow adzone zostaje w  trzech  k o le jnych  etapach , m a­

jący ch  n a  celu stopniow e popraw ien ie  w artości k ą tó w  tak , aby  n a jp ie rw  
spełn ione zostały  w aru n k i tró jkątow e, n astęp n ie  h y ry zo n ta ln e  z zachow a­
n iem  w aru n k ó w  tró jkątow ych , w reszcie w aru n k i sinusow e z zachow aniem  
w aru n k ó w  horyzon ta lnych  i tró jkątow ych . P rzy  ty m  po p raw k i jak ie  
o trzy m u ją  różne k ą ty  w ystępu jące  w  w a ru n k u  m atem aty czn y m  z ty tu łu  
n iespełn ien ia się  tego w aru n k u  w inny  być sobie rów ne co do w arto śc i 
bezw zględnej, zaś popraw ien ie  kąta , spełniającego już  pew ien  w aru n ek  
m atem aty czn y  n a  sk u tek  ra ch u n k u  w  etap ie  poprzedzającym , zosta je  z re ­
kom pensow ane przez rów ne a  p rzeciw ne co do zn ak u  zn iekształcen ie 
innych  k ą tó w  fig u ru jący ch  w  ty m  w arunku .

M ożna w ykazać —  co zrobim y d a le j (patrz p. 2) —  że w  oparciu  o po­
staw ione zasady, n ie n aruszające  w ym agań  log ik i technicznej, w yrów ­
nan ie  m ieć będzie n astęp u jący  przebieg:

Etap I

W yrów nanie  w a ru n kó w  tró jką tow ych ,  przez rozdzielenie w  każdym  
tró jk ąc ie  odchyłki: F  =  2009 — A  — В  — С, w  rów nej części na w szystk ie  
k ą ty  tró jk ą ta .

Etap II

W yrów nanie  w a ru n kó w  horyzontalnych.  Po u sta len iu  w ielkości odchy­
łek  horyzon tu : H  =  400s — Cx — C2 . .  — C„ d la  każdego w ierzcho łka u k ła ­
du  centralnego , w  oparciu  o w ielkości kątów  uzyskane z rach u n k u  w  e ta ­
p ie I, należy  obliczyć d la  w ierzchołka każdego u k ład u  cen tra lnego  odpo­
w iad a jącą  m u w ielkość x.

W ielkości x  uzysku jem y  rozw iązując sym etryczny  u k ład  rów nań  
liniow ych:

X i x 2 X 3 . . . . .  x u 1

Q  ii Q 12 Q 13 • • • ■ Qiu l H ‘

Q 21 Q 22 Q 23 • •

Qui Q u2 Qu3 • ■ i * -

u  —  ilość
układów
cen tra ln y ch

(1)

p rzy  czym  Q r , =  n ; gdzie n ; —  ilość tró jk ą tó w  w  i- ty m  u k ładzie  c en tra l­
nym , zaś Q,j — — 1 jeże li p u n k ty  i, j, są  sąsiadu jącym i p u n k tam i cen tra l-
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nym i, oraz Q;;• =  0 jeże li to  n ie  zachodzi. D la każdego p u n k tu  n ie będącego 
w ierzcho łk iem  u k ład u  cen tralnego , odpow iadająca w ielkość x  je s t zerem . 
Po w yznaczeniu  w arto śc i x ,  ob liczam y d la  każdego k ą ta  sieci po p raw k ę 
drugiego etapu , o d ejm ując  od podw ojonej w ielkości x,  p rzyporządkow anej 
p u n k to w i cen tra ln em u  kąta , w ielkości x  p rzyporządkow ane p u n k to w i na 
lew y m  i pu n k to w i n a  p raw y m  ram ien iu  kąta :

2xc -  x L ■ Xp (2)

Etap III

W yrów nanie  w a ru n kó w  sinusowych .  P o  u s ta len iu  w ielkości odchyłek  
sinusow ych: S  =  2 lg  sinP  — 2 lg  sinL , gdzie P -k ą ty  p raw e, L -k ą ty  lew e 
dla o b serw ato ra  zna jdu jącego  się w  cen tru m  u k ład u  —  w  oparciu  o w a r­
tości kątów  uzyskane z rach u n k u  w  e tap ie  II  —  należy  obliczyć d la w ierz­
chołka każdego u k ład u  cen tra lnego  odpow iadającą m u  w ielkość y. W iel­
kości y  uzy sk u jem y  rozw iązując sy m etry czn y  u k ład  ró w n ań  lin iow ych:

2/i У2 Уз ■■ •• У u 1

R n R u R n  ■ ■ Si
R 2 i R o2 R 2 3 .. S 2

R u i R u 2 R u3 • • •• Ruu

u — ilość 
uk ładów  
cen tra ln y ch

(3)

przyczym  Ra  =  2 r ; je s t sum ą „różn ic” lg  sin k ą tó w  p e ry fe ry jn y c h  w  i-ty m  
układzie cen tra ln y m  (tzn. sum ą p rzy ro stó w  w artości lg  sin, o dpow iada ją­
cych p rzy rostow i w arto śc i k ą ta  o l cc), zaś R-,j 2 r ; : je s t m inus sum ą
różnic lg s in  k ą tó w  pod k tó ry m i obserw ow ano odcinek  i-j,  gdy i,j są 
sąsiadu jącym i p u n k tam i cen tra ln y m i, zaś R ,j =  0, gdy  to  n ie  zachodzi. 
D la każdego p u n k tu , n ie będącego w ierzcho łk iem  u k ład u  cen tra lnego , 
odpow iadająca w artość  y  je s t zerem .

Po w yznaczeniu  w artośc i y,  ob liczam y d la każdego k ą ta  sieci p o p raw k ę 
trzeciego e tapu , o d ejm ując  od w ielkości y,  p rzyporządkow anej p u n k to w i 
n a  p raw y m  ram ien iu  kąta , w artość  y,  p rzyporządkow aną p u n k to w i n a  le ­
w ym  ram ien iu  kąta , co oznaczym y przez:

■ Ур -  Vl (4)

2. Uzasadnienie zgodności postępowania rachunkowego z założeniami

Słuszność postępow an ia  w  e tap ie  I w y n ik a  bezpośrednio  z zasady, aby 
w ielkości po p raw ek  p rzy d zie lan y ch  poszczególnym  kątom , w y stęp u jący m  
w  w a ru n k u  m atem aty czn y m , b y ły  sobie rów ne, i żadnych  om ów ień nie 
w ym aga.
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D la uzasadn ien ia  słuszności postępow ania w  etap ie  II  ro zp a trzm y  u k ład  
ni tró jkątów , k tórego  p u n k tem  cen tra ln y m  je s t p u n k t i, zaś p u n k tam i 
p e ry fe ry jn y m i są p u n k ty : A , B, C, D . .  N  (w  ogólnej ilości —  n ;) i n iech 
o dchy łką h o ryzon ta lną  w  układzie i będzie w ielkość H„ tj. n iech  f f ; =  
=  4009 -  <£ A iB  -  <£ BiC  -  <£ CiD -  . . .

Z godnie z p rz y ję ty m  założeniem , każdy  k ą t w y stęp u jący  w  w aru n k u  
h o ry zo n tu  i m a otrzym ać z ty tu łu  n iespełn ien ia tego w a ru n k u  tak ą  sam ą

p opraw kę —  oznaczm y tę  po ­
p raw k ę  p rzez  2x;. A nalogicznie 
n iech każdy  k ą t w y stęp u jący  
w  w aru n k u  h o ryzon tu  p u n k tu  
A  o trzy m u je  po p raw k ę 2 x A, 
k ażdy  k ą t w y stęp u jący  w  w a­
ru n k u  h o ryzon tu  p u n k tu  В po ­
p raw k ę  2 xB itd . itd . O ile  
k tó ry ś  spośród p u n k tó w  A, B, 
С . .  N  n ie  je s t  p u n k tem  cen­
tra ln y m , odpow iednia p o p raw ­
k a  2 x  będzie oczyw iście zerem . 
Poniew aż dodanie po p raw k i 2 x  
do każdego z k ą tó w  w okółhory- 

zon talnych  pow odow ać będzie n iespełn ien ie w a ru n k ó w  tró jk ą to w y ch  
w  odpow iednich tró jk ą tach , m usim y zgodnie z założeniem  zrekom pen­
sować każdą po p raw k ę 2x, dodając do każdego z k ą tó w  n iecen tra ln y ch  
odpow iadającego tró jk ą ta  p opraw kę — x .  W ynika s tąd  od razu, że k ą ty  
położone w okół p u n k tu  i o trzym yw ać będą n astęp u jące  popraw ki:

K ą t A i B : 2 x t — x A — x B jako  k ą t centr. w  i oraz n iecen tr. w  A i B  
K ą t BiÇ: 2 x t — x B — x c jak o  k ą t cen tr. w  i oraz n iecen tr. w  В i С 
K ą t CiD : 2x, — x c  ~  x D jako  k ą t cen tr. w  i o raz n iecen tr. w  C iD

S tąd , poniew aż sum a p opraw ek  kątów , k tó ry ch  w ierzcho łk iem  je s t 
p u n k t i m a w ynosić H„ o trzy m u jem y  d la i-tego p u n k tu  cen tra ln eg o  ró w ­
nanie:

2х;П ; — 2 x a  — 2 x B —  2 x c  . .  —  2 x ^  =  f f ;  

lub : n& i — x A — x B — x c  — x N H;
Ci

D la każdego u k ład u  cen tralnego  d a je  się zestaw ić tego rod zaju  rów nanie, 
przyczym , ja k  w idać w  ró w n an iu  zestaw ionym  d la  p u n k tu  i-tego, w spół­
czynnik  p rz y  n iew iadom ej x t je s t rów n y  ilości tró jk ą tó w  w  uk ładzie  n„ 
zaś w spółczynnik  p rzy  n iew iadom ej Xj (j ф  i) je s t ró w n y  —1, jeże li i, j  są 
sąsiadu jącym i p u n k tam i cen tra lnym i, zaś rów ny  0, gdy to  n ie  zachodzi. 
J e s t  to  treść  rów nan ia  (1).
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Jednocześn ie z n ap isanych  w yżej w ielkości p o p raw ek  d la  k ą tó w  AiB ,  
B i C . . .  w idać, że ogólnie d la  u zyskan ia  p o p raw k i drugiego  e tap u  d la  
dow olnego kąta , należy  od podw ojonej liczby arc —  p rzyporządkow anej 
p u n k to w i cen tra ln em u  (w ierzchołkow em u) k ą ta  —  odjąć p o p raw k i x L, x P 

przyporządkow ane p u n k to m  położonym  n a  lew y m  i  n a  p ra w y m  ram ien iu  
k ą ta . J e s t  to tre śc ią  ró w n an ia  (2).

P rze jdźm y  do uzasadn ien ia  słuszności postępow ania  w  e tap ie  III. 
R ozw ażajm y znów  u k ład  ri; tró jk ą tó w , k tó rego  p u n k tem  cen tra ln y m  je s t 
p u n k t i, zaś p u n k tam i p e ry fe ry jn y m i są p u n k ty  A ,  B, C, D . . .  N  (w  ogólnej 
ilości ri j ) ,  i n iech  odchy łką sinusow ą w  uk ładzie  i będzie w ielkość S h  to 
znaczy n iech  będzie: S ; =  2  lg  sin P  — Z  lg  sin  L, gdzie p rzez  P  rozum iem y 
k ą ty  p raw e, zaś p rzez  L k ą ty  lewe, 
d la obserw ato ra  zna jdu jącego  się 
w  cen tru m  uk ład u , t j . w  p unkcie  i.

Jeże li d la  usystem atyzow an ia  
rozw ażań  p o n u m eru jem y  ko lejne  
k ą ty  p e ry fe ry jn e  w  u k ład zie  i 
i oznaczym y odpow iednio przez:

r u r 2, r3, r 4 ......... r2ni_t , T2ni

(rys. 23), różnice logary tm iczne 
d la  ty ch  kątów , to  znaczy p rz y ­
ro sty  lg sin  k ą tó w  odpow iadające 
p rzy ro sto m  w artośc i k ą tó w  o je d ­
nostkę  rach u n k o w ą ( l cc lu b  1"), w ów czas w a ru n e k  k tó ry  m a ją  spełnić 
popraw ki u b v 2 . . .  v„ poszczególnych k ą tó w  p e ry fe ry jn y c h  w  uk ładzie  (i) 
m ieć będzie znaną ogólnie postać:

П  Ul -  Г2 V 2 +  Г3 V 3 -  Г4 U4 +  T5 V S -  Гв V 6 ----- +  r 2n(_;L Usn,--! -  г 2щ v 2ni =  S f

Zgodnie z założeniem , że popraw ki, k tó re  z ty tu łu  n iesp ełn ien ia  się 
pew nego w a ru n k u  m atem atycznego  p rzy d z ie lan e  zostaną f ig u ru jąc y m  
w  ty m  w aru n k u  kątom , m a ją  być sobie rów ne co do w arto śc i bezw zględnej, 
oznaczm y przez y ; p o p raw k i k ą tó w  lew ych, zaś p rzez — y ; p o p raw k i 
k ątów  praw ych , p rzyporządkow ane k ą to m  w  uk ładzie  i z ty tu łu  n iespeł­
n ien ia  w a ru n k u  sinusow ego w  uk ładzie i. A nalogicznie oznaczym y przez 
y A oraz — y  a popraw ki, k tó re  zostaną p rzyporządkow ane k ą to m  lew ym  
i p raw y m  z ty tu łu  n iesp e łn ien ia  w a ru n k u  sinusow ego w  uk ładzie  A  itd .

W ynika s tąd  zaraz że k ą ty  p e ry fe ry jn e  w  uk ładzie  i o trzy m a ją  popraw ki: 
Ui =  у  i — y B gdyż k ą t 1 jest lew ym  w  ukł. centr. i, a p raw ym  w  ukł. cen tr. В
v 2 =  ~ y i + y A » » 2
v3 = Mi -  Ус »  ». 3

«4 = -  2/,-+ 2/в » .. 4
« 5 =  y i~ V D  » » 5
Щ =  ~У1 +  Ус ». .. 6

A
i

В
i
С

г
С
i

D
i
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M nożąc ko lejno  napisane rów nan ia  p rzez r b — r 2, r 3, — r 4 . . .  i sum ując  
o trzym ać m am y S ; (w m yśl napisanego w yżej rów nania). B ędzie w ięc:

У i +  r 2 +  r :!+ r 4 . .) -  (r2 +  r2ni_t) yA -  ( r j  +  r4) yB -  (r3 +  r 6) y c  . . . .  =  S ,

D la każdego u k ład u  cen tra lnego  d a je  się zestaw ić tego ro d za ju  rów nanie, 
p rz y  czym, ja k  w idać, w  ró w n an iu  zestaw ionym  dla p u n k tu  i-tego  w spó ł­
czynn ik  p rzy  n iew iadom ej у  i je s t rów ny  sum ie różnic logary tm icznych  d la 
k ą tó w  położonych n a  p e ry fe rii u k ład u  i-tego, zaś w spółczynnik  p rzy  
niew iadom ej y 3 (j ф  i) je s t rów ny  m inus sum ie różnic logary tm icznych  
k ą tó w  pod  k tó ry m i w idoczny je s t odcinek i — j, gdy i, j  są sąsiadu jącym i 
p u n k tam i cen tra lnym i, zaś rów n y  zeru, gdy to  n ie zachodzi. J e s t  to  treść  
ró w n an ia  (3). Jednocześn ie z nap isanych  wyżej rów nań  d la p o p raw ek  v  
j est w idoczne, że dla o trzym an ia  po p raw k i trzeciego e tap u  d la k ą ta  n a leży  
od liczby yP, przyporządkow anej p u n k to w i położonem u n a  p ra w y m  ram ie­
n iu  tego kąta , odjąć liczbę y L, p rzyporządkow aną p unk tow i położonem u 
n a  jego  lew ym  ram ien iu . J e s t  to treść  ró w n an ia  (4).

3. Przykład liczbowy i jego omówienie

P odajem y  p rzy k ład  w yrów nan ia  n iew ielk iej sieci n iezależnej om ów io­
ny m  w yżej sposobem  przybliżonym . W arto  podkreślić, że załączony 
m a te ria ł (arkusze 1, 2, 3, 4) zaw iera  całkow ity  przeb ieg  rach u n k u , to  
znaczy że w  to k u  p racy  n ie  is tn ia ła  po trzeba zapisyw ania jak ichko lw iek  
liczb poza liczbam i zap isanym i w  przykładzie.

K ażdem u etapow i p racy  poświęcono tu  oddzielny ark u sz  (1, 2, 3), zaś 
ostateczne w ynik i, tzn. w artości w yrów nanych  kątów  zn a jd u ją  się na 
ark u szu  4. N a arkuszach, odpow iadających  poszczególnym  etapom  pracy , 
opisano też p rzebieg  rachunku , co pozw oli n aw e t czyteln ikow i n ieo b zn a j- 
m ionem u z treśc ią  a r ty k u łu  całkow icie opanow ać techn ikę rachunku .

Sieć stanow i frag m en t p rac  trian g u lacy jn y ch  prow adzonych  przez 
P aństw ow e P rzedsięb io rstw o  G eodezyjne i została przez to p rzed sięb io r­
stw o w y ró w n an a  m etodą najm niejszych  kw adratów , jako  sieć n iezależna. 
Pozw oliło to n a  porów nanie w yników  w yrów nan ia  „ścisłego”, tzn. m etodą 
najm niejszych  kwadratójw  i przybliżonego, sposobem  w yżej om ów ionym . 
P o ró w n an ie  to podajem y  na str. 169.

Jeże li za k ry te r iu m  porów naw cze p rzy jm iem y  p ie rw ia s tek  z sum y 
k w ad ra tó w  po p raw ek  podzielonej p rzez ilość nadliczbow ych spostrzeżeń  
w  uk ładzie  (tzn. d la w yrów nan ia  ścisłego b łąd  śred n i obserw acji, a dla 
przybliżonego —  „su ro g a t” tego b łędu, obliczony w  analogiczny sposób), 
będziem y m usieli uznać różnice w  w yn ikach  w yrów nan ia  za zupe łn ie  n ie ­
isto tne. O dpow iadające w ielkości w ynoszą bow iem , ja k  w idać z zestaw ie­
n ia  l,7 8 cc, oraz l,8 2 cc. M aksym alna różnica w  w ielkości p o p raw k i w ynosi
0,63cc, tzn. Уз b łęd u  średniego  obserw acji, n a to m iast w artość  p rzec ię tn a  
różnicy  w  w ielkości p o p raw k i w ynosi 0,2CC tzn. około Vio b łędu  średniego.
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PRZEBIEG RACHUNKU
P o  d o d a n iu  w a r to ś c i  k ą tó w , z a o b s e rw o w a n y c h  i p rz e n ie s io n y c h  n a  p ła sz c z y z n ę  

o d w z o ro w a n ia  (w p isa n e  n a  sz k icu ), w  k a ż d y m  tró jk ą c ie  u s ta la  s ię  o d c h y łk i  t r ó jk ą to w e  
(n a  sz k ic u  w p is a n o  j e  w  p ro s to k ą tn y c h  o b ra m o w a n ia c h )  i o b lic z a  p o p r a w k i  k ą to w e  
p ie rw sz e g o  e ta p u ,  d z ie lą c  o d c h y łk i  w  ró w n e j częśc i n a  w s z y s tk ie  t r z y  k ą ty  t r ó jk ą ta .  
W a r to śc i  p o p r a w e k  (n a  sz k icu  w p is a n o  je  z  o d p o w ie d n im  z n a k ie m  p o d  w a r to ś c ia m i  
k ą tó w )  z o s ta ją  d o d a n e  a lg e b ra ic z n ie  d o  w a r to ś c i  k ą tó w , a  o t r z y m a n e  w  w y n ik u  
„ k ą ty  p o p ra w io n e  po  r a z  p ie r w s z y ” z o s ta ją  w p is a n e  n a  sz k ic  r a c h u n k o w y  I I  e ta p u . 
K o n tr o la  —  s u m y  k ą tó w  p o p ra w io n y c h  p o  r a z  p ie rw s z y  w e  w s z y s tk ic h  t r ó jk ą ta c h  
sp e łn ia ć  m u sz ą  w a r u n k i  su m o w e  —  p rz e p ro w a d z o n a  z o s ta je  n a  a r k u s z u  r a c h u n k o ­
w y m  I I  e ta p u .

Uwaga. P r z y  w y r ó w n a n iu  d u ż y c h  s ie c i p r a c a  p rz e b ie g a  n ie z a le ż n ie  n a  k i lk u  a r k u ­
sz a ch  r a c h u n k o w y c h  d la  k a ż d e g o  e ta p u .
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ETAP III. WYRÓWNANIE WARUNKÓW SINUSOWYCH

O d c h y łk i s in u so w e.

U k ła d
c e n tr a ln y

O d c h y łk a  
s in u so w a  

S  =  2  lg  s in  P  — 
— 2  lg  s in  L

1 30.59

2 48.53

3 -  36.89

4 4.24

5 -  1.57

6 -  7.44

7 -  52.24

8 -  20.79

9 -  6.32

10 70.54

11 -  4.02

У 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 — Si 2

1 52.60 -  8.30 -  14.60 -  2.20 -  30.59 -  3.09

2 -  8.30 53.00 -  14.10 -  4.70 -  48.53 -  22.63

3 -  14.10 51.60 -  3.80 -  10.40 36.89 60.19

4 -  14.60 -  4.70 -  3.80 53.70 -  11.40 -  17.40 -  1.80 -  4.24 -  4.24

5 -  10.40 -  11.40 53.10 -  10.30 1.57 22.57

6 -  2.20 -  17.40 51.60 -  6.20 -  5.30 -  11.50 -  2.20 +  7.44 14.24

7 -  1.80 -  10.30 -  6.20 49.60 -  9.40 +  52.24 63.14

8 -  5.30 53.10 -  16.00 -  11.00 +  20.79 52.59

9 -  11.50 -  16.00 54.10 -  15.60 +  6.32 17.32

10 -  2.20 -  9.40 -  15.60 51.80 -  10.70 -  70.54 -  56.64

11 -  11.00 -  10.70 50.40 +  4.02 32.72

7.25 -  1.14 -  2.01 -  0.30 -  4.22 -  0.43
7.19 -  1.96 -  0.97 -  0.05 -  7.42 -  3.22

6.91 -  0.83 -  1.51 -  0.01 3.23 7.80

6.93 -  1.83 -  2.61 -  0.26 -  2.49 -  0.25

6.89 -  0.70 -  1.56 0.27 4.92

6.65 -  1.20 —  0.79 -  1Л2 -  0.33 -  0.07 2.53
6.76 -  0.14 -  0.31 — 1.45 -  1.63 7.68 10.92

7.24 -  2.40 -  0.06 -  0.03 3.01 7.75

6.73 -  2.49 -  0.09 2.35 6.49
6.59 -  2.02 -  8.10 -  3.54

6.61 0.07 6.68

0.785 0.926 -  0.495 0.221 -  0.249 —  0.105 -  0.879 -  0.372 0.104 1.226 -  0.011 1.000

PRZEBIEG R A C H U N K U

O p ie ra ją c  s ię  n a  w a r to ś c ia c h  lo g a r y tm ó w  s in u só w , o d p o w ia d a ją c y c h  k ą to m  o b li­
c zo n y m  w  I I  e ta p ie ,  o b lic z a  s ię  d la  k a ż d e g o  u k ła d u  c e n tr a ln e g o  o d c h y łk ę  s in u so w ą  
S  =  2  lg  s in  P  — 2  lg  s in  L, g d z ie  P  k ą ty  p e r y f e r y jn e  „ p r a w e ”, z aś  L k ą ty  p e r y f e ­
r y jn e  „ le w e ” —  d la  o b s e rw a to ra  z n a jd u ją c e g o  s ię  w  c e n tru m  u k ła d u , (n a  sz k ic u  
w p is a n o :  k ą ty ,  p o d  n im i lg  s in , z a ś  o b o k  —  w  k ó łk u  n u m e ro w y m  u k ła d u  c e n ­
t r a ln e g o  o b o k  k ą t a  —  ró ż n ic ę  lo g a r ty m ic z n ą  r  n a  l cc; N p . d la  k ą ta  N 54 w  u k ła d z ie  
c e n t r a ln y m  6 w p is a n o :  w a r to ś ć  k ą ta  36.8175.07, p o d  s p o d e m  w a r to ś ć  lg  s in  86.8175.07 
ró w n ą  9.990 6218.61, o ra z  o b o k  k ą ta  w  k ó łk u  n u m e ro w y m  u k ła d u  6 ró ż n ic ę  lo g a r y t ­
m ic z n ą  r  =  1.5). O d c h y łk i  s in u so w e  S  (n a  sz k ic u  w p is a n o  j e  w  k o lu m n ie  o b o k  r y ­
su n k u )  s ta n o w ią  k o lu m n ę  w y ra z ó w  w o ln y c h  sy m e try c z n e g o  u k ła d u  ró w n a ń  lin io ­
w y c h , s łu ż ą c e g o  d o  w y z n a c z e n ia  w ie lk o ś c i  y, k tó r y  z e s ta w io n o  i  ro z w ią z a n o  o b o k . 
I lo ść  n ie w ia d o m y c h  y w  u k ła d z ie  ró w n a  je s t  ilo śc i u k ła d ó w  c e n t r a ln y c h  (w  p r z y ­
k ła d z ie  11). W  i - ty m  r ó w n a n iu  (w  p rz y k ła d z ie  i  =  1,2,3...11) w s p ó łc z y n n ik ie m  p rz y  
i - te j  n ie w ia d o m e j j e s t  s u m a  ró ż n ic  lo g a r ty m ic z n y c h  s in u só w  k ą tó w  p e r y fe r y jn y c h  
w  i - ty m  u k ła d z ie  ( tę  s u m ę  w p isa n o  d la  k a ż d e g o  u k ła d u  w  k ó łk u  n u m e ro w y m  u k ła d u  
w  e lip s ie ,  n p . w  u k ła d z ie  5 m a m y : 53.1 =  6.6 +  6.3 +  5.0 +  2.4 +  4.1 +  7.9 +  1.3 +  3.7 +  
+  9.4 +  6.4). W  i - ty m  r ó w n a n iu  w s p ó łc z y n n ik ie m  p r z y  j - t e j  n ie w ia d o m e j, d la  j Ф i, 
je s t :  m in u s  s u m a  ró ż n ic  lo g a ry tm ic z n y c h  s in u só w  k ą tó w  p o d  k tó r y m i  o b se rw o w a n o  
o d c in e k  i-j, g d y  p u n k ty  i, j  s ą  s ą s ia d u ją c y m i p u n k ta m i  c e n tr a ln y m i,  lu b  z e ro , g d y  
to  n ie  z a c h o d z i (su m ę  ró ż n ic  lo g a r ty m ic z n y c h  lo g  s in  k ą tó w  p o d  k tó r y m i  o b se rw o ­
w a n o  o d c in e k  i - j  n a  sz k ic u  w p is y w a n o  n a  ty m  o d c in k u  w  e lip s ie , n p . n a  o d c in ­
k u  4— 6 w p is a n o  17.4 =  8.6 +  8.8). W p is a n ie  w a r to ś c i  w s p ó łc z y n n ik ó w  ró w n a n ia  do  
t a b e l i  n a s tę p u je  b e z p o ś re d n io  ze sz k ic u  (np. w  d ru g im  r ó w n a n iu :  p rz y  d ru g ie j  n ie ­
w ia d o m e j 53.0, p r z y  p ie rw s z e j  —  8.3, p rz y  trz e c ie j  —  14.1 o ra z  p rz y  c z w a r te j  —  4.7). 
P o  o b lic z e n iu  i  s k o n tro lo w a n iu  n ie w ia d o m y c h  y (w  p rz y k ła d z ie  u k ła d  r ó w n a ń  ro z ­
w ią z a n o  m e to d ą  p ie r w ia s tk a  k ra k o w ia n o w e g o )  i  w p is a n iu  ich  w a r to ś c i  n a  sz k ic  
( liczby  p o d k re ś lo n e  w y p is a n e  w  k ó łk a c h  n u m e ro w y c h  u k ła d ó w  c e n tr a ln y c h ,  o b licza  
s ię  d la  k a ż d e g o  k ą ta  p o p r a w k ę  t rz e c ie g o  e ta p u  o d e jm u ją c  o d  w a r to ś c i  y  p r z y p o ­
r z ą d k o w a n e j  p u n k to w i  n a  p r a w y m  r a m ie n iu  k ą t a  w a r to ś ć  y p r z y p o rz ą d k o w a n ą  
p u n k to w i  n a  le w y m  r a m ie n iu  k ą t a  (n p . d la  k ą ta  N54 m a m y :  vjjj  =  — 0.88— 0.22 =  
-  1.10). K o n t r o la  w  u k ła d a c h  c e n tr .:  2 v.rprâ  — 2 v.new — S . W a r to śc i  p o p r a w e k  (na  
sz k ic u  w p is a n o  j e  ze z n a k ie m  p o d  w a r to ś c ia m i  k ą tó w )  z o s ta ją  d o d a n e  a lg e b ra ic z n ie  
d o  w a r to ś c i  k ą tó w , a  o t r z y m a n e  w  w y n ik u  „ k ą ty  p o p ra w io n e  p o  r a z  t r z e c i” z o s ta ją  
w p is a n e  n a  o s ta te c z n y  sz k ic  ra c h u n k o w y . K ą ty  t e  w in n y  ju ż  s p e łn ić  w s z y s tk ie  w a ­
r u n k i  n ie z a le ż n e j  s ie c i p o w ie rz c h n io w e j:  w a r u n k i  t r ó jk ą tó w ,  h o ry z o n tó w  i  s in u só w .
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ETAP IV. WYKAZ WARTOŚCI KĄTÓW PO WYRÓWNANIU

O d c h y łk i  h o ry z o n ta ln e

U k ła d
c e n tra ln y

O d c h y łk a
h o ry z o n ta ln a

H ; =  4008 -  2 a ;

1 +  2.10

2 +  1.51

3 -  3.26

4 -  2.92

5 -  1.30

6 -  6.75

7 -  1.38

8 -  1.86

9 -  2.88

10 +  4.46

11 +  3.50

X  1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1
1

—  ¥ H /
2

1 7 . 0 0 0 -  1 0 0 0 -  1 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 -  1 . 0 5 0 2 . 9 5 0

2 —  1 . 0 0 0 5 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 -  0 . 7 5 5 1 . 2 4 5

3 -  1 . 0 0 0 6 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 1 . 6 3 0 4 . 6 3 0

4 -  1 . 0 0 0 —  1 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 6 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 1 . 4 6 0 1 . 4 6 0

5 -  1 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 5 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 0 . 6 5 0 2 . 6 5 0

6 -  1 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 7 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 -  1 . 0 0 0 -  1.000 -  1.000 3.375 4.375

7 -  1.000 -  1.000 -  1.000 7.000 -  1.000 -  1.000 0.690 2.690

8 -  1.000 7.000 -  1.000 0.930 5.930

9 -  1.000 -  1.000 5.000 -  1.000 1.440 3.440

10 -  1.000 -  1.000 -  1.000 6.000 -  1.000 -  2.230 -  0.230

11 -  1.000 -  1.000 5.000 -  1.750 1.250

2.646 -  0.378 -  0.378 -  0.378 !
! -  0.397 1.115

2.204 -  0.454 -  0.519 -  0 065 -  0.411 0.756
2.407 -  0.513 -  0.416 -  0.012 0.600 2.086

2.307 -  0.526 -  0.513 -  0.433 0.609 1.445
2.133 -  0.129 -  0.576 0.572 2.002

2.564 -  0 506 -  0.390 -  0.390 -  0.390 1.401 2.289
2.495 ' -  0.079 -  0.079 -  0.480 -  0.401 0.798 2.255

2.616 -  0.443 -  0.073 -  0.012 0.588 2.676
2.155 -  0.567 -  0.017 1.072 2.643

2.300 — 0.523 -  0.233 1.495
2.137 -  0.727 1.410 1

-  0.032 -  0.052 -  0.434 -  0.547 -  0.377 -  0.677 -  0.250 -  0.292 -  0.442 0.200 0.340 1.000

PRZEBIEG RACHUNKU

W y ch o d z ąc  z w a r to ś c i  k ą tó w  p o p ra w io n y c h  w  I  e ta p ie  (w p isa n e  n a  sz k icu ), o b lic z a  
s ię  d la  k a ż d e g o  w ie r z c h o łk a  u k ła d u  c e n t r a ln e g o  o d n o śn ą  o d c h y łk ę  h o r y z o n ta ln ą  (n a  
sz k ic u  o d c h y łk i  w p is a n o  w  k o lu m n ie  o b o k  r y s u n k u ) .  P o ło w y  ty c h  o d c h y łe k  s ta n o w ią  
k o lu m n ę  w y ra z ó w  w o ln y c h  sy m e try c z n e g o  u k ła d u  r ó w n a ń  l in io w y c h , k tó r y  z e s ta ­
w io n o  i ro z w ią z a n o  o b o k . I lo ść  n ie w ia d o m y c h  w  u k ła d z ie  ró w n a  j e s t  i lo ś c i u k ła d ó w  
c e n t r a ln y c h  (w  p rz y k ła d z ie  11). W  i - ty m  r ó w n a n iu  (w  p rz y k ła d z ie  i — 1, 2, 3,... 11) 
w s p ó łc z y n n ik ie m  p r z y  i - t e j  n ie w ia d o m e j j e s t  i lo ść  t r ó jk ą tó w  w  i - ty m  u k ła d z ie  c e n ­
t r a ln y m ,  z a ś  w s p ó łc z y n n ik ie m  p rz y  j - t e j  n ie w ia d o m e j d la  j ¥= i j e s t :  m in u s  je d n o ś ć  —  
g d y  p u n k ty  ij s ą  s ą s ia d u ją c y m i p u n k ta m i  c e n t r a ln y m i,  z a ś  z e ro  —  g d y  to  n ie  z a ­
c h o d z i (np . w  p rz y k ła d z ie  w  d r u g im  r ó w n a n iu  w s p ó łc z y n n ik ie m  p r z y  d ru g ie j  n ie ­
w ia d o m e j j e s t  5, g d y ż  d r u g i  u k ła d  c e n t r a ln y  z a w ie r a  5 t r ó jk ą tó w ,  z a ś  w s p ó łc z y n n i­
k a m i  p r z y  p ie r w s z e j ,  t r z e c ie j  i  c z w a r te j  n ie w ia d o m e j w  ty m ż e  d r u g im  r ó w n a n iu  są  
m in u s  je d n o śc i,  g d y ż  z d r u g im  p u n k te m  c e n t r a ln y m  p o łą c z o n e  s ą  c e lo w y m i p ie rw sz y , 
t r z e c i  i c z w a r ty  p u n k t  c e n tra ln y ) .

P o  o b lic z e n iu  i  s k o n tro lo w a n iu  n ie w ia d o m y c h  x  (w  p rz y k ła d z ie  u k ła d  r ó w n a ń  ro z ­
w ią z a n o  m e to d ą  p ie r w ia s tk a  k ra k o w ia n o w e g o )  i  w p is a n iu  ich  w a r to ś c i  n a  sz k ic  
( lic zb y  p o d k re ś lo n e  w p is a n e  w  k ó łk a c h  n u m e ro w y c h  u k ła d ó w  c e n tr a ln y c h ) ,  o b lic z a  
s ię  d la  k a ż d e g o  k ą t a  p o p r a w k ę  d ru g ie g o  e ta p u  o d e jm u ją c  o d  p o d w ó jn e j  w a r to ś c i  
lic z b y  x, p r z y p o rz ą d k o w a n e j  w ie rz c h o łk o w i k ą ta ,  l ic z b y  x  p rz y p o rz ą d k o w a n e  p u n k ­
to w i  n a  p r a w y m  i  n a  le w y m  r a m ie n iu  k ą t a  (np . d la  k ą t a  N 54 m a m y : v„ = 
=  — 2 • 0.68 +  0.55 +  0.25 =  — 0.56). K o n t r o la  —  s u m a  p o p r a w e k  k ą tó w  w o k ó ł h o ­
r y z o n tu  w in n a  b y ć  ró w n a  o d c h y łc e  h o ry z o n ta ln e j .  W a r to ś c i  p o p r a w e k  (n a  sz k ic u  
w p is a n o  je  ze  z n a k ie m  p o d  w a r to ś c ia m i  k ą tó w )  z o s ta ją  d o d a n e  a lg e b ra ic z n ie  d o  
w a r to ś c i  k ą tó w , a  o t r z y m a n e  w  w y n ik u  „ k ą ty  p o p ra w io n e  p o  r a z  d r u g i” z o s ta ją  
w p is a n e  n a  s z k ic  r a c h u n k o w y  I I I  e ta p u .  K o n t r o la  —  k ą ty  p o p ra w io n e  p o  r a z  d r u g i  
w in n y  s p e łn ia ć  w s z y s tk ie  w a r u n k i  t r ó jk ą to w e  i  h o r y z o n ta ln e  —  p rz e p ro w a d z o n a  zo ­
s ta je  n a  a r k u s z u  r a c h u n k o w y m  I I I  e ta p u .
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Przybliżone w yrów nanie sieci pow ierzchniow ej 169

N N
kątów

Popraw ki
v'

(przybl.)

Popraw ki
V

(ścisłe)

Różnice
v' —  V

1 0,24 0,13 0,11
2 0,62 0,72 - 0 ,1 0
3 1,49 1,51 - 0 ,0 2
4 1,34 1,54 - 0 ,2 0
5 - 0 ,2 2 0,12 - 0 ,3 4
6 0,46 - 0 ,0 6 0,52
7 2,19 2,07 0,12
8 0,63 0,37 0,26
9 1,33 1,71 - 0 ,3 8

10 1,05 0,63 0,42
11 - 0 ,5 1 - 0 ,2 0 - 0 ,3 1
12 0,19 0,29 - 0 ,1 0
13 - 0 ,5 8 - 0 ,6 1 0,03
14 - 1 ,3 6 - 1 ,1 6 - 0 ,2 0
15 0,41 0,22 0,19
16 1,52 1,42 0,10
17 - 0 ,3 9 - 0 ,4 9 0,10
18 0,27 0,47 - 0 ,2 0
19 0,58 0,48 0,10
20 - 1 ,2 5 - 1 ,1 6 - 0 ,0 9
21 0,95 0,97 - 0 ,0 2
22 1,12 1,21 - 0 ,0 9
23 - 0 ,7 4 - 0 ,5 0 - 0 ,2 4
24 0,05 - 0 ,2 8 0,33
25 1,84 1,79 0,05
26 - 1 ,8 0 - 2 ,0 3 0,23
27 - 0 ,2 4 0,02 - 0 ,2 6
28 1,72 1,71 0,01
29 - 0 ,7 9 - 0 ,7 5 - 0 ,0 4
30 2,84 2,80 0,04
31 - 2 ,4 0 - 2 ,1 9 - 0 ,2 1
32 - 1 ,4 0 - 1 ,6 9 0,29
33 - 3 ,2 4 - 3 ,1 6 - 0 ,0 8
34 2,03 1,76 0,27
35 3,03 3,07 - 0 ,0 4
36 1,18 1,41 - 0 ,2 3
37 0,21 0,16 0,05
38 - 0 ,1 8 - 0 ,2 2 0,04
39 - 1 ,0 8 - 0 ,9 9 - 0 ,0 9
40 0,48 0,61 - 0 ,1 3
41 0,94 1,00 - 0 ,0 6
42 1,53 1,34 0,19
43 1,25 1,18 0,07
44 1,75 1,72 0,03
45 0,39 0,49 - 0 ,1 0
46 2,66 2,38 0,28
47 1,54 1,47 0,07
48 0,03 0,38 - 0 ,3 5

N N
kątów

Popraw ki
v'

(przybl.)

Popraw ki
V

(ścisłe)

R óżnice 
v' —  V

49 0,17 0,38 — 0,21
50 - 0 ,8 6 - 0 ,5 3 — 0,33
51 1,38 0,85 0,53
52 1,01 0,80 0,21
53 1,41 1,55 - 0 ,1 4
54 - 1 ,2 9 - 1 ,2 1 - 0 ,0 8
55 - 1 ,9 5 - 2 ,0 3 0,08
56 - 0 ,0 3 - 0 ,4 7 0,44
57 0,25 0,77 - 0 ,5 2
58 1,17 1,62 0,45
59 0,80 0,36 0,44
60 - 2 ,3 6 - 2 ,0 7 - 0 ,2 9
61 - 0 ,0 5 0,04 - 0 ,0 9
62 0,33 0,61 - 0 ,2 8
63 - 1 ,5 0 - 1 ,8 6 0,36
64 0,39 0,38 0,01
65 1,09 1,28 - 0 ,1 9
66 - 0 ,3 0 - 0 ,4 9 0,19
67 - 1 ,4 4 - 1 ,5 9 0,15
68 0,32 0,19 - 0 ,1 2
69 - 1 ,2 9 - 1 ,0 1 - 0 ,2 8
70 - 1 ,3 4 - 1 ,3 8 0,04
71 1,43 1,36 0,07
72 - 1 ,2 1 - 1 ,1 0 - 0 ,1 1
73 - 3 ,2 5 - 2 ,6 2 - 0 ,6 3
74 - 0 ,6 9 - 0 ,7 2 0,03
75 - 1 ,6 6 - 2 ,2 6 0,60
76 0,32 0,57 - 0 ,2 5
77 2,48 2,58 - 0 ,1 0
78 1,05 0,71 0,34
79 0,12 0,07 0,05
80 0,85 0,66 0,19
81 - 0 ,4 1 - 0 ,1 6 - 0 ,2 5
82 - 1 ,9 8 - 1 ,8 1 - 0 ,1 7
83 - 1 ,2 3 - 1 ,2 9 0,06
84 - 2 ,4 8 - 2 ,5 9 0,11
85 0,93 1,11 - 0 ,1 8
86 1,66 1,46 0,20
87 0,41 0,43 - 0 ,0 2
88 0,44 0,61 - 0 ,1 7
89 1,19 1,11 0,08
90 - 0 ,0 8 - 0 ,1 8 0,10
91 0,28 - 0 ,0 1 0,29
92 0,71 1,05 - 0 ,3 4
93 - 2 ,9 6 - 3 ,0 0 0,04
94 1,23 1,15 0,08
95 1,03 0,97 0,06
96 - 0 ,2 2 - 0 ,0 7 - 0 ,1 5
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N N
kątów

Popraw ki
v'

(przybl.)

Popraw ki
V

(ścisłe)

Różnice
v' — V

97 2,17 1,72 0,45
98 - 1 ,3 2 - 1 ,3 1 - 0 ,0 1
99 0,54 0,97 - 0 ,4 3

100 1,63 1,28 0,35
101 - 0 ,8 3 - 0 ,3 5 - 0 ,4 8
102 1,04 0,91 0,13
103 - 0 ,6 5 - 0 ,6 7 0,02
104 - 0 ,6 2 - 0 ,5 4 - 0 ,0 8
105 0,41 0,34 0,07
106 0,70 0,63 0,13
107 0,72 0,82 - 0 ,1 0
108 1,74 1,70 0,04

[•v'v‘’] =  191,66 [w]  = 183,91

m 0 = ±  | / ł ® | | L = ±  l,7 8 cc

O b liczen ie  w  a n a lo g icz n y  sposób  w ie l­

k o śc i m0 z p o p ra w e k  m e to d ą  p rz y b liżo n ą  
d a je :

m  =  +  i / 191,66 =  +  l,8 2 cc 0 -  X  58

P rz e c ię tn a  w a r to ś ć  ró ż n ic y  (v' — v) 
w y n o s i ±  0,2CC>

P rzeprow adzono  rów nież rach u n ek  w spó łrzędnych  (przecię tna długość 
boku  sieci w ynosi koło 8 kilom etrów ), jed n ak  w arto ści w spó łrzędnych  n ie  
p u b lik u ję , zgodnie ze zw yczajem  u  n as  panu jącym . M aksym alna różnica 
w  w artości w spó łrzędnych  obliczonych w  oparciu  o dane w yrów nane 
m etodą n a jm nie jszych  k w ad ra tó w  i  w  oparciu  o dane  z  w y ró w n an ia  p rz y ­
bliżonego w yniosła 2 cen tym etry ; p rzec ię tn a  —  V2 cen ty m etra . W ielkości 
te  rów nież uznać należy  za zupełn ie  n ieisto tne , zw łaszcza gdy zważyć, że 
ra ch u n ek  prow adzono 7-cyfrow o (8-a z in terpo lac ji).

Oczywiście, że tego rod zaju  porów nyw anie  liczbow e e fek tu  w y n ik u  w y ­
rów nan ia  m etodą ścisłą (tzn. m etodą n ajm niejszych  kw adratów ) i m eto­
dam i p rzybliżonym i (np. sugerow anym  tu  sposobem) je s t logicznie uzasad­
n ione w tedy , gdy oba w yrów nan ia  odnoszą się do tego sam ego u k ładu  
obserw acyjnego. G dyby np. u k ład  w y ró w n y w an y  m etodą najm niejszych  
k w ad ra tó w  obejm ow ał dodatkow e obserw acje (np. w zdłuż p rzekątnych , lub  
tp.) różnice w  w ynikach  w yrów nan ia  m ogłyby  być znaczniejsze. Jed n ak  
należałoby  oczekiwać, że różnice pow stające  z tak ie j n ie jedno lito ści m ate ­
ria łu  m ia łyby  ch a rak te r  lokalny, to je s t w ystępow ałyby  w  ty ch  frag m en ­
tach  sieci, w  k tó ry ch  obserw ow ano dodatkow e w ielkości.

4. Postępowanie w przypadku pomiarów bazowych

Jeżeli w  sieci n iezależnej, k tó rą  chcem y w y rów nać op isanym  wyżej 
sposobem , p rzeprow adzono w ięcej niż jed en  po m iar bazow y, s ta je  się 
jeszcze ak tu a ln e  uzgodnienie w arunków  bazow ych. M ożna b y  w praw dzie 
dokonyw ać tego  uzgodnienia w  sposób analogiczny  do tego w  ja k i postępo­
w ano p rzy  uzgadnianiu  w arunków  sinusow ych.

P oniew aż jed n ak  postępow anie rachunkow e coraz w ięcej b y  się kom pli­
kowało, a w zam ian  napew no nie o trzym a się dużych zm ian  w  w artościach
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w yrów nyw anych  kątów , w y d a je  się ze słuszniejsze było  by  uzgodnienie 
o p a rte  n a  n astęp u jący m  rozum ow aniu .

C elem  pom iarów  bazow ych je s t  w łaściw ie zadecydow anie o „sk a li” sieci. 
Jeże li w ięc p rzeprow adzono  k ilk a  pom iarów  bazow ych, m ożna decyzję 
dotyczącą skali pow ziąć obliczając z każdego  z ty ch  pom iarów  bazow ych 
d ługość jednego  z n iem ierzonych  boków  sieci, leżącego w  p rzy b liżen iu  
w  jednakow ej odległości o d  baz, i p rzy jm u jąc  śred n ią  a ry tm e ty czn ą  z ty ch  
w yn ików  za ostateczną długość owego „pom ocniczego’' boku, decydu jącą  
ju ż  o skali sieci. T ak  np. w  sieci p rzedstaw ionej n a  rys. 24, po p rzep ro ­

w adzen iu  w yrów nan ia  w  opisany  w yżej sposób, m ożna obliczyć długość 
pom ocniczego boku b0, raz p rzep ro w ad zając  ra ch u n ek  try g o n o m etry czn y  
od boku  b 1( d rug i raz  od boku  b2 i trzeci raz  od boku b3 (oczywiście 
w  każdym  rach u n k u  posługu jąc  s ię  w y ró w n an y m i w arto śc iam i kątów ).

Poniew aż, z uw agi n a  p rzeprow adzen ie  w yrów nan ia , b łęd y  u ży ty ch  do 
rach u n k u  kątów  będą już  znikom e, p rze to  i różn ice w  długości boku  
pom ocniczego, liczonej różnym i drogam i, b ęd ą  b ard zo  niew ielk ie , a sam  
proces u śred n ien ia  re z u lta tu  będzie m iał raczej c h a ra k te r  fo rm a ln y  i zn ie­
kształcenia, jak im  poddane będą  długości m ierzonych  baz bi, b2, b3 przez 
p rzy jęcie  za o stateczną długość boku  bG średn ie j z rezu lta tó w  o trzy m an y ch  
n a  różnych  drogach, p rak ty czn ie  pozbaw ione b ęd ą  znaczenia. M ożna by  
oczyw iście stosow ać i bardziej „w y rafin o w an e” sposoby uzgodnien ia 
w a ru n k ó w  bazow ych, w y d a je  się jednak , że było  b y  to m ało celowe.

5. Zakończenie

N a zakończen ie —  dla u n ik n ięc ia  ew en tu a ln y ch  n ieporozum ień  —  n ad ­
m ieniam , że n ie  je s tem  przeciw n ik iem  w y ró w n y w an ia  sieci m etodą  n a j­
m niejszych  kw adratów . W prost przeciw nie, uw ażam  że ko n sek w en tn e
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stosow anie te j m etody, jak o  dostarczające  na jp raw dopodobniejsze  w ielko­
ści p o p raw ek  obserw acy jnych , je s t jed y n y m  postępow aniem  w yrów naw ­
czym  d ający m  się obronić z naukow ego p u n k tu  w idzenia.

W iadom o jed n ak , że w  w ielu  p rocesach  w yrów naw czych  sto su jem y  
m etodę n a jm nie jszych  k w ad ra tó w  jedyn ie  w  ch a rak te rze  pozoru, to 
znaczy rach u n ek  w yrów nan ia  p rzep row adzam y n ie  w  drodze założenia 
w a ru n k u  m in im um  dla całego u k ład u  obserw acyjnego  podlegającego 
w yrów nan iu , lecz w  drodze odrzucenia ty ch  rów nań, k tó ry ch  uw zględn ie­
n ie  je s t  tru d n e  lub  kosztow ne i założenia w a ru n k u  m in im u m  ty lko 
w  sto sunku  do w ybranego  zespołu rów nań  w arunkow ych . T ak  np., p rzy  
w y ró w n y w an iu  sieci pow ierzchniow ych naw iązanych  do ilości p u n k tó w  
w iększej od dwóch, tra k tu je  się sieć jako  niezależną, p o d d aje  ścisłem u 
w y ró w n an iu  a  n astęp n ie  „w pasow uje s ię” tak  czy inaczej tę  w yrów naną  
sieć w  zespół p u n k tó w  naw iązania. W ydaje m i się, że tak ie  stosow anie 
m etody  n a jm nie jszych  k w ad ra tó w  n ie  jako  środka m ającego  w yznaczyć 
najp raw dopodobn iejszy  u k ład  popraw ek , lecz jak o  środka m ającego p racy , 
w ykonanej niezgodnie z zasadam i rach u n k u  w yrów naw czego, nadać 
pozory w yrów nan ia  popraw nego, n ie  daje  się usp raw ied liw ić  w zględam i 
rzeczow ym i i pow oduje n iepo trzebne koszty. Z chw ilą  gdy  rezy g n u jem y  
z m etody  n a jm nie jszych  kw adratów , jako  środka pozw alającego nam  w y ­
znaczyć na jp raw dopodobniejszy  w  d anym  układzie obserw acy jnym  zespół 
po p raw ek  obserw acyjnych , p ro b lem  w yrów nania  p rzes ta je  być p rob lem em  
ściśle nau k o w y m  a s ta je  się p rob lem em  technicznym . C elem  w yrów nan ia  
s ta je  się w  ty m  p rzy p ad k u  nadan ie  obserw acjom  tak ich  popraw ek , aby 
obseriwacje popraw ione stanow iły  u k ład  m atem atyczn ie niesprzeczny, zaś 
w ielkość m aksym alnej popraw ki, co do w artośc i bezw zględnej n ie  p rzek ro ­
czyła g ran ic  założonych d la  p racy  danego ty p u  w  odnośnych przepisach  
technicznych , a w ięc np. trzyk ro tnego  b łędu  średniego obliczonego z w zoru 
F e rre ro  (łatw o się p rzekonać że w  podanym  p rzyk ładzie  liczbow ym  błąd  
F e rre ro  w ynosi l,6 7 cc, a w ięc m aksym alna p opraw ka róiwna w  sposobie 
przyb liżonym : 3,25cc w ynosi 1,95 b łędu  F erre ro , zaś m aksym alna  popraw ka 
w  sposobie ścisłym : 3,16cc w ynosi 1,89 b łędu  F errero ).

A u to r n in ie jszej p racy  n ie  rości sobie b ynajm nie j p re te n s ji  do w yczer­
p an ia  poruszonego tem atu : celowości stosow ania m etody  n a jm nie jszych  
k w ad ra tó w  p rz y  w yrów nyw an iu  sieci „niem al bezb łędnych” —  ja k  m ożna- 
b y  nazw ać now oczesne sieci, pozw alające n a  trak to w an ie  niezgodności 
w aru n k ó w  m atem atycznych  w  m ate ria le  pom iarow ym  jak o  w ielkości 
zan iedbyw alnych . P ro b lem  ten  jed n ak  is tn ie je  i w  m iarę  doskonalen ia się 
narzędzi pom iarow ych  będzie się s taw ał coraz to isto tn iejszy , gdyż ilość 
sieci „n iem al b ezb łędnych” będzie się s taw a ła  coraz to  w iększa.
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СТЕФАН ХАУСБРАН ДТ

П Р И Б Л И Ж Е Н Н О Е  У РА В Н И В А Н И Е Н Е ЗА В И С И М Ы Х  
П О В Е РХ Н О С Т Н Ы Х  СЕТЕЙ

Р е з ю м е

А втор констатирует, что геодезические инструм енты  продукци и  п е­
ред овы х  оптических  ф и р м  позволяю т теперь и зм ер ять  у гл ы  с такой  
вы сокой  точностью , что с п рактической  точки  зр ен и я  во многих слу­
ч ая х  сом нительной я в л я е т ся  целесообразность уравн и ван и я  наблю ­
ден ны х  систем по м етоду най м ен ы ни х квадратов.

П ри н им ая более просты е, чем  [w ] =  минимум, у р авн и тел ьн ы е пред­
посы лки, р е зу л ь т ат ы  у равн и ван и я так и х  „почти  безош ибочны х” си­
стем  п ракти чески  получаю тся тож дественны м и с р езу л ьтатам и  у р ав ­
н иван и я по методу найм еньш их квадратов, а основной кри тери й  и ска­
ж е н и я  наблю дении: вели чи на квадратного  ко р н я  из суммы  квад ратов  
и скаж ен и и  делйм ой н а число и збы точны х наблю дении п олуч ается  
почти  тож дественной  по п рибли ж ен ны м  методам  и  по м етоду найм ень- 
ш и х  квадратов. С пециально относится это к  независим ы м  п оверхност­
ны м  сетям , т. е. к  триангуляционны м  сетям , построенны м и з ц ен тр ал ь ­
н ы х  систем и н еу вязан н ы х  к  постоянны м п ун ктам  (рис. 21).

В своем труде автор зан и м ается  такого рода „п ри бли ж ен н ы м  у р а ­
вниванием ” независим ой поверхностной сети, возникаю щ им  п р и  обоб­
щ ении  на состоящ ую  и з ц ен тр ал ьн ы х  систем сеть принципа постепен­
ного уравн иван и я (поочередное уравн иван и е условий); такой  способ 
реком ендовался польской  инструкцией, дествую щ ей до войны  (т. наз. 
И нструкцией  М инистерства П убличн ы х Работ), д л я  м естн ы х три ан гу­
ляц и он н ы х  сетей, состоящ их и з одной ц ен тральной  системы . П ринцип 
уравн иван и я, согласно этой И нструкции , м ож но и зл о ж и ть  так : у р авн и ­
ван ие ведется  в  тр ех  очередны х этапах , им ею щ их своей ц елью  посте­
пенное и справление вели чи ны  углов так , чтобы  сн ачала бы ли  испол­
нены  услови я треугольников, потом услови я горизонта с соблю дением 
условии  треугольников, наконец  боковы е условия, с соблю дением усло­
вий  треугольни ков  и  горизонта. П оправки, которы е п олучаю т и з за  
несоблю дения некоторого м атем атического у слови я углы , входящ и е 
в  это условие, д о л ж н ы  бы ть р авн ы  по абсолю тной величине. И сп равле­
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ние угла, исполняю щ его у ж е  некоторое матем атическое условие вслед­
ствие вы чи слительн ы х  действии в предтествую щ ем  этапе, ком пенсиру­
ется  равны м , но противного зн ака , искаж ением  других  углов, входя­
щ и х  в это условие.

М ожно д оказать  (часть 2) что, бази руя  на вы ш е п оданны х общ их 
п ринципах, не противоречащ их технической  логике, уравнивание 
будет протекать  к а к  следует:

Э тап  1. И сполнение условии треугольников —  путем  р азд елен и я 
в  каж д о м  треугольнике н ав язк и  F =  2009 — А  — В  — С по ровну  на все 
у гл ы  треугольника.

Д ля  больш их сетей через А, В, С понимаю тся зн ач ен и я  углов, п ер е­
несенны е на плоскость проекции. В сж атой  ф орм е м ож но это п редста­
вить  равенством:

где v i обозначает поправку  угла при  вы числении  в  первом  этапе, a F —  
н ав язк а  треугольника, в котором находится данны й угол.

Э тап 2. И сполнение условии горизонта.
П осле вы чи слен ия значений  н евязки  горизонта: H  =  4009 — Ci —

— С2 ... — Сп д л я  каж дого  полю са центральной  системы, причем  С ь 
С z ... Сп это зн ач ен и я  ц ен тральн ы х  углов этой системы, исправленны е 
на 1 этапе, следует д л я  каж дого  полю са цен тральны й  системы  вы чи ­
слить соответствую щ ее значение х.  З н ач ен и я  х  получаем , р еш ая  сим­
м етрическую  систему и  лин ейн ы х уравнении  (и  —  число ц ен тральн ы х  
систем ф ормы :

Xi x 3 ......... ..................x u 1

Qll Ql2 Q l 3 .......... T Hl

Q 21 Q 22 Q i b .................. T H *

Q u i Q u2 Q u3 .........
это зн ачит

Q u 'X i  +  Q12‘X2 +  Q is-Жз + .................................. +  Q lu • х а =  у  H j и т. д.

Э лем ентам и табли цы  коэф ф и ци ен тов  являю тся:
Qu  =  n h где П; —  число треугольников в i -той ц ентральной  системе, 
a  Qij =  — 1, если  п у н кты  г, j  являю тся полю сами соседних ц ен траль­
н ы х  систем, a Qij =  0, если  это не имеет места. Д ля  каж дого  пункта,
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не являю щ егося полюсом ц ентральной  системы, соответствую щ ее зн а ­
чение x  равно нулю .

П осле вы чи слен ия зн ачен ии  х  вы чи сляем  д л я  каж дого  у гл а  сети 
„п оп равку  второго этап а” Vu, отним ая от удвоенной вели чи ны  х ,  отно­
сящ ей ся  к  верш ине этого у гл а  зн ач ен и я  х ,  относящ иеся к  точкам  
н а левом  и  правом  в и зи р н ы х  л у ч ах  угла, что м ож но в ы р ази ть  у р ав ­
нением:

v,,  =  2хс - x L - x P

Э тап  3. И сполнение боковы х условии.
П осле вы чи слен ия значен ии  н евязо к  синусов: S =  2  lg  s in  P  — 2  lg  

sin  L  д л я  каж д о й  ц ен тральной  системы, где Р  —  п равы е углы , L  —  л е ­
вы е у гл ы  д л я  н аблю дателя находящ егося в полю се системы, н уж н о 
вы числить, исходя и з зн ачен ии  улов  п олучен н ы х  п ри  вы ч и слен и ях  
на втором этапе —  соответствую щ ее зн ачен ие у  д л я  полю са каж д о й  
ц ен тральной  системы . З н ач ен и я  у  получаем , р еш ая  симметрическую  
систему и  л и н ей н ы х  уравн ен ии  ф орм ы :

2/1 У2 Уз • • ••• У a l

К п R 12 Ria • ■ ■ ■ Riu Si
r 21 R 2 2 R 2 3 . . s2

Rui R u2 R-иЗ R Uu Su
это зн ачит:

RnV i  +  Я 12У2 +  К 13У3 ........ +  R lny n =  S i и  т. д.

Э лем енты  таблицы  имею т следую щ ие зн ачен ия: R,j =  2 г ; есть сум­
мой „логари ф м и ческих  разн остей ” в  i-той  ц ен тральн ой  системе (т.е. 
суммой приращ ен и и  зн ачен ии  lg  sin, отвечаю щ их приращ ению  зн ач е­
н и я  у гл а  н а 1сс). В еличина Н^ =  — есть отрицательной  суммой лога­
ри ф м и чески х  разностей  углов, под которы м и н аблю дался отр езо к  i-j, 
если  i, j  яв л яю тся  полю сами соседны х ц ен тр ал ьн ы х  систем, 
а н улем  (R,j =  0) —  если  это не им еет места. Д ля  каж дого  п ун кта , не 
являю щ егося  полю сом ц ен тральной  системы , соответствую щ ее зн а ­
чен ие у  равно нулю .

П осле вы ч и сл ен и я  всех  значен ии  у  вы чи сляем  д л я  каж дого  у гл а  
сети  „поправку  третьего  этап а” v i n , отним ая от вели чи н ы  у ,  соответ­
ствую щ ей точке н а  правом  л у ч е  у гл а  вели чи н у  у,  соответствую щ ую  
точ ке  н а левом  л у ч е  угла, что м ож но в ы р ази ть  уравнением :

=  Ур ~ У ь
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К а к  числовой прим ер описанного способа уравн иван и я приведено 
уравнивание небольш ой независимой сети, покры ваю щ ей  простран­
ство ок. 30 X  40 км., со сторонами длиной ок. 8 км., исполненное Госу­
дарственны м  Геодезическим П редприятием  по м етоду найм ены пих 
квадратов. К вадратн ы й  корень и з  суммы квадратов  и скаж ен и и  н а­
блю дении, деленны й на число избы точны х наблю дении р авн яется  со­
ответственно:

метод найм ены пих квадратов: т 0 =  ±  1,78сс 
способ прибли ж ен ны й  т'0 — ±  1,82сс

Н айболы пие и скаж ен и я  величины  наблю денны х углов р авн ы  соот­
ветственно:

метод н айм ены пих квадратов: 3,16сс 3,07сс 
способ приближ енны й  3,25сс 3,24ес

С реднее значение разности  м еж д у  поправкой угла, вы численной 
по методу найм ены пих квадратов и соответствую щ ей поправкой по 
приближ енном у способу равн яется  0,2СС, найболы пее значение этой 
разности  равно 0,63сс, т. е. около 1/з вели чи ны  средней квадратической  
ош ибки наблю дении.

С реднее значение разностей  координат, вы чи слен ны х при  обоих 
м етодах уравн иван и я равн яется  0,5 сантиметра, найболы пее 2 сенти- 
метра.

В окончании  своего труда автор подчеркивает, что он не яв л яется  
противником  метода найм ены пих квадратов, наоборот, он считает этот 
метод единственны м, научно обоснованным методом, позволяю щ им  
получить самы е вероятны е зн ачен ия поправок наблю дении. О днако 
во многих сл у ч аях  экономические соображ ения не п озволяю т на пол­
ное прим енение метода найм ены пих квадратов. Тогда уп у скается  часть 
условн ы х уравнении  и производится уравнивание по м етоду найм ень- 
ш и х  квадратов, вкл ю чая  в  условие минимума только  легко  вы ч и сл яе­
м ы е условны е уравн ен ия (напр, уравнивание у вязан н ы х  сетей к а к  
н езависим ы х и  п рилаж ивани е вычисленного м атери ала к  системе 
пунктов у вязки ). П роблема уравн иван и я перестает бы ть в этом случае 
научной проблемой рази ски ван и я системы  найболее в ер о ятн ы х  зн а ­
чении  поправок наблю дении, она становится н аучно-технической  про­
блемой р азы ск и ван и я  так и х  зн ачен ии  поправок, чтобы  исправленны е 
наблю дения исполняли  м атем атические условия сети, а найболш ие —  
по абсолю тной величине —  зн ач ен и я  поправок не п р евы ш ал и  уста­
новленны х техническим и  инструкциям и  д л я  работ данного ти па гра­
ниц  (напр, троекратной  средней ош ибки, вы численной  по ф орм уле 
Ф ерреро). В так и х  именно случаях , когда прим енение м етода найм ень- 
ш и х  квадратов  не совсем обосновано, более целесообразны м  к а ж етс я  
прим енение п рибли ж ен ны х  способов просты х и  эконом ических —



Przybliżone w yrów nanie sieci pow ierzchniow ej 177

вместо метода н айм ены пих квадратов, прим еняем ого только  ф о р м аль­
но, с чем  встречаем ся п ри  точном уравн иван и и  части  условии, и  п ри ­
лаж и ван и ем  потом полученного м атери ала к  опорным, ж естки м  п ун ­
ктам .

С ледует так ж е  помнить, что проблем а у равн и ван и я „почти безош и­
бочны х сетей” , т. е. сетей, в которы х  несогласия м атем атических  усло­
вий  с р езультатам и  наблю дении м ож но считать  пренебрегаемо м ал ы ­
ми, по мере соверш енствования углом ерны х инструм ентов будет все 
более актуальной , а число „почти безош ибочны х” сетей  будет все во з­
растать.

12 P ra c e  In st. G eodezji i K a r to g ra fii



STEFAN HAUSBRANDT

A PPRO X IM A TE A D JU STM EN T 
OF IN D EPEN D EN T SURFACE NETS

S u m m a r y

T he a u th o r of th e  p re sen t w ork  m akes a s ta tem en t th a t  th e  in s tru m en ts  
fo r au g u la r m easu rem en ts p roduced  b y  lead ing  firm s in  optic in d u stry , 
allow  fo r th e  execu tion  of au g u la r m easu rem en ts  w ith  such  h ig h  an  accu­
racy, th a t  it  is o ften  d ifficu lt to ju stify , fro m  th e  p rac tica l p o in t of view, 
th e  p ertin en cy  of app ly ing  th e  m ethod  of th e  least sq u ares  to ad ju s tm en t 
of observational system s.

F or m ore sim ple com pensation  assum ption  tak en  th a n  th a t of [vv] =  
=  m in im um , th e  re su lts  of ad ju s tm en t ob ta ined  in  those ’’n ea rly  e rro rle ss” 
system s are  p rac tica lly  iden tical w ith  those ob ta in ed  in  th e  com pensation 
by  th e  m ethod  of th e  least squares, the  basic c rite rio n  of d e fo rm atio n  of 
observation  how ever —  th e  m agn itude  of th e  root of sum  of squares of 
d efo rm ation  div ided  b y  th e  q u an tity  of su p e rn u m era ry  observations —  
becom es n ea rly  iden tica l w ith  th e  ad ju s tm en t by  th e  m eth o d  of th e  least 
sq u ares and  th a t  by  ap p ro x in a te  m ethods only. This p a r tic u la rly  concerns 
in d ep en d en t su rface  nets, i. e. tr ian g le  n e ts  b u ilt of cen tra l system s, and 
no t based  on fix ed  poin ts (fig. 21).

The p re sen t w ork  discusses ju s t th is  so rt of ’’ap p ro x im a te  ad ju s tm en t” 
of an  in d ep en d en t su rface  net, a rising  fro m  a gen era liza tio n  of th e  p r in ­
ciple of ad ju s tm en t b y  degrees (successive ad ju s tm en t of conditions) to 
a n e t com posed of a  se t of cen tra l system s, as i t  w as suggested  fo r local 
n e ts  con tain ing  one cen tra l system , by  th e  in s tru c tio n  (so ca lled  in s tru c ­
tion  of the  M in istry  of P u b lic  W ork) valid  b etw een  th e  w ars. T he p r in ­
ciple of ad ju s tm en t m ay  be fram ed  as follows: th e  ad ju s tm en t is carried  
o u t in  th ree  ph rases aim ing a t a g rad u al co rrec tion  of angle values 
so th a t  th e  trian g le  conditions b e  fu lfilled  a t first, th a n  th e  horizon ta l 
conditions w ith  p re se rv a tio n  of tr ian g le  conditions, and  a t last, th e  sine 
conditions w ith  p re se rv a tio n  of trian g le  and  horizon ta l conditions. If one 
of m ath em atica l conditions h as  n o t been  fu lfilled , th an  th e  absolute 
values of th e  corrections to  d iffe ren t angles, con tained  in  th e  said  condi­
tion, should  equal each o ther, and  the  correction  of an  ang le  th a t a lready
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fu lfilled  a ce rta in  m ath em atica l cond itions is, as a re su lt  of co m p u ta tio n  
in  th e  p rev ious phase, recom pensed  b y  an  equal —  b u t of rev e rse  sign —  
deform ation  of o th er ang les co n ta in ed  in  th a t  condition.

I t  m ay  be shotwn (w hich is done in  p. 2) th a t  th e  ad ju s tm en t based  on th e  
above g en e ra l p rin c ip les co n g ru en t w ith  techn ical logic, w ill b e  c a rr ie d  on 
as follow s:

Phase I. F u l f i l lm en t  of triangle conditions  b y  ap p o rtio n m en t of d iscri- 
pancies in  each trian g le  F  =  200e — A  — В  — С in  equal p a r ts  to  all 
ang les of the  triang le.

O f course, b y  А, В, С in  la rg e r  n e ts  w e u n d e rs ta n d  th e  an g le  values 
tran sfe rre d  upon p ro jec tio n  p lane. I t  m ay  be d eno ted  b rie f ly  b y  th e  
equation:

V\ being  angle correc tion  in  th e  f irs t  phase an d  F  —  th e  d iscrepancy  of 
th e  trian g le  in  w hich  th e  said  ang le  appears.

Phase II. F u l f i l lm en t  of horizontal conditions

A fte r  th e  va lu es of h o rizo n ta l d iscrepancies H  =  4003 — C 1 — C2 — . . . .  
. . . .  — C„ fo r each  v e r te x  of c e n tra l sy stem  h av e  been  com puted , C b 
C2 . .  . .  C n be ing  th e  va lues of c e n tra l ang les of th e  system  co rrec ted  in  
phase  I, co rrespond ing  v a lu e  x  fo r each  v e r te x  of th e  cen tra l system  is to 
b e  com puted . V alues of x  a re  ob ta in ed  b y  so lv ing  a sy m etrica l system  of и  
l in ea r equa tions (u being  th e  n u m b er of c e n tra l system s) in  fo rm  of

X j  x 2  x -3  .................................. ...............X u
1

Q l l  Q i 2  Q i 3  .................................
T H l

Q 2 1  Q 2 2  Q 2 3  ................................. .............. Q i u

Q u i  Q u 2  Q u 3 Q u u
T H “

o r in  th e  c lea r form :

Q n  Qi2 X-2 ~b Q i3 ar3 ......................... Qiu ^ и 2  and  so on.

T he e lem en ts of th e  coefficients tab le  are: Q n  n h n ; being  th e  n u m b er 
of tr ian g les  in  th e  ith c en tra l system , Q,j =  —1 if po in ts  i, j a re  n e ig h b o u r­
ing cen tra l po in ts, an d  Qtj =  0 if th ey  a re  not. F o r each  p o in t w hich  
does n o t fo rm  a v e r te x  of a c en tra l sy stem  the  correspond ing  v a lu e  x  
equals  zero.

12*
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A fte r th e  values x  have  been  determ ined , w e com pute ’’correc tion  of th e  
second p h ase” v\i  fo r each  angle by  su b strac tin g  from  th e  doubled  v a lu e  x  
con ferred  upon th e  cen tra l p o in t of th e  angle, th e  values x  con ferred  upon 
th e  po in ts on th e  rig h t and  on  th e  le f t  a rm  of th e  angle, w hich  m ay be 
deno ted  b rie fly  by  th e  equation:

v n =  2xc - x L ~ x P

Phase III. F u l f i l lm en t  of sine equation

A fte r th e  q u an titie s  of sine d iscripancies S =  2  log sin  P  —  2  log sin  L 
hav e  been com puted  fo r each cen tra l po in t: P  being  rig h t angles, L le ft 
ang les fo r an  o b serv er’s eye in  th e  cen tre  of th e  system , an d  b ased  on th e  
velues of angles ob ta ined  in  th e  phase  II w ere  com pute a  v a lu e  y  co r­
respond ing  to  th e  v e r te x  of each cen tra l system .

W e o b ta in  th e  values y  by  solving th e  system  of и  l in ea r equations 
tab led  below :

Vi У2 Уз • • • • ■ • • Уи 1

R 12 . . . .  R lu S ,
R21 i?22 R 2S . . . . . . . .  R 2u s 2

K i R u2 p S u
i.e.

R n  y t +  R12 y 2 +  R 13 y 3 ..............  +  R lu y u =  Si  an  so on
T he m eaning  of sym bols is as follows: R ;; =  2 r ;- th e  sum  of ’’logaritm ic 

d ifferences” in  th e  i th cen tra l system  (i.e. sum  of increases of sine values 
corresponding  to l cc increases of angle values). T he v a lu e  R I; =  — 2 r , ;- is th e  
sum  of logarithm ic d iffe rences of ang les of th e  observed  sec to r i —  j  
w ith  a n eg a tiv e  sign  if  i, j  a re  neighbouring  cen tra l po in ts, and  zero 
(Rjj =  0) if th e y  a re  not. F o r each  point, w hich  does n o t fo rm  a  v e r te x  of 
a cen tra l system , th e  corresponding  v a lu e  у  equals zero.

A fte r  all values of у  have  been  determ ined , w e com pute, fo r  each angle 
of th e  net, a ’’co rrec tion  of th e  th ird  p h ase” иш > su b trac tin g  from  the  
v a lu e  у  con ferred  upon the  po in t a t  th e  r ig h t a rm  of th e  an g le  th e  va lu e  у  
con ferred  upon th e  p o in t a t th e  le f t  a rm  of th e  angle, w h ich  m ay  be 
b rie fly  exp ressed  by  th e  equation:

Ущ — Ур ~  Уь

A n ad ju s tm en t of a sm all in d ep en d en t n e t w ith  th e  len g th  of sides of 
8 k m  o rd e r  covering an  area  of abou t 30X 40 km  is p re sen ted  to  illu s tra te  
n u m erica lly  th e  described  m ethod.

I t  is  ad ju s ted  according to  th e  m ethod  of th e  least sq u ares b y  th e  Geode- 
sical S ta te  E n terp rise . T he roo t of sq u a re  sum s of o bservation  deform ations 
d iv ided  b y  th e  n u m b er of su p e rn u m e ra ry  observa tions am oun ted  to:
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according to  th e  m ethod  of leas t squares . . . . m 0 =  ±  l,7 8 cc 
according to th e  ap p ro x im a te  m ethod  . . . . m'0 =  ±  l,8 2 cc

T he m ax im u m  deform ations of th e  q u a n tity  of th e  angles observed  am o u n t­
ed to:

according to th e  m ethod  of th e  leas t sq u ares  . . 3,16cc, 3,07cc 
according to th e  ap p ro x im a te  m ethod  . . . .  3,25cc, 3,24cc

T h e average value  of d iffe rences b e tw een  ang le  co rrec tion  com pu ted  
according to th e  m ethod  of th e  le a s t squares and  th a t  ob ta ined  accord ing  
to  ap p ro x im ate  m ethod  am o u n ted  to  0,2ce, an d  th e  m ax im u m  v a lu e  o f those 
d ifferences am oun ted  to 0,63cc, i.e. ab o u t 1/3 of m ean  e rro r  of observations.

T he average value  of d iffe rence  in  m agn itudes of coord ina tes com puted  
accord ing  to  tw o m ethods am oun ted  to  1/2 cm, and  th e  m ax im u m  one 2 cm .

To conclude th e  discussion th e  a u th o r s tresses h is n o t being  an  an tag o n ­
is t of ad ju s tm en t according to  th e  m ethod  of th e  leas t squares, b u t on th e  
co n trasy  because of its  supp ly ing  w ith  m ost p ro b ab le  v a lu es  of observation  
corrections, look upon  th is  m eth o d  as th e  on ly  one scien tifica lly  expounded .

In  m an y  cases, how ever, th e  econom ic reasons do n o t p e rm it th e  m eth o d  
of th e  le a s t sq u ares  to  be  co nsisten tly  applied . A  p a r t  of conditional 
equa tions is th e n  n eg lec ted  and  th e  ad ju s tm en t is ca rried  o u t accord ing  to 
(the m eth o d  of th e  le a s t sq u ares  w ith  th e  m in im u m  crite rio n  encom passing 
on ly  th e  easy  com putab le  cond itional equations (e.g. ad ju s tm en t of n e ts  
tied  as in d ep en d en t nets, and  fittin g  in  th e  m a te ria l o b ta in ed  in to  
a sy stem  of ju n ec tio n  points). T he p ro b lem  of a d ju s tm en t is th e n  n o t 
a sc ien tific  p ro b lem  —  a sea rch  fo r a system  of m ost p ro b ab le  v a lu es  of 
o bservation  corrections; b u t tu rn s  in to  a  sc ien ti-tech n ica l p ro b lem  —  
a  sea rch  fo r such  values of co rrec tions th a t  th e  m ath em atic  conditions be  
fu lf illed  b y  correc ted  observ a tio n s an d  th e  m ag n itu d es of m ax im u m  
corrections, as to th e ir  abso lu te  value, do n o t exceed  th e  lim its  fo reseen  
fo r th is  ty p e  of w o rk  in  ap p ro p ria te  tech n ica l in s tru c tio n s  (i.e. fo r 
in stan ce  tr ip led  m ean  e rro r  ca lcu la ted  accord ing  to  F e rre ro ’s fo rm ula). 
In  th ese  cases, how erver, w h e re  th e  use  of th e  m eth o d  of th e  lea s t squares 
is n o t ind ispensab le  fo r  ad ju s tm en t of a g iven  system , th e  app lica tion  of 
ap p ro x im a te  m ethods —  sim ple and  in expensive  —  seem s m ore su itab le  
th a n  app ly ing  th e  m eth o d  of th e  leas t sq u ares in  a p u re ly  ap p a re n t ch a rac­
te r , ;w hat h appens w h en  only  a p a r t  of conditions is being  ad ju s ted  exactly , 
and  th e  system  o b ta in ed  in te rlaced  in to  th e  ju n c tio n  points.

M oreover, i t  should  be  b o rn e  in  m ind  th a t  th e  p ro b lem  of ad ju s tm en t 
of ’’n e a rly  e rro rle s” n e ts  —  th a t  is of n e ts  allow ing fo r  th e  d iscripancies 
of m a th em atica l conditions to  b e  tre a te d  as neg lig ib le  q u an titie s  —  w ill 
g row  m ore and  m ore essen tial, fo r  th e  n u m b er of ’’n e a rly  e rro rle ss” n e ts  
w ill co n stan tly  increase  as th e  su rv ey in g  in s tru m en ts  w ill becom e m ore 
an d  m ore  perfec t.
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D AS V ERFA H R EN  D ER N Ä H ERU N G SA U SG LEIC H U N G  
IN  A NW ENDUN G A U F SELBSTÄ N D IG E FLÄ C H EN N ETZ E

Z u s a m m e n f a s s u n g

D er V erfasser s te llt eingangs fest, dass die fü h ren d en  H ers te lle rfirm en  
h eu tzu tag e  W inkelm essinstrum en te  bauen, die eine se h r  hohe W inkel- 
m essgenau igkeit e rre ich en  lassen. In  v ie len  F ä llen  kom m t es d ah e r vor, 
dass m an  keine p rak tisch en  G ründe im  S tande is t  anzu führen , die die 
Z w eckm ässigkeit e in er A usgleichung der B eobachtungen  n ach  d e r M ethode 
d e r k le in sten  Q u ad ra te  rech tfe rtig en  könnten .

W enn näm lich  solche „fast feh le rfre ie” B eobach tungsreihen  vo rh an d en  
sind, genügen  w en iger s tren g e  B edingungen als [uu] =  m in im um , un d  
tro tzd em  erz ie lt m an  fa st die g leichen A usgleichungsergebnisse w ie bei 
A nw endung  d e r M ethode der k le in sten  Q uadrate . H inzu kom m t noch, dass 
dann  ohne U nterschied , sow ohl beim  stren g en  als auch  an g en äh erten  
A usg leichungsverfah ren  das g rund legende B eu rte ilu n g sp rin z ip  fü r  die 
G enauigkeit der B eobachtungen  fast iden tische R esu lta te  g ib t. D as bezieh t 
s ich  insbesondere auf selbständ ige F lächennetze, also au f aus Z en tra l­
system en  zusam m engesetzte  D reiecksnetze, die an  keine F es tp u n k te  an ­
geschlossen sind  (s. B ild  21).

V or dem  le tz ten  K riege gab es in  P o len  eine V erm essungsanw eisung 
des ehem . M in isterium s fü r  Ö ffentliche A rbeiten . D iese A nw eisung  sah  
fü r  k leine fre ie  N etze (aus einem  einzelnen  Z en tra lsy stem  b esteh en d e  
N etze) die M öglichkeit e in er sch rittw eisen  A usgleichung vor, d. h. eine 
A ufte ilu n g  d e r ganzen A usg leichberechnung  in  m eh re re  T eilvorgänge, die 
nacheinander, in  b estim m te r R eihenfolge, b ew ältig t w erden . In  jedem  
V organg befasst m an  sich m it N etzbedingungen  e in er b estim m ten  A rt. 
D ieses N äheru n g sau sg le ich sv erfah ren  w ird  im  vorliegenden  B eitrag  vom  
V erfasse r in  A nw endung  auf grosse se lbständ ige N etze u n te rsu ch t, also auf 
N etze, die aus m eh re ren  Z en tra lsy stem en  zusam m engesetzt sind. D em  
A usg leichungsprinzip  k önn te  m an  eine solche W ortfassung  geben: D ie 
A usgleichung is t in  3 S ch ritten  auszuführen , zw ecks a llm äh lich er fo r t­
sch re iten d er V erbesserung  d e r W inkelw erte ; beim  e rs ten  S ch ritt g ilt es
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die W inkelsum m enbed ingungen  zu  erfü llen , beim  zw eiten  S c h ritt  h a n d e lt 
es sich um  die E rfü llu n g  d e r H erizon tbed ingungen  ohne dass dabei d ie 
v o rh e r e r fü llte n  W inkelsum m enbed ingungen  g es tö rt w erden , sch liesslich —  
beim  d r it te n  S ch ritt —  w ird  d ie E rfü llu n g  d e r S e itenbed ingungen  ange­
streb t, bei g leichzeitiger B erücksich tigung  d e r b e re its  v o rh e r e r fü llte n  
W inkelsum m en  —  u n d  H erizon tbed ingungen .

V erbesserungen , die versch ied en en  W inkeln  zugeschrieben  w erden , 
w elche eine gew isse B edingung —  in  d e r sie a u f tre te n  —  n ich t e rfü llen , 
m üssen  abso lu t g leich  sein. Die w e ite re  no tw endige V erbesserung  eines 
W inkels, w elcher e in er m ath em atisch en  B edingung b e re its  G enüge le is te t, 
w ird  m itte ls  gleich g rosser K o rrek tio n en  en tgegengese tz ten  V orzeichens 
rekom pensie rt, die den  übrigen , in  d e r  n eu en  B edingung  au f tre ten d en  
W inkeln  h in zu g efü g t w erden .

M an k an n  den  B ew eis e rb rin g en  (s. Abs. 2), dass in  A n leh n u n g  an  die 
soeben  an g e fü h rten  a llgem einen  R egeln  d e r A usg leichungsvorgang  fo l­
genden  V erlau f n eh m en  w ird .

I. Schrit t .  E r fü l lu n g  der W in ke lsu m m en b ed in g u n g en  

In  jed em  D reieck  w ird  d e r D re ieck w id ersp ru ch

F =  200s -  А  -  В  -  С

zu g leichen  T eilen  au f alle  W inkel v e rs tre u t. (А, В, С bezeichnen  d ie ge­
m essenen  D reiecksw inkel; bei ausgedehn ten , grossen  N etzen  sind  es die 
au f die R eferenzebene ü b e rtrag en e n  W inkelw erte). M an k an n  dem nach  
k u rz e rh a n d  schreiben

w obei Vj d ie  V erbesserung  im  e rs te n  A u sg le ichungssch ritt, h in g eg en  F  
den  W inkelsum m enw idersp ruch  des b e tre ffe n d en  D re iecks bezeichnet.

11. Schr i t t .  E r fü l lu n g  der  H orizon tbed ingungen

F ü r  jede S ta tio n  des Z en tra lsy stem s w ird  d e r H o rizo n tw id e rsp ru ch  
Я  =  4009 — C: --  C2 — .... — Cn e rrech n e t. M it C b C2 .... C„ w u rd e n  h ie r­
bei d ie S ta tio n sw in k e l bezeichnet. S ie w u rd e n  im  e rs te n  A usg leichungs- 
s c h r it t  b e re its  v e rb esse rt. Es is t  n u n  fü r  jed e  S ta tio n  des Z en tra lsy stem s 
die ih r  zugehörige  G rösse x  zu bestim m en. Z u  diesem  Z w eck is t e in  sym ­
m etrisch es  G leichungssystem  aufzulösen, w elches и  lin ea re  G leichungen  
e n th ä lt (u A nzahl d e r Z en tra lsystem e):
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3̂ 2 2̂ 3 .............................ЭСи I 1

1  „

Q l l  Q l 2  Q l .3  ................................
- 2 *

Q 2 I  Q 2 2  Q 2 3 ............................ .............................Q i u

Q u  1  Q u 2  Q u 3 ............................. .................................Q u u
l H "

D asselbe, in  an d e re r  F o rm  geschrieben, w ü rd e  lau ten :

Q u  Xi +  Q j2 X2 +  Qi3 0C3 +  ...... +  Qlu lu  =  I  H l USW. usw.

D ie K oeffiz ien ten tabe lle  se tz t sich aus fo lgenden  D a ten  zusam m en: 
Qu  =  7i;, w obei П; gleich d e r A nzah l d e r D reiecke im  Z en tra lsy stem  i ist; 
Qij — — 1, w en n  i u n d  j  zwei b en ach b arte  Z en tra lsy stem e bezeichnten; 
Qij =  0, w enn  i un d  j  n ich t b en ach b arte  Z en tra lsy stem e sind. D ie G rösse x  
is t g leich  N ull fü r  jed en  P u n k t des T riangu la tionsnetzes, w e lch er n ich t 
Ecke eines Z en tra lsy stem s ist.

N achdem  die G rössen x  g efunden  w orden  sind, w erd en  fü r  jed en  W inkel 
des N etzes die „zw eiten  V erb esseru n g en ” (d. h. V erbesserungen  aus dem  
zw eiten  A usgleichungsschritt) e rm itte lt, w ozu die B eziehung

v u =  2 xc — x L -  x P

v erw en d e t w ird . H ierbei gelten  fo lgende B ezeichnungen:
и и =  zw eite  V erbesserung ; x c =  d e r fü r  den S ch e ite lp u n k t des 

W inkels g ü ltige  x -W ert; x L =  d e r  fü r  den  auf d em  lin k en  W inkelarm  
gelegenen  P u n k t g ü ltige  x -W ert; x P =  rr-W ert fü r  d en  au f dem  rech ten  
W inkela rm  gelegenen P u n k t.

III. Schrit t .  E r fü l lu n g  der  Seitenbed ingungen

Z u ers t w ird  d.er logarithm ische S eiten w id ersp ru ch  fü r  jed es  Z en tra l­
system  erm itte lt. Also m it im  II S ch ritt ausgeglichenen  W inkeln  rechnend .

S  =  2  lg  sin  P  — 2  log sin  L

w obei d ie B ezeichnung P  u n d  L d ie  re ch ten  bezw . lin k en  W inkel bedeuten , 
so w ie  sie fü r  e in en  im  Z e n tra lp u n k t s ta tio n ie rten  B eo b ach ter erscheinen .

Es sin d  n u n  d ie W erte  у  f ü r  jed en  Z en tra lp u n k t eines jed en  Z en tra l­
system s zu  bestim m en. Z u  diesem  Z w eck w ird  ein  sym m etrisches lin eares  
G leichungssystem  von и  G leichungen aufgelöst. D ieses G leichungssystem  
k an n  d a rg es te llt w erd en  in  T abellenform :
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Vi У2 Уз ......................... Уи j 1

R n ■Rl2 Ris  ........... Si
R 2 i R 2 2 ^23 .......... S2

Ru i Ru 2 Ru3 ......... S u
bez w. voll en tw ickelt:

RnV i  +  R l 2V2 +  Й 1зУз + .....................+  RluVu =  S j usw . usw.
H ierbei is t Ru  =  2 r ;. U n te r  d e r B ezeichnung Ti is t d ie lo g arith m isch e  

T afeld ifferenz (z. B. fü r  l cc) fü r  d en  W inkel i zu v ers te h en ; R;, bezeichnet 
dem nach  die Sum m e d e r  T afe ld iffe ren zen  im  Z en tra lsy stem  i. D ie G rösse 
Rjj =  — 2  r-,j* h a t  ein  n eg a tiv es  V orzeichen, w en n  i u n d  j  zw ei b en ach ­
b a r te  Z en tra lp u n k te  d a rs te llen . W enn  d ieser F a ll n ich t zu triff t, d an n  is t 
Rij =  0. D ie G rösse у  is t gleich N ull fü r  jed en  P u n k t d e r n ich t Z e n tra l­
p u n k t ist.

N achdem  alle  y -W erte  gefu n d en  w o rd en  sind, b es tim m t m an  fü r  jed en  
W inkel des N etzes d ie  „ d r itte  V erb esse ru n g ”, gem äss d e r B ezeichnung 
u n d  äh n lich  dem  V organg  beim  II A usg leichungssch ritt:

v U] =  y P - y L

A ls Z ah lenbeisp ie l fü r  dieses V e rfah ren  w u rd e  d ie  A usg leichung  eines 
se lb ständ igen  N etzes an g e fü h rt, w elches v o rh e r  n ach  d e r M ethode d e r 
k le in s ten  Q u ad ra te  d u rch  e in e  geodätische D ien sts te lle  ausgeglichen  
w o rd en  w ar. D as N etz b estan d  aus D re iecken  m it d u rch sch n ittlich  8 km  
lan g en  S eiten  u n d  bedeck te  e in  G eb ie t von ca 40 k m  L änge u n d  30 k m  
B reite .

D ie W urzel aus d e r d u rch  d ie  A nzhal d e r  ü b erzäh lig en  B eobach tungen  
d iv id ie rte  Q uadra tsum m e d e r  B eobach tungsabw eichungen  erg ab

n ach  d e r M ethode d e r k le in s ten  Q u ad ra te : m 0 — ± l ,7 8 cc
n ach  dem  N äh eru n g sau sg le ich sv erfah ren : m ' =  ± l ,8 2 cc

D ie M ax im alw erte  d e r W inkelverbesserungen  e rre ich ten  den  B e trag

nach  d e r M ethode d e r k le in sten  Q u ad ra te : 3,16cc, 3,07cc
n ach  dem  N äheru n g sau sg le ich sv erfah ren : 3,25cc, 3,24cc,
D ie  D ifferenz zw ischen e in e r bestim m ten , nach  den  beiden  M ethoden  

e rrec h n e ten  W inkelverbesserung , e rre ich te  im  D u rch sch n itt den  W ert 0,2CC. 
D e r M ax im alw ert e in e r so lchen D ifferenz b e tru g  0,63cc, d. i. u n g e fä h r  V3 
des m ittle re n  B eobach tungsfeh lers. D ie en tsp rech en d en  K o o rd in a ten d iffe­

ren zw erte  b e tru g e n : im  D u rc h s c h n i t t----- cm , im  G ren zfa ll —  2 cm .

* R , j  =  — 2 r- , j  ist die Summe der logarithmiechen Sinuswerte jener Winkel, unter 
denen die Strecke i— j  beobachtet werden war.
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A bsch liessend  b em erk t d e r V erfasser, dass e r  keinesw egs e in  G egner 
d er M ethode d e r k le in sten  Q u ad ra te  ist, ganz im  G egenteil, e r b e tra c h te t 
sie  als das einzig w issenschaftlich  b eg rü n d e te  V erfah ren , w elches d ie  
w ahrschein lichsten  V erb esseru n g sw erte  zu  den  B eobach tungsda ten  liefe rt. 
In  v ie len  F ä llen  sp rechen  jedoch  w irtsch a ftlich e  E rw äg u n g en  gegen die 
A nw endung  d e r M ethode d er k le insten  Q uadrate . E in  T eil d e r B edingungs­
g le ichungen  w ird  dan n  vern ach läss ig t u n d  die M ethode d e r k le in sten  
Q u ad ra te  n u r  in  Bezug au f d ie jen igen  B edingungsgleichungen angew andt, 
d e ren  A uflösüng sich rechnerisch  einfach  g e s ta lte t (z. B. das A usgleichen  
angeschlossener N etze als fre ie  Netze, m it n ach fo lgender E in fü g u n g  in  die 
P asspunk te). D as A usgleichungsproblem  h ö r t  dam it au f e in  w issenschaft­
liches P ro b lem  zu sein, m it d e r A ufgabe, e inen  b estim m ten  S a tz  w a h r­
sch e in lich ster V erbesserungsw erte  zu  liefern . E s w an d e lt sich  in  eine 
w issenschaftlich -techn ische F rag e  um , wo solche V erb esseru n g sw erte  
gesuch t w erden , die die m ath em atisch en  N etzbed ingungen  erfü llen , w obei 
ab e r g leichzeitig  die A bsolu tgrössen  m ax im ale r V erbesserungen  den du rch  
M essvorschriften  bezeichneten  G ren zw ert n ich t ü b e rsch re iten  (z. B. k le in er 
sein  m üssen a ls  d e r dreifache, nach  d e r F e rre ro -F o rm el e rrech n e te  m ittle re  
F eh ler). Solche Fälle, wo die A nw endung  d e r M ethode d e r k le in sten  
Q u ad ra te  n ich t u n b ed in g t no tw endig  ist, d ü rf te  es zw eckm ässiger sein, 
sie  d u rch  die e in facheren  u n d  b illigeren  N äherungsm ethoden  zu ersetzen .

Es b liebe noch d a rau f hinzuw eisen, dass das P ro b lem  d e r A usgleichung 
„ fa s t fe h le rfre ie r” N etze (d. h. so lcher Netze, in  denen  d ie  sich  aus Be­
o bach tu n g sd a ten  ergebenden  m ath em atisch en  W id ersp rü ch e  v ern ach läs­
sig b a re r G rössenordnung  sind), m it d e r s te tig  s te igenden  P räz ision  der 
M essinstrum en te  an  W ich tigkeit s tänd ig  zunehm en  w ird .



SZABLONY DO ARTYKUŁU

Nowa metoda wyrównania radialnej triangulacji instrumentalnej 
Uwaga. W celu przystosowania szablonów do użytku, należy uprzednio 

■wyciąć w  nich odpowiednie pola, oprowadzone cienką linią.



SZ A B L O N  N R  1
(DO FORM ULARZA N R  2)

W p isa ć  c o ta n g e n s y  k ą tó w  <x',, <X;+ 1 , <*;, <*;+1 
w  m ie js c a  w s k a z a n e  s t r z a łk a m i  w z g lę ­
d n ie  —• s t r z a łk a m i  (z a leż n ie  o d  te g o ,
k tó r y  w ie r s z  j e s t  w o ln y ) , a  n a s tę p n ie  z su m o w a ć  
c o ta n g e n s y  w ie rs z a m i,  w p is u ją c  s u m y  c tg  (2 ”) 

w  w ie r s z e  o b o k  ich  sk ła d n ik ó w .



_______ ]_______

lö ' ' W

S Z A B L O N  N R  l a
(DO FORM ULARZA N R  2)

C zy n n o śc i ra c h u n k o w e

o p e ra c je w y n ik

1.6 +  3.8 -  2.5 -  4.7 
9

10

1.5 +  2.6 +  3.7 +  4.8 

9
11

1.6' +  3.8 ' -  2 .5 ' -  4.7 ' 

9'
10'

1.5' +  2.6 ' +  3.7 ' +  4.8 ' 

9 '
11'



ю  . //

5 ' 6 ‘ 9 ‘ 7‘

8

8 ‘

Ю' / / '

S Z A B L O N  N R  l b
(DO FORM ATU N R  2]

C zy n n o śc i ra c h u n k o w e

o p e ra c je w y n ik

1.6 +  3.8 -  2.5 -  4.7 

9
10

1.5 +  2.6 +  3.1 +  4.8
11

9

1.6' +  3.8 ' -  2 .5 ' =  4.7' 

9 '
10'

1.5' +  2.6 ' t- 3.7 ' +  4.8 ' 

9 ' ii!



SZ A B L O N  N R  2
DO FORMULARZA NR 2

W p isa ć  c o ta n g e n s y  k ą tó w  1, 2, 3, 4 w  m ie js c a  
w s k a z a n e  s t r z a łk a m i  ^ , a  n a s tę p n ie  z su m o ­
w a ć  c o ta n g e n s y  p a ra m i  zg o d n ie  ze  w s k a z a n ia m i 

s t r z a łe k



SZ A B L O N  N R  3

C zy n n o śc i r a c h u n k o w e

o p e ra c je w y n ik

1.6 +  3.8 -  2.5 -  4.7 

9
10

1.5 +  2.6 +  3.7 +  4.8 

9
И

1 '.6 ' +  3 .8 ' -  2 \5 ' -  4 .7 ' 

9 '
10'

1 '.5 ' +  2 '.6 ' +  3 .7 ' +  4.8 ' 

9 ' ł i !

P o  z d ję c iu  s z a b lo n u  o b lic z y ć  i  w p is a ć  w  m ie js c a  
z a k r e s k o w a n e  ró ż n ic e  w s p ó łrz ę d n y c h , t j .  10— 10'



SZABLON NR 4
(DO FORM ULARZA N R 2)

Czynności rachunkowe

operacje

1.6 +  3.8 -  2.5 -  4.7 
9

1.5 J- 2.6 4- 3.7 +  4.8 
9

1.6' 4- 3.R' -  2.5' -  4.7' 
9'

1.5' +  2.6' +  3.7' + 4.8' 
9'

wynik

10

11

12!
11'
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