STEFAN HAUSBRANDT 526.53

Przyblizone wyréwnanie niezaleznych sieci powierzchniowych
1. Tres¢ zagadnienia

Nowoczesne instrumenty geodezyjne, sluzace do pomiaréw katowych
w sieciach triangulacyjnych, produkowane przez przodujace w przemysle
optycznym firmy (np. Wild, Zeiss i inne), pozwalaja na dokonywanie po-
miaréw katowych z tak wysoka dokladnoscia, ze staje sie czesto proble-
matyczng celowo§¢ wyréwnywania bledéw pomiaru katéow sieci metoda
najmniejszych kwadratéw. Uwaga ta nasuwa sie przede wszystkim przy
wyréwnywaniu niezaleznych sieci powierzchniowych — nawet bardzo
wielkich — tzn. sieci nieopartych o punkty state, a zbudowanych z zespo-
6w ukladéw centralnych (rys. 21).

Rys. 21

Wyréwnanie btedéw katowych w tego rodzaju sieci, tzn. przyporzad-
kowanie obserwacjom katowym takich poprawek v, aby obserwacje wy-
réwnane spelnily wszystkie warunki matematyczne: tréjkatowe, horyzon-
talne i sinusowe, osiggnaé tu bowiem mozna latwo, stawiajac inne od
zalozeh metody najmniejszych kwadratéw ([vv] = min.) zalozenia wy-
réwnawcze, pozwalajace na nieréwnie mniejszy naklad pracy rachunko-
wej, a dostarczajgce rezultaty pod wzgledem praktycznym identyczne
z metodg najmniejszych kwadratéw.

W niniejszej pracy oméwimy tego rodzaju wyréwnanie ,,przyblizone”
niezaleznej sieci powierzchniowej, uogélniajac na sie¢ zlozong z zespolu
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164 Stefan Hausbrandt

ukladéw centralnych zasade wyréwnania stopniowego (kolejne spelnianie
warunkéw), ktéra sugerowana byla dla sieci lokalnych, zawierajgcych
jeden uklad centralny, w polskiej instrukcji pomiarowej obowigzujacej
w okresie miedzywojennym (tzw. Instrukcja Ministerstwa Robot Publicz-
nych).

Zasade wyréwnania sformulujemy jak nastepuje:

Wyréwnanie przeprowadzone zostaje w trzech kolejnych etapach, ma-
jacych na celu stopniowe poprawienie wartosci katow tak, aby najpierw
spelnione zostaly warunki tréjkatowe, nastepnie hyryzontalne z zachowa-
niem warunkoéw tréjkatowych, wreszcie warunki sinusowe z zachowaniem
warunkéw horyzontalnych i tréjkatowych. Przy tym poprawki jakie
otrzymuja rézne katy wystepujace w warunku matematycznym z tytutu
niespelnienia sie tego warunku winny by¢ sobie réwne co do wartosci
bezwzglednej, za$ poprawienie kata, spelniajacego juz pewien warunek
matematyczny na skutek rachunku w etapie poprzedzajacym, zostaje zre-
kompensowane przez réwne a przeciwne co do znaku znieksztalcenie
innych katéw figurujacych w tym warunku.

Mozna wykaza¢ — co zrobimy dalej (patrz p. 2) — Ze w oparciu o po-
stawione zasady, nie naruszajagce wymagan logiki technicznej, wyréw-
nanie mieé¢ bedzie nastepujacy przebieg:

Etap I

Wyréwnanie warunkéw tréjkgtowych, przez rozdzielenie w kazdym
tréjkacie odchylki: F = 2009 — A — B — C, w réwnej czeSci na wszystkie
katy trojkata.

Etap II

Wyréwnanie warunkéw horyzontalnych. Po ustaleniu wielko$ci odchy-
lek horyzontu: H = 4009 — C, — C,.. — C, dla kazdego wierzcholka ukta-
du centralnego, w oparciu o wielko$ci katéw uzyskane z rachunku w eta-
pie I, nalezy obliczy¢ dla wierzcholka kazdego ukladu centralnego odpo-
wiadajacg mu wielko$¢ x.

Wielkosci x uzyskujemy rozwigzujac symetryczny uklad rdéwnan
liniowych:

T, Ty Xy e x, | 1
1
Qll Q12 Q13 """ Qlu ? Hl
u — ilosé
1 2
QZI Q22 QZS """ Qzu Y H2 Ukladow (1)
2 centralnych
R I 1 eees
Qul Qu2 Qu3 ---- Quu EHU

przy czym @Qj; = n; gdzie n; — ilosé¢ trojkatéw w i-tym ukladzie central-
nym, za$ Q;; = —1 jezeli punkty i, j, sa sasiadujgcymi punktami central-
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nymi, oraz Q;; = 0 jezeli to nie zachodzi. Dla kazdego punktu nie bedgcego
wierzchotkiem ukladu centralnego, odpowiadajaca wielko§é x jest zerem.
Po wyznaczeniu warto$ci x, obliczamy dla kazdego kata sieci poprawke
drugiego etapu, odejmujac od podwojonej wielkosci x, przyporzadkowane]
punktowi centralnemu kata, wielko$ci x przyporzadkowane punktowi na
lewym i punktowi na prawym ramieniu kata:

vy =2Xc— X — Xp (2)

Etap III

Wyréwnanie warunkéw sinusowych. Po ustaleniu wielkosci odchyiek
sinusowych: S = 2lg sinP — Zlg sinL, gdzie P-kagty prawe, L-katy lewe
dla obserwatora znajdujacego sie w centrum ukiadu — w oparciu o war-
tosci katow uzyskane z rachunku w etapie II — nalezy obliczy¢ dla wierz-
chotka kazdego ukladu centralnego odpowiadajacg mu wielkos¢ y. Wiel-
kosci y uzyskujemy rozwigzujac symetryczny uklad réwnan liniowych:

Y Y2 Ys ooee v |1

Ry Ry Ry ..... Ry | Sy u — ilos¢

Ry, Rss Rog ..... Rs, | S: ukladow &)

centralnych

R, Ry, Ry ..... R, | S,
przyczym R;; = Zr; jest suma ,,réznic”’ 1g sin katéw peryferyjnych w i-tym
ukladzie centralnym (tzn. sumg przyrostow wartosci 1g sin, odpowiadaja-
cych przyrostowi wartosci kata o 1°9), za§ R;; = — Zr;; jest minus sumg
roznic lg sin katéw pod ktérymi obserwowano odcinek i-j, gdy i,j sa
sgsiadujgcymi punktami centralnymi, za§ R;; = 0, gdy to nie zachodzi.

Dla kazdego punktu, nie bedgcego wierzcholkiem ukladu centralnego,
odpowiadajgca wartos¢ y jest zerem.

Po wyznaczeniu warto$ci y, obliczamy dla kazdego kata sieci poprawke
trzeciego etapu, odejmujgc od wielkosci y, przyporzadkowanej punktowi
na prawym ramieniu kata, warto$é¢ y, przyporzadkowang punktowi na le-
wym ramieniu kata, co oznaczymy przez:

["’111 =Yp — YL 4)

2. Uzasadnienie zgodnos$ci postepowania rachunkowego z zalozeniami

Shuszno$é postepowania w etapie I wynika bezposrednio z zasady, aby
wielko$ei poprawek przydzielanych poszezegélnym katom, wystepujgcym
w warunku matematycznym, byly sobie réwne, i zadnych oméwien nie
wymaga.
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Dla uzasadnienia stuszno$ci postepowania w etapie II rozpatrzmy uklad
n; trojkatow, ktorego punktem centralnym jest punkt i, za$§ punktam!
peryferyjnymi sa punkty: A, B, C, D.. N (w ogélnej iloSci — n;) i niech
odchytks horyzontalng w uktadzie i bedzie wielkoé¢ H;, tj. niech H; =
= 4009 — <¢ AiB — < BiC — <(CiD — ...

Zgodnie z przyjetym zalozeniem, kazdy kat wystepujacy w warunku
horyzontu i ma otrzymaé¢ z tytulu niespelnienia tego warunku taka samg
poprawke — oznaczmy te po-
prawke przez 2x; Analogicznie
niech kazdy kat wystepujacy
w warunku horyzontu punktu
A otrzymuje poprawke 2x,,
kazdy kat wystepujacy w wa-
runku horyzontu punktu B po-
prawke 2xp itd. itd. O ile
ktéry$ sposréd punktow A, B,
C..N nie jest punktem cen-
tralnym, odpowiednia popraw-
ka 2x bedzie oczywiscie zerem.

Rys. 22 Poniewaz dodanie poprawki 2x

do kazdego z katéw wokdthory-

zontalnych powodowaé bedzie niespelnienie warunkéw trojkatowych

w odpowiednich trdjkatach, musimy zgodnie z zaloZeniem zrekompen-

sowaé kazdg poprawke 2z, dodajac do kazdego z katow niecentralnych

odpowiadajgcego trojkata poprawke — x. Wynika stad od razu, ze katy
potozone wokoél punktu i otrzymywac beda nastepujace poprawki:

Kat AiB: 2x; — x4 — xp jako kat centr. w i oraz niecentr. w AiB
Kat BiC: 2x; — xp — x¢ jako kat centr. w i oraz niecentr. w BiC
Kat CiD: 2x; — x¢ — xp jako kat centr. w i oraz niecentr. w CiD

Stad, poniewaz suma poprawek katéw, ktérych wierzcholkiem jest
punkt i ma wynosié¢ H;, otrzymujemy dla i-tego punktu centralnego row-
nanie:

inn,- - 2.’L‘A - 2.’1','3 - 2.’13(;. N 21’1\] = H,-
lub: N —Xg — Xg — Xc.. — IN =~;ﬂ H;

Dla kazdego uktadu centralnego daje sie zestawié tego rodzaju réwnanie,
przyczym, jak widaé w rownaniu zestawionym dla punktu i-tego, wsp6t-
czynnik przy niewiadomej x; jest rowny iloci tréjkatéw w ukladzie n;,
za$ wspolczynnik przy niewiadomej x; (j 7= i) jest rowny —1, jezeli i, j sa
sgsiadujgcymi punktami centralnymi, za§ réwny 0, gdy to nie zachodzi.
Jest to tresé réwnania (1).
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Jednocze$nie z napisanych wyzej wielko$ci poprawek dla katéw AiB,
BiC ... wida¢, ze ogdlnie dla uzyskania poprawki drugiego etapu dla
dowolnego kata, nalezy od podwojonej liczby x¢c — przyporzadkowanej
punktowi centralnemu (wierzchotkowemu) kata — odjaé¢ poprawki x;, xp
przyporzadkowane punktom potozonym na lewym i na prawym ramieniu
kata. Jest to trescig réwnania (2).

Przejdzmy do wuzasadnienia sluszno$ci postepowania w etapie III
Rozwazajmy znéw uklad n; tréjkatow, ktorego punktem centralnym jest
punkt i, za$ punktami peryferyjnymi sg punkty A, B, C, D ... N (w ogélnej
ilosci n;), i niech odchylks sinusowa w uktadzie i bedzie wielkosé S;, to
znaczy niech bedzie: S; = 2 1g sin P — 3 1g sin L, gdzie przez P rozumiemy
katy prawe, za$ przez L katy lewe,
dla obserwatora znajdujacego sie
w centrum ukladu, tj. w punkcie i.

Jezeli dla usystematyzowania
rozwazah ponumerujemy kolejne
katy peryferyjne w ukladzie i
i oznaczymy odpowiednio przez:

Tiy Yo, T3, T4 oo T2ni_1, Tgni

(rys. 23), roznice logarytmiczne
dla tych katéw, to znaczy przy-
rosty lg sin katéw odpowiadajgce
przyrostom wartoSci katow o jed-
nostke rachunkowsg (1¢¢ lub 1”), wowczas warunek ktoéry majg spelnié
poprawki vy, v, ...V, poszczegolnych katéow peryferyjnych w ukladzie (i)
mie¢ bedzie znang ogdlnie postaé:

Rys. 23

TyVy — TaVz + T3Vg — T4 Vs + T5V5 — Te Vg -+ + Top_1 Vanig — Tom Vo = S5

Zgodnie z zalozeniem, ze poprawki, ktére z tytulu niespelnienia sig
pewnego warunku matematycznego przydzielane zostana figurujacym
w tym warunku katom, maja byé sobie réwne co do wartosci bezwzglednej,
oznaczmy przez y; poprawki katow lewych, za§ przez — y; poprawki
katoéw prawych, przyporzgdkowane katom w ukladzie i z tytulu niespel-
nienia warunku sinusowego w ukladzie i. Analogicznie oznaczymy przez
y4 oraz — y, poprawki, ktore zostang przyporzadkowane katom lewym
i prawym z tytulu niespelnienia warunku sinusowego w uktadzie A itd.

Wynika stad zaraz ze katy peryferyjne w ukladzie i otrzymajg poprawki:
v;= y;— yp gdyzkat 1 jest lewym w ukl. centr. i, a prawym w ukl. centr. B

Va=—Y1+Ya » » 2 ” ” A ” ” i
Vs= Yi—Yc 1 3 i ”” i ] ) C
V==Y +yYs » » 4 ” ” B ’ ” i
Vs= Yi—Yp » » 9 ”” 9 i »” ”» D

6 ’ . C ’ ” i

v6=_yi+yC 9 i
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Mnozac kolejno napisane réwnania przez r;, —T, T3, —7T4... 1 sumujac
otrzymaé¢ mamy S; (w mys$l napisanego wyzej réwnania). Bedzie wigc:

Yi(ry+retrytrg.) — ("'2+T2n,~—1) Ya— (r+r)ypg— (rs+re)yc.... = S;

Dla kazdego ukladu centralnego daje si¢ zestawié tego rodzaju réwnanie,
przy czym, jak widaé, w ré6wnaniu zestawionym dla punktu i-tego wspéi-
czynnik przy niewiadomej y; jest rowny sumie réznic logarytmicznych dla
katéw potozonych na peryferii ukladu i-tego, za§ wspéblczynnik przy
niewiadomej y; (j %) jest réwny minus sumie réznic logarytmicznych
katéw pod ktéorymi widoczny jest odcinek i — j, gdy i, j sa sasiadujgcymi
punktami centralnymi, za§ réwny zeru, gdy to nie zachodzi. Jest to tres§¢
réwnania (3). Jednocze$nie z napisanych wyzej réwnan dla poprawek v
jest widoczne, ze dla otrzymania poprawki trzeciego etapu dla kata nalezy
od liczby yp, przyporzadkowanej punktowi polozonemu na prawym ramie-
niu tego kata, odja¢ liczbe y;, przyporzadkowang punktowi polozonemu
na jego lewym ramieniu. Jest to tre$¢ réwnania (4).

3. Przyklad liczbowy i jego oméwienie

Podajemy przyklad wyréwnania niewielkiej sieci niezaleznej oméwio-
nym wyzej sposobem przyblizonym. Warto podkre$lié, ze zalgczony
material (arkusze 1, 2, 3, 4) zawiera calkowity przebieg rachunku, to
znaczy ze w toku pracy nie istniata potrzeba zapisywania jakichkolwiek
liczb poza liczbami zapisanymi w przykladzie.

Kazdemu etapowi pracy po$wiecono tu oddzielny arkusz (1, 2, 3), za$
ostateczne wyniki, tzn. wartosei wyréwnanych katéw znajdujg sie na
arkuszu 4. Na arkuszach, odpowiadajgcych poszczegblnym etapom pracy,
opisano tez przebieg rachunku, co pozwoli nawet czytelnikowi nieobznaj-
mionemu z tre$cig artykulu catkowicie opanowaé technike rachunku.

Sie¢ stanowi fragment prac triangulacyjnych prowadzonych przez
Panstwowe Przedsiebiorstwo Geodezyjne i zostala przez to przedsiebior-
stwo wyréwnana metoda najmniejszych kwadratéw, jako sie¢ niezalezna.
Pozwolito to na poréwnanie wynikéw wyréwnania ,$cistego”, tzn. metoda
najmniejszych kwadratéw i przyblizonego, sposobem wyzej oméwionym.
Poréwnanie to podajemy na str. 169.

Jezeli za kryterium poréwnawcze przyjmiemy pierwiastek z sumy
kwadratéw poprawek podzielonej przez ilo$é nadliczbowych spostrzezen
w ukladzie (tzn. dla wyréwnania Scislego blad Sredni obserwacji, a dla
przyblizonego — ,,surogat” tego bledu, obliczony w analogiczny sposé6b),
bedziemy musieli uznaé réznice w wynikach wyréwnania za zupelnie nie-
istotne. Odpowiadajace wielko$ci wynosza bowiem, jak widaé z zestawie-
nia 1,78¢¢, oraz 1,82°¢. Maksymalna r6znica w wielko$ci poprawki wynosi
0,63°¢, tzn. !/3 bledu Sredniego obserwacji, natomiast warto§é przecietna
réznicy w wielko$ci poprawki wynosi 0,2¢¢ tzn. okolo !/,4 btedu $redniego.



ETAP I. WYROWNANIE WARUNKOW TROJKATOWYCH
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PRZEBIEG RACHUNKU

Po dodaniu wartosci katéw, zacbserwowanych i przeniesionych na plaszczyzne
odwzorowania (wpisane na szkicu), w kazdym tréjkacie ustala sie odchyiki tréjkatowe
(na szkicu wpisano je w prostokatnych obramowaniach) i oblicza poprawki katowe
pierwszego etapu, dzielgc odchyiki w réwnej cze$ci na wszystkie trzy katy tréjkata.
WartoSci poprawek (na szkicu wpisano je z odpowiednim znakiem pod warto$ciami
katéw) zostaja dodane algebraicznie do wartoSci kagtéw, a otrzymane w wyniku
»katy poprawione po raz pierwszy” zostajag wpisane na szkic rachunkowy II etapu.
Kontrola — sumy katéw poprawionych po raz pierwszy we wszystkich tréjkatach
spelnia¢é muszg warunki sumowe — przeprowadzona zostaje na arkuszu rachunko-
wym II etapu.

Uwaga. Przy wyréwnaniu duzych sieci praca przebiega niezaleznie na kilku arku-
szach rachunkowych dla kazdego etapu.



ETAP II. WYROWNANIE WARUNKOW HORYZONTOW
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ETAP III. WYROWNANIE WARUNKOW SINUSOWYCH

21542346
~093

99550827.07
82982283
000

90.5593.97
0 v
9995202197

91.7527.50
-078

99963454.25

48129547
4Q358¢.23 293

890942727
+078

9.9935962.55

79.2642.66
-0
9976543412

100352.36
-Qa78

9.999993356

12129 / s

$48483.12
+o78 *
98113298.96

11489235

9992888117

21.2182.99
+078

@‘T 9956017237

7Q04705.03 45.7381.37

61.9356.99
+078
9917249386

5
616746.49
-02?7

9916031150

868175.07

521758.17
+037

98932923.%4

9.990621861

64.356001
+03?

894281.21
-037

88 99946035605

73.9693.50
~Qlo
9962636050

33351012
Qoo

94.2385.73

v0sy | 102063242

9.9840071.63

75.2914647
-037

+1.33
99997718.27

52.1904.82
-020

9930976620 76

91.9590.31
3,

9991326411
82

1025332.37

41509267 \'
-03?

83,5825.22
010
998539574C

62,006947
+0.10

9912580051

23

78025127
Q72

29235963.18

25
55868902

*143
9£860387.41

9. #4113
~050

9.9995929.34
27

78.6426.08
+0.71

181948
+025

P
D 6\¢! g g3871072
w\r2 4022 2
- &b,
088 1 50 5!.0372.4:

99239553.70

03 123

jor

79.5349.23
-050

99771626.24

99750879.59

$1.9636.94
* 032
9.7870751.06 53

28.1220.68

739723.14

-078
9962644812

63% N

62547492
“ 99 001

75.3769.31

765750.34
+0.50
99699112.88

43890043

82.7859.81
-on

9.9919574.75

97070236
+1.10

9999539970

518925.16
-0

9862019116

9924536665  9.986106649

66.1607.78
+123
9935519812

44.2549.€3

98065223.00

92257894
000

78.2903.99
=025
9.9742627.58

91998889 03,1
~088 99425693.15
9996560911

99261654.57
81265211
-2n

9980916342
- 73

83981583

52.4709.25
-12¢
9.865703428

-05%

63487143
+ 050

992427:0.29

35,

65367746 37
- 025

9932293035

45.3850.95
- 025

828128.96

+025

000 99919930.65
44,

629768.69
+063

- 00! 584449.17
9928255661 - 087
22149228

+ 088
9.971401223
21

105

108

123

54.9990.95
+00!

9.8810402.51

98

y1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 —5; s
1| 5260| —830 ~ 14.60 — 2,20 —3059 | —3.09
2| —830| 5300 —1410| —470 — 4853 | —22.63
3 — 1410 | 5160 | —3.80 | — 10.40 36.89 60.19
4| —1460| —a70| —380( 5370 | —1140| —17.40 | —1.80 — 424 | —ax
5 — 1040 | —11.40 |  53.10 — 10.30 ! 157 92.57
6| —2.20 — 1740 5160 | —6.20 | —530 | —1150 | — 2.20 + .44 14.24
7 —1.80 | —1030 | —6.20 | 49.60 — 9.40 +52.24 63.14
8 — 5.30 53.10 | — 16.00 —~ 1100 | + 2079 52.59
9 — 11.50 —16.00 | 54.10 | — 15.60 + 632 17.32
10 — 220 | —9.40 —15.60 | 51.80 | —10.70 | —170.54 | —56.64
11 — 11,00 —1070 | 5040 | + 402 32.72
7251 — 114 ~ 201 — 0.30 —422 | —o43
719 | —1.96| —0.97 — 0.05 —742 | —3.22
691 | —083| —151| —001 3.23 7.80
693 | — 183 | —261| —026 —249 | —025
689 | — o070 | — 156 . 0.27 4.92
665| —120| —079| —172| — 033 — 0.07 2.53
T | 676! —o014| —031| —145| — 163 7.68 10.92
724 | —240 | —006| - 0.03 3.01 7.75
673 | —249| —0.09 2.35 6.49 |
| 659 —202 | —810 | —3.54
6.61 0.07 6.68
H 0.785 | 0926 | —0495 | 0221 | —0.249 | —0.105 | — 0.879 | — 0372 | 0.104 | 1226 | —0.011 | 1.000
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98155936.50

85.1081.21

+a88
9988007906
68

Odchytki sinusowe.
JJsd | wa
N §'=ZXlgsinP—
! —ZlgsinL
1 30.59
2 4853
3 — 36.89
4 4.24
— 1.57
6 — 744
g — 52,24
8 —20.79
9 — 6.32
10 70.54
M 1 — 4.02
9975097953

65.529308
Qaog

920746 20
000

55823828
coQ!

9885783317
104

52926285 106
- 00t
9.8685570.66

PRZEBIEG RACHUNKU

Opierajgc sie na wartosciach logarytméw sinuséw, odpowiadajacych kgtom obli-
czonym w II etapie, oblicza sie dla kaidego ukiadu centralnego odchyltke sinusowg
S=2l1gsin P — Z1gsin L, gdzie P katy peryferyjne ,prawe”, zas L katy peryfe-
ryjne ,lewe” — dla obserwatora znajdujgcego sie w centrum ukladu. (na szkicu
wpisano: katy, pod nimi lg sin, za$ obok — w kélku numerowym ukladu cen-
tralnego obok kata — réznice logartymiczng r na 1¢¢; Np. dla kgta N54 w ukladzie
centralnym 6 wpisano: warto$¢ kgta 86.8175.07, pod spodem warto$é 1g sin 86.8175.07
rowna 9.990 6218.61, oraz obok kata w kdétku numerowym uktadu 6 réinice logaryt-
miczng r = 1.5). Odchylki sinusowe S (na szkicu wpisano je w kolumnie obok ry-
sunku) stanowia kolumne wyrazéw wolnych symefrycznego ukladu réwnan linio-
wych, stuzgcego do wyznaczenia wielko$ci y, ktéry zestawiono i rozwigzano obok.
Ilo$¢é niewiadomych y w ukladzie réwna jest ilosei ukladéw centralnych (w przy-
kiadzie 11). W i-tym réwnaniu (w przykladzie i = 1,2,3..11) wspélczynnikiem przy -
i-tej niewiadomej jest suma réznic logartymicznych sinuséw kgtéw peryferyjnych
w i-tym ukladzie (te sume wpisano dla kazdego ukiadu w kélku numerowym ukladu .
w elipsie, np. w ukladzie 5 mamy: 53.1 =66+ 63 +50+24+41+ 79+ 13+ 3.7+
+ 9.4 + 6.4). W i-tym réwnaniu wspélczynnikiem przy j-tej niewiadomej, dla j 71,
jest: minus suma réznic logarytmicznych sinuséw kagtéw pod ktérymi obserwowano
odcinek i-j, gdy punkty %,j sg sgsiadujacymi punktami centralnymi, lub zero, gdy
to nie zachodzi (sume roéznic logartymicznych log sin katéw pod ktorymi obserwo-
wano odcinek i-j na szkicu wpisywano na tym odcinku w elipsie, np. na odcin-
ku 4—6 wpisano 17.4 = 8.6 + 8.8), Wpisanie wartoéci wspéiczynnikéw réwnania do
tabeli nastepuje bezposrednio ze szkicu (np. w drugim réwnaniu: przy drugiej nie-
wiadomej 53.0, przy pierwszej — 8.3, przy trzeciej — 14.1 oraz przy czwartej — 4.7).
Po obliczeniu i skontrolowaniu niewiadomych y (w przykladzie uklad réwnan roz-
wigzano metodg pierwiastka krakowianowego) i wpisaniu ich wartosci na szkic
(liczby podkre§lone wypisane w kétkach numerowych ukladéw centralnych, oblicza
sie dla kazdego kata poprawke trzeciego etapu odejmujac od wartoei ¥y przypo-
rzgdkowanej punktowi na prawym ramieniu kata warto§¢ y przyporzadkowang
punktowi na lewym ramieniu kata (np. dla kata N54 mamy: v = — 0.88—0.22 =
— 1.10). Kontrola w ukladach centr.: 2v.7pray — Zv.Tleyw — S. Wartoéei poprawek (na
szkicu wpisano je ze znakiem pod warto$ciami katow) zostaja dodane algebraicznie
do wartosci katéw, a otrzymane w wyniku ,katy poprawione po raz trzeci” zostaja
wpisane na ostateczny szkic rachunkowy. Katy te winny juz spelni¢ wszystkie wa-
runki niezaleznej sieci powierzchniowej: warunki tréjkatéw, horyzontéw i sinusow.



ETAP IV. WYKAZ WARTOSCI KATOW PO WYROWNANIU

89473134

75.7914.10

83.
55599229

29

2
45475664

23

22

~_%
‘ 49

92.2578.94

523185.00

92070346

63487193

z1 2 3 | 4 5 6 7 8 } 9 10 11 ——Hy o
1 7.000 | — 1000 — 1,000 — 1.000 — 1.050 2.950
2 | —1.000 5.000 | — 1.000 | — 1.000 — 0.755 1.245
3 —~ 1.000 6.000 | — 1.000 | — 1.000 | 1630 4.630
4 | —1.000 | — 1.000 | — 1.000 6.000 | — 1.000 | — 1.000 | — 1.000 1460 | 1.460
5 —1.000 | — 1.000 5.000 — 1.000 0.650 2.650
6 | —1.000 — 1.000 7.000 | —1.000 | — 1.000 | — 1.000 | — 1.000 3.375 4.375
7 —1.000 | — 1.000 | — 1.000 7.000 —1.000 | — 1.000 0.690 2.690
8 — 1.000 7.000 | — 1.000 0.930 5.930
9 — 1.000 — 1.000 5.000 | — 1.000 1.440 3.440
10 —1.000 | — 1.000 — 1.000 6.000 | —1.000 | —2230 | —0.230
11 — 1.000 — 1.000 5000 | — 1.750 1.250
2.646 | — 0.378 —0.378 | —0.378 : —-0397 |  1L115
| 2204 | — 0454 | —0519 — 0.065 — 0.411 0.756
2.407 | — 0.513 | — 0.416 | — 0.012. 0.600 | 2086
2307 | — 0526 | — 0513 | — 0433 0.609 1445
| 2133 | —0120 | —0.576 0.572 2.002 |
2.564 | —0.506 | — 0.390 | — 0.390 | — 0.390 1401 2.289
2495 | —0.079 | — 0.079 ; — 0.480 | — 0.401 0.798 2.255
2.616 | — 0443 | — 0.073 | — 0.012 0.588 2.676
2.155 | — 0.567 | — 0.017 1.072 2.643
2.300 | —0.523 | — 0.283 1.495
2137 | —0.727 1.410
i
— 0032 | — 0.052 | —0.434 | — 0.547 | — 0.377 J — 0677 | — 0.250 | — 0.292 | — 0.442 0.200 0.340 1.000
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Odéhylki horyzontalne
Uklad Odchytka
centralny | horyzontalna

N; H; = 4008 — Za;
1 + 2.10
2 + 1.51
3 — 3.26
4 —2.92
5 — 1.30
6 — 6.75
7 — 1.38
8 — 1.86
9 — 2.88

10 + 4.46

11 + 3.50

PRZEBIEG RACHUNKU

Wychodzgce z wartoéci katéw poprawionych w I etapie (wpisane na szkicu), oblicza
sig dla kazdego wierzcholtka ukladu centralnego odno$ng odchylke horyzontalng (na
szkicu odchylki wpisano w kolumnie obok rysunku). Polowy tych odchylek stanowiag
kolumne wyrazéw wolnych symetrycznego ukitadu rownan liniowych, ktory zesta-
wiono i rozwigzano obok. Ilo§¢ niewiadomych w ukladzie réwna jest iloei ukladéw
centralnych (w przykladzie 11). W i-tym réwnaniu (w przykladzie i =1, 2, 3,... 11)
wspoélczynnikiem przy i-tej niewiadomej jest ilo§¢ trojkatow w i-tym ukladzie cen-
tralnym, za$§ wspélczynnikiem przy j-tej niewiadomej dla j 7 i jest: minus jedno§é —
gdy punkty #j sg sasiadujacymi punktami centralnymi, za§ zero — gdy to nie za-
chodzi (np. w przykladzie w drugim réwnaniu wspéiczynnikiem przy drugiej nie-
wiadomej jest 5, gdyz drugi uklad centralny zawiera 5 tréjkatéw, za§ wspodlezynni-
kami przy pierwszej, trzeciej i czwartej niewiadomej w tymze drugim réwnaniu sa
minus jednosci, gdyz z drugim punktem centralnym polgczone s3 celowymi pierwszy,
trzeci i czwarty punkt centralny).

Po obliczeniu i skontrolowaniu niewiadomych x (w przykladzie uklad réwnan roz-
wigzano metodg pierwiastka krakowianowego) i wpisaniu ich warto§ci na szkic
(liczby podkre$lone wpisane w kélkach numerowych ukiadéw centralnych), oblicza -
sie dla kazdego kata poprawke drugiego etapu odejmujgc od podwoéjinej wartosei
liczby x, przyporzadkowanej wierzchotkowi kata, liczby = przyporzadkowane punk-
towi na prawym i na lewym ramieniu kata (np. dla kata N 54 mamy: v, =
= —2-0.68 + 0.55 + 0.25 = — 0.56). Kontrola— suma poprawek katéw wokét ho-
ryzontu winna byé réwna odchylce horyzontalnej. Wartoéci poprawek (na szkicu
wpisano je ze znakiem pod wartofciami katéw) zostaja dodane algebraicznie do
warto$ci katéw, a otrzymane w wyniku ,katy poprawione po raz drugi” zostaja
wpisane na szkic rachunkowy III etapu. Kontrola — katy poprawione po raz drugi
winny spetniaé¢ wszystkie warunki tréjkatowe i horyzontalne — przeprowadzona zo-
staje na arkuszu rachunkowym III etapu.
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NN Popra’\wki Poprawki Résnice NN Poprs}wki Poprawki Réznice

katow v v v —v katow v v v —v
(przybl.) (Sciste) (przybl.) ($ciste)

1 0,24 0,13 0,11 49 0,17 0,38 —0,21
2 0,62 0,72 -—0,10 50 —0,86 —0,53 —0,33
3 1,49 1,51 —0,02 51 1,38 0,85 0,53
4 1,34 1,54 —0,20 52 1,01 0,80 0,21
5 —0,22 0,12 —0,34 53 1,41 1,55 —0,14
6 0,46 —0,06 0,52 54 —1,29 —1,21 —0,08
7 2,19 2,07 0,12 55 —1,95 —2,03 0,08
8 0,63 0,37 0,26 56 —0,03 —0,47 0,44
9 1,33 1,71 —0,38 57 0,25 0,77 —0,52
10 1,05 0,63 0,42 58 1,17 1,62 0,45
11 —0,51 —0,20 —0,31 59 0,80 0,36 0,44
12 0,19 0,29 —0,10 60 —2,36 —2,07 —0,29
13 —0,58 —0,61 0,03 61 -0,05 0,04 —0,09
14 -—1,36 —1,16 —0,20 62 0,33 0,61 —0,28
15 0,41 0,22 0,19 63 —1,50 —1,86 0,36
16 1,52 1,42 0,10 64 0,39 0,38 0,01
17 —0,39 -—0,49 0,10 65 1,09 1,28 —0,19
18 0,27 0,47 —0,20 66 —0,30 —0,49 0,19
19 0,58 0,48 0,10 67 —1,44 —1,59 0,15
20 —1,25 -1,16 —0,09 68 0,32 0,19 -—0,12
21 0,95 0,97 —0,02 69 —1,29 —1,01 —0,28
22 1,12 1,21 —0,09 70 —1,34 —1,38 0,04
23 —0,74 —0,50 —0,24 71 1,43 1,36 0,07
24 0,05 —0,28 0,33 72 —1,21 —1,10 —0,11
25 1,84 1,79 0,05 73 —3,25 —2,62 —0,63
26 —1,80 —2,03 0,23 74 —0,69 —0,72 0,03
27 —0,24 0,02 —0,26 75 —1,66 —2,26 0,60
28 1,72 1,71 0,01 76 0,32 0,57 —0,25
29 —0,79 —0,75 —0,04 77 2,48 2,58 —0,10
30 2,84 2,80 0,04 78 1,05 0,71 0,34
31 —2,40 —-2,19 —0,21 79 0,12 0,07 0,05
32 —1,40 —1,69 0,29 80 0,85 0,66 0,19
33 —3,24 —3,16 —0,08 81 —0,41 —0,16 —0,25
34 2,03 1,76 0,27 82 —1,98 —1,81 —0,17
35 3,03 3,07 —0,04 83 —1,23 —1,29 0,06
36 1,18 1,41 —0,23 84 —2,48 —2,59 0,11
37 0,21 0,16 0,05 85 0,93 1,11 -0,18
38 —0,18 —0,22 0,04 86 1,66 1,46 0,20
39 —1,08 —0,99 —0,09 87 0,41 0,43 —0,02
40 0,48 0,61 —0,13 88 0,44 0,61 —0,17
41 0,94 1,00 —0,06 89 1,19 1,11 0,08
42 1,53 1,34 0,19 90 —0,08 —0,18 0,10
43 1,25 1,18 0,07 91 0,28 —0,01 0,29
44 1,75 1,72 0,03 92 0,71 1,05 —0,34
45 0,39 0,49 —0,10 93 —2,96 —3,00 0,04
46 2,66 2,38 0,28 94 1,23 1,15 0,08
47 1,54 1,47 0,07 95 1,03 0,97 0,06
48 0,03 0,38 —0,35 96 | —0,22 —0,07 —-0,15
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NN Pqprflwki Poprawki Réznice
katéw v v v —9
(przybl.) (§cisle)
p—
183,91
97 2,17 1,72 0,45 m, =+ ‘/ 5 =% 1,78%
98 | —1,32 —131 | —0,01 o : o
. iczenie w analogiczny sposéb wiel-
99 0,54 0,97 0,43 Oblicz ! b wiel
100 1,63 1,28 0,35 kosci m, z poprawek metoda przyblizona
101 —0,83 —0,35 —0,48 daje:
102 1,04 0,91 0,13 , 19166 w
103 —0,65 —0,67 0,02 m, == ]/ sg T 182
igg _g’Zf —g’gj _g’gg Przecigtna wartosé réznicy @ — v)
’ > > wynosi + 0,2°%
106 0,70 0,63 0,13
107 0,72 0,82 —0,10
108 1,74 1,70 0,04
[v'v’] = 191,66 [vo] = 183,91

Przeprowadzono réwniez rachunek wspoéirzednych (przecietna diugosé
boku sieci wynosi kolo 8 kilometréw), jednak warto$ci wspéirzednych nie
publikuje, zgodnie ze zwyczajem u nas panujgcym. Maksymalna réznica
w wartoSci wspéirzednych obliczonych w oparciu o dane wyréwnane
metoda najmniejszych kwadratéw 4 w oparciu o dane z wyréwnania przy-
blizonego wyniosta 2 centymetry; przecigtha — /2 centymetra. Wielkos$ci
te réwniez uzna¢ nalezy za zupelnie nieistotne, zwlaszcza gdy zwazyé, ze
rachunek prowadzono 7-cyfrowo (8-a z interpolacji).

Oczywiscie, ze tego rodzaju poréwnywanie liczbowe efektu wyniku wy-
réwnania metoda $cisty (tzn. metods najmniejszych kwadratéw) i meto-
dami przybliZzonymi (np. sugerowanym tu sposobem) jest logicznie uzasad-
nione wtedy, gdy oba wyrdwnania odnosza sie do tego samego ukladu
obserwacyjnego. Gdyby np. uklad wyréwnywany metoda najmniejszych
kwadratéw obejmowal dodatkowe obserwacje (np. wzdtuz przekagtnych, lub
tp.) réznice w wynikach wyréwnania moglyby byé znaczniejsze. Jednak
nalezaloby oczekiwa¢, ze réznice powstajace z takiej niejednolito$ci mate-
rialu mialyby charakter lokalny, to jest wystepowatyby w tych fragmen-
tach sieci, w ktérych obserwowano dodatkowe wielkosci.

4. Postepowanie w przypadku pomiaréw bazowych

Jezeli w sieci niezaleinej, ktéra chcemy wyréwnaé opisanym wyzej
sposobem, przeprowadzono wiecej niz jeden pomiar bazowy, staje sie
jeszcze aktualne uzgodnienie warunkéw bazowych. Mozna by wprawdzie
dokonywa¢ tego uzgodnienia w sposéb analogiczny do tego w jaki postepo-
wano przy uzgadnianiu warunkéw sinusowych. :

Poniewaz jednak postepowanie rachunkowe coraz wigcej by sie kompli-
kowalo, a wzamian napewno nie otrzyma sie duzych zmian w warto$ciach



Przyblizone wyrownanie sieci powierzchniowej 171

wyréwnywanych katéw, wydaje si¢ ze stuszniejsze bylo by uzgodnienie
oparte na nastepujacym rozumowaniu.

Celem pomiaréw bazowych jest wlasciwie zadecydowanie o ,,skali” sieci.
Jezeli wiec przeprowadzono kilka pomiaréw bazowych, mozna decyzje
dotyczacg skali powzigé obliczajac z kazdego z tych pomiaréw bazowych
diugoé¢ jednego z niemierzonych bokow sieci, lezacego w przyblizeniu
w jednakowej odleglosci od baz, i przyjmujac $rednia arytmetyczng z tych
wynikéw za ostateczng dlugos$é owego ,,pomocniczego’” boku, decydujaca
juz o skali sieci. Tak np. w sieci przedstawionej na rys. 24, po przepro-

Rys. 24

wadzeniu wyréwnania w opisany wyzej sposob, mozna obliczyé diugosé
pomocniczego boku b,, raz przeprowadzajgc rachunek trygonometryczny
od boku b,, drugi raz od boku b, i trzeci raz od boku bz (oczywiScie
w kazdym rachunku postugujac sie wyréwnanymi wartosciami katéw).
Poniewaz, z uwagi na przeprowadzenie wyréwnania, bledy uzytych do
rachunku katéw beda juz znikome, przeto i r6znice w diugosci boku
pomocniczego, liczonej rdéznymi drogami, beda bardzo niewielkie, a sam
proces usrednienia rezultatu bedzie miat raczej charakter formalny i znie-
ksztalcenia, jakim poddane bedg dlugosci mierzonych baz b,, b, b; przez
przyjecie za ostateczng dlugos¢ boku b, $redniej z rezultatéw otrzymanych
na réznych drogach, praktycznie pozbawione beda znaczenia. Mozna by
oczywiscie stosowaé i bardziej ,wyrafinowane” sposoby uzgodnienia
warunkéw bazowych, wydaje si¢ jednak, ze bylo by to mato celowe.

5. Zakonhczenie

Na zakonczenie — dla unikniecia ewentualnych nieporozumienn — nad-
mieniam, ze nie jestem przeciwnikiem wyréwnywania sieci metoda naj-
mniejszych kwadratéw. Wprost przeciwnie, uwazam ze konsekwentne
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stosowanie tej metody, jako dostarczajace najprawdopodobniejsze wielko-
$ci poprawek obserwacyjnych, jest jedynym postepowaniem wyréwnaw-
czym dajgcym sie obroni¢ z naukowego punktu widzenia.

Wiadomo jednak, ze w wielu procesach wyréwnawczych stosujemy
metode najmniejszych kwadratéw jedynie w charakterze pozoru, to
znaczy rachunek wyr6wnania przeprowadzamy nie w drodze zalozenia
warunku minimum dla calego ukladu obserwacyjnego podlegajacego
wyréwnaniu, lecz w drodze odrzucenia tych réwnan, ktérych uwzglednie-
nie jest trudne lub kosztowne i zalozenia warunku minimum tylko
w stosunku do wybranego zespolu réwnan warunkowych. Tak np., przy
wyrdéwnywaniu sieci powierzchniowych nawigzanych do iloSci punktéow
wiegkszej od dwoch, traktuje sig¢ sie¢ jako niezalezng, poddaje Scistemu
wyréwnaniu a nastepnie ,,wpasowuje sie” tak czy inaczej t¢ wyréwnang
sie¢ w zespdl punktow nawigzania. Wydaje mi sie, ze takie stosowanie
metody najmniejszych kwadratéw nie jako $rodka majgcego wyznaczyc
najprawdopodobniejszy uklad poprawek, lecz jako Srodka majacego pracy,
wykonanej niezgodnie z =zasadami rachunku wyréwnawczego, nadac
pozory wyrdwnania poprawnego, nie daje sie usprawiedliwi¢ wzgledami
rzeczowymi i powoduje niepotrzebne koszty. Z chwila gdy rezygnujemy
z metody najmniejszych kwadratéw, jako srodka pozwalajgcego nam wy-
znaczy¢ najprawdopodobniejszy w danym ukladzie obserwacyjnym zespoi
poprawek obserwacyjnych, problem wyrdwnania przestaje by¢ problemem
Sci$le naukowym a staje sie problemem technicznym. Celem wyréwnania
staje sie w tym przypadku nadanie obserwacjom takich poprawek, aby
obserwacje poprawione stanowily uklad matematycznie niesprzeczny, zas
wielko§¢ maksymalnej poprawki, co do warto$ci bezwzglednej nie przekro-
czyla granic zalozonych dla pracy danego typu w odnosnych przepisach
technicznych, a wiec np. trzykrotnego bledu $redniego obliczonego z wzoru
Ferrero (latwo sie przekonaé¢ Ze w podanym przykladzie liczbowym bitad
Ferrero wynosi 1,67°°, a wiec maksymalna poprawka réwna w sposobie
przyblizonym: 3,25°¢ wynosi 1,95 bledu Ferrero, za§ maksymalna poprawka
w sposobie Scistlym: 3,16°¢ wynosi 1,89 btedu Ferrero).

Autor niniejszej pracy nie rosci sobie bynajmniej pretensji do wyczer-
pania poruszonego tematu: celowosci stosowania metody najmniejszych
kwadratéw przy wyréwnywaniu sieci ,,niemal bezbtednych” — jak mozna-
by nazwa¢ nowoczesne sieci, pozwalajace na traktowanie niezgodnos$ci
warunkéw matematycznych w materiale pomiarowym jako wielko$ci
zaniedbywalnych. Problem ten jednak istnieje i w miare doskonalenia sie
narzedzi pomiarowych bedzie sie stawal coraz to istotniejszy, gdyz ilosé
sieci ,,niemal bezblednych” bedzie sie stawala coraz to wiecksza.

LITERATURA

[1] Instrukcja techniczna Ministerstwa Rob6t Publicznych, Warszawa, 1919, 1920.
[2] Jordan-Eggert., Handbuch der Vermessungskunde (I 40, Stuttgart 1948).
[3] Gajdajew P. A. Urawniwanije triangulacji mietcdom priblizenij, Moskwa, 1953.



CTE®AH XAYCEPAHAT

ITPUBJIMZKEHHOE YPABHVBAHUE HE3ABUCUMEBIX
IIOBEPXHOCTHBIX CETEN

Pezwme

ABTOp KOHCTaTMpPYeT, YTO I'eOfe3MYeCcKMe MHCTPYMEHTLI IPOAYKLIMM TIe-
PENOBBIX ONTUYECKHMX (DUPM IIO3BOJLIOT TEIEPh M3MEPATH YIJLI C TaKOM
BBICOKO# TOYHOCTBIO, YTO C IPAKTUYECKON TOYKM 3PEHMS BO MHOTMX CJIy-
4YafgxX COMHMTEJIPHON ABJAETCA Iesecoo0pa3HOCT: ypaBHMBaHMA Habuo-
JE€HHBIX CMCTEM II0 METOAY HaliMeHBIIMX KBaApPaTOB.

IIpmuymMas Gosee npocThle, YeM [V¥] = MMHHMMYM, YPaBHUTEJIBHbBIE IIPES-
MOCBIJIKM, Pe3yJILTAaTbl YPaBHMBAHUA TAKMUX ,,JIOUTH 0e301mMbOYHBIX” cu-
CTeM MNPaKTMYEeCKM MOJYyYaAIOTCH TOXKAECTBEHHBIMM C pe3yJbTaTaMM ypaB-
HMBaHMA II0 METOAY HalMEHBIIMX KBaJpaTOB, & OCHOBHOJ KPUTEPMII MICKa~
KeHud HabJIofeHuy: BeJy4yHa KBaJAPAaTHOTO KOPHA M3 CyMMBI KBaJ[paTOB
MCKaxKEeHMY JeJJIMOII Ha 4MCJO M3OBITOYHBIX HabuarofeHMy INOJydaeTcs
TIOYTY TOXKAECTBEHHOM 110 NMpubIIMKEeHHBIM METOZaM ¥ II0 METOAY HaliMeHb~
IMX KBaApaTtoB. CnemyasbHO OTHOCUTCA 9TO K HE3aBMCHMMBIM NOBEPXHOCT-
HBIM CETHAM, T. €. K TPMAHTYJISIMOHHBIM CETAM, IIOCTPOEHHBIM M3 I€HTPaJb-
HBIX CHCTEM ¥ HEYBA3AHHBIX K IIOCTOAHHBIM ITyHKTaM (puc. 21).

B cBoeM TpyZe aBTOp 3aHMMAaeTCsS TaKOro poja ,,IpuOIMKEeHHBIM ypa-
BHMBaHMeM”’ HE3aBMCUMMOJ HOBEPXHOCTHOIM CETH, BO3HMKAIOIMM Ipy 0606-
LIIeHMM HA COCTOAIIYIO M3 IEHTPAJBHBIX CHUCTEM CETh IPMHIMIIA ITOCTENEeH-
HOrO ypaBHMBaHMA (II00YEpefHOe ypaBHMBAHME YCJOBMII); Takoil crrocod
PEKOMEHOBAJICA TIOJIBCKOM MHCTPYKLIMEH, JeCTBYIOIe N0 BOMHEI (T. Ha3.
Uucrpykumeit Munucrepcrsa IIybamyneix PaboT), A1A MECTHBIX TPUAHTY-
JIAIMOHHBIX CETel, COCTOAILMX M3 OIHOM IIeHTPaJbHOM cucTeMbl. IlpuHImn
YPaBHMBAHMSA, COTJIACHO 3TOV VIHCTPYKLMM, MOXKHO M3JIOKUTE TaK: YPaBHU-
BaHMe BeAEeTCA B TpeX O4YepeAHBIX 3Tallax, MMEIOIMX CBOEH IfeJILIO0 II0CTe-
[TEHHOE MCIIPABJICHMEe BeJMYMHEI YTJOB TaK, YTOOBI cHawasa ObLaM ycros-
HEHBI YCJIOBUA TPEYTOJBHUKOB, IIOTOM YCJOBMS TOPM3OHTA ¢ cobmofieHuemM
YCJIOBUM TPEYTOJILHMKOB, HAKOHEI] GOKOBBIe YCJIOBMA, ¢ COOIIOEHIeM Y CJIIO-
BUI TPEYIOJBHMKOB M ropu3oHTa. IlompaBKy, KOTOpEIE MOJYHaloT M3 3a
HecoOUIoie M HeKOTOPOTO MaTEeMaTHM4YeCKOro YCJOBMSA YIVIBI, BXOZAIME
B 9TO yCJIOBUE, JOJIKHBI OBITH PaBHEI 110 abcosoTHOM BesruuHe. Vicripasire-
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HMe yIJIa, MCIIOJHAIOIIEr0 y2Ke HeKOTOpoe MaTEMATHIECKOe YCIOBME BCIek-
CTBME BBIYMCIMTEJIBHBIX AEICTBMY B NIPEATECTBYIOLIEM STale, KOMIIEHCHPY-
eTcs paBHBIM, HO IIPOTMBHOIO 3HAKa, MCKAaxKEeHUEM JIPyTMUX YIJOB, BXOAS-
X B 9TO YCJOBHE.

Moxuo poxaszarh (4acTb 2) yro, Oazmpysi Ha BBIIIEe IOAAHHBIX OOIMX
OPMHLMIIAX, HE IPOTMBOpPEWAIlMX TEXHMYECKO! JIOTMKE, ypaBHMBAaHME
OyzeTr mpoTeKaTh KaK CIEAYeT:

Oran 1. McnosiHeHMe yCJIOBMM TPEYIOJbHUKOB — IIyTEM DPa3feseHusd
B KaXX/IOM TpeyroJbHuke HaBsasku F = 2009 — A — B — C no poBHY Ha BCe
YIJBbI TPEYTOJbHMKA.

Haa Goapmmx ceteir yepe3 A, B, C moHMMAaiOTCA 3HaYEeHUs yIJIOB, 1epe-
HECEHHSBIE Ha IJIOCKOCTh NpoekImu. B cxkarToit hopme MOKHO 9TO IpefcTa-
BUTH PaBEHCTBOM:

rAe v; 0603HAYAET MONPABKY YIJIa IIPY BBIYNMCJICHMYM B IIePBOM 9Tarme, a F —
HaBA3KAa TPEYTOJLHMKA, B KOTOPOM HaXOAMTCA NAHHBINA YTOJ.

Oran 2. VIcrioJIHeHMe yCJIOBUM TOPM3OHTA.

ITocne BeruMciIeHMs 3Ha4YeHMII HeBA3KM ropmusonrta: H = 4009 — C, —
— Cy... — C, AAg KaxXAoro IOJIOCa LIEHTPaJbHOM cucreMmbl, npuuem Ci,
C; ... C, 9TO 3HaYeHUA LUEHTPAJBLHBIX YTJIOB 3TOM CUCTEMBI, MCIPaBJIeHHbIE
Ha 1 sTame, caenyeT AJA KaXKAOTO IIOJIIOCA LEHTPAJILHBIA CUCTEMBI BBIYM-
CJIUTH COOTBETCTBYIOIee 3HAuUeHMe . SHAYEHMA X MOJy4daeM, pellasd CUM-
METPUYECKYIO CHCTEMY U JIMHEHHBIX YpaBHeHMM (U — UMUCJIO LEHTPAJbHBIX
cucreM POpPMBI:

Ty Lz Lg eeennnnn. e ceee. Ty 1
1
Qll Q12 Q13 ......... * s 00 s e " e Qlu _2_ Hl
1
le Q22 st .......... sssressee Q2u ? H2
1
Qul quz Qus.. R R LY Quu E“Hu
9TO 3HAYMT
1
Qll'x1+Q12'x2+Q13'$3+ ..... eeeccesran e +Q1u'xu=?Hl n T. I
OnemeHTamMyu Tabamub! K0S(MOUINMEHTOB ABJIAIOTC:
Qii = n;, Toe M; — YMCJIO TPEYIOJBLHUKOB B i-TOM LIEHTPAJILHOM CHUCTEME,
a Q;; = —1, ecam NyHKTHI i, j ABJIAIOTCA IIOJIOCAMM COCEAHMUX LIEHTPAJIb-

HBIX cucTeM, a @;; = 0, ecom 5TO He MMeeT MecTa. JJIA KaxKIOro IIYyHKTA,



Przyblizone wyrownanie sieci powierzchniowej 175

He ABJIAIOIIETOCA TIOJNIOCOM LIEHTPAaJIBHOM CHCTEMBI, COOTBETCTBYIOLIEE 3HA~
YeHue X PaBHO HYJIO.

ITocie BrIuMCHEHMA 3HAYEHMM X BBIYMCIAEM AJISA KaXKAOLO yrja CeTu
,,JIOIIPaBKy BTOPOTO 3Tana’”’ vy, OTHUMMAs OT YABOEHHOJ BEJMYMHLI X, OTHO-
cAmeificd K BepIIMHE 3TOro yrJja 3HA4eHMA X, OTHOCAIMECA K TOUKAM
Ha JIEBOM ¥ IIPAaBOM BM3MPHBIX JIy4aX YIJa, YTO MOXKHO BbIPa3UTh ypPaB-
HEeHMeM:

V) =2Xc— X — Xp

Oran 3. McnosHeHMe GOKOBBIX YCJIOBUM.

ITocie BLIYMCIIEHMA 3HAYEHUY HEBA30K cuHycoB: S = X lg sin P — X g
sin L aJ1a KaxXA0M NeHTPaJbHOM cyCTeMB], Irne P — npasele yrasl, L — Je-
Bble YIJIBI AJIA HaGJrofaTesid HaXOLALIErocs B IIOJIOCE CUCTEMBI, HYZKHO
BBIUMCJIMTD, MCXOMS U3 3HAYEHWUM YJIOB IIOJYYEHHBIX IIPYM BbIYMCJIEHMSIX
Ha BTOpPOM 9Talle — COOTBETCTBYIOLee 3HA4YeHMe Y AJA IIOJIOCa KaxKAoi
LIEHTPAJBHOM CUCTEMBI. 3HAYEHMA Y MOJIydaeM, pelllad CUMMETPUYECKYIO
CHUCTEMY U JIMHEHHBIX YPaBHEHUM (POPMBI: |

Y Yo Ys .---. Yu 1
Rll R12 Rls ----- Rlu Sl
Ry; Ry Ry . Ry, Se
Rul Ru2 Ru3 Ruu Su
9TO 3HAYUT:
Ry + RysYe + Rysys - - . .. + Ripyn=S8; n 1. o
OyeMeHTHI TabJMLBEI MMEIOT CIeAyIoLye 3HayeHuA: R;; = Zr; ecTb cym-

MOt ,,JJorapnpMUYECKMX Pa3HOCTEH” B i-TOJ IEHTPaJbHOM cucreme (T.e.
CyMMOJ1 mpypalleHny 3HadYeHnn 1g sin, OTBewarOUMX NPUPAILEHUIO 3HaYe-
HuA yria Ha 1°¢). Besmunna R;;= —27;; eCTb OTPUIIATEIBHOM CyMMOIi JIoTa-~
pudMMYECKUX pa3HOCTEH! YIJIOB, IIOX KOTOPBLIMM HaGJIOmAJICA OTPE3OK i-j,
ecau i, § HABJAIOTCA TIOJIOCAMM COCEAHBIX I[@HTPAJBHBIX CHCTEM,
a gyaem (R;; = 0) — ecau 970 He MmeeT MecTa. JJIs KaxKAOro IyHKTa, He
SABJIAIOIETOCA TIOJIOCOM HEHTPAJIBLHOM CHCTEMbI, COOTBETCTBYIOIEEe 3Ha-
YeHMe Y PaBHO HYJIIO. '

ITocoe BBIYMCJIEHMS BCeX 3HAYEHMM Y BBIYMCISAEM JJIA KaXKJOro yria
ceTH ,,JIONPaBKY TPeThero sTama’ vy, OTHMMASA OT BeJMYMHBI Y, COOTBET-
CTBYIOILleHf TOYKe HA IIPaBOM Jyde yrjla BEJMYMHY Y, COOTBETCTBYIOLIYIO
TOYKe Ha JIEBOM JIyde yIJa, YTO MOXKHO BBIDA3UTh yPaBHEHMEM:

Ym = Yp '—_'y_LI
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Kak umcioBoit npumep OIMCAHHOrO criocoba ypaBHMBaHMSA INPHUBEEHO
ypaBHMBaHMe HeDGOJIBIIOI He3aBMCMMON CEeTH, IOKPBIBAMOIIEH IPOCTPaH-
crBo oK. 30 X 40 xM., cO CTOpOHaM¥M JJIMHOM OK. 8 KM., ucnosHernHoe I'ocy-
napcrBeHHbIM Ieomesudeckum IlpeAmnpuaTeM IO METOAY HaMMEHBIINUX
KBaApaToB. KBafjpaTHBII KOpPEHb M3 CYMMBI KBafipaTOB MCKaxKEHMM Ha-
GurofieHMY, [eJIeHHBI HAa YMCJI0 M3OBITOYHBIX HAOJMIOKEHMM paBHAETCA CO-
OTBETCTBEHHO!

MeTOoA, HalIMEeHBIINX KBaJpaToOB: m, = £ 1,78¢¢

crocob mpubIMKeHHbBIH m, = * 1,82¢

Hait6onblime MCcKaXKeHMA BENIMYMHBI HAOGJIONEHHBIX YIVIOB PaBHBI COOT-
BETCTBEHHO:
MeTOJ] HaliMEeHbIINX KBaJApPaTOB: 3,16¢¢ 3,07¢¢
crocod nmpuOAMIKEHHEBII 3,25¢¢ 3,24¢¢

CpengHee 3HayeHMe PA3HOCTM MEXKJY IIONPABKON YIJVla, BBIYMCICHHONM
10 METOAY HalIMEHBIIMX KBAaJApPAaTOB M COOTBETCTBYIOIIE)! TIONPABKOM IIO
npubirkeHHoMmy crocoby paBHaeTcs 0,2°¢, HaltboJblilee 3HAYEeHHME ITOI
pasHocTy paBHO 0,63°¢, T. €. 0KOJIO /3 BesIMUMHBI CpefHe KBafpaTUIeCcKoi
omubxm HabJroneHum.

Cpennee 3HaueHMe pa3HOCTEN KOOPAMHAT, BBIYMCJIEHHBIX INpu oBoux
MeToZaxX ypaBHMBaHMA paBHseTca 0,5 caHTuMeTpa, HaitboJbliee 2 CEeHTH-
MeTpa.

B okonuammy csBoero TpyZa aBTOp IIOLYEPKMBAET, YTO OH HE SABJAETCA
NPOTMBHMKOM METOAa HalIMEHBIINX KBaApaTOB, HA000POT, OH CUUTAET ITOT
METON €eAMHCTBEHHBIM, HAay4YHO 060CHOBaHHBIM METOAO0M, ITO3BOJIAKIIMM
TIOJIyYUTh CaMble BEPOATHBIE 3HAYEeHMA HonpaBoK HabmiogeHmyu. OpHako
BO MHOTI'MX CJIy4YasdxX SKOHOMMYECKMe coobpazkeHud He IMO3BOJISIOT HAa II0JI-
HOe IIp¥MEHEeHN)e MeTOo/la HaliIMeHbIIMX KBaapaToB. Toraa ynyckaercsa 4acThb
YCJIOBHBIX YPaBHEHMM ¥ IIPOM3BOAUTCS yPaBHMBaHME II0 METOAY HaliMEHb-
IIMX KBaJpaToB, BKJIOYasA B yCJIOBME MMHMMYMAa TOJILKO JIETKO BBEIYMCJIAE-
MbI€ YCJIOBHBIE ypaBHeHMA (Hamp. ypaBHMBaHME YBSA3aHHBIX CETEH Kaxk
HEe3aBMUCHMMBbBIX M IIpMJIaXKMBaHMEe BbIUMCJIEHHOTO MartrepyaJsgia K CHUCTEME
MMYHKTOB yBA3KM). IIpobaema ypaBHMBaHMA NepecTaeT ObITH B 9TOM CJIydae
Hay4HOJ IIpobJieMoil pPas3sMCKMBAHMA CUCTEMbI Halifojiee BEPOSATHBIX 3HA-
YEeHMM NONPABOK HaOJIIOAeHNY, OHA CTAHOBMUTCA HAYYHO-TEXHMUECKON IIPO-
671eMoJi pa3bICKMBAaHNMA TAKMX 3HAYEHMM ITONPABOK, YTOGBLI MCIIPABJICHHEIE
HabJIIoeHNA MICTIONHAMY MaTeMaTHMJYeCKMe YCJIOBMUA CeTH, a Haibosye —
no abCcoOTHOII BeMyyYMHe — 3HAYEHMs INONPABOK HE INPEBBIAJM yCTa-
HOBJIEHHBIX TEXHMYECKVMM MHCTPYKIMAMM ANA paboT FKaHHOrO Tuma rpa-
HuI] (Hamp. TPOEKPaTHO# cpefHeil ommbKM, BEIYMCIIEHHOH IO cpopmyJie
Peppepo). B Takux MMEHHO CJIyJasx, KOTAa HIpUMEHEH)E MeTOAa HaliMeHb-
IIMX KBaZpaToB He coBceM 0DOCHOBaHO, OoJsiee IiesrecoOOpasHBIM KarkeTcs
TIpuMeHeHMe IPMOIMIKEHHBIX CIIOCOGOB MPOCTHIX M SKOHOMMYECKUX —
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BMECTO MeTOJja HaliMEeHbIIMX KBaApPaTOB, IPUMEHAEMOTO TOJBKO (POPMAJIb-
HO, ¢ YeM BCTpeuaeMcd IIPM TOYHOM YPaBHMBAHUM YACTU YCJIOBMM, M IIpU-
JaXKUBaHMEM IIOTOM IIOJIYYEeHHOTO MaTepuajia K ONOPHBIM, XKECTKUM IIYH-
KTaM.

CienyeT TakKe NMOMHUTB, 4TO HpobjeMa ypaBHUMBAHUA ,,IOYTH Ge30min-
6ouHBIX ceTelt”, T. €. ceTeif, B KOTOPBIX HECOIJIACHA MaTEMaTUYIECKUX YCJIIO-
BMII ¢ pe3yJbTaTaMM HaOJIOZeHMM MOKHO CUMTATh NpeHebperaeMo Majibi-
M#, II0 MEPE COBEPIIECHCTBOBAHUA YIJIOMEPHBIX MHCTPYMEHTOB Oyzer Bce
Gosiee aKTyaJBHOM, a IMCIIO ,,1T0uTH Ge30mmboYHEIX ceTell OyeT Bce BO3-
pacTarhb.

12 Prace Inst. Geodezji i Kartografii



STEFAN HAUSBRANDT

APPROXIMATE ADJUSTMENT
OF INDEPENDENT SURFACE NETS

Summary

The author of the present work makes a statement that the instruments
for augular measurements produced by leading firms in optic industry,
allow for the execution of augular measurements with such high an accu-
racy, that it is often difficult to justify, from the practical point of view,
the pertinency of applying the method of the least squares to adjustment
of observational systems.

For more simple ®ompensation assumption taken than that of [vv] =
= minimum, the results of adjustment obtained in those “nearly errorless”
systems are practically identical with those obtained in the compensation
by the method of the least squares, the basic criterion of deformation of
observation however — the magnitude of the root of sum of squares of
deformation divided by the quantity of supernumerary observations —
becomes nearly identical with the adjustment by the method of the least
squares and that by approxinate methods only. This particularly concerns
independent surface nets, i. e. triangle nets built of central systems, and
not based on fixed points (fig. 21).

The present work discusses just this sort of ”approximate adjustment”
of an independent surface net, arising from a generalization of the prin-
ciple of adjustment by degrees (successive adjustment of conditions) to
a net composed of a set of central systems, as it was suggested for local
nets containing one central system, by the instruction (so called instruc-
tion of the Ministry of Public Work) valid between the wars. The prin-
ciple of adjustment may be framed as follows: the adjustment is carried
out in three phrases aiming at a gradual correction of angle values
so that the triangle conditions be fulfilled at first, than the horizontal
conditions with preservation of triangle conditions, and at last, the sine
conditions with preservation of triangle and horizontal conditions. If one
of mathematical conditions has not been fulfilled, than the absolute
values of the corrections to different angles, contained in the said condi-
tion, should equal each other, and the correction of an angle that already
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fulfilled a certain mathematical conditions is, as a result of computation
in the previous phase, recompensed by an equal — but of reverse sign —
deformation of other angles contained in that condition.

It may be shown (which is done in p. 2) that the adjustment based on the
above general principles congruent with technical logic, will be carried on
as follows:

Phase I. Fulfillment of triangle conditions by apportionment of discri-
pancies in each triangle F = 2009 — A — B — C in equal parts to all
angles of the triangle. :

Of course, by 4, B, C in larger nets we understand the angle values
transferred upon projection plane. It may be denoted briefly by the
equation:

vl=%F

v1 being angle correction in the first phase and F — the discrepancy of
the triangle in which the said angle appears.

Phase II. Fulfillment of horizontal conditions

After the values of horizontal discrepancies H = 4009 — C, — C, — .. ..

...— C, for each vertex of central system have been computed, Cj,
Cy.... C, being the values of central angles of the system corrected in
phase I, corresponding value x for each vertex of the central system is to
be computed. Values of x are obtained by solving a symetrical system of u
linear equations (u being the number of central systems) in form of

Ty Tz Xy eveerrnneaennenn x, | 1
1
Qll Q12 Q13 ................. Qlu ’_2—H1
1
Q21 Q22 Q23 ................. qu ?Hg
1
Qu1 Qu2 Qus Quu ?Hu
or in the clear form:
1
QX + Quaxs + Qg ovvvvnnin + Quux, = - H, and so on.
The elements of the coefficients table are: @;; = m;, n; being the number
of triangles in the it" central system, @;; = —1 if points i, j are neighbour-

ing central points, and @;; =0 if they are not. For each point which
does not form a vertex of a central system the corresponding value x
equals zero.

12*
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After the values x have been determined, we compute “correction of the
second phase” vy for each angle by substracting from the doubled value x
conferred upon the central point of the angle, the values & conferred upon
the points on the right and on the left arm of the angle, which may be
denoted briefly by the equation:

vy =2xc — T — Tp

Phase III. Fulfillment of sine equation

After the quantities of sine discripancies S = X log sin P— 2 logsin L
have been computed for each central point: P being right angles, L left
angles for an observer’s eye in the centre of the system, and based on the
velues of angles obtained in the phase II were compute a value y cor-
responding to the vertex of each central system.

We obtain the values y by solving the system of u linear equations
tabled below:

Yi Yz Yz - v evenns Yo | 1
RyReRyz « oo oo v v Ry, | S,
R21 R22 R23 -------- R2u 82
RyRoRg.. ... Rl S,
ie.
Ryyis +Rpoyas+Rizys ........ + Ry, y,=S; an so on

The meaning of symbols is as follows: R;; = Zr; the sum of "logaritmic
differences” in the i® central system (i.e. sum of increases of sine values
corresponding to 1°¢ increases of angle values). The value R;;= —2r;; is the
sum of logarithmic differences of angles of the observed sector i—j
with a negative sign if i, j are neighbouring central points, and zero
(R;; = 0) if they are not. For each point, which does not form a vertex of
a central system, the corresponding value y equals zero.

After all values of y have been determined, we compute, for each angle
of the net, a “correction of the third phase” vy, subtracting from the
value y conferred upon the point at the right arm of the angle the value y
conferred upon the point at the left arm of the angle, which may be
briefly expressed by the equation:

Um=Ypr — YL

An adjustment of a small independent net with the length of sides of
8 km order covering an area of about 30X40 km is presented to illustrate
numerically the described method.

It is adjusted according to the method of the least squares by the Geode-
sical State Enterprise. The root of square sums of observation deformations
divided by the number of supernumerary observations amounted to:
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according to the method of least squares. . . . my== 1,78
according to the approximate method . . . . my=% 1,82

The maximum deformations of the quantity of the angles observed amount-
ed to:

according to the method of the least squares . . 3,16¢, 3,07<
according to the approximate method . . . . 3,25¢, 3,24¢

The average value of differences between angle correction computed
according to the method of the least squares and that obtained according
to approximate method amounted to 0,2¢°¢, and the maximum value of those
differences amounted to 0,63, i.e. about 1/3 of mean error of observations.

The average value of difference in magnitudes of coordinates computed
according to two methods amounted to 1/2 cm, and the maximum one 2 cm.

To conclude the discussion the author stresses his not being an antagon-
ist of adjustment according to the method of the least squares, but on the
contrasy because of its supplying with most probable values of observation
corrections, look upon this method as the only one scientifically expounded.

In many cases, however, the economic reasons do not permit the method
of the least squares to be consistently applied. A part of condilional
equations is then neglected and the adjustment is carried out according to
(the method of the least squares with the minimum criterion encompassing
only the easy computable conditional equations (e.g. adjustment of nets
tied as independent nets, and fitting in the material obtained into
a system of junection points). The problem of adjustment is then not
a scientific problem — a search for a system of most probable values of
observation corrections; but turns into a scienti-technical problem —
a search for such values of corrections that the mathematic conditions be
fulfilled by corrected observations and the magnitudes of maximum
corrections, as to their absolute value, do not exceed the limits foreseen
for this type of work in appropriate technical instructions (i.e. for
instance tripled mean error calculated according to Ferrero’s formula).
In these cases, howerver, where the use of the method of the least squares
is not indispensable for adjustment of a given system, the application of
approximate methods — simple and inexpensive — seems more suitable
than applying the method of the least squares in a purely apparent charac-
ter, what happens when only a part of conditions is being adjusted exactly,
and the system obtained interlaced into the junction points.

Moreover, it should be borne in mind that the problem of adjustment
of "nearly errorles” nets — that is of nets allowing for the discripancies
of mathematical conditions to be treated as negligible quantities — will
grow more and more essential, for the number of nearly errorless” nets
will constantly increase as the surveying instruments will become more
and more perfect.



STEFAN HAUSBRANDT

DAS VERFAHREN DER NAHERUNGSAUSGLEICHUNG
IN ANWENDUNG AUF SELBSTANDIGE FLACHENNETZE

Zusammenfassung

Der Verfasser stellt eingangs fest, dass die fithrenden Herstellerfirmen
heutzutage Winkelmessinstrumente bauen, die eine sehr hohe Winkel-
messgenauigkeit erreichen lassen. In vielen Fillen kommt es daher vor,
dass man keine praktischen Griinde im Stande ist anzufiihren, die die
Zweckmassigkeit einer Ausgleichung der Beobachtungen nach der Methode
der kleinsten Quadrate rechtfertigen konnten.

Wenn namlich solche ,,fast fehlerfreie” Beobachtungsreihen vorhanden
sind, geniigen weniger strenge Bedingungen als [vv] = minimum, und
trotzdem erzielt man fast die gleichen Ausgleichungsergebnisse wie bei
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate. Hinzu kommt noch, dass
dann ohne Unterschied, sowohl beim strengen als auch angenidherten
Ausgleichungsverfahren das grundlegende Beurteilungsprinzip fiir die
Genauigkeit der Beobachtungen fast identische Resultate gibt. Das bezieht
sich insbesondere auf selbstindige Fliachennetze, also auf aus Zentral-
systemen zusammengesetzte Dreiecksnetze, die an keine Festpunkte an-
geschlossen sind (s. Bild 21).

Vor dem letzten Kriege gab es in Polen eine Vermessungsanweisung
des ehem. Ministeriums fiir Offentliche Arbeiten. Diese Anweisung sah
fir kleine freie Netze {aus einem einzelnen Zentralsystem bestehende
Netze) die Moglichkeit einer schrittweisen Ausgleichung vor, d. h. eine
Aufteilung der ganzen Ausgleichberechnung in mehrere Teilvorginge, die
nacheinander, in bestimmter Reihenfolge, bewiltigt werden. In jedem
Vorgang befasst man sich mit Netzbedingungen einer bestimmten Art.
Dieses Néherungsausgleichsverfahren wird im vorliegenden Beitrag vom
Verfasser in Anwendung auf grosse selbstindige Netze untersucht, also auf
Netze, die aus mehreren Zentralsystemen zusammengesetzt sind. Dem
Ausgleichungsprinzip koénnte man eine solche Wortfassung geben: Die
Ausgleichung ist in 3 Schritten auszufiihren, zwecks allméhlicher fort-
schreitender Verbesserung der Winkelwerte; beim ersten Schritt gilt es
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die Winkelsummenbedingungen zu erfiillen, beim zweiten Schritt handelt
es sich um die Erfiillung der Herizontbedingungen ohne dass dabei die
vorher erfiillten Winkelsummenbedingungen gestort werden, schliesslich—
beim dritten Schritt — wird die Erfiillung der Seitenbedingungen ange-
strebt, bei gleichzeitiger Berlicksichtigung der bereits vorher erfiillten
Winkelsummen — und Herizontbedingungen.

Verbesserungen, die verschiedenen Winkeln zugeschrieben werden,
welche eine gewisse Bedingung — in der sie auftreten — nicht erfiillen,
miissen absolut gleich sein. Die weitere notwendige Verbesserung eines
Winkels, welcher einer mathematischen Bedingung bereits Geniige leistet,
wird mittels gleich grosser Korrektionen entgegengesetzten Vorzeichens
rekompensiert, die den iibrigen, in der neuen Bedingung auftretenden
Winkeln hinzugefiigt werden.

Man kann den Beweis erbringen (s. Abs. 2), dass in Anlehnung an die
soében angefithrten allgemeinen Regeln der Ausgleichungsvorgang fol-
genden Verlauf nehmen wird.

I. Schritt. Erfiilllung der Winkelsummenbedingungen

In jedem Dreieck wird der Dreieckwiderspruch
F=2009—A—B—C

zu gleichen Teilen auf alle Winkel verstreut. (4, B, C bezeichnen die ge-
messenen Dreieckswinkel; bei ausgedehnten, grossen Netzen sind es die
auf die Referenzebene iibertragenen Winkelwerte). Man kann demnach
kurzerhand schreiben

1

—3—F

'UI—_-

wobei v; die Verbesserung im ersten Ausgleichungsschritt, hingegen F
den Winkelsummenwiderspruch des betreffenden Dreiecks bezeichnet.

II. Schritt. Erfiilllung der Horizontbedingungen

Fir jede Station des Zentralsystems wird der Horizontwiderspruch
H = 4009 — C; — Cy — .... — C, errechnet. Mit C;, C,....C,, wurden hier-
bei die Stationswinkel bezeichnet. Sie wurden im ersten Ausgleichungs-
schritt bereits verbessert. Es ist nun fiir jede Station des Zentralsystems
die ihr zugehorige Grosse x zu bestimmen. Zu diesem Zweck ist ein sym-
metrisches Gleichungssystem aufzuldsen, welches u lineare Gleichungen
enthilt (v Anzahl der Zentralsysteme):



184 Stefan Hausbrandt

Xy Xg XLy eveveevarienres X, 1
1
Qi Q2 Qi3 +vvvvvvvvvnt (A} _2-H1
1
Q1 Qo2 Qog «vcvvvvvvnnnn.. Qs 5 H,
1
Qu1 Qu2 Qu;; ............... Quu EH"

Dasselbe, in anderer Form geschrieben, wiirde lauten:
1
Qu Xy + le Xy + Q13 X3 P + Qru Ty = ‘2_ H1 UswW, usw.

Die Koeffiziententabelle setzt sich aus folgenden Daten zusammen:
Qi = m;, wobei n; gleich der Anzahl der Dreiecke im Zentralsystem i ist;
Qi; = — 1, wenn i und j zwei benachbarte Zentralsysteme bezeichnen;
Qi; = 0, wenn i und j nicht benachbarte Zentralsysteme sind. Die Grdsse x
ist gleich Null fiir jeden Punkt des Triangulationsnetzes, welcher nicht
Ecke eines Zentralsystems ist.

Nachdem die Gréssen x gefunden worden sind, werden fiir jeden Winkel
des Netzes die ,zweiten Verbesserungen’ (d. h. Verbesserungen aus dem
zweiten Ausgleichungsschritt) ermittelt, wozu die Beziehung

|'U”=2xc— Xy — x;l

verwendet wird. Hierbei gelten folgende Bezeichnungen:
vy = zweite Verbesserung; x¢ = der fiir den Scheitelpunkt des
Winkels giiltige x-Wert; x; = der fiir den auf dem linken Winkelarm

gelegenen Punkt giiltige x-Wert; xp = x-Wert fiir den auf dem rechten
Winkelarm gelegenen Punkt.

III. Schritt. Erfiillung der Seitenbedingungen

Zuerst wird der logarithmische Seitenwiderspruch fiir jedes Zentral-
system ermittelt. Also mit im II Schritt ausgeglichenen Winkeln rechnend.

S=2X1gsinP — Zlogsin L

wobei die Bezeichnung P und L die rechten bezw. linken Winkel bedeuten,
so wie sie fiir einen im Zentralpunkt stationierten Beobachter erscheinen.

Es sind nun die Werte y fiir jeden Zentralpunkt eines jeden Zentral-
systems zu bestimmen. Zu diesem Zweck wird ein symmetrisches lineares

Gleichungssystem von u Gleichungen aufgeldst. Dieses Gleichungssystem
kann dargestellt werden in Tabellenform:
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Y1 Yz Yz veeevnenennns Yu 1
Ry Rys Ryg evvvvvvvnnnn R, | S
R21 R22 R23 ............. R2u Sz
Ry Ry Ry covvvvvnnnnn. R, S,
bezw. voll entwickelt:
Ruy]_ + R12y2 + R13y3 4 -+ Rluy'u = Sl USW. Uusw.

Hierbei ist R;; = 3r;. Unter der Bezeichnung r; ist die logarithmische
Tafeldifferenz (z. B. fiir 1¢¢) fiir den Winkel i zu verstehen; R;; bezeichnet
demnach die Summe der Tafeldifferenzen im Zentralsystem i. Die Grosse
R;; = — Zr;;* hat ein negatives Vorzeichen, wenn i und j zwei benach-
barte Zentralpunkte darstellen. Wenn dieser Fall nicht zutrifft, dann ist
R;; = 0. Die Grdsse y ist gleich Null fir jeden Punkt der nicht Zentral-
punkt ist.

Nachdem alle y-Werte gefunden worden sind, bestimmt man fiir jeden
Winkel des Netzes die ,,dritte Verbesserung”, gemiss der Bezeichnung
und dhnlich dem Vorgang beim II Ausgleichungsschritt:

Vin=Ypr — YL

Als Zahlenbeispiel fiir dieses Verfahren wurde die Ausgleichung eines
selbstindigen Netzes angefiihrt, welches vorher nach der Methode der
kleinsten Quadrate durch eine geoditische Dienststelle ausgeglichen
worden war. Das Netz bestand aus Dreiecken mit durchschnittlich 8 km
langen Seiten und bedeckte ein Gebiet von ca 40 km Linge und 30 km
Breite.

Die Wurzel aus der durch die Anzhal der liberzdhligen Beobachtungen
dividierte Quadratsumme der Beobachtungsabweichungen ergab

nach der Methode der kleinsten Quadrate: m, = +1,78¢¢
nach dem Niherungsausgleichsverfahren: m/ = *1,82¢¢

Die Maximalwerte der Winkelverbesserungen erreichten den Betrag

nach der Methode der kleinsten Quadrate: 3,16¢¢, 3,07¢¢

nach dem Niherungsausgleichsverfahren: 3,25¢, 3,24cc,

Die Differenz zwischen einer bestimmten, nach den beiden Methoden
errechneten Winkelverbesserung, erreichte im Durchschnitt den Wert 0,2¢¢.
Der Maximalwert einer solchen Differenz betrug 0,63¢¢, d.i. ungefahr 1/,
des mittleren Beobachtungsfehlers. Die entsprechenden Koordinatendiffe-

. . 1 .
renzwerte betrugen: im Durchschnitt — 5 cm, im Grenzfall — 2 cm.
* R;ij = — 2'rjj ist die Summe der logarithmischen Sinuswerte jener Winkel, unter

denen die Strecke i—j beobachtet werden war.
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Abschliessend bemerkt der Verfasser, dass er keineswegs ein Gegner
der Methode der kleinsten Quadrate ist, ganz im Gegenteil, er betrachtet
sie als das einzig wissenschaftlich begriindete Verfahren, welches die
wahrscheinlichsten Verbesserungswerte zu den Beobachtungsdaten liefert.
In vielen Fillen sprechen jedoch wirtschaftliche Erwigungen gegen die
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate. Ein Teil der Bedingungs-
gleichungen wird dann vernachlédssigt und die Methode der kleinsten
Quadrate nur in Bezug auf diejenigen Bedingungsgleichungen angewandt,
deren Auflosung sich rechnerisch einfach gestaltet (z. B. das Ausgleichen
angeschlossener Netze als freie Netze, mit nachfolgender Einfiigung in die
Passpunkte). Das Ausgleichungsproblem hort damit auf ein wissenschaft-
liches Problem zu sein, mit der Aufgabe, einen bestimmten Satz wahr-
scheinlichster Verbesserungswerte zu liefern. Es wandelt sich in eine
wissenschaftlich-technische Frage um, wo solche Verbesserungswerte
gesucht werden, die die mathematischen Netzbedingungen erfiillen, wobei
aber gleichzeitig die Absolutgrdssen maximaler Verbesserungen den durch
Messvorschriften bezeichneten Grenzwert nicht iiberschreiten (z. B. kleiner
sein miissen als der dreifache, nach der Ferrero-Formel errechnete mittlere
Fehler). Solche Fille, wo die Anwendung der Methode der kleinsten
Quadrate nicht unbedingt notwendig ist, diirfte es zweckmissiger sein,
sie durch die einfacheren und billigeren Ndherungsmethoden zu ersetzen.

Es bliebe noch darauf hinzuweisen, dass das Problem der Ausgleichung
»fast fehlerfreier” Netze (d. h. solcher Netze, in denen die sich aus Be-
obachtungsdaten ergebenden mathematischen Widerspriiche vernachlés-
sigbarer Grossenordnung sind), mit der stetig steigenden Prézision der
Messinstrumente an Wichtigkeit stindig zunehmen wird.



SZABLONY DO ARTYKULU

Nowa metoda wyréwnania radialnej triangulacji instrumentalnej
Uwaga. W celu przystosowania szablonéw do uzytku, nalezy uprzednio
wycigé w nich odpowiednie pola, oprowadzone cienka linia.
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SZABLON NR 1
(DO FORMULARZA NR 2)

Wpisaé cotangensy katéw of, afy, &, &jy

w miejsca wskazane strzatkami _ -~ wzgle-

dnie — strzalkami -r (zaleznie od tego,

ktéry wiersz jest wolny), a nastepnie zsumowact

cotangensy wierszami, wpisujage sumy ctg (2)
w wiersze obok ich skladnikéw.



SZABLON NR 1la
(DO FORMULARZA NR 2)

" Czynnosci rachunkowe

10 . Il
f_> ' *\

/ 2 S ) -
A" 7 T
Q g t L J
A/ \\ J ]/ . \l
5 6 9 7 ' 8
5! 6I gl 7l . 8l

10' ' 1"’

operacje wynik
1.6 + 3.8 — 2.5 — 4.7
= 10
9
1.5+ 2.6 + 3.7 4+ 4.8 _ 1
9 - —
1.6’ -+ 3.8/ — 2.5' — 4.7
= 10’
9/ . bl
1.5’ + 2.6 + 3.7 + 4.8/
~ w

9I
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SZABLON NR 1b
(DO FORMATU NR 2]
Czynno$ci rachunkowe
3 . 4
operacje wynik
I e S L A
1.6 + 3.8 —25 —4.°7
L = 10
9 et
1
7 8 1.5+ 2.6 + 3.1 + 4.8 _ 1
———— 9 -
1.6/ + 3.8 — 25' =47
= 10’
9! -
1.5' + 2.6’ + 3.7 + 4.8/
7' , 8’ t = 1
9/ —
T
i P L ———
L §
0’ I/
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SZABLON NR 2
DO FORMULARZA NR 2

Whpisaé cotangensy katow 1, 2, 3, 4 w miejsca

wskazane strzaltkami _~, a nastepnie zsumo-

wacé cotangensy parami zgodnie ze wskazaniami
strzatek ¥



SZABLON NR 3
(DO FORMULARZA NR 2)

/ 2 PR
5 6 5 0 T
|2 ™)
3 4
e r J
, ol ]
0" , /!
A7
10’ ' 10
7! g }
g
7 9’
2° _
5
5’ 5’

Czynnosci rachunkowe
operacje wynik
. .8 —25—417
1.6 + 3.8 - 10
9 =Y
1.5 + 2.6 + 3.7 + 4.8 _ 1
9 —
16’ + 3.8 — 2.5 — 4.7
1.6 + _ 10’
9! -
15" + 2.6/ + 3.7 + 4.8’
1.5 + ;; - H{

Po zdjeciu szablonu obliczyé i wpisa¢ w miejsca
zakreskowane réznice wspéirzednych, tj. 10—10’
ill—11",



SZABLON NR 4
(DO FORMULARZA NR 2)

Czynno$ci rachunkowe

10

operacje wynik

16 + 3.8 —- 25— 4,
+ 5 — 4.7 - 10
9 —_—

5 +26 -+ 3.7+ 4
1.5 + 2.6 + 4.8 - 1
9 —

.61+ 3.8 — 25" — 4.7

1.6 2 - 100
9/ —_—
1.5 + 2.6’ + 3.7' 4 4.8/ 11!
9 —_
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