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Zagadnienie ekonomii pracy przy wyroéwnaniu sieci
geodezyjnych metodg spostrzezen posredniczgcych

Wyrdéwnanie sieci geodezyjnej polega na nadaniu wspotrzednym przybli-
zonym punktéw takich poprawek wyréwnawczych, przy ktorych wysta-
pieniu poprawki obserwacji speinig warunek:

w
mm

= min.

Poprawki te uzyskuje sie na drodze rozwigzania zespotu rownan bledéw
obserwacji wystepujagcych w sieci: rownan biedow katéw, diugosci oraz
wspotrzednych punktéw dowigzania sieci.

Zespot réwnan btedoéw sprowadzamy do réwnowaznosci doktadno$ciowej
przez podzielenie kazdego rownania przez przyjety btad Sredni obserwacii.
Taki zesp6t rownan btedéw po podniesieniu do kwadratu daje zespét réw-
nan normalnych, ktéry mozna rozwigza¢ w sposob jednoznaczny i spet-
niajagcy warunek minimum, wymieniony wyzej. Rozwigzanie réwnan nor-
malnych polega na obliczeniu elementéw tabeli wtérnej — pierwiastka
krakowianowego tabeli tych réwnan.

Powyzszego krotkiego streszczenia opisu postepowania wyréwnawcze-
go nie popieram zamieszczeniem uzywanych wzoréw, poniewaz nie jest to
istotne dla niniejszego opracowania. Ze szczeg6tami dotyczacymi metody
posredniczacej wyrOwnania moze sie czytelnik spotka¢ w ksigzce Prof.
Hausbrandta ,,Rachunki Geodezyjne”.

Nastepujace cechy rachunku sg istotne dla zagadnienia ekonomii obli-
czen:

1. W tabeli réwnan normalnych ilos¢ wspotczynnikéw niezerowych

(nieréwnych zero) przy niewiadomych jest dla danego zespotu zaw-
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sze ta sama i niezalezna od kolejnosci niewiadomych, natomiast za-
lezny od kolejnosci niewiadomych jest spos6b rozmieszczenia tych
wspotczynnikow.

2. W tabeli wtornej ilos¢ i rozmieszczenie wspdétczynnikow niezerowych
jest zalezna od iloSci i rozmieszczenia wspdtczynnikdw niezerowych
w tabeli rownan normalnych.

Whynika stad, ze dla danego zespotu obserwacyjnego ilos¢ i rozmieszcze-
nie wspolczynnikow niezerowych w tabeli wtdrnej zalezy tylko od roz-
mieszczenia Wspotczynnikdw niezerowych w tabeli rownan normalnych —-
przyjetej w rachunku kolejnosci niewiadomych.

Wiasciwe projektowanie kolejnosci niewiadomych w réwnaniach nor-
malnych (réwnaniach bteddéw) pozwala na ograniczenie do minimum ilosci
wspotczynnikow niezerowych w tabeli wtérnej oraz na takie ich rozmiesz-
czenie, aby ilos¢ koniecznych do wykonania przy obliczeniu tabeli wtérnej
dziatan rachunkowych osiggata minimum.

W dalszej czesci pracy za podstawe sgdu o ekonomii rozwigzania row-
nan normalnych przyjmiemy niezbedng do wykonania przy obliczaniu ta-
beli wtornej ilos¢ rownowaznych sobie dziatan rachunkowych J. Za dzia-
fania rownowazne pod wzgledem ekonomicznym uwazaé bedziemy: mno-
Zenie, dzielenie, pierwiastkowanie i podnoszenie do kwadratu. W rzeczy-
wistosci pierwiastkowanie jest bardziej pracochtonne od mnozenia i dzie-
lenia, ale podczas obliczania tabeli wtdrnej wystepuje tgcznie z podnosze-
niem do kwadratu — mniej pracochtonnym. Inne czynnosci rachunkowe
zaniedbujemy ze wzgledu na ich matg pracochtonnosc.

Najbardziej ekonomiczne rozwigzanie tabeli wtérnej wynikajace ze spo-
sobu zestawienia réwnan normalnych, uzyskujemy przy spetnieniu dwu
warunkow:

1. Hos¢ wspdtczynnikdéw niezerowych w tabeli wtdrnej winna by¢ jak

najmniejsza.

2. Wspdbtczynniki niezerowe winny by¢ mozliwie réwnomiernie roz-
mieszczone wzdluz gtdwnej przekatnej i mozliwie w poblizu niej —
kolumny wspétczynnikowe winny by¢ mozliwie najnizsze.

Oba powyzsze warunki sa bardzo wazne i najwlasciwsze rozwigzanie
mozna uzyska¢ jedynie na drodze rozsadnego ustalenia ich wzajemnego
oraz facznego wptywu na tabele. Utatwieniem w projektowaniu kolejnosci
niewiadomych jest fakt, ze w wiekszosci wypadkéw wymienione warunki
nie sg ze sobg sprzeczne i ze dazenie do spetnienia jednego z nich, na ogdt
zbliza nas do spetnienia réwniez drugiego.

Dalsza cze$¢ opracowania ma za zadanie podaé sposob projektowania
kolejnosci niewiadomych i Srodki za pomocag ktérych mozemy spetni¢ po-
stawione warunki. W celu unikniecia nieporozumief podkre$lam, ze nie
bedg to gotowe recepty dla kazdego wypadku, a jedynie pewne zasady po-
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stepowania, ktore we wihasciwy sposdb moze wykorzysta¢ rachmistrz o du-
zym doswiadczeniu w zestawianiu zespotéw réwnan.

Dla sieci o ksztatcie regularnym kolejno$¢ niewiadomych, odpowiadajgca
spetnieniu postawionych warunkow jest stosunkowo tatwa do wyznaczenia,
natomiast w wypadku wyrdéwnania sieci nieregularnej (np. sieci triangu-
lacji wypetniajacej) zadanie komplikuje sie i daje sie rozwigza¢ w praktyce
jedynie w przyblizeniu, droga kolejnych prob. Nie uzyskujemy wiec na
0g6t rozwigzania najbardziej ekonomicznego a jedynie spos$réd kilku wa-
riantow kolejnosci niewiadomych, mozemy wybra¢ najlepszy. Aby jednak
wiasciwie zaprojektowaé¢ warianty kolejnosci niewiadomych w tabeli, na-
lezy opiera¢ sie na znajomosci cech charakterystycznych, dotyczacych
zwigzkéw miedzy strong geometryczng sieci a tabelg réwnan normalnych
i Swiadomie te zwiagzki wykorzystywag.

Zastepujac symbolem X wspétczynnik niezerowy tabeli réwnan normal-
nych, uktadamy dla poszczeg6lnych wariantéw kolejnosci niewiadomych
rébwnania normalne. Kazdy X powstaje jako wynik mnozenia kolumn
wspétczynnikowych tabeli rownan bitedow obserwacji odpowiadajacych
niewiadomym — poprawkom wspétrzednych punktéw bezposrednio po-
wigzanych obserwacjami. Kolumny tabeli réwnan bledéw odpowiadajgce
punktom niepowigzanym ze sobg bezposrednio obserwacjami w wyniku
mnozenia dajg 0.

W mysl powyzszej symboliki rownania normalne dla siatki Nr 1 wygla-
dajg nastepujaco:

SIEC NR

"2bh LS

X IXXIX X

Na rysunku punkty state oznaczono tréjkatami, natomiast punkty wy-
znaczane — kétkami. W tabeli rownan normalnych obwiedzione linig gru-
ba sa wspdtczynniki odpowiadajace co do potozenia wspdtczynnikom zero-
wym tabeli wtdrnej.

Jak juz nadmienitem wyzej, ocena pracochtonnosci obliczenia pierwiast-
ka krakowianowego najlepiej moze by¢ oddana przez wyrazenie jej w licz-
bie dziatai J niezbednych do wykonania. W zwigzku z tym celowe jest
podanie metody szybkiego okre$lenia dla danego uktadu obserwacyjnego
i danego zestawienia kolejnosci niewiadomych wielko$ci -J.

llo$¢ dziatan koniecznych do wykonania przy obliczaniu wspétczynnika
znajdujacego sie na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny jest réwna
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ilosci  wspotczynnikdéw niezerowych n znajdujacych sie powyzej i-tego
wiersza (wigcznie z nim) w nizszej z kolumn i-tej wzglednie j-tej.

Dla okre$lenia ilosci dziatann koniecznych do obliczenia wszystkich,
wspodtczynnikéw niezerowych danej kolumny j mozna wypisa¢ na pasku
papieru w kolumnie szereg liczb naturalnych od 1 do n (n wieksze od naj-
wiekszej ilosci wspdtczynnikow w kolumnie pierwiastka). Pasek ten przy-
ktadamy do wszystkich kolumn poprzedzajgcych j-tg nie wyzszych od niej
(ktorych najwyzsze wspotczynniki niezerowe lezg nie wyzej niz najwyz-
szy wspotczynnik niezerowy j-tej kolumny) w sposéb zilustrowany na ry-
sunku 69 i odczytujemy poszczeg6lne wielkosci J na pasku obok wspot-
czynnika lezacego na przekatnej gtdwnej a nastepnie sumujemy je. Po
okresleniu ilosci dziatann koniecznych do obliczenia j-tej kolumny poste-
powanie to przeprowadzamy dla kazdej nastepnej sumujac na maszynie
w dalszym ciggu poszczeg6lne wielkosci J.

Aby przyspieszy¢ obliczanie ilosci dzia-
tan wypisujemy na pasku papieru w pod- ( J
waéjnych odstepach w kolumnie szereg -
liczb odpowiadajgcych wielkosci J konie- l
cznych do obliczenia czworek wspétczyn-
nikdw lezacych na przecieciu par wierszy
i kolumn odpowiadajgcych odpowiednio 77 {
parom poprawek wspotrzednych jednego
punktu. Jesli za n przyjmiemy ilo$¢ wspot-
czynnikbw w kolumnie j-tej wzglednie
I-tej, to dla obliczenia wspotczynnikow
lezacych na przecieciu wierszy ij z kolu-
mnami kI wykorzystamy dla okres$lenia
ilodci koniecznych do wykonania dziatan,
wzor:

J=2 4n — 2
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Na pasku papieru wypiszemy szereg liczb spetniajacych powyzszg zalez-
no$¢ dla kolejnych parzystych wielkosci n. Powyzszy szereg liczb wyko-
rzystujemy w sposob podobny do zilustrowanego uprzednio, ale odnoszacy
sie od razu do czworek wspotczynnikow.
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Dla okreslenia ilosci dziatan koniecznych do wykonania przy obliczeniu
wspbtczynnikdw na przekatnej gtéwnej i bezposrednio z nimi sgsiaduja-
cych aa aij wykorzystujemy wzor:

J—2m— 1) +n=3n—2

gdzie n odpowiada ilosci wspétczynnikdéw w j-tej kolumnie.

Szereg liczb spetniajgcych ostatnig zaleznos¢ dla kolejnych parzystych n,
zestawiamy réwniez w kolumnie na skrawku papieru i wykorzystujemy
przez przyktadanie bezposrednio do kolumny j-tej i odczytanie wielkosci J
obok wspotczynnikéw kolumny i oraz j lezacych na przekatnej gtownej.
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Przystepuje obecnie do wyjasnienia zasad postepowania przy projekto-
waniu.

Wskazowka Nr 1

Punkty powigzane bezposrednio obserwacjami winny nastepowac¢ po so-
bie w tabeli w minimalnych odstepach.

Na przyktadzie siatki Nr 2 moze sie czytelnik zorientowa¢ w sposobie
projektowania kolejnosci niewiadomych. Dla utatwienia $ledzenia zwigzku
miedzy ksztaltem sieci a kolejnoscig niewiadomych w tabeli, podzielitem
sie¢ dla kazdego wariantu na zespoty punktéw. Punkty poszczegblnych ze-
spotdéw wystepuja w tabeli w kolejnosci zgodnej z numeracjg zespotow (cy-
fry rzymskie). Analiza uzyskanych wynikdéw pozwala wnioskowaé, ze wa-
rianty A i B sg duzo lepsze od wariantow C i D, pomimo wykorzystania we
wszystkich czterech wskazowki Nr 1. To dowodzi ze nie jest obojetne, w
jaki sposéb podzielimy sie¢ na zespoty punktéw i konieczne jest stosowa-
nie sie do dalszej wskazowki.
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Wskazéwka Nr 2

Zespoty punktéw winny nastepowac po sobie w kierunku w ktérym sieé
jest ,,dtuzsza”.

Przez okres$lenie ,,dtuzsza” rozumiem tu wiekszg iloS¢ punktow wyste-
pujacych w sieci na danym kierunku niz na jakimkolwiek innym, przy
w przyblizeniu jednakowym powigzaniu celowymi wszystkich punktow
W sieci.

W wypadku gdy w sieci triangulacyjnej wystepujg dtugie celowe, prze-
chodzace przez kilka tréjkatow, nalezy szczegdlng uwage zwréci¢ na umie-
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szczenie punktéw zwigzanych tymi celowymi mozliwie w poblizu siebie
w tabeli, co moze spowodowac inny, niz by mégt wynika¢ ze wskazowki
Nr 2, podziat na zespoty. Poniewaz powyzsze wywody majg charakter
wskazowek praktycznych niepopartych rozwazaniami natury teoretycznej,
stusznym wydato mi sie poréwnanie wynikow uzyskanych przy wykorzy-
staniu podanych wskazowek z wynikami uzyskanymi przez jedno z przed-
siebiorstw. W tym celu poréwnatem pracochtonno$¢ rozwigzania sieci obli-
czonych przez to przedsiebiorstwo (sieci Nr Nr 3, 4) z pracochtonnoscig
wiasnego rozwigzania. Niewatpliwie rachmistrze przedsigbiorstwa postu-
giwali sie jakimi$ okreslonymi zasadami przy uktadaniu réwnan, majgc na
wzgledzie efekt ekonomiczny, jednak zasady te nie zostaty nigdzie opu-
blikowane i wobec tego ich tre$¢ nie byta mi znana. Z analizy rozwigzan
przedsiebiorstwa wyniklo, ze stosowana byta zasada pokrywajaca sie z po-
dang wyzej wskazowka Nr 1, natomiast brak w rozwigzaniu jakiejkolwiek
zasady zblizonej w tresci do wskazowki Nr 2. RoOwniez w rozwigzaniu
przedsiebiorstwa nie zwrdcono uwagi na ujemny wplyw niewtasciwego
umieszczenia w tabeli punktéw potagczonych diugg celowg (punkty Nr Nr
5 31, 12). W rezultacie rozwigzanie przedsiebiorstwa dla sieci Nr 3 jest
0 ok. 7% bardziej pracochtonne od rozwigzania opartego 0 wyzej wymie-
nione wskazowki (okoto 1 300 dziatan rachunkowych wiegcej).
Porownanie wynikow rozwigzania sieci Nr 4 wskazuje na niewyzyskanie
przez pracownikéw przedsiebiorstwa korzystnego rozmieszczenia punktow

statych — nieuzmiennionychl). Przy wystepowaniu w sieci punktéw sta-
tych nieuzmiennionych mozna dla utatwienia w projektowaniu kolejnosci
niewiadomych wykona¢ szkic sieci z umieszczeniem tylko punktow wy-
znaczanych i obserwacji taczacych te punkty z pominigciem punktéw sta-
tych i obserwacji opartych o nie. Na szkicu takim sie¢ Nr 4 przyjrwe po-

) Przyjetych za bezbtedne.
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sta¢ jak na rysunku 71, co stawia w innym Swietle sposéb podejscia do
zaprojektowania kolejnosci niewiadomych.

Przy wyrdwnaniu sieci z podziatem na grupy wg metody Pranis-Pranie-
wicza bardzo utrudnione a czestokro¢ niemozliwe jest przyjecie kolejnos-
ci niewiadomych odpowiadajgcej ekonomicznemu rozwigzaniu. Dzieje sie
to wskutek narzuconego zgéry warunku, aby punkty wigzace znajdowaty
sie na koncu tabeli. Wynika stad, ze zaprojektowanie podziatu na grupy
przy wyréwnaniu metoda Pranis-Praniewicza powinno by¢ przeprowadzo-
ne z uwzglednieniem ekonomii rozwigzania uktadow réwnan poszczego6l-
nych grup.
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Rys. 72

Zastosowanie podziatu na grupy wg wariantu a (rys. 72) nie wydaje sie
stuszne ze wzgledu na duzg trudno$¢ wi ekonomicznym zestawieniu kolej-
nosci niewiadomych w grupie Srodkowej. Droge do poprawienia podziatu
wskazuje wariant b, ktéry jednak powoduje zmniejszenie sie grup przy
jednoczesnym zwigkszeniu ilosci punktow wigzacych. Najwiasciwszym
rozwigzaniem jest wariant ¢, ktory pozwala zaprojektowac kolejnos¢ nie-
wiadomych stosunkowo ekonomicznie.

Dla sieci wydtuzonych sposéb podziatu na grupy jest zalezny od wyma-
ganej ilosci punktow w grupie oraz od szerokosci sieci (w sensie ilosci pun-
ktow wystepujacych na kKierunku poprzecznym). Podziat na grupy zamiesz-

czony na rysunku 73a — mozna uwfaza¢ za stuszny w wypadku, gdy
nie jest wieksze od 0,7 (przy jednakowo gestym rozmieszczeniu punktow
w sieci oraz jednakowym w przyblizeniu powigzaniu obserwacjami). W
wypadku przeciwnym nalezy zastosowa¢ powiekszenie srodkowej grupy
wzglednie zastosowa¢ podziat wskazany na rysunku 73bc.

Ogolnie wydaje sig, ze bardziej celowe z punktu widzenia ekonomii roz-
wigzania jest dzielenie sieci na grupy promieniscie ze zbiegiem linii po-
dzialu w jednym punkcie wpoblizu $rodka sieci, wzglednie na linii prze-
biegajacej wzdtuz osi sieci, anizeli na pasy krojace sieC. Nalezy przy tym
/.wraca¢ uwage na to, by nie stosowac zbyt waskich wycinkéw (aby odle-
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gto$¢ od punktu wybranego na granicy sieci do kazdego z punktéw wig-
zacych danej grupy byta w przyblizeniu réwna). Podziat na pasy mozna
z powodzeniem stosowaé jedynie w sieciach wydtuzonych o $rednicy ma-
tej w stosunku do wymaganej wielkoSci grup.
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Rys. 73

Znacznie fatwiejsze do rozwigzania niz dla sieci triangulacji wypel-
niajacej jest zagadnienie ekonomii wyrdwnania sieci poligonizacji precy-
zyjnej. Rozpatrze je na kilku typowych przyktadach sieci.

Analizujgc rozwigzania dla ciggu zamknietego dochodzimy do wniosku,
ze obydwa warianty a i b sg jednakowo korzystne pod wzgledem ilosci
dziatan natomiast ze wzgledu na zestawianie réwnan bledéw wygodniej-
sze jest stosowanie wariantu a.

Wyniki analizy sieci o dwu oczkach przekonujg nas o zdecydowanej wyz-
szosci wariantu a nad wariantem b. Podobny wniosek mozemy wyciggna¢
z analizy sieci o czterech oczkach z punktem centralnym (sie¢ Nr 7) oraz
sieci 0 trzech oczkach (sie¢ Nr 8).
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Ogolnie mozna wyciggna¢ wniosek, ze dotychczas na og6t stosowana przy
wyréwnaniu sieci poligonowych numeracja niewiadomych dla zamieszczo-
nych typéw byta stuszna (warianty a). Nalezy jednak zwréci¢ uwage na
celowos$é przeprowadzenia analizy pracochtonnosci w wypadku wyréwny-
wania sieci poligonowych o innym — bardziej skomplikowanym uktadzie
cczek.

Przedstawiona w niniejszym opiacowaniu metoda projektowania kolej -
nosci niewiadomych w tabeli rownan normalnych, jak wykazata praktyka
autora w postugiwaniu sie nia, daje duze oszczednosci w czasie obliczania
tabeli wtdrnej. Zestawienie jednego wariantu dla zespotu 100 réwnan nic
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zajmuje tacznie z obliczeniem pracochtonnosci wariantu wiecej niz | godz.
czasu. Dla wykwalifikowanego rachmistrza o duzej praktyce w zestawianiu
réwnan wystarczy utozenie 2 — 3 wariantéw aby najlepszy z nich mozna
bylo uwaza¢ za dostatecznie dobry pod wzgledem ekonomicznym.

Oczywiscie kazdy nastepny wariant nalezy uklada¢ nie w oderwaniu
od poprzednich a po uprzednim przeanalizowaniu popetnionych w ich pro-
jektowaniu btedéw, powodujacych zwiekszenie pracochtonnosci rozwig-
zania.
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BOVIUMEX AHYLL

MPOBNIEMA 3KOHOMUW  TPYJA TMPW YPABHWBAHVW TEOLE3WN-
YECKMX CETEM METOAOM MNOCPEACTBEHHbLIX HABAKOAEHNN

Pe3tome

Mpn ypaBHMBaHUM reOAE3NYECKUX CeTeil N0 MeTody MNOCpPeACTBEHHbIX
HabNIOLEHNIA KOMIMYECTBO TpyAa MNpW  BbIYUCIIEHUM KPAKOBAHOINO KOPHA
TabnMUbl HOPMa&/bHbIX YPaBHEHWIA 3aBUCMT OT paHee MpPUHATON o4epes-
HOCTVM HeuM3BeCTHbIX B Tabnuue ypaBHEHWMM OLUIMOGOK HabGMHOAEHWIA.

MpoeKTMpoBaHMe Hadnexalleli 04epefHOCTU HEW3BECTHbIX /lyylle BCEro
BECTM OCHOBbIBAsICb Ha 3HAKOMCTBE 3KOHOMWUYECKMX KPUTEPUEB W CBA3M
MeXJy HUMU W FeOMeTPUYecKoin (opmoin ceTn. BblweynomsHyTble Kpu-
Tepuy MO3BOMISKOT BbIYUC/IUTL KPAKOBAHOBBIA KOPEeHb MpU MUHUMaSIbHOM
ymcne BbIYUCAUTENbHBLIX AeNCTBUI

1. Uncno HeHyneBbiX (He paBHbIX HY/O) KO3(PULMEHTOB MNPU HEMN3-
BECTHbIX B Tab/nLEe KPaKOBSHOrO KOPHA [O/MKHO ObiTb HaVMeHb-
LNM.

2. HeHyneBble KO3(WMUMEHTbI LO/MKHbI ObITb, MO Mepe BO3MOXXHOCTMU,
pPaBHOMEPHO pa3MeLleHbl BAONb [NaBHOW AuaroHanavM W, no BO3-
MOXHOCTW, B6/MM3N Hes. YTOObl YyKasaHHble KpuUTepuu UCMON-
HUINCb, CNeayeT HensBeCTHble, 6ecnocpeACTBEHHO CBSI3aHHbIE
mexay co60i HabnwaeHuAMM, pasMeLlaTb BO3MOXHO 6vke cebs
B Tabnuue ypaBHeHWI OLIMGOK

My6nvkauma [aet npaKTUYECKMe YKasaHWs OTHOCUTENIbHO MPOEKTUPO-
BaHWS O4YepefHOCTM HeWU3BECTHLIX W WAMOCTPUPYET Ha MpuMepax KX
NCMNOMb30BaHME W 3PPEKT, BbIPKAOWMIACA YMCIOM  BbIYUCIUTENbHBIX

AECTBUIA.
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THE PROBLEM OF LABOUR ECONOMY IN THE ADJUSTMENT Ob
GEODETICAL NETWORKS BY THE METHOD OF INTERMEDIATE
OBESRVATIONS

Summarv

When geodetical networks are adjusted by the intermediate method the
amount of labour to be performed while computing the cracovian root of
the table of normal equations depends on the previously accepted order of
unknowns in the table of equations of errors of observations. We may pro-
ject the order of unknowns most easily when we know the criteria of an
economical solution and the relation between these and the geometrical
side of the network. These criteria allow the cracovian root to be compu-
ted with a minimum number of computative operations.

1. The number of non-zero coefficients (not equal to zero) by the un-
knowns in the table of the cracovian root should be as little as po-
ssible.

2. Non-zero coefficients should preferably be evenly distributed along
the main diagonal and possibly close to it.

To meet these criteria the unknows directly connected by observations
should be possibly close to each other in the table of equations of errors.
The present elaboration gives some practical guidance on the projection
of the order of unknowns and illustrates their application and the effect as
expressed in the number of computative operations.
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