STEFAN HAUSBRANDT 526.5:512.52,

Pewien sposéb interpolacyjnego obliczania funkcji
dwé6ch zmiennych (Interpolacja czteropunktowa z poprawkami)

WSTEP

W wielu rachunkach geodezyjnych, w ktéorych zachodzi potrzeba
czgstokrotnego obliczania wartosci funkcji dwdch zmiennych F(uv),
celowe jest korzystanie z gotowej tabeli liczbowej wartosci jakie przy-
biera ta funkcja dla okreslonych réwnoodlegtych wartosci argumentéw
uv i obliczanie wartosci funkcji na drodze interpolacyjnej. Takie poste-
powanie ma zalete zupelnej ogélnosci: rachmistrz bowiem rozwigzujacy
przy pomocy interpolacji zadania liczbowe o bardzo réznorodnej tresci
matematycznej, wynikajgcej z réznorodnosci postaci funkcji F(uv), zostaje
tu zwolniony od potrzeby wnikania w posta¢ zwigzkow funkcyjnych
i od potrzeby studjowania coraz to innych szczegdélow techniki
rachunkowej.

Zachodzi tu oczywiscie zupelna analogia do przypadku korzystania
z najprostszej formy interpolacji: interpolacji liniowej przy postugiwaniu
si¢ tablicami logarytméw czy tablicami wartosci funkcyj trygono-
metrycznych.

Uzytkownik tych tablic czestokro¢ nie zdaje sobie sprawy z tego,
jakie rachunki potrzebne byly do zestawienia uzywanego przezen zbioru
tabelarycznego, pomimo tego jednak zupelnie prawidiowo i szybko
rozwigzuje on zadania obliczenia poszukiwanej wartosci logarytmu czy
funkcji trygonometrycznej dla zadanej wartosci argumentu, opierajgc sie
wylacznie na pojeciu interpolacji. O ile jednak w dziedzinie funkcji
jednej zmiennej, jak np log x, czy sin x, potrzeba abstrachowania
w rachunku praktycznym od matematycznej tresci zadania i postugi-
wanie si¢ interpolacja zostalty juz oddawna uznane za sluszne, o tyle
w dziedzinie funkcji dwoch (czy wiecej) zmiennych stosunkowo rzadko
rachunek liczbowy idzie po linji najekonomiczniejszej: wykorzystania
gotowego zbioru liczbowego wartosci funkcji i znajdowania wartosci
tej funkcji, odpowiadajgcej zalozonym wartosciom argumentoéw, przez
postepowanie interpolacyjne. Jako typowe przyklady komplikowania
rachunku liczbowego przez wyrzeczenie si¢ rachunku interpolacyjnego
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shuzy¢ moga wszystkie niemal rachunki z dziedziny geodezji wyiszej
i kartografii matematycznej ujete klasycznie, ktére zmuszaja rachmistrza
do postugiwania sie schematami narzucajagcymi skomplikowany tok
obliczen i nie pozwalajacymi nawet na zorientowanie si¢ w mysli prze-
wodniej prowadzonego rachunku.

Zdaje mi sie ze jednym z gtéwnych powodéw matego rozpowszechnie-
nia interpolacyjnego obliczania wartosci funkcji dwoch (i wigcej) zmien-
nych jest nieustalenie typowej postaci takiego rachunku, ulatwiajgcej
jego proste i skontrolowane przeprowadzenie, w odréznieniu od inter-
polacji funkcji jednego argumentu gdzie taka typowosé znalazla pelny
wyraz w zasadzie zageszczania tabeli funkcyjnej do liniowosci i trady-
cyjnego podawania tabelek ,partes proportionales”. Drugim powodem
niepopularnosci rachunku interpolacyjnego w dziedzinie funkcji dwéch
argumentéw jest niewatpliwie ta okoliczno$¢, ze prace pionierskie w tej
dziedzinie oparte byly na wzorach interpolacji réznicowej — bardzo
niefortunnych pod wzgledem przejrzystosci i mato ekonomicznych
w rachunku liczbowym.

W niniejszej pracy opisane bedzie postepowanie interpolacyjne dla
obliczania wartosci funkcji dwoch argumentéw, ktére nazywamy dalej
»interpolacja czteropunktowa z poprawka” i ktére, jak sie zdaje, mogto
by z korzyscig by¢ przyjete jako typowa posta¢ interpolacji funkcji
dwoéch argumentéw z regularnej tablicy funkcyjnej. Rozumiemy przez
to ze uwazalibySmy za korzystne przyjac zasade, iz zbiory tabelaryczne
tabelaryzujace wartosci funkcyj dwoéch argumentéw dla celé6w rachunku
praktycznego, winny by¢ opracowane tak, aby byly przygotowane do
opisanej dalej interpolacji czteropunktowej z poprawka.

Jak widaé z tego, co byly dotychczas powiedziane, zagadnienie ktére
chcemy dalej omawia¢ jest zaro6wno zagadnieniem techniki rachunkowej
jak i zagadnieniem matematyki stosowanej. Z jednej bowiem strony
musimy tu opisa¢ uklad tabel i technike rachunku w projektowanym
postepowaniu interpolacyjnym, z drugiej strony musimy przeprowadzié¢
analize dotyczaca podstaw teoretycznych postgpowania i osiggalnej
dokladnosci wynikow.

Jakkolwiek pojeciowo analiza teoretyczna jest oczywiscie wazniejsza
od techniki rachunkowej; jednak w pracy podamy najpierw opis pro-
jektowanego postepowania interpolacyjnego i przyklady liczbowe, za$
rozwazania teoretyczne przeniesiemy do drugiej czesci pracy. Taki ukiad
materialu z jednej strony pozwoli lepiej oceni¢ prostote interpolacji
czteropunktowej, z drugiej strony ulatwi korzystanie z pracy temu czy-
telnikowi ktérego wywody matematyczne nie interesuja a ktéry chciat
by wytlacznie pozna¢ strone techniczno-rachunkowgq. Czytelnik natomiast,
pragnacy zapozna¢ sie tylko ze strong pojeciowa, zechce przeczytaé
i pierwsza cze$¢ pracy, gdyz podane w niej beda oznaczenia i opis
przebiegu postepowania interpolacyjnego.
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CZESC 1 (PRAKTYCZNA)

Opis czynnos$ci zwiazanych z interpolacja czteropunktowa
i przyklady liczbowe

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia i nazwy:

u zmienna kolumnowa, tzn. ta zmienna niezalezna (,argument”) ktérej
kolejne wartosci wypisane sa w kolumnie nagtéwkowej tabeli funk-
cyjnej,

v zmienna wierszowa, tzn. ta zmienna niezalezna (,argument’) ktorej
warto$ci wypisane s3 w wierszu nagléwkowym tabeli funkcyjnej,

F funkcja zmiennych u i v, ktérej wartosci wypisane sg w tabeli, przy-
czym warto$¢ jaka przybiera funkcja dla wartosci zmiennych wymie-
nionych w i-tej kolumnie i j-tym wierszu napisana jest na przecieciu
i-tej kolumny i j-tego wiersza. Oznaczenie to ilustruje schemat:

UN\V..... Vo Vi Vs Vg Vi ...

uo lllll Foo -F]o on Fso F40 uuuuu (l)
Uy | veees Foy Fy Fy Fy Fy .

S B B Pa P Hn  swos

us lllll F03 F‘s Fzs Fss Fds QQQQQ

W szczegé6lnosci naprzyklad podana na nastepnej stronie tablica, jest

tablica funkcyjna funkcji dwéch zmiennych, przy czym wartos¢ tej funk-
cji dla wartosci zmiennej kolumnowej 20 i wartosci zmiennej wierszo-
wej 30 wynosi 779.
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) K1 I S 287 552 917 1382 .....
20 | .ooen 489 779 1169 1659 ..... (2)
30 |..... 791 1106 1521 2036 .....
40 |..... 1193 1533 1973 2513 .....

R B I R I R R LR A R Y LI

Przyjmujemy dalej nastepujgce oznaczenia i nazwy:

k ulamek interpolacji w kolumnach, to znaczy stosunek réznicy miedzy
tag wartoscig zmiennej kolumnowej, dla ktérej przeprowadzamy inter-
polacje i najblizsza do niej mniejsza warto$cig zmiennej kolumnowej
wypisana w kolumnie nagléwkowej tablicy do stalej réznicy tablico-
wej dla zmiennej kolumnowej (z reguly ta ostatnia réznica wynosi
wielokrotno$é 10, a w naszym przykladzie 10).

w ulamek interpolacji w wierszach, to znaczy stosunek réznicy miedzy
ta warto$cig zmiennej wierszowej, dla ktérej przeprowadzamy inter-
polacje i najblizsza do niej mniejszag warto$cia zmiennej wierszowej
wypisang w wierszu nagléwkowym tablicy do statej réznicy tablico-
wej dla zmiennej wierszowej.

I tabliczka interpolacyjna, to znaczy czteroelementowa kwadratowa liczba
zespolowa, zawierajgca w pierwszym wierszu iloczyn speinienia utamka
interpolacji kolumnowej do jednosci przez speinienie utamka interpo-
lacji wierszowej do jednosci, oraz iloczyn spelnienia ulamka interpo-
lacji kolumnowej do jednosci przez ulamek interpolacji wierszowej,
za$ w drugim wierszu iloczyn ulamka interpolacji kolumnowej przez
spelnienie ulamka interpolacji wierszowej do jednosci, oraz iloczyn
ulamka interpolacji kolumnowej przez ulamek interpolacji wierszowej.
Tabliczka interpolacyjna, ktérg oznacza¢ bedziemy literg I, ma wigc

postac:

1—Kk01—w) 1—kw

k(1—w) kw =1 ®)

Zestawi¢ jg do rachunku najwygodniej piszqgc pod postaciq kolumny
nagiéwkowej spetnienie utamka interpolacyjnego w kolumnach do jed-
nosci oraz utamek interpolacji w kolumnach, oraz pod postaciq wiersza
nagiéwkowego speinienie utamka interpolacyjnego w wierszach do jed-
nosci oraz ulamek interpolacji w wierszach, i wypelniajgc pola takiego
schematu osiowego:

1—w w

1—k

K =] (4)

iloczynami liczb kolumny nagléwkowej i wiersza nagiéwkowego wyzna-
czajacych dane pole. Konkretnie np. w wypadku przeprowadzania inter-
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polaciji dla % przedzialu zmiennosci zmiennej kolumnowej ii4_ przedziatu

zmiennos$ci zmiennej wierszowej, to jest dla wypadku k=0,3 oraz
w=0,4 zestawimy tabliczke interpolacyjng jak nastepuje:
0,6 0,4

0,7 | 0,42 0,28
03] 0,18 0,12

=1 .

Suma elementéw tabliczki interpolacyjnej musi by¢ Scisle réwna jednosci.

Jezzli to nie zachodzi — co moze sig zdarzy¢ w wypadku zaokrgglania
wynikéw przy obliczaniu elementéw tabliczki — nalezy obowigzkowo
uzgodni¢ w drodze zaokraglenia wyniki tak, aby suma elementéw
tabliczki byta jednoscia.

Zaniedbanie tej czynnosci moze spowodowaé¢ duze bledy w wyniku
interpolacji.

Ilosc cyfr za przecinkiem w elementach tabliczki interpolacyjnej bra¢
wystarczy o jednos$¢ wigkszg od ilosci cyfr zmiennych w wartoSciach
interpolowanej funkcji.

Nazwijmy dalej tabliczkq funkcyjng i oznaczmy przez T te czes¢ ta-
blicy funkcyjnej ktora uzyta zostanie do interpolacji czteropunktowej,
to znaczy czteroelementowq liczbe zespolowa zawierajgcg wartos¢ funkcji
F odpowiadajaca wyjsciowym w danej interpolacji wartosciom zmien-
nych niezaleznych i sgsiadujgce z nig w tablicy wartosci funkcj)i odpo-
wiadajgce sgsiadujgcym z wyjsciowymi dalszym wartosciom zmiennych
niezaleznych. Jezeli wiec oznaczymy przez u, i u;, oraz przez v, i vy
warto¢ci zmiennych niezaleznych miedzy ktérymi przeprowadzamy inter-
polacjg, wowczas bedzie (poréw: schemat (1)):

F F
7= 19 s {0)
Fo Fyy

Tabliczke funkcyjng dobrze jest przy przeprowadzeniu interpolacji
uwidocznié — czy to oprowadzajac jej kontur oiéwkiem, czy tez kladac
na tablicy funkcyjnej odpowiedni szablonik.

Iloczyn zupelny tabliczki funkcyjnej przez tabliczke interpolacyjng,
czyli sume iloczynéw elementéw tych tabliczek odpwiadajqcych sobie
polozzniem, bedziemy nazywaé¢ surowym wynikiem interpolacji i oznaczac
przez F,.

Fo=T.I (P

Jezeli stabelaryzowana funkcja jest wielomianem zmiennych u v nieza-
wierajgcym wyzszych poteg ponad uv, tzn jezeli jest to wielomian:

F = a,+ awu + ayv + awuv ...(8)

woéwczas wynik surowy interpolacji czteropunktowej jest jednoczesnie jej
Scistym wynikiem, to znaczy obliczona wzorem F,=T I wartos¢ jest
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wartoscig jaka stabelaryzowany w danej tablicy wielomian przyjmie
dla wartosci argumentéw scharakteryzowanych przez utamki interpo-
lacyjne uzyte w rachunku.

Jezeli stabelaryzowana funkcja jest wielomianem zmiennych u v za-
wierajqcym nietylko iloczyn uv ale i drugie potegi zmiennych, to znaczy
jezeli jest to peilny wielomian drugiego stopnia:

F = a,+ awu+ avv + awuv 4+ awts® + a,2v® 9

wowczas wynik surowy interpolacji czteropunktowej nie bedzie ré6wny
wartosci jaka przybiera stabelaryzowany wielomian dla wartoéci zmien-
nych niezaleznych scharakteryzowanych przez ulamki interpolacyjne
uzyte do realizacji wzoru F=T.L

Dla znalezienia warto$ci jaka stabelaryzowany wielomian przybiera
dla wartosci zmiennych niezaleznych scharakteryzowanych przez utamki
interpolacyjne k w nalezy woéwczas wynik surowy interpolacji poprawié
dodajqc don ,,poprawke interpolacji kolumnowej px" oraz , poprawke inter-
polacji wierszowej py'.

Ostatecznie wiec bedzie wowczas:

F=F;~+ px—+pw (10)

Wartosci poprawek interpolacji kolumnowej i wierszowej winny byé
przez rachujgcego odszukiwane w tabelkach poprawek, analogicznych do
partes proportionales interpolacji liniowej, wedlug argumentéw: ulamek
interpolacji kolumnowej k (poprawka interpolacji kolumnowej), oraz:
ulamek interpolacji wierszowej w (poprawka interpolacji wierszowej).
W przypadku matego zakresu zmiennosci tych poprawek mozna zresztg
odszukiwa¢ odrazu poprawke laczng tj sume p = px - pw» W tabeli prosto-
katnej o dwoch wejsciach, wzglednie z nomogramu siatkowego.

Takie réznego rodzaju pomoce rachunkowe stuzgce do obliczenia po-
prawki interpolacji surowej podajemy w dalszym ciagu jako ilustracje
liczbowa zagadnienia.

Koncepcja ogélna projektowanego ukiadu tablic funkcyjnych dla inter-
polacyjnego obliczania funkcji dwéch argumentéow sprowadza sie¢ w re-
zultacie do nastepujgcych punktéw:

a) zbiory tabelaryczne zostajg przy opracowaniu tak zageszczane, aby
wartos¢ funkcji z bledem -+ jednostki ostatniego miejsca mogla byé
znaleziona na drodze interpolacji przy pomocy wielomianu drugiego
stopnia.

b) Interpolacje te przeprowadza si¢ w drodze zestawienia tabelki
interpolacyjnej, zupelnego przemnozenia jej przez tabelke funkcyjng
i poprawienie tego wyniku interpolacji surowej przez dodanie poprawek
interpolacji w kolumnach i interpolacji w wierszach, odszukiwanych
w zalgczonych do tablicy funkcyjnej tabelkach poprawkowych (ewentu-
alnie w nomogramach).
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c) Jezeli do tablicy funkcyjnej nie dolgczone sg pomoce rachukowe
pozwalajgce wyznacza¢ wielkos¢ poprawek wyniku interpolacji surowej
oznacza to ze przeprowadzajac z danych tablic interpolacje czteropunkto-
wa bez poprawki otrzymywaé bedziemy btedy nieprzekraczajace =+ je-
dnostki ostatniego miejsca.

Jezeli to nie zachodzi — przy tablicy funkcyjnej winna by¢ podana
odpowiednia uwaga.

Przechodzimy do ilustrujacych przyktadow liczbowych.

Przyktad 1

Positkujac sig¢ ponizsza tablicg funkcyjna znajdziemy interpolacyjnie
wartos¢ funkcji dla wartosci zmiennych u=23,6 v=34,7.

u\ v 10 20 30 40 50
10 740 1490 2240 2990 3740
20 1410 2860 4310 5760 7210
30 2080 4230 16380  8530. T 10680
40 2750 5600 8450 11300 14150
50 3420 6970 10520 14070 17620

Poniewaz wartosciami utamkow interpolacji w kolumnach i we wier-
szach sg k=0,36 w=0,47, przeto tabliczka interpolacyjna mie¢ bedzie
postac:

0,53  0.47

0,64 | 0,3392 0,3008
0,36 | 0,1908 0.1692

=1

Mnozgac tabliczke funkcyjng, ktérg uwidoczniliSmy na tablicy funkcyj-
nej przez zakreslenie, przez tabliczke interpolacyjna w sposéb zupeiny
otrzymamy rezultat interpolacji surowej:

F,=T.1= 1585514

ktory stanowi ostateczng odpowiedz. Poniewaz bowiem do tablicy funkcyj-
nej nie zalaczono pomocy rachunkowych stuzacych do obliczenia po-
prawek interpolacji kolumnowej i poprawek interpolacji wierszowej,
wnioskujemy — zgodnie z umowa — ze z danej tablicy funkcyjnej mozna
interpolowaé czteropunktowo bez wprowadzania poprawek px pw.

Uwaga: Stabelaryzowana funkcja jest to wielomian:

F =20} 3u-}5v-7uv

Rezultat interpolacji czteropunktowej bez poprawki jest tu rezultatem
.$cistym”, to znaczy otrzymujemy Scisle te wartos¢ jaka przybiera dany
wielomian gdy zmienne przybieraja wartosci scharakteryzowane przez
uzyte do rachunku ulamki interpolacyjne. W przypadkach takich bylo
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by oczywiscie prosciej poda¢ wartosci wspéiczynnikéw wielomianu
i oblicza¢ jego wartosci bezposrednio. Z reguty tabelaryzowana funkcja
nie jest oczywiscie wielomianem a tylko moze by¢ w granicach inter-
polacji uwazana za wielomian, co omawiamy dalej.

Przyktad 2

Obliczymy zbiezno$¢ Gaussa (kat ktory nalezy doda¢ do kata osio-
wego kierunku na plaszczyznie odwzorowania Gaussa-Kriigera dla otrzy-
mania azymutu astronomicznego tego kierunku) dla punktu o wspél-
rzednych Xk 6075 238,15 Yok = 112 537,20. (patrz tablice na str. 328, 329).

Mie¢ bedziemy:

__75,23815 klm 2,53720 klm

=0,752381 w=="—"—"——=0,253720
100 klm 10 klm

0,746280 0,253720 : 7
Mnozgc te tabelke inter-

otrzymamy wynik surowy interpolacji czteropunktowej réwny odpo-
wiednio - F,=15891,6
Odszukana w drugiej tabeli poprawka (dla 0,751 [23|) wynosi px=_—4,3

skad ostatecznie poszukiwana zbiezno$é mieé bedzie wartoé¢ F = 15887<¢

Przyktad 3

Tablica funkcyjna jest tu podwdjna, to znaczy stuzy ona do oblicza-
nia — przy uzyciu arytmometru podwéjnego jednocze$nie—dwoéch funk-
cyj dwéch zmiennych

Stuzy ona do zamiany wspéirzednych w odwzorowaniu Gaussa-Kri-
gera z pasa odwzorowawczego zachodniego na pas odwzorowawczy
wschodni przy réznicy dlugosci geograficznej poludnikéw osiowych
réwnej 3°.

N ...... 600 (100) 610 (110) .....

W tabeli wspélrzedne x @y w pasie odwzorowania wschodnim (3°).

7 L R Y s T e Rt e ML - R e
5420 ....-. 5420 392,32e380 121,09 5419 997.75e390 113,57 .....
5430 ...... 5430 385,050380 515,94 5429 989,94e390 508,39 .....
L e T S e e P W P e s S M, o e covve

W tablicy funkcyjnej na przecieciu kolumny w nagiéwku ktorej na-
pisane rzedng punktu w ukladzie zachodnim, wyrazong w kilometrach,
z wierszem w nagléwku, ktérego napisano odcieta punktu w ukladzie
zachodnim, wyrazong w kilometrach, znajduja si¢ wspéirzedne odpo-
wiadajacego punktu odwzorowane w ukladzie wschodnim.

Wyrazono je w metrach — piszac najpierw odcieta a obok rzedna.
(bez tzw. ,,cechy”, sa to wiec wspéirzedne Gaussa zwiekszone o 500 klm)
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Do wyinterpolowanej czteropunktowo odcigtej zadnej poprawki wpro-
wadza¢ nie trzeba. Wyinterpolowana czteropunktowo rzedna poprawic
nalezy odszukujac poprawke w niZej umieszczonej tabelce.

Wspélczynnik interpolacji wierszowej
Wspélczyn- ¢ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
nik interpo-
lacji kol. Poprawka do rzednej wyinterpolowanej czteropunktowo

0 00 0,02| 004! 005 006 | 0,06 | 0,06 0,05| 0,04 002| O
01 —0,02| 0 0,02| 0,03| 0,04 | 0,04 0,04 0,03| 002, 0 [|—0,02
0,2 —0,04!—0,02| 0 0,01 0,02 | 0,02 | 002 0,01 0 |--0,02—0,04
0,3 —0,05—0,03|—0,01| 0 0,01 | 0,01 | 0,01 0 [—0,01{—0,03 -—0,05
0,4 —0,06 —0,04|—0,02|—0,01| 0 0 0 |—0,01--0,02|—0,04 |—0,06
0,5 —0,06 (—0,04 —0,02 —0,01| 0 0 0 |—0,01|-0,02 —0,04 |—0,06
0,6 —0,06 |—0,04|—0,02|—0,01| 0 0 0 |—0,01 0,02 (0,04 0,06
0,7 -—0,05|—0,03|—0,01| 0 0,01 | 0,01 | 0,01 0 |--0,01|—0,03|--0,05
0.8 —0,04—0,02| 0 0,01 0,02 | 0,02 | 0,02 00t{ 0 |—0,02|—0,04
0,9 —0,02, 0 0,02| 0,03/ 0,04 | 0,04 | 0,04 0,03 002 0 -0,02
1,0 0 0,02| 0,04 0,05/ 0,06 | 0,06 | 0,06 005| 004]| 002 O

Dla dokonania zamiany wspoéirzednych x= 5424 127,15 y=600 923,26
z ukladu zachodniego na uklad wschodni, mie¢ tu bedziemy: wspol-
czynnik interpolacji w kolumnach 0,412 715, we wierszach 0,092 326.
Tabliczka interpolacyjna mie¢ wiec bedzie postac:

0.907 674 0,092 326

0,587 285 0,5330 6333 0,0542 2167
0,412 715 0,3746 1067 0,0381 0433

Mnozgac te tabliczke w sposdb zupelny przez tabliczke funkcyjng znaj-
dziemy nastepujace wyniki interpolacji surowej — oznaczamy je przez
Fo(x) i Foly).

Fo(x) = 5424 480,02 F,(y) =381 206,62
poprawka — 0,04 skad ostatecznie:

Xwsch = 5424 480,02  ywsen = 381 206,58 (bez tzw. cechy”).

W ramach prac Geodezyjnego Instytutu Naukowo-Badawczego (obecnie
Instytut Geodezji i Kartografii) zostaly w oparciu o podana wyzej kon-
cepcje, ktorej uzasadnienie teoretyczne podaje sie¢ w czesci II, opraco-
wane nizej wyszczegélnione pomoce rachunkowe:

1) Tablice do interpolacyjnego przeliczania wspoitrzednych prostokat-
nych w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera na sgsiedni uklad trzystopniowy
(W-wa 1952),

2) Tablice do zamiany wspotrzednych geograficznych na prostokgtne
w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera w oparciu o elementy elipsoidy Bes-
sela (3° od potudnika osiowego, czyli dla tzw. pas6w szesciostopniowych),

3) Tablice do zamiany wspoirzednych prostokatnych Gauss-Kriige-
rowskich na wspéirzedne geograficzne w oparciu o elementy elipsoidy
Bessela (dla pasow szesciostopniowych),
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4) Tablice do zamiany wspkirzednych geograficznych na prostokatne
w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera w oparciu o elementy elipsoidy Kras-
sowskiego (dla paséw szesciostopniowych),

5) Tablice do przeliczania wspéirzednych prostokatnych na sgsiedni
uklad trzystopniowy w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera w oparciu o ele-
menty elipsoidy Krassowskiego.

Przy opracowaniu korzystano z materialu cyfrowego zawartego w pra-
cy: .Brechpunktstabelle fiir Gauss-Kriigerische Koordinaten — Ober-
kommando der Kriegsmarine, Berlin 1943" — po skorygowaniu bledow
cyfrowych w obszarze wykorzystania (szerokos¢ geograficzna 48°—569),
jak réwniez czesciowo z prac ,Zahlentafeln zur Ermittlung der Zweiten
Koordinaten™, K. Schallhorn, Stuttgart 1942 i ,Przeliczenie wspdlirzed-
nych prostokatnych plaskich”. W-wa 1949 Jézef Pawlowski. Przy tran-
sformacji wspoirzednych z elipsoidy Bessela na elipsoide Krassowskiego
korzystano z pracy I. Gombrycha ,Przeliczenie wspotrzednych ptaskich
w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera z elipsoidy Bessela na elipsoide Kras-
sowskiego", Warszawa 1954,

Opracowanie cyfrowe wyszczeg6lnionych prac wykonali: Ireneusz
Gombrych, Stefan Hausbrandt, Kazimierz Napierkowski, Jan Panasiuk.



CZESC 11 (TEORETYCZNA)

Uzasadnienie postepowania rachunkowego opisanego w czesci I oraz
podstawy na ktérych opiera si¢ konstruowanie tablic i pomocy
do obliczania poprawek interpolacyjnych

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja dwéch zmiennych F(u,v) jest wielomia-
nem drugiego stopnia F(u,v)=au-bv-+c.uv-d, stabelaryzowanym
w tablicy:

v
u Vo V3

F, F
Up |+« Foo Fio ... ... przy czym oznaczymy: FZ? F:? e

wowczas wartos¢ jaka ta funkcja przybiera dla warto$ci zmiennych
u.v scharakteryzowanych przez utamki interpolacyjne

P Gl S 4ok 73

u;—1Uuy Vi—V,

jest rowna sumie iloczynow elementéw tabliczki T przez odpowiadajgce
im polozeniem elementy tabliczki I wyznaczonej jak nastepuje:

| t—n.0—w) wi—K

co oznaczymy umownie: F(k,w)=T.I (11)
k.(1—w) k.w e

Dowdd. Wielkosé T .1 jako zawierajaca zmienne k,w w odpowiednich
potegach jest wielomianem rozpatrywanego typu wzgledem zmiennych
k,w, a z uwagi na liniowa zaleznos¢ k od u oraz w od v, jest ona tez
wielomianem rozpatrywanego typu wzgledem zmiennych u i v. Poniewaz
wielomian tego typu wyznaczony jest przez cztery parametry, przeto dla
uzasadnienia twierdzenia wystarczy wykaza¢ ze wyrazenie TI
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1) dla wartosci uyv, tj. dla k=0 w =0 przybiera wartos¢ Fy,

2) " " Uivy n " k=1 w=0 " " F°1
3) " " UgVy nn n k=0 w=1 " 0" Flo
4) " " uvy 5 n k=1 w=1 " ” Fll

Jest to jednak odrazu widoczne, bowiem przy zaltozeniu 1) bedzie TI=F,y,,
przy zalozeniu 2) bedzie TI=F,,, przy zalozeniu 3) bedzie TI=F,,
oraz przy zalozeniu 4) bedzie TI=F,;, a to z uwagi na zamienianie sie
pozostalych elementéw tabelki I na zero.

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja dwoch zmiennych F(uv) jest pelnym
wielomianem drugiego stopnia: au - bv - cuv - du® 4 ev® - f stabelary-
zowanym w tabeli prostokgtnej:

.......................

Up| oo Foo Fio Fy rzyczym oznaczymy: T = Foo  Fio
u, eve FOI ‘Fll le p Y Y Y Fol Fll
u, voo Foa Fyg Fg

wowczas wartos¢ jaka ta funkcja przybiera dla wartosci zmiennych uv
scharakteryzowanych przez ultamki interpolacyjne: k (ulamek interpolacji
w kolumnach) i w (ulamek interpolacji w wierszach):

fes B —Y0. e Y0

U —U, Vi— Vo

jest rowna sumie iloczynéw elementéw tabliczki T przez odpowiadajace
im potozeniem elementy tabliczki I wyznaczonej jak i poprzednio:

=| A—K{H—w) w(l—kK
k (1—w) kw

powigkszonej o poprawke interpolacji kolumnowej px oraz poprawke
interpolacji wierszowej p» co oznaczymy jak nastepuje:

F(kw)=T .1+ px + pw e (12)

przyczym poprawki interpolacji kolumnowej i wierszowej wyznaczajg
WZory:

_ Foo | [—1 =
Pk = 1—(—(%‘) [ F01 l 2 ’ lub Ogélniej Pk = (1 k) F"-“*’l
Foz J —1 F; 542 .. l

—1 Fqz 3
pw:ﬂla:‘ﬂ l o l 2l lub ogdlniej pw = (l—w) Fot1,z
Fao J —1 Fq+z z) | ™ l
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Dowdéd. Poniewaz zatozony wielomian wyznaczony jest przez szesc
parametréw, dla uzasadnienia twierdzenia wystarczy wykaza¢ ze wy-
razenie:

F(kw)=T.I+ px+ pw

1) dla warto$ci k=0 w=0 przybiera wartoé¢ F,,

2) dla wartosci k=1 w=0 Vi vi Fg,
3) dla wartosci k=2 w=0 x i Fyo
4) dla wartosci k=0 =1 T 7 Fio
5) dla wartosci k=1 w=1 i i F,,
6) dla wartosci k=0 w=2 7 T Fyy

Wykazemy to latwo obliczajgc wartosci jakie kolejne skladniki wzoru
F(kw)=T I+ px+ pw
oraz ich suma przybiera¢ beda dla odpowiednich wartosci zmiennych kiw-

dla k w mamy T.I Pp Pw F=T.I+4 px—+ pa
0 0 Fgo 0 0 Foo
1 0 Fy, 0 0 Fy
2 0 2F o — Fqg _2F01+F00+F02 0 Foo
0 1 Fia 0 0 Fio
1 1 Fyy 0 0 Fyy
0 2 2F10 i Foo 0 Foo_2F10+F20 Fyo
Poniewaz istotnie — jak to wida¢ z powyzszego zestawienia — wie-

lomian F (kw) =TI px—+ pw:, ktéry jest wielomianem drugiego stopnia
wzgledem zmiennych kw, stanowigcych z kolei funkcje liniowe zmien-
nych uv, przybiera dla szesciu zalozonych wartosci argumentéw odpo-
wiadajgce wartosci, twierdzenie zostalo udowodnione.

Podane wyzej twierdzenia uzasadniaig stusznos$¢ przepisanego rachun-
ku liczbowego w ,interpolacji czteropunktowej” opisanego w poczatku
pracy.

Opracowanie tablic do interpolacji czteropunktowej wymaga przygo-
towania odpowiedniego zbioru tabelarycznego, przyczym mozna wy-
godnie opiera¢ sie na twierdzeniach, ktére podajemy dalej.

Twierdzenie 3. Suma iloczynéw czterech wartosci wielomianu drugiego
stopnia dla réwnoodleglych wartosci argumentu przez wspoiczynniki
dwumianowe wielomianu trzeciego stopnia z przeplatajgcymi sie¢ zna-
kami jest zerem.

Fo —1
Bl] 3l

= 14
F(]—3 (14)

F, 1
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Twierdzenie to mozna wyrazi¢ ogdlniej przez réwnanie F N =0, gdzie F
jest krakowianem n -2 wartosci wielomianu n-tego stopnia dla réwno-
odlegtych wartosci argumentu, za$ N krakowianem newtonowskim o n—+2
wyrazach, to znaczy zespolem wspolczynnikéw dwumianowych dwu-
mianu n-} 1 stopnia o przeplatajgcych sie znakach. Prosty dowdd stusz-
nosci tego twierdzenia pomijamy, poniewaz byt on juz podany w jednej
z dawniejszych publikacyj Geodezyjnego Instytutu Naukowo-Badaw-
czego (Prace GINB N7 Stefan Hausbrandt ,Bezposrednia Interpolacja
wielomianowa ze szczegélnym uwzglednieniem interpolacji funkcji dwéch
argumentéow ujeta krakowianowo, oraz poprzedzona krétkim zarysem
rachunku krakowianowego'', Warszawa 1950).

Twierdzenie jest przydatne przy zestawianiu tabeli funkcyjnej funkcji
dwodch argumentéw. W naszym wypadku funkcja, jako wielomian dru-
giego stopnia wzgledem zmiennej kolumnowej i wzgledem zmiennej
wierszowej, musi speinia¢ kryterium FN =0 zar6wno dla kazdych
czterech wartosci funkcji sgsiadujgcych w kolumnie, jak i dla kazdych
czterech wartosci funkcji sgsiadujgcych w wierszu. Jest przytym zro-
zumiale, ze z uwagi na bledy zaokraglen kryterium to nie bedzie —
naogo6l biorgc — spetnione Scisle (wylaczajac wypadki gdy funkcja sta-
nowi $ciSle wielomian podany bez zaokraglenia cyfr koncowych z czym
zresztq w rachunkach praktycznych nie mamy nigdy do czynienia).

Jezeli oznaczy¢ przez j warto$¢ jednostki ostatniego rzedu stabelary-
zowanej funkcji, woéwczas, zakladajac najniepomys$lniejszy zbieg bltedow
zaokraglen w czterech sgsiadujacych wartosciach funkcji, otrzymamy
w rozwazanym wypadku wielomianu drugiego stopnia maksymalny do-
puszczalny blad przy realizacji wzoru FN wielkos¢ 0,5.8.j tj. 4.j.
W zwigzku z tym wzér (14) do celéw rachunku liczbowego przyjmie
postac:

Fo||—1 W wypadku ogélnym, zwazywszy ze
F, 3 . suma wspoétczynnikow rozwiniecia dwu-
<4.j . ; . n . : (15)
Fy || —3 mianu réwna jest 2" gdzie n jest stop-
F, 1 niem wielomianu, mieliby$Smy dla spraw-

dzenia przy pomocy krakowianéw newtonowskich polozenia n-2 pun-
ktéw na wielomianie n-tego stopnia réwnanie:

L FN<2"j | gdzie krakowiany F N zawierajg po n-2 elementy. (16)

Podkre§lamy wysoka przydatnos¢ wzoru (16), ktérego wzér (15) jest
szczegllnym przypadkiem, do sprawdzania zbioréw tabelarycznych przy
ich drukowaniu. Wiadomo ze tzw. ,sczytanie” tekstu cyfrowego jest
sprawdzeniem niewystarczajgcym, zas opieranie sie¢ na stwierdzaniu
stalo$ci n-tej téznicy jest bardzo pracochlonne z uwagi na potrzebe za-
pisywania wielu liczb w toku rachunku potrzebnych tylko przejsciowo.
Realizacja wzoru kontrolujagcego (16) jest w rachunku maszynowym
bardzo prosta i w zaloieniu ze operuje sie wszystkimi warto$ciami
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tabelaryzowanej funkcji, daje zupelng gwarancje bezblednosci druko-
wanej tabeli funkcyjnej.

Obecnie podamy twierdzenia precyzujace blizej granice btedu jakiego
mozemy oczekiwa¢ gdy aproksymujemy funkcje przez wielomian dru-
giego stopnia, gdy winna ona by¢ aproksymowana przez wielomian
stopnia trzeciego. Twierdzenia sg o tyle przydatne, ze w zagadnieniach
rachunku praktycznego zachodza wypadki gdy nadmierne zageszczanie
tabeli funkcyjnej, celowe z punktu widzenia matematycznego, nie daje
si¢ uzasadni¢ wzgledami praktycznymi.

Twierdzenie 4. Najwieksza wartos¢ btedu jaki otrzymamy interpolu-
jac przy pomocy wielomianu drugiego stopnia warto$¢ funkcji ktoéra
jest wielomianem stopnia trzeciego nie przekroczy wielkosci fpaxs Okre-
Slonej wzorem:

= Po _1 FO —1
__V3]F 3l F, 3
fmax = 27 | Fy [|—3 =0,06415 F,[]1—3 (17)
F, 1 Fyq 1
Symbole F, F, F, F; oznaczaja tu — jak i poprzednio — wartosci

jakie przybiera funkcja dla czterech réwnoodlegtych wartosci argumentu

Dowdd stusznosci twierdzenia mozna przeprowadzi¢ opirrajgc sie na
zninym ,wzorze interpolacyjnym Newt na”.

[k k k
P=Fo+(1)ao+(2)bo+(3)co---

gdzie F jest poszukiwang wartoscig funkcji, F, wartosciag wyjsciowg,
k ulamkiem interpolacyjnym, za$ a, b, ¢,... oznaczajg kolejne réznice
polozone na przekatnej tabeli réznicowej:

E,
F, ao=§1_F° by=a,—a,=F,—2F,+F, by— by F,—3Fy+-3F,—F
anx—' s—Fy b,=a,—a,=F,—2F,+F, Co—b1 bo—Fs 3F2+3F1 Fo
saﬂ:Fs—Fz bz=as'—az=F4—2Fs+F2C1— P S ? ke

as=F4'—F3
E,

Latwo sprawdzi¢ ze mamy
a°={Fo}{—1} F, 1 Fo)[—1

Fy 1 bo={F; {1 —2 _JF 3 y .
F, 1 Co F, [| —3 itd. itd.

lub uogélniajgc: kolejne réznice wzoru Newtona sa réwne krakowianom
funkcyjnym F mnozonym przez krakowiany newtonowskie N, przyczym
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przez krakowian funkcyjny rozumiemy zespét 2, 3, 4... sasiadujgcych
wartoéci funkcji (ogdlniej zespdt wartosci funkcji dla réwnoodlegtych
wartosci argumentu), za§ przez krakowian newtonowski rozumiemy ze-
spot wspdiczynnikéw rozwiniecia dwumianu stopnia 1, 2, 3... o prze-
platajacych sie znakach przy ostatnim znaku dodatnim®). Z tego uogél-
nienia wynika zreszta ze gdy stabelaryzowana funkcja jest wielomianem
n-tego stopnia woéwczas dla krakowianébw FN o n-1 elementach,
musi zachodzi¢ zwigzek FN =0, o ktérym méwilismy uprzednio (twier-
dzenie 3), a to z uwagi na zerowos$¢ n-- 1-szych réznic.
Napisanie wzoru interpolacyjnego Newtona pod postacig:

K\ | F,\)—1 k F, ! k io _:l%
F=F°+(1)'{F?}{ 1}+(2) Bl +3) 5 - (t8)
s F, 1

pozwala odrazu zauwazy¢ ze réznica miedzy wynikiem interpolacji przy
pomocy wielomianu stopnia trzeciego a wynikiem interpolacji przy po-
mocy wielomianu stopnia drugiego wynosi:

Fo) (—1 F,)(—1
k\ JF 3 F 311
f=(5)1 0 =k.(k—1).(k—2) ] -~
(3) F.[]—3 ( el ) F,[|—3[ 6
Fa 1 Fs

Dla uzasadnienia stusznosci twierdzenia (4) pozostaje obliczy¢ extre-
mum wyrazenia x=k (k—1) (k—2) i pomnozy¢ warto$¢ tego extre-
mum przez szOstg czg$¢ iloczynu N F, Poniewaz pochodna:

dx
—=3k?*—6k-+2
dk +

zamienia sie na zero przy k=1 i—%- za$ wartos¢ k=1 —i—? w gre

nie wchodzi, gdyz interesuje nas zmiennos¢ k ograniczona nieréwnoscia:

0<k<1 _
pozostaje obliczy¢ wartos¢ extremum dla k= —1/33- Otrzymujemy:
() ()
3 3 3 9

*) Uzywam tu i nadal terminu ,krakowian newtonowski”, gdyz przyjat on sie w pra-
cach krakowianowych zaréwno zagranicznych jak i krajowych. Obacz np. S. Arend
«Paraboles de degié n passant par n41 points dont les abscisses procédent par inter-
valle constant” — Bruxelles 1953; K. Cebulak ,,Graficzno analityczne wyznaczanie krzywych
hydrologicznych wyréwnanych metodg krakowianowg"”, Acta Geophysica Polonica, War-
szawa 1953 vol I N 3, 4.
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Mnozac otrzymang warto$¢ extremum przez szosta cze$¢ iloczynu
F N otrzymamy ostatecznie:

= ‘FO —-1
fmax=_'/_3 FI 3

_ 57 | . 3 cnd.

Uwaga. W analogiczny spos6b mozemy otrzyma¢ wzor na najwigksza
wartos¢ bledu jaki otrzymamy interpolujgc przy pomocy wielomianu
pierwszego stopnia (tzw interpolacja liniowa) wartos¢ funkcji ktéry jest
wielomianem stopnia drugiego. Wzér ten ma postac:

AT
imax=§' F1 —2 "'(19)
FJl 1

Stabelaryzowana obok funkcja moze by¢
interpolowana przy pomocy wielomianu dru-
giego stopnia. Taka interpolacja dawala by
bowiem bledy, ktérych wielko$¢ nie prze-

Przyktad liczbowy
3
X E =]/x

150 5,313293 kraczata by 0,000 000 064 a wiec bledy kto-
151 5,325 074 rych wielko$¢ moze by¢ pomijana z uwagi
152 5,336 803 na dokladnos$¢ tabelaryzacji. Natomiast inter-
153 5,348 481 polowanie przy pomocy wielomianu pierw-
154 5,360 108 szego stopnia dawaé¢ bedzie biedy docho-
155 5,371 685 dzace do 0,000 0065 a wiec przekraczajgce
156 5,383 213 dokladnos¢ tabelaryzacji.

Sformulujemy teraz twierdzenie analogiczne do podanego ostatnio
twierdzenia (4), lecz odnoszace sie do funkcji dwoch argumentow.

Twierdzenie 5. Najwieksza warto$¢ btedu jaki otrzymamy interpolu-
jac przy pomocy wielomianu drugiego stopnia warto$¢ funkcji dwéch
zmiennych ktéra jest wielomianem stopnia trzeciego nie przekroczy
wielkosci f okreslonej wzorem:

Foo”"'1 Fon] =1
Fool [—1)  (Fou] [(—1 B Fo,l 2 F,OI 2
| Fat] 3L tFGl] 3 ﬁ-l— Fool|=1) [Py t—1{|1 | 20)
Fp||—3 Fyl|—3] ] 27 Fio 1 Foi (|8
Foy 1 Fy 1 Fu 2 Fn —2
LFIU 10 Fy, 1

przyczym wszystkie cztery skladniki wzoru rozumie¢ nalezy w war-

tosciach bezwzglednych
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Dowdéd. Zauwazymy najpierw ze: jezeli funkcja dwéch zmiennych
F(uv) jest pelnym wielomianem trzeciego stopnia:

au - bv + cuv + du’® -+ ev? + fulv -+ gviu -+ hu® + ivd 4+ j,

stabelaryzowanym w tabeli prostokatnej:

...... Vi Vi Vs Vg iwes ae
Up | cvaies Foos ‘Fio Fag: Fag 4 s0vi vis
| s Foi: ‘Fiz Pai Fai ovoeoe
578 [ — Foa Fig Fag Fgg v s
us ------ Fos F’s Fzs Fss llllll

woéwczas warto$¢ jakg funkcja przybiera dla warto$ci zmiennych u v
scharakteryzowanych przez ulamki interpolacyjne: k (utamek interpo-

lacji w kolumnach) i w (utamek interpolacji w wierszach):
st te Vi Y0

ul_ uO Vl— VO

wyraza¢ sie bedzie wzorem:

Fqo 1
Fool)—1l [k Fol)—11 (w Fol)—1| (k\(w
Pttt 1 (R ()
°°+{Fo,}{ 1 1+ F,, 1 \1 i Poll—1[ \aJ\a +
Foo 1 K Fys 1
For (1 —2 -(2)+ Fiof)—2 -(‘;)—%AF, gd 1e AF jak oznaczy'iSmy roz-
Fuz l Pz‘, |

nice miedzy wynikiem interpolacji przy pomocy wielomianu trzeciego
stopnia a wynikiem interpolacji przy pomocy wielomianu drugiego
stopnia wynosi:

Fool|—1 Fool|—1
Eoo||—1 Foo||—1 Fy 2 Fio 2 )
F 3l(k),JF (W) JFeel)— 1\ k\[W)  JEsol)j—1[k\[W
a1 T e W B LR o e W
Foo||—3 3+on —3 3+F,0 1{\2 1+F0, 1f\1 2()
Fos 1 Fyo 1 Fu' —2 Fyy||—2
FpJl 1 FyJl 1

Jak bowiem latwo sprawdzi¢ (rachunek pomijamy) wartos¢ catego
wyrazenia zamienia si¢ przy k=0 w=0 na F,, przy k=0 w=1
na F,, itd itd.

Pozostaje wyznaczy¢ warto$¢ ktorej nie przekroczy wielkosé AF sta-
nowigca réznice wynikéw interpolacji trzeciego i drugiego stopnia, gdy
utamki interpolacyjne k w zmienia¢ si¢ bedg od zera do jednosci.
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Traktujac wielkos¢ AF (21) jako sume czterech skladnikéw — oznaczmy
je kolejne przez ABCD — napisa¢ mozemy:

APmax < Anmax + Bmax + Chex "'I" Dmax (22)

Lecz pierwsze dwa skladniki — zgodnie z twierdzeniem (4) — nie prze-
krocza wartosci:

Foo T 1 ]/’_ Foo T 1
F01 3 3 _— FIO 3 ]/3 —
Fo,(]—3 > i Apax Oraz Fy (] —3 = Biiax (23)

obliczaliSmy juz bowiem ekstremalne wartosci analogicznego wyrazenia.

Co sie tyczy trzeciego i czwartego skiladnika, rozumowa¢ bedziemy
jak nastepuje (rachunek pochodnych dat,by nam tylko minimum réwne
zeru dla treéci zadania nieistotne): iloczyn

e R g

sklada sie z dwoch czynnikow. Wartos¢ bezwzgledna pierwszego z nich
w rozpatrywanych granicach zmiennosci nie przekroczy wielkosci 0,25
warto$é¢ drugiego nie przekroczy wielkosci 1, warto$¢ trzeciego wynosi
stale 0.5. Wartos¢ iloczynu nie moze wiec w zadnym wypadku w roz-
patrywanych granicach zmiennosci przekroczy¢ liczby

0,25.1.0,5=0,125— %

Wynika stad juz, ze wartosci bezwzgledne trzeciego, a przez analogie
i czwartego, sktadnikéw wzoru (21) nie przekrocza w zadnym wypadku
wielkosci:

FOO ——1 Foo _1

Fy 2 Fyo 2

Fog ‘_1 _1'_ on _'l _1_=

Pl afs ™G omER Tl afg e B
Fyy || —2 Fiul|—2

F12 1 Fm 1

Ze zwiazkow (22) (23) (24) wynika juz stuszno$¢ twierdzenia (5) cnd.

Twierdzenie 6. Najwieksza warto$¢ bledu jaki otrzymamy interpolujac
przy pomocy wielomianu pierwszego stopnia warto$¢ funkcji dwoch
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zmiennych ktéra jest wielomianem stopnia drugiego nie przekroczy
wielkosci f okreslonej wzorem:

7 1

F00 'FOO F01 _1 (25)
f: Fo«l _2 FlO Flo _1

Fo 1E ] '

Dowdd. Przy zalozeniu ze wielomian jest stopnia pierwszege przepro-
wadziliby$Smy interpolacje wzorem:

F, —1 F —1
F=F 00 .k 00 W
°°+{Fm“ 1} +{Fm}= 1}
Poréwnujac to z wzorem na interpolacje stopnia drugiego napisanym
pod postacia przyjeta we wzorzorze (21) widzimy, ze réznica miedzy

wynikiem interpolacji drugiego stopnia i wynikiem interpolacji stopnia
pierwszego bedzie:

Fyo 1 n
Fo; | ) —1 >

AF=1p, [ W+’F°1H_2]_k (k—1)+‘FmH 2 guw—=2
10
: : Fy

Poniewaz przy zmianie wartosci kw w granicach od zera do jednosci:
; s [
wielkoé¢ w k nie przekroczy wartosci 1, wielko$¢ kk — 1)7 nie prze-

kroczy wartosci )

1 .
, wreszcie wielko$¢ w(w— 1)—2— nie przekroczy war-
tosci % . przeto wielko$¢ AF nie moze w zadnym wypadku przekroczy¢

warto$ci f wyszczegdlnionej we wzorze (25) cnd.

Przykiad liczbowy. Wezmy tabele funkcyjng funkcji dwéch zmien-
nych podang na str. 328 (fragment poczatkowy).
1136 2271 3407 4543

1172 2344 3517 W mysl twierdzenia 5 najwieksza wartosé
1210 2420 bledu przy interpolacji drugiego stopnia nie
1250 przekroczy tu liczby 0,19° mniejszej od btedu

zaokraglenia przy tworzeniu tabeli. Interpolacja ta jest wiec dostatecz-
nie dokladna. Natomiast — w mys$l twierdzenia 6 — najwieksza war-
tos¢ bledu przy interpolacji pierwszego stopnia nie przekroczy liczby 38¢.
Dokladnos¢ takiej interpolacji nie jest wiec wigc w mysl tego twier-
dzenia zagwarantowana.

Uwaga. Zaréwno w wystowieniu jak i w symbolice twierdzen 4, 5, 6
nie podkreslaliSmy ze chodzi tam o najwigksze wartosci bezwzgledne,
uwazajac ze jest to zrozumiale z natury rzeczy, za§ nadmierne silenie
si¢ na scislos¢ w wyslowieniu i symbolice wplyneto by ujemnie na
przejrzystos¢ twierdzen
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Ukladanie pomocy do obliczania poprawek interpolacji czteropunktowej

Wzér na interpolacje funkcji dwoch argumentéw przy pomocy wie-
lomianu drugiego stopnia (por. twierdzenie 2) moze by¢ napisany pod
postacig:

Foo Fyo 1—kK(1l—w) W(l_‘k)

L Fy  Fyy k(1—w) +k(1—Ko+w(1—w)B

—0,5 (26)
@ = Fm 1
Fys ~o 5 F,o —0,5

Jest zrozumiale, ze wielkosci ktore oznaczyliSmy tu przez « i § beda
stale dla zakresu zmiennosci zilustrowanego przez okreslong tablice
funkcyjna tylko w tym wypadku, gdy stabelaryzowana funkcja jest
Scisle wielomianem drugiego stopnia. Poniewaz praktycznie nigdy to nie
nie zachodzi, gdyz funkcja wielomianem nie jest a jedynie zostaje przez
wielomian w wezszym zakresie zmiennos$ci aproksymowana, przeto
wielko$ci « i B obliczane z réznych trzech sgsiadujgcych wartosci F
beda sie miedzy soba nieco rozni¢. Pomove rachunkowe stuzace do jak-
najbardziej bezposredniego (tj. bez dodatkowych rachunkéw odszukania
poprawek interpolacji czteropunktowej:

pxk=k(l—k)a pw=w(1l—w)p (27)
musza by¢ tak skonstruowane aby:

1° zabieraly mozliwie malo miejsca, co umozliwi szybkie odszukanie
wartosci poprawek,

2° nie obnizaly zanadto dokladnosci rezultatu interpolacji.

Poniewaz, jak to latwo widzie¢, maksymalna warto$¢ czynnika k(1—k)
wzglednie w (1 —w) przez ktéry mnozy sie wielkosci « wzglednie § wy-
nosi 0,25, tedy positkowanie si¢ pomoca rachunkowa zestawiong dla
wielkosci o zamiast dla wielkosci «--dz, wzglednie posilkowaie sie po-
mocg rachunkowg zestawiong dla wielkosci § zamiast dla wielkosci
B-df skutkowaé bedzie odpowiednio bledy:

0,25da wzglednie 0,25dj

Oznaczmy A« oraz AR réznice miedzy tymi sgsiadujgcymi wartoscia-
mi a, i 2, oraz 3, i B, dla ktérych obliczono pomoce rachunkowe. Ko-
rzystajacy z tych pomocy przy prawidtowym korzystaniu z tablic bedzie
postugiwal sie — nie majgc pomocy dla wilasciwej wartosci o wzgle-
dnie B — blizszag z posrod dwoch pozostawionych mu do dyspozycji
wielkosci @, a, wzglednie B,(3,. Wynika stad ze blad dx przyja¢ na-
lezy 0,54, Ostatecznie wiec btad jaki wyniknie z zestawienia pomocy
rachunkowych dla wielkosci @ odlegtych o Ax, wzglednie dla wielkosci 8
odlegltych o A8 wyniesie odpowiednio:

dpopr, ko. = 0,125 Ao dpopn wier. = 0,125 AB (28)
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Tak np. w przykladzie 2 (obliczanie zbiezno$ci Gaussa) tabelki popra-
wek dla interpolacji kolumnowej podane sa w przedzialach « co 0.5,
gdyz jak latwo sprawdzi¢, symbole orientacyjne odsylajgce rachmistrza
do odpowiedniej rubryki tabelki poprawkowej — znakowano je kwa-
dracikami — réwne sa 2%, a podane s3 w odstgpach co 1. Blad jaki
wyniknie z tego oddalenia Az = 0,5 wyniesie wigc, w mysl wzoru (28),
0,125 0,5=0,06c, jest przy dokladnosi tabelaryzacji 1°° bez znaczenia.

Pomoce rachunkowe stuzace do obliczania poprawek interpolacji czte-
ropunktowej moga by¢ opracowane w rézny sposob. Najmniej wygodne,
choé¢ najdokladniejsze, byto by podawanie cyfrowe wielkosci «f czy to
przy kazdej stabelaryzowanej wartosci funkcji, czy tez co kilka warto-
§ci, z uwzglednieniem tego, co bylo ostatnio powiedziane. Rachmistrz
musi jednak wowczas wykonywac dzialania:

k(1—k)o oraz w(l—w)p
niezbyt zreszta ucigzliwie, lecz wymagajace skupienia uwagi ze wzgledu
na brak jakiejkolwiek kontroli. Obliczenie poprawek najlepiej woéwczas
polaczy¢ z rachunkiem gléwnym, co mozna — uzywajac pojecia mno-
Zenia zupelnego, o ktérym byla wyzej mowa, ujg¢ lacznie w nastepu-

jacy wzor: Foo | Foo | B “I (1—k)(1—w) | w(l—k) | w(l—w) |
F=!| F, | Fy k(1—w) kw (28)
. k(1—K)

Tabelke interpolujaca najlepiej zestawi¢ wedlug uprzednio opisanego
schematu, skontrolowa¢ sume jej elementéw (jedno$é¢), poczym dopisaé
w pierwszej kolumnie iloczyn k(1 —k) i w pierwszym wierszu iloczyn
w(1l—w).

Duzo wygodniejsze sa tabelki poprawek, zwlaszcza gdy poda¢ na skrzy-
zowaniu odpowiedniego wiersza i kolumny warto$¢ lgcznej poprawki
za interpolacje w kolumnach i we wierszach., Tego rodzaju pomoce za-
stosowano w wydanych obecnie przez Instytut Geodezji i Kartografii ta-
blicach rachunkowych, stuzgcych do przeliczania wspéirzednych geogra-
ficznych na prostokatne, oraz do zamiany wspéirzednych prostokatnych
na sgsiedni uklad odwzorowawczy. Fragment takiej tablicy podaliSmy
w przykladzie 3.

Roéwniez wygodne, cho¢ kosztowniejsze w reprodukcji i opracowaniu,
sa pomoce nomograficzne. Mozna je opracowac czy to pod postacig no-
mogramu siatkowego, czy tez réwnolegloskalowego. Nomogram siatkowy
mozna przytym otrzymaé pod postacig uktadu prostych, co nieco zmniej-
sza koszt jego opracowania. Szczegély dotyczgce obliczenia skal funk-
cyjnych, jako ogdlnie znane z podrecznikéw nomografii, pomijamy.
(Wiadomosci z nomogr:fii wystirczajace do konstruowania nomograméw
majgcych stuzy¢ do obliczania poprawek interpolacyjnych znalezé
mozna w pracy aut ra: Rachunki Geodezyjne, Warszawa, 1953).



CTE®AH XRYCBPRHAOT

HEROTOPbIW CMOCOB WHTEPMONIALMOHHOIO BbIYUCIIEHWS
®YHKUHWK OBYX MNMEPEMEHHbBIX (HETbIPEXTTYHKTOBASA
HMHTEPNONSUNUA C MOMNPABKAMH)

Bo MHOrux reomesuyeckuMx BBIYMCIEHHUSIX, B KOTOPbIX SBAIETCH Hapob-
HOCTb MHOTOKPaTHOIrO BbIYMC/IEHHS 3Ha4YeHUS PYHKUUM OBYX NEpeMeHHbIX
F(u,v), uenecoo6pa3Ho mnpuberaTb K rOTOBOH 4MCNOBOH Tabnuue, pa-
Iouel 3HayeHus, KoTopble mnpuobpeTaeT 3Ta QYHKUMS AN  ONpeneneHs
pPaBHOOTCTOSLUMX 3HAYEHWH apryMEHTOB U W V W BbIYUCIWTb 3HA4Ye€HUs
$YHKUMH MYTEM MHTEPNOJMpPOBaHUd. TaKOW MpueM BbLIFOAHBIA TeM, 4YTO
OH SBJIIETCS COBEpLUEHHO 06wwMM: Bbluncngiowmii, KOTOpbIH pewaeT npu
NOMOIUM WHTEPNOJISUUM YUCIIOBblE 3ajayd C BeCbMa pa3HOOOpa3HbIM Ma-
TeMaTH4YECKUM COAEepsKaHUeM, BbITEKaloWeM M3 pasHbiXx ¢opM GyHRUHUH
F (u,v), ocBoGoskpaeTcs OT HysAbl BHHKaTh B $OpMy yHKUHMOHHBIX CBSi-
3eff ¥ OT HysKAbl OCBaWBaHWA pa3sHOOOpa3HbIX MPUEMOB BbIYMCIUTENBHOMN
TEXHHUKH.

CyuiecTByeT mosiHas aHanorusg co CcryvaeM NMpHMEHEeHHUs mnpocTeiiiei
¢$opMbl MHTEPNONSUMH: NIMHEHHOW HHTEPNONSUUM TNpH ynoTpebneHuu Ta-
6nuy norapudmMoB MMM TabnuL 3HaYeHUH TPUrOHOMETPHYECKHMX DYHKRUMIA.

YrnoTtpebngiownii 3T TabnuLbl 4aCTO HEe CO3HaeT 3TOro, KakWe BblYHCe-
HHS ObIM HYKHBI A1 COCTaBNEHUS ynoTpebnsemMor MM Tabniuubl; MOMUMO
3TOro OH MpaBW/IbHO M OBLICTPO pelwaeT 3ajadyy BbIYUCIIEHUS HCKOMOro
3Ha4yeHUs norapupmMa WM TPUrOHOMETPUYECKOW (YHKUMKM OAd JaHHOrO
3Ha4YeHMS apryMeHTa, OMUpasiCh MCKIIOYHUTENIbHO Ha NPHWHLKI HHTEpIo-
nauun. Hackonbko B 06nactv QyHKUMM OLHOrO MEpeMeHHOro, Kak Hanpu-
mep: log X, MM sin X, BO3MOMHOCTb OTCTYIJIEHHUS B MPAKTHYECKOM BbIYM-
CNEeHHWH OT MaTEMaTMYEeCKOro COAEep:KaHusl 3ajayv U MPUMEHEHHE WHTep-
NMONSUMM [@BHO NPUHATHI MPaBHIbHBIMK, TO B obnacTv ¢yHKUMM OBYX
(vnu Gonee) mepeMeHHBIX YMCIOBOE BbIYUCIEHHE OTHOCHTENBHO PpenKo
MaeT caMblM 3KOHOMMUYECKMM TMyTeM: NpPUMEHEHWS rOTOBOro 4YMUCJIOBOro
cocTaBa 3HaueHWM QYHKUWM M HaxOKAEHUS 3HaAueHWs 3TOHW PyHKLMH, CO-
OTBETCTBYIOLLErO JaHHbIM 3HAYeHHWSM apryMeHTOB TNYTEM HHTEPMOJALHH.
TUNOBBLIMM TMpUMEpPaMH OCJIOKHEHHUS YHUCIOBOrO BBIYUCIIEHUS C OTKa3oM
OT MHTEPNONSAUHH MOTyT CHysKUTb MHOrME BbIYMCIIEHUS BbICLIEH reo-
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Oe3Uu M MaTeMaTHYEeCKOW KapTorpaduu, KOTOpble NMPUHYXKAAIOT BbIYUCIS-
IOLLIETO MONIb30BaThC CXEMaM{W HaB#i3bIBAIOLIMMHU OYE€Hb CNOMKHbIA XO[
BLIYMCNIEHHM, B KOTOPbIX HEBO3MOMKHO pa3006paTbCi B OCHOBHOM MbICJIH
MCIMONTHAEMOro BbIYUC/IEHHS.

Kaxercs 4TO O@HOM M3 rjiaBHbIX TMPHYHH Masoro pacCrnpoCTpaHeHHs
MHTEPONSLUMOHHOrO BbIYMC/IEHHS 3HayeHus GYHRUMM OByX (M Gonblue)
NMEepPEMEHHBIX SB/ISETCS OTCYTCTBME TUMOBOW (OPMbI TaKOro BbIYHUCIEHHMS,
obneryapouiel ero nNpocroe W MNpOBEpsSieMOe HCIMONHEHHWe, B OTJIUYME OT
WUHTEpNonsuMi ¢$yHKUUM OOHOrO aprymMeHTa, rpe 3Ta THMNWYHOCTh Hauula
nonHoe oTo6paskeHWe B MPHHUMME Cryuienuds GyHKUMOHHOW Tabnuubl
K nUHeHHOW ¢opMe M TpagHWUMOHHBIX Tabnuuek ,partes proportionales’.

[pyruM noBomoM mManod MOMynsSpHOCTH WHTEPMONSLUUOHHOrO BblYMCHE-
HHUA B 061aCTH YHKUMM [BYyX apryMeHTOB SBNSe€TCS HECOMHEHHO TO 06CTOS-
TeNbCTBO, YTO MUOHepCKUe paboThl B 3TOH ob6nacTu omMpanucb Ha ¢$op-
mynax aupPepeHTHOM UHTEPNONILUMM — OYEHb HEYAAYHBIX C TOYKH 3peHHs
OYEeBMAHOCTH M MaJio SKOHOMHYECKHMX B YMCIIOBOM CHeTe.

B atoit pabote omnucaH cnoco6 WHTEPNONSUMM AN BbIYUCIEHHS 3Haye-
HUS $YHKRUMM [BYX apryMeHTOB, KOTOpbIA panblue 6yneM 3BaThb ,,Y4€ThIPEX-
NMYHKTOBOH MHTEpronsu1er C rnonpaekOi” U KOTOPbIA MOBUAWMOMY MONKET
6bITb C YCrEeXOM NpPHHAT Kak THnoBas ¢opMa HHTEPNOJNSUUH PYHRLHUH
ABYX apryMeHTOB M3 perynsdpHod (yHKUMOHHON Tabnuiibl.

lNoppa3zymeBaeM, YTO Mbl CYMTANMU MOJIE3HBIM TNPHHATH Kak MpPaBUIIO
4TOObl COBOKYMHOCTH 3Ha4yeHWH QYHKUWMH OBYX apryMeHTOB Obuiu anis
ueneld NpakTHYECKOro BbIYMCIEHUS CBefeHbl B TabnWUbl Tak, YTOObI OHH
6bINM MOArOTOBNIEHB! K OMUCAHHOM fAanblle YeTEepeXMyHKTOBOM WHTEpno-
nSUMK C NonpaBKOM.

M3 Bblllecka3aHHOro BHMOHO YTO pacCysKOaeMblii BOTPOC SABNSETCS OfHO-
BPEMEHHO BOMPOCOM BBLIYMC/IMTENbHOW TEXHMKM W BOMPOCOM MpHKIALHOM
matemaTki. C OQHOI CTOpPOHBI Mbl [ONKHBI OMWCAaTb CUCTeMy TabnuL,
M TEXHHUKY BBIYUC/IIEHHS B MpepnaraeMoM crnocobe HHTEPNONsuMH, C Apy-
roii CTOpPOHbI — MPOBECTHM aHanM3 TeOPETHYECKUX OCHOBaHHWI mnpueMa
W [OCTUraeMod TOYHOCTH pe3ynbTaToB.

XoTs TeopeTHYeCKHit aHa/lM3 HECOMHEHHO BaskHEEe BbIYUCIIUTENTbHOM Tex-
HMKH, TO B 3TOM paboTe NMOMECTUM CHayana OMWCaHWe MNpensaraemMoro
npuema W 4YUC/IOBbIE NMPUMEDPBI a TEOPETHYECKHUE pacCykgeHusd OTHecCeM
KO BTOpO#i 4YacTH paboThl. Takoe pacnojioskeHMe MaTepuana C OfHOM
CTOpPOHBI MO3BOJIUT Jly4llleé OUEHUTb MPOCTOTY YETHIPEXMYHKTOBOH MHTEp-
NoJIUHH, C APYrol CTOPOHBI OBNeryuT nonb3oBaHue paboToil uuTaTenio,
KOTOpOro MaTeMaTH4eCKWe pacCyKOeHUs He WHTEpecCyloT, a KOTOpbIi
xoTen 6bl MO3HAKOMHUTLCS HCKIIIOYMTENIbHO C TEXHHUYECKHU-BBIYUCIHUTENLHOM
cTopoHOH. HuTaTenb kenawuui No3HaKOMUTBCS TONMBKO C TEOPETUYECKOM
CTOpOHOM M3BOJIUT MPOYECTb MU NEepBYyI0 4HacTb paboThl Tak Kak B HEH
6ynyT paHbl 00O3HAYeHWUS M OMUCaHWE XOfa WHTEPMNONSUUOHHOrO BblYH-
CNeHus.



YHACTb

ONMUWUCAHUE OEUCTBUU CBA3AHHbLIX C YETbIPEXMYHKTOBOM

UHTEPMONSUUEHA

lMpumem cnepyiowe o603HaYEHUs M Ha3BaHUS:
U— repeMeHHOe KOJIOHHBI, T. €. 3TO He3aBUCMMOe mfepeMeHHoe (,,apry-
MeHT”), O/ KOTOPOro OyepefHble 3HaueHHs BbIMWCaHbl B 3arjiaBHOM
cronbue $yHKUMOHHOM Tabnuubl.

V — NepeMeHHOe CTPOKM — T. €. 3TO He3aBUCHMMOe nepemeHHoe (,,apry-
MeHT”), O KOTOpOro o4epenHble 3HAYeHHUs BbIMMCAHbI B 3arnaBHOM

CTpOKe QYHKUMOHHOM Tabnuubl.

F — {yHKUMS nepeMeHHbIX U U V, KOTOPOH 3HaYeHWs BbiMMWCaHbl B Tabnuue,
npHyeM 3HayeHWe, KOTOpoe mnpuobpeTaeT GYHRUMUS « AN 3HAYEHWUH
NepeMeHHbIX, HaXOAdIIMXCS B i-TOM CTONOUE U B j-TOM CTpPOKE, BbIMH-
CaHa Ha nepeceyeHUMU i-Toro cronbua M j-TOH CTPOKU. DTH 0603Ha-
YEeHUsl MOKa3aHbl Ha cxeMme:

L\V Vo Vi Vo Vg Vg
uo EEERUE Foo F]o on Fso F4° CECERE
u1 e e Fol Fll F21 Ps] F41 EECE I
u2 e Foz F'z Fzz Fsz F42 LU
uB LR A Foa F13 Fas Fss F43 -

aitd)

MpusenexHas HUKke Tabnuua sBnSeTCS NPUMEPOM PYHKUHMOHHON Tabnuubl
ABYX TEpPEMEHHbIX, MPHYEM 3HaueHWe 3TOH QyHKUMHM ANs 3HayeHus nepe-
MEHHOro KOJIOHHbI, paBHOoro 20 M 3Ha4yeHUs MEPEMEHHOro CTPOKH, pa-

BHoro 30, paBhsertca 779.
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20 30 40 50 .....

R R R N R IR A R RN A RO

10 ceees 287 552 917 1382 .....
20 cee.. 489 779 1169 1659 ..... (2)
30 .o 791 1106 1521 2036 .....
40 ..... 1193 1533 1973 2513 .....

Hanbwe npumeM cnepyloue o603HaYeHHUS WM Ha3BaHHS:

k — npo6b MHTepnonsuMu B cTonbuax, T. €. OTHOLIEHHWE Ppa3sHOCTH MexK-
Ay 3TMM 3HaYy€HHEM TNEepEMEHHOro KOJIOHHbI, AN KOTOpPOro MnpoM3BO-
AWM HHTEpronsuqio, a 6nusailiiM eMy MEeHbLUMM 3Ha4yeHHWeM Mnepe-
MEHHOro KOJIOHHBI, BBIMMCAHHOrO B 3arnaBHOM crTonbue Tabnavubl,
K MOCTOSHHOH TabNM4YHOM Pa3HOCTH [N MEPeMEeHHOro RONOHHBI (Kak
npaBUNO 3Ta MocCneaHss pa3HOCTb — KpaTHoe 10, a B Hawem npu-
Mepe oHa pasHa 10).

w —papobb MHTEPNONSUMM B CTPOKaX, T. €. OTHOLUEHHE pPa3HOCTH MEeXADy
3THM 3Ha4Y€HWEM TMEPEMEHHOro CTPOKH, AN KOTOPOro NpoW3BOAWM
MHTepronaumio, a 6nukarluMM €My MEHbLUMM 3HayeHWeM MepeMeHHOH
CTPOKH, BBIMUCAHHbIM B 3arJiaBHOH CTPOKe TabnMubl, K MOCTOSHHOM
TabnMyHOM pa3HOCTH [AJi MEePeMEHHOro CTPOKH.

I — uHTepnionsuMoHHas Tabnuuka, T. €. rpynnoBOe KBagpaTHOE YWCINO U3
YeTbIpeX 3NEeMEHTOB, B KOTOPOM B MEpBOH CTPOKE NMOMellaeTcs npo-
M3BeneH’e NOMNONIHEHHUs ApO6M WHTEpPNONsSuUMM B cTOnbuax K equHHLIE
Ha TaKoe e [OoMnoJiHeHHe [ApOOH MHTEpnoNgUMU B CTPOKax M Mpo-
H3BEeOEeHUe AOMOJIHEHHS Apo6M HUHTeprnonsuuu B cTtonbuax Ha apobb
WHTEPNONALMA B CTPOKax; BO BTOPOW CTPOKE MOMelaeTcs NMpou3Be-
peHue ppobu MHTeprnonsuMu B CcTonbuax Ha ponoJiHeHHe npobu
MHTEpNONALUMH B CTPOKaX K €OWHHULEe U Npou3BefeHHe npobu HHTep-
nonsuMu B cronbuax Ha Apob6b WHTEpPNONSUUKM B CTPOKax.

HutepnonsuuoHHas tabnuuka, RoTopylo Oynem o603HauaTb OykBO#H I
MMeeT BHA:

1—K(1—w) 1—kKw

k(1—w) kw =1 &)

Jlerye Bcero cocTtaBuTb TabnHMuRy TaK: B 3arjiaBHOM CTonbblie HanucaTb
pornojiHeHHe Apo6H WHTeprnonsuvH B cTonbuax K eqMHHLE U Opo6b HHTEp-
nonsuMu B ctonbuax, a B 3arJaBHOK CTPOKe AOMNOJHEMHe ApobH MHTEepno-
NSUMM B CTPOKax K eOMHHLE M Apobb MHTEpPNONsSUUH B CTPOKax M 3anon-
HUTb TaKyl0 OCEBYyIO CXeMmy

1—k [ . :
i =] 4)
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MPOU3BEAEHUIMU YUCEN 3arnaBHOrO CTonbua M 3arnaBHOM CTPOKH, OMnpe-
pensiowKx aaHHoe none. B cnyyae untepnonsuun ans 3/10 npomexyTka
NepeMeHHOCTH MEePeMEHHOro KonoHHbl M 4/10 nmpoMeskyTka NepeMeHHOCTH
nepeMeHHOro CTpoku, T. e. gnsg cnydas k=03 u w=0,4 cocraBum
Tabnuuky:

0.6 0.4
0,7 | 0,42 028 |
0.3 0.18 012 e - 5)

CymMma 371e€MEHTOB MHTEpMONSUMOHHOA TabNMYKKH AONKHA paBHATLCS
enuHuue. Ecnu 3Toro paBeHcT3a HeT, 4YTO BO3MOKHO TMpPHU OKPYrNEeHHM
pe3ynbTaToB BbIYMC/IEHHS 3/IEMEHTO3 TabnuuykM, TO CrieayeT obs3aTenbHO
cornacoBaTh 3TU pe3ynbTaTbl NyTEM COOTBETCT3YIOLIErO OKPYIJEHWS Tak,
4TO6bl MX CyMMa Obina eguHULEH.

[NpenebpeskeHne 3TUM MOKET mMoBIe4Yb 3a Co6oi Gonbluve OWMOKH
B pe3ynbTaTe HMHTSPONSALHH.

Yucno mect mocne 3anatod B aneMeHTax Tabnuuku poctatoyHo 6paThb
onHuM 6onblle 4YUCa MeCT NepeMeHHbIX 3HaYeHHH PYHKHH.

3Ty yacTb PyHKUMOHHOM Tabnuubl, KOTOpas GyaeT ynoTpebnsaTbcs Ans
YEeTbIPEXMYHKTOBOM WHTEPMONSUWM, Ha30BeM QYHKUUMOHHON Tabnn4KoM
u obo3sHauum CyxBoi. T. Dta Tabnuuyka ecTb TpynnoBOe 4YWUCIO, COCTO-
dulee M3 3HayeHUs ¢QYHKUMM OTHOCHLLErocs K HWCXOAHbLIM ANs AaHHOM
MUHTEPONSUMU 3HAYEHUSM HE3aBUCHUMbIX MEpPeMeHHbIX W GnMKallKuX emy
B Tabnuubl 3HaYeHMH YHKLUMM OTHOCHLUMXCS K OnMsKaMluMM 3HauYEeHUSM
HE3aBUCHMbIX nepeMeHHbiX. Ecnu 0603HauyMM 3HaY€HWs HEe3aBUCUMBIX Me-
PEMEHHBIX, MeXAy KOTOPbIMH TNPOU3BOAMM HHTepnoasuuio, 6Gyksamu U,
u U, a Takke V, u V, byner (cm. cxemy (1)):

TR FOO Flo
T=|F, Py -+ (6)

$yHKUMOHHYIO TabnMyky CnefyeT OKOHTYPUTb KapaHOauleM WK TMOJIOKHUTh
Ha HeW COOTBEeTCTBYIOLIMK Tpadaper.

[MonHoe npousBeneHune PYHKUMOHHOM TabNUYKKM Ha WHTEPMOJSLUUOHHYIO
Tabnuury, T.e. CyMMa NpOM3BeOeHHH 3/IEMEHTOB 3THX Tabnuuek, COOTBETC-
ByloLLMX cebe MoNoKeHHeM, Ha30BeM MpPUOIWKEHHBIM 3HaYEHUEM HHTEep-
nonguuMu 1 obosHayum OykBOM F,

Fo=T.I ...(®
Ecnu pannas yHKuus gBnseTcs MHoOrousieHom nepemeHHblx U u V He
copepykalimMM crerneHer Boicwbix UV, T. e. ecnd 3TO MHOrouneH

F = ay+ auu + aw -+ awuv ...(8)

TO MpPUOGNHUKEHHBIW pe3yNbTaT YeTbIPeXNYHKTOBOH WHTEPNONsuWH SBNS-
eTCd OfLHOBPEMEHHO OKOHYaTeNbHbIM pe3ynbTaToM, T. €. 3HayeHWe, BblYM-
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cneHHoe ypaBHeHWeM F=T.J eCcTb TO 3Ha4y€HHe, KOTOPOE MHOrOYJIEH,
NOMelLeHHbli B AaHHOM Tabnuue, NpUMeT AN 3Ha4YeHUH aprymMeHTOB
COOTBETCTBYIOLIUX APOOSM MHTEPMONSUMH yrnoTPeGNeHHbIM B BbIYHCIEHHH.

Ecnu ¢yHkums sBnseTcs MHOrouneHom nepemeHHbix U u V, copepwa-
LUMX He TONbKRO mnpou3BegeHue UV, HO W ppyrue CTENeHH MepeMeHHbIX,
T. €. €CNIM 3TO TMOJIHbI MHOrOYJieH BTOPOH CTENeHH

F = a,+ auu + avv + awuv + awti® 4 aav? 9)

TO NpUGNMKEHHHbIH pe3ynbTaT YeThIPEXMYHKTOBOH WHTeprnonsuuu He Oy-
AeT 3Ha4yeHUeM, KOTOpOe MPUHWUMAEeT MHOTOYNEH, MOMELUEHHbIH B OaHHOW
Tabnuue Ans 3HaYeHWl apryMeHTOB COOTBETCTBYIOLIMX ApO6SM HUTepnons-
UMM, ynoTpeblieHHbIM B BbIYMCIEHWU No ypaBHeHun F=TI.

Yro6bl HaliTH 3HayeHHWe, KOTOPOE MHOrOYJIEH, NMOMELEHHBIH B NaHHOM
Tabnuue npHHUMaeT AN 3Ha4YeHWH HEe3aBUCHMMBIX NMEpPEeMEHHBLIX COOTBET-
CTBYIOLMX [ApO6sM HWHTepnonsuud k v w, clegyeT nonpasuTb npubnu-
SKEHHBI pe3ynbTaT MHTEpNOJSUUM; BBOAS B HEro ,,MONpaBKy MHTepnoss-
uuM B cronbue” — px U ,,ONpaBKRy MHTEPMONSLWM B CTPOKe” — py

OkoHyaTenbHO Oypert:

F=Fy+ px+ pw (10)

3HayeHUs MOMpaBOK HHTepnonsuMud B cTonbue W B CTPOKE cClemyeT
OTbICKaTb B TabiMyKax MOMpaBOK, aHalOrMyHbix Tabnuykam partes pro-
portionales NUHEHHON WHTEpMNONSUWM, MO aprymeHTam: Apobb HHTEpno-
nsuun B ctonbue k (nonpaska WHTepnonsuWu B cTonbue) v Apobb WHTEP-
nonsuMu B CTpoke w (mompaBka MHTepnonsuuu B cTpoke). B cnyuae
Majsioro npepesia MepeMEHHOCTH 3THX TMOMPaBOK MOMKHO HaWTH cpasy
CyMMapHylO MOnpaBky, T. €. CYMMy p== pk -} pw B MpPSAMOYronbHOH Tabnu-
e C AByMS BXOJaMHM MM MO CETYaTOHW HOMOrpamMme.

Takue pa3HOro popa BBIYHCIHUTENbHblE MOCOGHS AN BbIYMCIEHUS NO-
npaBKKW B NMpUONHUIKEHHBIH pe3ynbTaT MHTEPMNOJISUMM NpepsiaraloTcs panb-
e, KaK YMCNOBas MIOCTpauus Bompoca.

O6wast mMbic/b npeanaraeMoi CMcTeMbl GYHRUMOHHBIX TabnuL NS UHTEp-
MOJNSIUMOHHOIO BBIYUCNEHHS (PYHKUHWM [BYX apryMEHTOB CBOAMUTCH K Chne-
AYIOLIMM MYyHKTaM:

a) MPOMEKYTKU 3HAYeHWIl apryMeHTOB CnepfyeT MpH COCTaBNEHHWH Ta-
61U, MpUHUMaTh TaK, YTOObl GbUIO BO3MOXKHO HaWTH PYHKUMIO C MO-
rPELHOCTIO He 6oNblue eAUHHMLbI NMOCNeHero MecTa MyTeM MHTeprno-
NSUMK TIPH TOMOLLM MHOrO4JieHa BTODOM CTEMeHH.

b) UHTepnonsuuio UCNONHSIOT NyTeM COCTABIEHWS WHTEPNONSALMOHHOM
TabNMYKH, MONHOrO YMHOXKEHHS Ha (QYHKUUOHHYIO Tabnuury W BBe-
OEHUS MOmNpaBOK B NMPUONHUKEHHBIH pe3ynbTaT WHTEPNOJISUHWH; BBO-
AATCS MOMpaBKU MHTepronsuud B cronbuax M MOnpaBKH MHTEPMO-
NAUMM B CTPOKAX, OTbICKAHHbIE B NMPUIIOMKEHHBIX K Tabnuue GyHRUMK
TabnMykax nonpaBok (MNM B HOMOrpaMMax).
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c) Ecnu BeiuucnuTenbHble nocobus kK GyHKUMOHHOM Tabnuue He mpuno-
¥KEHbI, TO UCMOJHSAS MO AaHHOW Tabnvle YeTbIPEXMYHKTOBYIO MHTEP-
nonsumio 6€3 nonpasKH, MOJIyYaloOT MOrPELHOCTH HerpeBhilualouue
€QHHHULBI nocnepHero mecrta. B mpoTuBHOM cnyyae npu QyHKLHOH-
HoW Tabnuue pomkHa ObITb COOTBETCTBYIOLIAs OroBOpKa.

Yucnosele npuMepbl, Ha KOTOpble Obpauiaem 0coboe BHHUMaHWE YWUTa-
Tens, HaxonaTCs B MOJbCKOM TEKCTE.

B nopsgpke pabot Neopesuuyeckoro Hayuno-Uccnenosatensckoro HncTtu-
TyTa (HeiHe MHcTuTyT leopesun u Kaprorpadmuu) Ha oOCHOBaHHMM H3nO-
KEHHOM MbICIM, KOTOpOH TeopeTHuyeckoe oOOCHOBaHHWe H3naraeTcs BO
BTOpPOM 4acTH, paspaboTaHbl ClieayioliMe BbIYUCIUTENIbHbBIE MOCOOUS:

1. Tabnuubl ons UHTEPNONSLUMOHHONO MEpeBOAa NPSMOYroONbHBIX KOOP-
nunat [aycca-Kpiorepa B cocenHiolo TpexrpapycHyio 3oHy (Bapuasa 1952).

2. Tabnuubl pna nepesopga reorpaduueckUXx KOOPAWHAT B MpPSIMOYroJib-
Hble B npoekuuu [aycca-Kpiorepa, Ha anuncoupe Beccens (B wecturpa-
BYCHBIX 30Hax).

3. Tabnuubl gns nepesopa reorpapUyecKUXx KOOPAWHAT B MPSAMOYrOJib-
Hble B npoekuun [aycca-Kpiorepa na ennuncoupe Kpacosckoro (ans
LIECTUrPafyCHBIX 30H).

4. Tabnuub! gns nepesBofa NMpsMOYronbHbIX KoopauHaT ["aycca-Kpiorepa
Ha reorpaduyeckde KOOpAMHaTbl Ha smuuncoupe Beccens (mns wecru-
rpapycHbIX 30H).

5. Tabnuubl gpng nepesopa MpsMoyronbHbiX KoopauHat ["aycca-Kpiorepa
B COCE[HIOI TpexrpagycHylo 30Hy, Ha snnuncoupe Kpacoeckoro.

[pu paspaboTke ucnonb3oBaH YUCIOBOW MaTepHal, 3ak/IlOYeHHbIH B pa-
6ore: ,Brechpunktstabelle fiir Gauss-Kriigerische Koordinaten. Ober-
kommando der Kriegsmarine, Berlin, 1943 nocne ycrpaHeHus owwnb0k
B obnactu Mcnonn3oBanus (reorpaduueckas wupota 48° —56°), a Takke
yacTH4yHO pabora: ,,Zahlentafeln zur Ermittlung der Zweiten Koordinaten,
K. Schallhorn, Stuttgart, 1942" u ,Przeliczenie wspétrzednych prosto-
katnych plaskich”. W-wa 1949 J6zef Pawlowski.

lMpu TpaHcpopmauun koopauHaT ¢ snnuncoupa Beccens Ha annuncoup
Kpacosckoro ucnonb3osana pabora H. Nom6pebixa: ,Przeliczenie wspol-
rzednych plaskich w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera z elipsoidy Bessela
na elipsoide Krasowskiego” Bapwasa 1954.

Yucnosyio pa3paboTky BbiwenpuBeneHHbXx pabor ucnonuunu: M. MNom-
6peix, C. Mayc6panat, K. Hanepkrosckuii, 4. lNaHaciok.
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YHACTb 1I

AOKA3ATENBCTBO OMHUCAHHOIO B HYACTHU | BbIYHUCIIEHHA
Hh OCHOBbI COCTABJIEHHS TABJIUL, U NMOCOBUA LJIA
BbIYHUCIIEHHWSA UHTEPTIOJIALMOHHBIX MOTPABOK

Teopema 1: Ecnu ¢yHrums nsyx nepemenHbix F(u,v) €CTb MHOro4neH
BTOpO# cTenenu: F(u, v)=au-}bv -+ cuv -} d nomewwieHnbiii B Tabnuue

u Vo Wy

P Foo

Up [ ... Fo Fyo ... ... npuuem oBosnauaem: e B =T
0

2 For Fy

TO 3HayeHHe, npuobpeTaemMoe QyHKUMEH AN 3HAYEHWH MEpPEMEHHbIX U,V
M306pasKeHHbIX ApPO6GSMU WHTEPMONSALMH:
k= UTW VeV
u1 . uO Vl - Vo
PaBHO CyMMe Npou3BefeHHH 3neMeHTOB T Ha COOTBETCTBYIOLIME MM MOJNO-
JKEHUEM 3JIEMEHThI TabIUYKM:

1= U—RK.(0—w) wl—k) | 476 o603Hauaem ycnosHo: F(k, w)=T.I (11)
k.(1—w) k.w N

HorasaTtenbctBo: Benuunna T.I comepsKUT nepemeHHble k, w, B COOT-
BETCTBYIOLUMX CTEMEHSX U SBJSETCS MHOrO4JIEeHOM pacCMaTPUBAaeMOro TWmna
NO OTHOLUEHHIO K NEepeMEHHbLIM K, W, a Mo MoBOAy JIMHEHHOK 3aBUCMMOCTH
k OT u ¥ W OT v, OHa 3Ke 9BNSeTCS TOXKEe MHOroYNeHOM paccMaTpHBae-
MOro THMa Mo OTHOLUEHHWIO K MNEepeMeHHbIM U W V. Tak Kak MHOroyneH
3TOro THNa omnpepenseTcs 4YeTblpeMs napaMeTpaMH, TO ONS OOKa3aTellb-
CTBa TeOpeMbl [0CTaTOYHO AOKa3aTh, YTO BbipaxkeHue T.I:

1) Ona 3nauennit uev, T.e. pis k=0 w =0 npuobperater 3HaueHHe F,,

2) " ) Wve n n k=1 w=0 " " FOl
3) " " UgVy nw k=0 w=1 " " Flo
4) " " u,vy ) nw k=1 w=1 " " F]1

BupHo cpasy, 4To 3TH ycnoBus BLINONHAKOTCS, T.e. Npu ycnosuu 1) 6y-
pet TI=Fy, npu ycnosuu 2) 6yner TI=F,, npu ycnosuu 3) Gymer
TI1=F,, npu ycnoBuu 4) 6yner T.I= F,;, Tak KaK OCTaNBHbIE DJIEMEHTHI
Tabnuuku I obpallaioTcs B HynM.
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Teopema 2. Ecnm ¢yHkums asyx nepemenHbix F(uv) ecTb MoHbIid MHO-
TOYNEH BTOPOK CTEMeHHu:

au—+bv—+cuv—+du®+ev:4f

nomelleHHbIM B Tabnuue:

Uo + Foo Fig Fyo npuyemM obosnauaem: T = Foo  Fuo
u, “oa FOI Fll Fﬂl cee Fol F]l
U, . Fog Fiy Fyp .

TO 3HayeHue, npuobperaemMoe PyHRUWEH AJiS 3HAYEHUH MEPEMEHHbIX U,V
u3obpaeHHbIX APOo6SIMH MHTepnonsuuu: k (apobb MHTepronsuWu B cTonb-
uax) ¥ w (gpobb MHTEpNONSLUMH B CTPOKaX):

u—u° V"_VO

k—=— W=
u;—1Uu, Vi— Vo

paBHSETCS CyMMe NMpOW3BefeHUH 3neMeHTOB Tabnuukn T Ha COOTBETCT-
BYIOLLME WM MOJIOKEHUEM 3NIEMEHTbI Tabnuuku I:

= t—=nt—w wit—n
k(1—w kw

yBEJIMYEHHOH Ha MNOMpaBKy WHTeprnonguMd B cronbuax px W MOMNpPaBRY
MHTEpNONSLMA B CTPOKax Pw, YTO 0603Ha4MM:

F(kw) =T .1+ pk+pw ... (12)

npyv4yeM MOMNpaBKM WMHTEpNoONsuuM B cTonbuax M B CTPOKaX OMPEAENsioTCs
yPaBHEHHSIMH:

- Fpol [—1 — 1| Fr =k
Pk = k(1—kK Fy, } { 2} unu 060611eHO px = k—(l—k) Fr,s41 ]l 2

2 Foz —_— 1 2 Fr.s+2 1 3
1
w(l—w) Foo] [—1 w(l—w) L : "
pw=———1F, 2! unu 0606ueHo py =——— Fgi1,z 2
2 | F|l—1 2 | Foyas|| —1

HokasatenbctBo. Tak Kak AaHHbIA MHOrOYNEH ONpefensiercs WecCTbio
napamMeTpamMd, TO ANd [OKa3aTenbCTBa TeOpeMbl AOCTAaTOYHO AOKa3aTh,
4YTO BblpaskeHue:

F(kw)=T.I+} px+pw
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1) pnsa 3Hayenus k=0 w =0 npuobpeTaeT 3HaueHue F,,

2) 5 3 k=1 w=0 e " Fyy
3 . k=2 w=0 i i Fyy
4 ,, k=0 w=1 o " Fio
S » i¥ k=1 w=1 P " Fy,
6) . 5% k=0 w=2 " i Fy

[lokaskeM 3TO 5erkO BBIYMCIAS 3HAYEHHS, KOTOpble OuepefHble YJeHbl
ypaBHEHHUS:

F(kw)=TI+ px+pw

a TaKkske WX cymma OynyT npuobpetaTb pAs COOTBETCTBYIOLLUMX 3Ha4yeHUMH
NMepeMeHHbIX kK U w:

pna k w wumeem T.I Dk Pw F=T .1+ px+ pa
0| o Foo 0 0 Fio
1|0 Fo, 0 0 Fy,
2 0 |2Fg — Foo —2F01+F00+F02 0 Foo
0 1 Fy, 0 0 Fyo
1 1 Fyy 0 0 Fy,
0 2 2F;o— Fy 0 Foo_2F10+F20 Fy

W3 tabnuubl BuaHO, yTO MHOrouneH F(k,w)=T.I- px—+ pw, ROTOpBIi
SBNSIETCS MHOTrOYJIEHOM BTODOHM CTEMEHM MO0 OTHOLUEHHH K MEePEMEHHBIM
k v w, KOTOpble B CBOIO OYepeAb SBNAIOTCS JIMHEHHBIMM QYHKLUMSIMH me-
PEMEHHBIX U,V [ANd LWeCTH MNEepeyYUCTeHHbIX 3Ha4YeHWH apryMeHTOB TNpH-
ofpeTaeT COOTBETCTBYIOLIME 3HAYEHMUS, YEM W [OKa3blBaeTCs TeOopeMa.

YKa3saHHbIe Bblllle TEOpEeMbl AOKa3bIBalOT CNpaBenIMBOCTb NpeanaraeMoro
BBIYMCIIEHUS ,,4YEThIPEXMYHKTOBOM HHTEPMONSUUKM”’ OMUCAHHOrO B 3TOMH
pabore.

Ons cocraBneHus Tabnuu [ns YETbIPEXMYHKTOBOHW MWHTEPNONSALHWH He-
06X0MMO NMPUrOTOBUTL COOTBETCTBYIOLIMI HAabOp, MpUYEM MOJIE3HO MUCMOb-
30BaTh TEOPEMBI, KOTOpblE NMPHUBEAEHbI Aalblue:

Teopema 3. Cymma npousBefeHHi YeTbipeX 3HaY€HHUIA MHOrouYeHa BTOpO#
CTEMeHW ANd paBHOOTCTOSIUMX 3HAa4eHWH aprymeHTa Ha OWHOManbHble
KO3}HUMEHTbI MHOrOY/ieHa TpeTbel CTEeMeHW C YepenyloLMMUCS 3HakaMu
paBHa HynIo:

Fo _1

F, 3l _s

Fi[]—3 (4
FS l

Teopemy mosxkHO 0606wMThL Bblpamas ee ypaBHeHuem FN =0, rae F
KPaKOBSH N -2 3HauyeHUe MHOroYfeHa n-TOH CTENEeHW AN PaBHOOTCTOS-
IUMX 3Ha4YeHWH aprymeHTa; N — HIOTOHOBCKMH KPaKOBSH O N—-2 Y/eHax,
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T. € KOMMNeKC GMHOManbHbIX KO3PHUUUEHTOB GMHOMA n-}1 CTenenu ¢ ye-
penyiowMMncs 3Hakamu. [MpocToe nokasaTenbCTBO 3TOH TEOpeMbl HE MpH-
BeOHO, T. K. OHO omnybnurkoBaHo B pabote: S. Hausbrandt ,,Bezposrednia
Interpolacja wielomianowa ze szczegdélnym uwzglednieniem interpolacji
funkcji dwéch argumentéw ujeta krakowianowo, oraz poprzedzona
krétkim zarysem rachunku krakowianowego', Warszawa 1950. Prace
GINB Nr 7.

Teopema npuropHas mpu cocTtaBieHUM PYHKUOHHOW Tabnuubl PyHKUMH
nByx aprymeHToB. B Hawem cnyyae ¢yHKUMS, KaK MHOrou4jieH BTOpPOM
CTENEeHU MO OTHOLIEHHUIO K NMepeMeHHOH cTonbua M MNepeMeHHON CTPOKH
BONKEH ynoBneTBOpsATb KpuTepuH FN =0 pgns nobbix YeTblpex COCeqHHX
3HayeHui $yHKuMM B cTonbue, KaK WM ans Nio6bIX YeThIpeX COCEAHHX 3Ha-
YeHuit PyHKLUUM B CTPOKE.

[ToHATHO, YTO M3 3a OKpyrieHWH 3TOT KpUTepuH He OymeT CTPOro Bbl-
nonHeH (MCkioO4as criydyad, Korga ¢yHKUMS npencTaBngeT coboi CTporo
[aHHbIH MHOrouneH, 6e3 ORpyrneHWs KOHLEBbIX MECT YTO, MeXAy MPOYUM,
He BCTpeyaeTcs B MpaKTHUKe).

O6o3Hayas 4epe3 j 3HayeHWE EOWUHHLbI MOCnenHero Mecra QyHKUMH
Y NpUHMMas caMblii He6GNaronpusTHbIM Cryyad HaKOMJEHHS MOrpelHoCcTen
OKPYIN€HUS B 4YeTbIpeX OYE€pPEeAHbIX 3HAYEHHUSX DYHKUHH, MOJIy4UM B pac-
CMaTpUBaeMOM Cly4yae MHOroYjieHa BTOPOW CTEMeHW MakCMManbHylO Aomny-
CTUMYIO MOrpeLHOCTb Ang Bbipasxkenus FN — BenuuuHy 0,56.8.j T.e 4.].

B cBa3u ¢ 3TMM ¢opmyna (14) ang BBIYMCIUTENBHOM MPAKTHKH MpUMeT
BU[:

Fo|l | —1 B obwem cnyyae, npuHMas BO BHHUMa-
F, 3 <4, MHe uTO Cymma KO3)ULUEHTOB pa3BepHY- (15)
Fy || —3 ‘1 toro 6umoma paBHa 2" rme — n CTernens
F, 1 MHOrouneHa, Mbl UMenu Obl AN MPOBEPKH

MONOMKEHUSt n—2 TMyHKTOB MHOroOY€Ha N-TOW CTEeNeHW MNpHU MOMOLUH

HIOTOHOBCKMX KpaKoBsiHOB ypasHenne: | FN<2"j | (16) rne kpako-

BsHbl FN umetoT no n-}2 enementoB. [logyepkuBaem Oonbliyio npUro-
AHOCTb $opmynel (16); bopmyna (15) sensercs uacTHeiM cnyyaem ¢op-
mynsl (16), ang MpPOBEpPKM COCTaBNEHHBLIX TabNML, MPU HMX MedYaTaHHH.

HU3BecTHO, 4TO T. H. ,,ciiM4yeHue’” LMPpPOBOro TeKCTa He HAET ynosne-
TBOPUTENbHOrO KOHTPONS, a NMpOBepKa MOCTOSHCTBA N-TOH pa3HHLbl OYeHb
TpyROEMKa, Tak Kak TpebyeT 3anvcu 60NbLIOro KOJMYeCTBa 4MCen B Mpo-
lecce BbIYMCNEHHS HYKHBIX TONBKO BpeMeHHo. Mcnonb3osanue dpopmynbl
(16) npu nomoum apvdmomMeTpa OyYeHb MPOCTO M, Monaras, 4TO yrnorTpe-
6nsemM BCe 3HauyeHUs GyHKUMH, AAET MOJIHYIO rapaHTHUIO, YTO MedyaTaHHas
tabnuua 6e3owmnbouHa.

lMpuBeneM moka3aTenbCTBa, YTOUYHAIOLIME FPaHMLbl MOTPELHOCTH, KOTO-
PbIX MOHO OXMAATb Bbipasas (PYHKUMIO BbICLIEH CTENeHU NPUOIHKEHHO
MHOrO4Y/I€HOM BTOpPO# cTeneHH. [IpuBeneHHble TEOPEMbI MPUrOAHBI MOTOMY,
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4YTO B TMpaKTHKE BCTPeYaloTCid CJlyyad, KOraa 4Ype3MepHoe CryuiMBaHue
$yHRUMOHHOM Tabnuubl Lenecoo6pa3sHO C TOYKM 3PEHUS MaTeMaTHUKH, He
060CHOBaHO MNMPaKTUYECKUMH HYROAMH.

Teopema 4. Camoe Gonbluoe 3HayeHHe MNPrpeliHOCTH, KOTOPYIO Mnony-
YUM WHTEPNOJMDPYS MpH MOMOLLM MHOTOYJIeHa BTOPO# CTENeHH 3HayeHue
$yHRUMH, KOTOpas SBNSETCS MHOrO4JIEHOM TpeTeH CTelneHH, He NMpPEeBbICHT
BEJIHYMHDBI fmax, BbIpa)eHHOW $OpMynoii:

3 Fo)[—1 Fo)[—1
_ V3R] 3l_ F. || 3
foux = | 51 (] —3 [ = %0645 1 £1 1) _3 (17)

F, 1 F,

CumBonet F, F, F, F; 0o603Ha4aioT, Kak 4 B npeabiaywux $opmynax
3HayeHHUs, KoTopble npuobpeTaeT QyHKUUS AN YEThIpeX PaBHOOTCTOSILLMX
3HauyeHHWH aprymeHTa.

Hokra3satenbcTBo: [1paBUNBHOCTL TEOpEMBI MOXHO [OKa3aTb OMNUpasiCh
Ha M3BECTHYIO MHTeprnonsuMoHHylo ¢opmyny HioToHa:

F=Fo+(11()ao+(§)bo+(§)co+---

rae; F — ucromoe 3HayeHwe ¢yHRuuH, F, — HCXogHOe 3HayeHue, k —

MHTeprnonsuuoHHas npobb, a, by ¢, .. — OuepefHble pa3HOCTH, pacnono-
KEeHHbie MO auaroHanv Tabnuuel:
F, 2 F

a,=F,—

B Fl Fo S T e by — b= Fy—3F,~+3F;—F
a, = — Cop=— — = — -—
Fz 1 Fﬂ Fl bl=az‘—01=F3—2F2+F1 0 bl bo Fs 3Fa 3FI PO
aas— s I b3=03'—02=F4—2F3+F9c1_ o—b;=F,—3F;+ 3F,—F,

03=F4—-F3
F,

Jlerko npoBepuTb, 4TO

ao={Fo}{—-1I Foll 1 P)[—1
B, 1 bo=1F; {1 —2 o F, 3
F, 1 ° Fa||—3
Fy 1
unu obobiuias: oyepenHble pasHocTH ¢opmynsl HioToHa paBHBI GyHKUWOH-
HbIM KpakoBsiHaM F yMHOXEHHLIM Ha HIOTOHOBCKME KPaKOBsiHb! N, npuuem
nop $yHKUMOHHBIM KpaKOBSiaHOM noppasymeBaeM rpynmny 2, 3, 4... coce-
AHMX 3HauyeHuH yHKRUMM (KOMMNERC 3Ha4yeHWH (PyHKUMK AN paBHOOTCTO-
AMX 3Ha4yeHWH aprymeHTa). [lof HIOTOHOBCKMM KpaKOBSHOM mnopapasyme-
BaeM KOMMJIERC KO3(pHUHUEHTOB pa3BepThbiBaHWs 6uHOMa 1, 2, 3... cTeneHu
C YepenylmHuMUCS 3HakaMH, C TeM, YTO MOCNEeAHHH 3HaK OyneT MosokM-
T €/IbHbIH.
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M3 storo ob6obuieHns Meskpy MpoyeM BbITEKAT, YTO, eCnu PyHKLMS,
ANs KOTOPOM COCTaBnsieTcs Tabnuua SBNSETCS MHOTOYNEHOM N-TOM CTe-
NeHu, TO AnsS KPaKOBSHOB fly C n+1 3JIeMEeHTaMH [O0JiI3KHa CylniecTBO-
BaTh cB93b FN =0, 0 KOTOpoH yxe rosopunocb (Teopema 3), Tak Kak
n--1 Bble pa3sHOCTH paBHBI HYIIO.

Hanuwem ¢opmyny HiotoHna B Bupe:

e W[ |

Fy

H 3aMeTHM, HYTO pa3Hula MexKay pe3y/ibTaTOM MHTEPNONALUWH NMpHU NOMOLUH
MHOro4neHa TPETeﬁ CTENEHU a pe3ysbTaTOM MHTEPNOJISUWU TPpH MOMOLLH
MHOro4yJieHa BTOpOﬁ CTENEHHU paBHa:

Fo _"1 Fo _1
k F 3 F 311
f=(%*)-15 —k.(k—1).(k—2) {5 =
(3) Ef]—3[ % ®E=D- =21 1 5[
FRJL 1 EJL 1

[Ons o60CHOBaHWS TNPaBUNBHOCTH TeopeMbl 4 cCnegyeT BbLIYUCIUTH
skcTpemyM BblpameHus x=k (k—1) (k—2) W yMHOXWTb 3HauyeHue
3TOro 3KCTpeMa Ha LecTyio yacTb npoussenenus N F. Tak kak npowus-
BOgHas: o

9X _ 30— 6k-4-2

dk
V3

3
obpaiaercs B Hynb npu k=1 i—s—: npuuem k= 1-}-—‘2— Hernpu-
MEHMMO, MOTOMy 4YTO HacC HHTepecyeT 06nacTb 3Ha4Y€HUH NepeMeHHOro
k orpaHWyeHa HEpPaBEHCTBOM:

0<k<1

V3

TO HaM OCTa&TCS BBIYMCIAMTb 3Ha4YeHHe dKCTpeMyM ansg k= —T
[Monyunm: n
extr 3 3 3 9

VMHOKas nonyyeHHoe 3Ha4YeHWe Ha LIECTylo 4acTh npousseaeHus F N
NoJjly4YyuM OKOHYATENbHO:

F —1
: _ V3 ]F 3
max — 27 F2 _3

4YTO C/iepoBano aoka3sarhb. Fg 1
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lNMpumeuanune: HAHanoruMuHbiM crnoco6om nonyuyum ¢GOpMysny Ha MaKCH-
ManbHOE 3HAa4Y€HHE TMOrpellHOCTH, KOTOPYIO MONYYUM OT HHTEpPMONSLHH
NpH MOMOLIM MHOro4NneHa nepBod cTeneHu (T. H. NMHEHHas WHTepnons-
UMs) 3HayeHWe PYHKLUHUHM, KOTOpas ABNSETCH MHOTOYJIEHOM BTOPOM CTEMeHH.

Popmyna umeer BHUp:
fmax.:g. Fl _2 --.(19)
F, 1

Teopema 5. MakcuManbHOe 3Hauye€HHE MOrPeLIHOCTH, KOTOPYIO MONYYHUM
MHTEpronupys MpH TNOMOLUM MHOro4YJieHa BTOPOH CTENEeHH YHayeHue
$yHKUMM ABYX TIEPEMEHHbIX, KOTOpas HBNSETCS MHOrOYJIEHOM TpeTbei
CTEMeHW He MNPEeBLICUT BeNWYHHBI f, BbIpaskeHHOH $opMynoii:

Foo|[—1 Foo||—1
Fool [—1 Foo|[—1 _ Fo 2 Ey 2
= |{Fall 3L IFl) 3LV | iR —1l | Po) {1
Foo| |—3 Foo| | —3] | 27 Fio Fo1 1
Fos 1 Fyo 1 Fil|—2 Fi||—2
FpJU 1) (Fy 1

(20)

—
QO | =

npyyeM BCe 4neHbl cnenyeT 6paTb B MX abCOMIOTHBIX 3HAYEHMSX.
HokasatenbcTBo. 3ameTM CHauana, YTO ecnu PyHKUMS ABYX MepeMeH-
HbIX F (4, v) — MONHbIA MHOrOYJIEH TPETbeH CTENEeHW:

au—-bv -+ cuv + du® -+ ev® + fuv + gviu -+ hud - iv® 4 j,
Ans KOTOPOro cocTaBneHa Tabnuua

Genann Mo Vi VB Va aewess

Ug| svanvw: Fyg Pag Fas). Big wsivns
Wiloeosss Foy Fyy Pyt Fgy vevnne
Ug |swwaen Pog Fag Fag Py waiie i
Ug | covsin: PBog Py Pog Fag v

TO 3HayeHWe, KOTOpoe 3Ta ¢YHKUUS NpUOOpeTaeT AnNs 3HA4YeHUH U v
BbIpaKEHHbIX ApO6sMH WHTepnonsuvu: k (apo6b MHTeprnonsuuu B cTONG-
uax) ¥ w (apo6b MHTEPNONAUMM B CTPOKAX):

u—u, vV —YV,
k=—>2 w=—22
Uy—Uu, Vi—V,
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6yneT BbipaskeHa $opMynoii:

Feol 1
(el ()R IO e S GG+
Fl 1
FZ: —é . f-‘:: —; -(W)+AP, rae AF — pa3sHOCTb Mexay
1 gl 1] ¥

pe3y/nbTaTOM MHTEPMONSUMM MpH MOMOIUM MHOrO4JIeHa TpeTeid CTenewlw,
a pe3ynbTaTOM MHTEPNONSUMH MpPH MOMOLLM MHOrO4YJIeHa BTOPOM CTEMEHH.
JTa pa3HOCTb BbIpa3UTCi POpMynoW:

Foo '—l Foo '—1
Fool[—1 Foo||—1 Fy 2 Fio 2
F 3 k F 3l(w Fypol)—1 w Fool)— 1\ k\ (W
Ap={"01 10 02 20 2
2P| —3 (3)+ Fuof|—3 (3)+ Fof] 1 )( )+ Fo 1(1)(2)( D
Foa 1 FSD 1 Flll _2 Fl] '-—2
Flzl 1 le 1

Jlerko npoBepHTH, YTO 3HauYeHWe BCero BblpaskeHHs NMpH k=0H w=20
paBHo F,,, npyu k=0, w=1 paBHo F,;, u. T. n.
OcTaércs BLIYHCIUTL MaKCHManbHOe 3HaueHWe BenuuuHbl AF, T.e. pas-

HOCTH pe3y/ibTaTOB WHTEPNONSUMM TpeTbeH W BTOPOH CTEMNeHw,

Koraga

ppobu uHTepnonsuud k 1 w OynyT npHHUMaTb OYEpefHble 3HAYeHHUs OT
Hyns 0o eaunuubl. [Mockonbky BenuuuHa AF (21) sBnseTcs CymMMOi 4eTbl-
pex cnaraemblx — o6o3HauMM Mx cumBonamu A,B.C,D — MOkeM HanucarTh:

AFmax<Amax+Bmax+cmax+Dmax
Ho nepsbie€ OBa Cnaraembleé — COrjaCcHoO Teopeme 4 nHe npeBbICAT 3Ha-

(22)

YEeHHUA:
P 00 == ‘/_ B 00
Fos 3 3 __ Fy,
Foz —3 27 . Amu on '_3 27 Bmu (23)
Foa 1 Fao

4yTO GBUIO yKe [OKa3aHO B aHaNOrM4yHOM Cliyyae.

Yto RacaeTcs TpeTbero M YeTBEpPTOro cnaraembix, To Gyaem pascys-
path cnepyowum o6pasoM (BbYMCIIEHHE NMPOM3BOAHOW AAET TONBKO 3Ha-
YyeHWe MMHMMYM, YTO AN Halleil 3afayu HEeCyLIeCTBEHHO).

[Npoussepenue:
o e
() () =R - LB — e —gw-
2 2 2

cnaraeTcs M3 AByX uneHoB. A6GcoNIOTHOe 3HayeHWe MepBOro uyjeHa B pac-
cMaTpuBaeMol 06nacTH 3Ha4YeHWH He MpeBbICHT BenuuuHbl 0,25, 3HaueHue
Apyroro uyneHa He OymeT Oonblie eAWHUDBI, 3HAa4Y€HWE TPETbEro 4jeHa
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nocrosHHo W paBHo 0,5. 3HaueHWe npou3BefeHHWS B pacMaTpUBaeMoif
obnacty, HU B KoeM cnyyae He bymer 6onblue

025.1.0,5 =o.125=%

H3 atoro BbITERAET, 4YTO abconioTHbIE 3HaYeHHUs TPpeTbe€ro — M aHalo-
FMYHO — YEeTBEpPTOro 4J€HOB HU B ROEM Ciyyae He 6yp.e1' 6onblue Be-
JIMYHUHDI:

Foo _1 Foo —l

Fyy 2 Fio 2

Fog _'l i_ on _1 i_

Fy 118 e Fo, 118 =iz 24)
Fll '—2 Fll —2

Fy, 1 Fy, 1

H3 ¢opmyn (22), (23), (24) BbiTekaeT nNpaBUNLHOCTL TEOPEMBI, YTO
M CrefoBano AOKa3aTh.

Teopema 6. MakcumanbHOe 3HaYeHHWE MOrPELIHOCTH, KOTOPYIO MONyYHM
MHHTEPPONMPYS NP MOMOLYM MHOrOYJIeHa TMepBOi CTEeNneHH, 3HayeHHe
$YHRUMM [BYX MEpeMeHHbIX, KOTOpas ABNSETCS MHOrOYJIEHOM BTOpPOit CTe-
MeHH, He NpeBbICUT BeNWYMHbI f, BbIpaKeHHOU $HOpMynoii:

(F 1
Fy 1 Foy, 1 °°
Foq 1 Fy 1 F1o .

1

HokrasatennbctBo: [Monaras MHOrouneH nepBoOi CTeneHH, Mbl HWHTEPMO-
nuposanubel no dopmyne:

e

Cpasnusas 3ty dopmyny ¢ $opmynoii Ha HHTEpNONSUMIO BTOpPO#i CTe-
neun (popmyna 21), Mbl BUAMM, YTO Pa3HOCTb MEKAY Pe3yNbTaTOM MHTEP-
NonsuMH BTOPOH CTENEeHHW U pe3ynbTaTOM WHTEPNONSUUW NEepBOH CTENEeHH
6yneT:

F 1
Foo —1 Foo 111 Foo 4 i
Afies Fm (kW Fo (| —2 {5k k=D {F i 1—2{ 5 ww—1)
10 1 F 1] 2 F 1

Fll 1 02 20

Tak kak B o6nacTu 3HaueHuit kK ¥ W B rpaHuuax OT Hyns OO E€AHHHLbI

3HayeHue wk Oynetr He Gonbwe 1, BenuuuHa k(k—l)-§ 6yneTt He 60b-

we %- BeNMYHHa w(w—l)-%6yne1 He 6onblue —;—- TO BenuuuHa AF Hu

B KoeM cnyyae He Gyner Gonblue 3HayeHWs f, BhIpa)EHHOro ¢opmynoii
(25), uto u cneposano pokasate.
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lNpumeuanue. B uznoxenun Hu B cumsonure TeopeMm 4, 5 u 6 Mbl He
nogyepKk1BaNM TOro, 4YTO peyb MAET O MaKCUManbHbIX aGCONMIOTHLIX 3Haue-
HMsX, Monaras, 4TO 3TO BbITEKAaeT M3 CyTH BOMNpOCa, YPE3MEPHO TOYHOE
W3NI0OKEHHE W CUMBOJIMKA MOBIUSIW Obl BPEOHO Ha SCHOCTb TEOpEM.

CoctaBnenuve mnocobuil AnNg BbLIYUCNEHHWHW MNOMpPaBOK
YeTBIPEXNYHKTOBOHW MHTEPNONSUUM.

®opmyny MHTepnonsuud GyHKUMKM MO [ABYM aprymMeHTaM NpH MOMOLLU
MHOrousieHa BTOpOH cTeneHd (Teopema 2) MOKHO HamucaTb B BHAE:

P=| & g “;:’La:,‘”’ Ve | Fu—Rew—wp
Fiq Foo —05 (26)
o= FOl B= FIO
Fos —~05 Fy, —05

[MonsiTHO, 4TO BenWYMHbI KOTOpble Mbl 3aech o6o3Hauunu o« u B GynyT
NOCTOSIHHBIMU NS 06NAaCTH 3HAYEHH, U306paskeHHbIX B AaHHOK PYHKUHUOH-
HOM Tabnuue nWilb B TOM Cliyyae, Korga QyHKUUS SBNKGeTCs CTPOro MHO-
royfneHoOM BTOpPOi CTeMeHW. Tak KaKk B TMpaKTUKe 3TO HHUKOrga He UMeeT
MecTa, MOTOMY 4TO AaHHas ¢YHKUMS — He MHOrousjeH; a e€ 3HayeHue
B y3KOH 06nacTv BbIpaskeHO NMPUONHUKEHHO MHOrOYIEHOM, TO BEJIHYHHBI
o ¥ B BBIYMC/IEHHbIE U3 TPEX COCefHMX 3Ha4yeHWHd F He OynyT opHHaKOBBI.
BoiuMcnutenbHble NMoCo6Us A/ HEMOCPEenCTBEHHOrO HaXOAeHHUs MOonpaBok
YETHIPEXMYHKTOBOW WHTEprnonsuuu:

pr=k(l—k)a pv=w(1—w)p (27)
crnepyeT COCTaBNsTh Tak, YTO Obl:

1) 3aHMMany BO3MOMKHO Masio MeCTa, YTO CrMoCOOCTBYyeT JIerKOMY OThIC-

KaHHIO 3Ha4yeHWi MOMpaBoK,

2) He 3aHWKanM 4Ype3MepHO TOYHOCTH pe3ynbTaTa WHTEPMNOJSLMH.

Jlerko BMAETh, 4UTO MakCUManbHOe 3HayeHHe uneHa k(1—k) unu w(1—w),
Ha KOTOpBbIH yMHOKalOT BenuuyuHbl o 1 B pasHo 0,25. U3 atoro BhITekaer,
yTO ynoTpeblieHHe BBIYUCIUTENbHOrO MOCOOMS, COCTaBIEHHOE ANs Benu-
YMHBI ¢ BMECTO BeNUYMHbl o do, MIU COCTaBIEHHOE [N BENW4YMHbI B
BMeCTO BenuuuHbl B dB, nosneyer 3a co6oi MOrpelHOCTH:

0,25de vnu 0,25 dp

O6o3Haunm yepe3 Aa v AR pa3HOCTH MeskAy COCENHWUMHM 3Ha4YeHUSIMH
@, M %, a Takke Meskay [, v By ON9 KOTOPBIX BBIYMCIEHBI MOCOGMS.
Ynotpebnsiiownii 3TM nocobus, nNonb3ysCb NpaBWUIbHO Tabnuuamu, He
uMess nocobus Ans NMOAXOAsUIero 3HayeHus o wiu B, Bo3bMeT Gnukaiyio
M3 [BYX MpENOCTaBNEHHLIX eMy BenuuuH «,%, unu B, B,. M3 aToro soite-
KaeT, YTO MOrpelnocTh BenuyuHbl do cnepyet npuHste 0,5 Aa. Oxonua-
TeNbHO TOrpeLHOCTb BLIYUC/TMTENBHOrO Mocobus Ans BeNHYHMHbI &, OTCTO-
AWMX Ha Ao unu pons BenuBuHBI B oTcTosumx Ha AR Gyner:

dpopr. kol. = 0,125 Aa dpopr. wier. = 0,125 Aﬁ (28)
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B npumepe 2 (BbluMcneHWe koHBpreHuun [aycca) Tabnuuykv MompaBok
ANa UHTepnonsuud B ctonbuax cocraBneHbl B WHTepBanax « 4epes 0,5
Nerko TNpOBEpPHTb, HYTO CHUMBOJIbI, HaMpaB/IOLIME B COOTBETCTBYIOLLYIO
rpady TabnuukyM nonpaBOK AaHLl B MHTepBanax 4yepe3 1, T.e. paBHb 2a.
MorpewHocTs, BbITEKalOwas M3 3Toro WHTepsana Aa =0,5, cornacHo
¢dopmyne (28) 6yner: 0,125.0,5= 0,06, yto npu TOYHOCTH Tabnuubl 1°
HeCy11eCTBEHHO.

BeluncnurensHble nocobus nsis MOnpaBOK YETHIPEXMYHKTOBOW MHTEpMO-
NSUMK MOXKHO COCTaBNSTh pa3HbIMM crnocobamu. MeHee ynoG6HbIH, HO ca-
MBI TOYHBIH Cnoco6 — paBaTh LUGpPOBbIE BENHYMHBI & U B MPHU KaKAOM
TabNMYHOM 3Ha4YeHWH QYHKUWH MNH MPOMEKYTOYHO Yepe3 HECKONbKO 3Ha-
YeHWH, yYyuTbIBas BbllECKa3aHHoOe.

Breluncnsiomwumii B 3TOM Ciyyae WCMONHSET AEHCTBUS:

k(1—Kkae u w(l—w)B

He CIIMIUKOM CJIOMKHble, HO TpebylolnMe HanpskeHUs BHUMaHWs, HMes
B BHY OTCYTCTBMe KaKoro nub6o KOHTposs. BbiyucneHue nonpaBok uene-
Ccoo6pa3HO COBMECTHUTb C INaBHBIM BbIYMCIIEHUEM, YTO MOKHO HMCMONHHTb
no cnepywooued Gopmyne, yuuTbiBas MPUHLMI MOJHOTO YMHOKEHHs, O KOTO-
POM rOBOPHIIOCH BhILLE.

Foo | Fio| B | | 1—=B0—w) | wil—k [w(l—w) |
F= FO] Fu k(l—'W) kw (28)
a k(1—k)

HUureprnonsumonHyio Tabnuury uenecoo6pa3sHO COCTaBUTb NO paHee
OMHCaHHOH! CXeMe, NMPOBEPUTbL CyMMy €& 3neMeHTOB (eauHHua) W MpHMH-
catb B mnepsoM crtonbue npoussenedve k(1—k) ¥ B nepBoii CTpoke
npousseneHue w (1 —w).

Ouenb yno6Hbl TabnM4KKM MONpaBOK, OCOGEHHO, €CNM MOMECTUTb Ha
CKpeLLeHHH COOTBETCTBYIOLIEro cTonbua ¥ CTPOKM 3Ha4yeHWe MONHOK mno-
NpaBKH 3a WHTEPNoONsuMio B cTonbuax U B CTpPOKax. JTOro poga nocobus
nNpyMMeHeHbl B HW3faHHbIX B nocnegHee Bpems MHhcrutytom [eopesuu
u Kaprorpadum Ttabnuuax pns nepesoga reorpapuyeckUX KOOpPAMHAT
B NpSMOYronbHble, a TaKKe AN NMepeBOofa MpSMOYro/ibHbIX KOOpAWHAT
B CocenHIOI0 30Hy. YacTe Takoi Tabnuubl nokasaHa B npuMepe 3.

YnobHbl TOXe, HO nopor B 06paboTke H meyaTaHWH HOMoOrpaduue-
ckue nocobus. OHn MoryT GbiThb COCTaBNEHbI, KAK HOMOrpaMMbl CeTyaThle
UnM napannensHo — wkanosble. CeTyatas HOMOrpamMma MOMKeT ObiTh CO-
CTaBneHa B ¢oOpMe CHUCTEMbl MPSMbIX, YTO yMEHbIUAET €ro CTOMMOCTb.
MNoppo6HocTH, KacaomwMecs BbIMUCIEHUS PYHKUMOHHBIX LUKaJ, 3[eCh He
NpHMBeNeHkl, Kak OOLIeH3BeCTHhIE.

(Ceenenus no Homorpadun B pasmepe AOCTaTOYHOM ANS KOHCTPYMpOBa-
HUS HOMOrpaMM [nsi BbIYHCIIEHHUS MHTEPMONSUWOHHBLIX MOMPABOK MOMKHO
HaiTH B pabote aBTopa: leone3nyeckune Buiuncnenus, Bapuasa, 1953).



STEFAN HAUSBRANDT

A certain method of the interpolary computation of a function
of two variables (Four-point interpolation with corrections)

INTRODUCTION

In many geodetic calculations in which it is necessary to compute
many times values of the function of two variables F(u,v) it is wise
to use a ready-made numerical table showing the values which the
function will assume for definite equidistant values of the arguments
uv, and to compute the values of the function by interpolation. Such
a procedure has the advantage of full generality: when solving by
interpolation numerical problems of a great variety of mathematical
content resulting from the diversity of form of the function F(uv) the
computer is here free from the necessity of investigating the form of
functional relations and from that of studying ever new details of com-
putation technique.

There is of course a full analogy here to the application of the sim-
plest form of interpolation: the linear interpolation with the use of
logarythmic tables of those of values of trigonometrical functions.

The user of these tables is often not aware what calculations were
needed to arrange the tabular collection he uses, yet quite correct and
quickly does he solve the problems of computing the sought value of
the logarythm or of the trigonometric function for the given value
of the argument by referring only to interpolation. However while in
the domain of the function of one variable, e. g., log x or sinx, the
necessity of leaving out of account the mathematical content of the
problem in practical computation and the use of interpolation have both
been long recognized as legitimate, in the domain of the function of two
(or more) variables it is comparatively seldom that numerical compu-
tation follows the most economical course of making use of a ready—
made numerical collection of values of the function and of finding by
way of interpolation the values of this function corresponding to the
assumed values of the argument. As typical examples of complicating
numerical computation by avoiding interpolary calculation can serve
almost all computation in higher geodesy and mathematical cartography
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based on the classical conception, which compels the computer to use
patterns imposing extremely complicated procedure and making it im-
possible for him to follow the main idea of the calculation in question.

It seems to us that one of the main reasons why the interpolary
calculation of the value of a function of two (or more) variables is not
widely accepted is that typical form of such calculation, a form which
would facilitate its simple and controlled verification, has not been
fixed yet, in contradistinction to the interpolation of a function of one
argument, where this typical character has found full expression in the
principle of condensing the function table to a linear form and of the
traditional presentation of tables of the ,,partes proportionales’. Another
reason why interpolary calculation in the domain of functions of two
arguments is not popular is doubtlessly the fact that the pionneer works
in this field were based upon formulae of differential interpolation
which again were deplorably obscure and not very economical in nu-
merical calculation.

The present work describes the interpolary procedure for computing
values of a function of two arguments, which procedure is further
called ,four-point interpolation with a correction”, and, as it seems,
could be profitably accepted as a typical form of the interpolation of
a function of two arguments from a standard function table. What we
mean by this is that we would rather think that it would be useful
to accept the principle that tables of the values of a function of two
arguments for practical computation ought to be so arranged that they
should be prepared for four-point interpolation with a correction descri-
bed further below.

It follows from what I have said so far that the problem we want
to discuss below is both a problem of computation technique and of
applied mathematics. This is because on the one hand we must describe
here the arrangement of tables and computation technique in the inter-
polary procedure we suggest, and, on the other, we must make an
analysis of the theoretical foundations of the procedure and of the
achievable accuracy of its results.

Although it is clear that theoretical analysis is more important for
a clear understanding of the problem than computation technique,
in our work we present a description of the suggested interpolary pro-
cedure and numerical examples first and place the theoretical exami-
nation in the second part of the work. This arrangement of the mate-
rials will both allow everybody better to appreciate the simplicity
of four-point interpolation and help the reader not interested in mathe-
matical argumentation but keen on getting acquainted with the techni-
cal aspect of the computation. Any body eager to know its theoretical
side will read the first part as well since it contains the denotations
and a description of interpolary procedure.



PART ONE

A description of the operations connected with four-point interpolation

We accept the following denotations and names:
u the columnar variable, i. e.,

functional table;

the independent variable (,argument")
whose successive values are inscribed in the head column of the

v the linear variable, i. e., the independent variable (,,argument’) whose
successive values are inscribed in the head line of the functional

table;

F the function of the variables u and v whose values are inscribed in
the table, the value assumed by the function for the values of the
variables written in the i-th column and the j-th line being inscribed
at the intersection of the i-th column and the j-th line. The denotation
is illustrated by the following diagram:

U\V ..... Vo Vi Vg Vg Vg o oaee
uo ----- Foo Flo on Fso F‘o 00000
u1 ...... Fol Fll Fgl F31 F‘l .....
uz ..... Foz Flz Fzg Fsa F‘g .o
Ug | «unne Fog Fi3 Fyy Fgy Fgg ...

In particular, for example, the table below is a functional table of
a function of two variables, where the value of this function for the
value of the columnar variable = 20 and for the value of the linear
variable = 30 amounting to 779.
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10 |..... 287 552 917 1382 .....
200 | wnss 489 779 1169 1659 ..... (2)
30 | oo 791 1106 1521 2036 .....
40 |..... 1193 1533 1973 2513 .....

Furthermore we accept the following denotations and names:

k columnar interpolation fraction, i. e., the ralation of the difference
between the value of the columnar variable for which the interpo-
lation is being made and the nearest smaller value of the columnar
variable inscribed in the head column of the table to the constant
of the tabular difference for the columnar variable (the latter diffe-
rence amounting to a multiple of 10 as a rule, and to 10 in our
example);

w linear interpolation fraction, i. e., the relation of the difference between
the value of the linear variable for which the interpolation is being
made and the nearest smaller value of the linear variable inscribed
in the head line, to the constant of the tabular differenc for the
linear variable;

I interpolary tablet, i. e., a square set of four elements containing in its
first line the product of the complementation of the fraction of co-
lumnar interpolation to one by the complementation of the fraction
of linear interpolation to one and the product of the complementa-
tion of the fraction of columnar interpolation to one by the fraction
of linear interpolation, and in its second line the product of the fra-
ction of columnar interpolation by the complementation of the fra-
ction of linear interpolation to one and the product of the fraction
of columnar interpolation by the fraction of linear interpolation.
Thus the interpolation tablet, which we shall denote by the letter I,

has the form:

1—K1—w 1—Kw

Bl Kiv =i @)

The most convenient way of including it to the computation is to
write in the form of the head column the complementation of the inter-
polary fraction in columns to one and the fraction of interpolation in co-
lums, and in the form of the head line the complementation of the inter-
polary fraction in lines to one and the fraction of interpolation in lines,
and to fill in the axial scheme

1—w w

1—k

k =1 (4)
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with the numbers of the head column and of the head line determi-
ning the given field. Specifically, e. g., in case we make interoplations

forl% of the interval of the columnar variable and 14_0 of the interval

of the linear variable, i.e., in case k=0.3 and w=0.4, we shall obtain
an interpolary tablet as follows:

0,6 0.4
07042 o2 |
03018 o012 ]| ©)

The sum of the elements of the interpolary tablet must strictly equal
one. If this is not the case — which may happen when the results are
rounded off while calculating the elements of the tablet — the results
should necessarily be squared by rounding them off so that the sum
of the elements of the tablet is one. This operation being neglected
gross errors may be made in the results of the interpolation. In the
elements of the interpolary tablet it is sufficient to take into account
the number of figures at the right of the decimal point larger by one
than the number of figures of the variables in the values of the function
interpolated.

Let us furthermore call the functional tablet and denote by T the part
of the functional table which will be used for four-point interpolation,
i. e., the four-element set containing the value of the function F cor-
responding to the values of the independent variables initial in the
given interpolation and the values of the function next to it in the ta-
blet and corresponding to further values of the independent variables
next to the initial ones. Thus if we denote by u, and u, as well as by
v, and v, the values of the independent variables between which we
make the interpolation, then (see Diagram 1)

T= (6)

When interpolating it is wise to make the functional tablet evident
either by outlining it in pencil or laying a suitable stencil on the func-
tional table.

The complete product of the functional tablet by the interpolary table,
or the sum of the products of the elements of those tablets corresponding
to each other in position we shall call the rough result of the interpola-
tion and we shall denote it by F,.

Fo=T.1 (7

In the function tabulated is a polynomial of the variables uv with no
higher powers than uv, i.e., if it is the polynomial

F = ay+ auu + aw + awuv @



368 Stefan Hausbrandt

the rough result of four-point interpolation is at the same time its exact
result, that is to say, the value calculated with the formula F,=T.I
is one which the polynomial tabulated in the given tablet assumes for
the values of the arguments characterized by the interpolary fractions
used in the computation.

If the function tabulated is a polynomial of the variables uv containing
not only the product uy but also the square powers of the variables,
that is to say, if it is a full polynomial of the second degree

F = a, + auu + awv + awv -+ awts® + ayv® 9

the rough result of four-point interpolation is not equal to the value
assumed by the polynomial tabulated for the values of the independent
variables characterized by the interpolary fractions used for the reali-
zation of the formula F=T.L

To arrive at the value assumed by the polynomial tabulated for the
values of the independent variables characterized by the interpolary
fraction kw, the rough result of the interpolation ought to be corrected
by adding to it ,the correction of columnar interpolation px” as well as
~the correction of linear interpolation pu''.

Eventually then

F = Fy~+ px—+ pw (10)

The values of the corrections of the columnar and the linear inter-
polations should be found in the tables of corrections similar to the
partes proportionales of linear interpolation after the arguments: the
fraction of columnar interpolation k (the correction of columnar inter-
polation) and the fraction of linear interpolation w (the correction of
linear interpolation). In case the extent of variation of these corrections
is small one can find at once the total correction, i. e., the sum p=px—+ pw
in the rectangular table with two entrances or from a net nomograph.

Such computation aids of all kinds serving to calculate the correc-
tion of rough interpolation are given as numerical illustration of the
problem (in the original text).

The general conception of the suggested system of functional tables
for computing functions of two arguments by interpolation can ultimately
be brought down to the following items:

a) The tabular collections are so condensed when arranged that the
value of the function with the error of the + unit in the last
place could be found by interpolation with the help of a polyno-
mial of the second degree.

b) This interpolation is made by arranging an interpolary table,
multiplying it completely by the functional tablet and correcting
this result of rough interpolation by adding the corrections of the
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columnar and the linear interpolations, found in the correction
tables included to the functional table (or in the nomographs).

c) If the computation aids allowing to define the extent of the cor-
rections of the result of rough interpolation are not included in
the functional table we obtain, when making four-point interpo-
lation with no correction from the given tables, errors which do
not exceed the -+ unit in the last place. If this is not the case
a remark to this effect should be made in the functional table.

PART TWO

The explanation of the computation procedure described in Part One
and the principles of arranging tables and aids for computing interpo-
lary corrections

Theorem 1: If the function of two variables F(u,v) is a polynomial
of the second degree F(u,v)=au-tbv-+}c.uv-d, tabulated as

u Vo Vi

o s e 5 —
u | -.. Foo Fw vew s where Foo Flo =T
u, Foy Fy; LU 11

the value assumed by this function for the values of the variables uv
characterized by the interpolary fractions
k= u_uO W= V_Vo
Uy —Up Vi— Vo
is equal to the sum of the products of the elements of the tablet T
by the elements of the tablet I corresponding to them in position, the
latter tablet being determined as follows

; (1—k).(1—w) w(1—kK)

which we agree to denote F(k,w)=T.I (11)
k.(1—w) k.w e

Proof. The quantity T.I, containing the variables k,w in correspon-
ding powers is a polynomial of the type under consideration with re-
spect to the variables k,w, and because of the linear dependence of k
upon u and of w upon v it is also a polynomial of the type under
consideration with respect to the variables u and v.
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Since a polynomial of this type is defined by four parameters, the
theorem may be proved by showing that the term T I.

1) assumes the value F,, for the value uyv, i. e, for k=0 w=0,
2) assumes the value F,, for the value u,v,, i. e. for k=1 w=0,
3) assumes the value F,, for the value u,v,, i. e, for k=0 w=1,
4) assumes the value F,, for the value u,vy, i. e, for k=1 w=1.

This is, however, evident at once, because when 1), is assumed
Tl =F,, when 2) is assumed TI=F,,, when 3) is assumed TI= Fy,
and when 4) is assumed TI=F,,;, as the other elements of Tablet I
change to zero.

Theorem 2. If the function of two variables F(uv) is a full polynomial
of the second degree: au- bv -} cuv -+ du®-- ev®*—-f, tabulated in a re-
ctangular

Usg| oo PBgy Fig Fsy i where Thu Foo  Fyo
u| ... By, Fyy Fey ... Fo, Fyy
U Fo Fyy Fy

the value assumed by this function for the values of the variables uv
characterized by the interpolary fractions k (the fraction of columnar
interpolation) and w (the fraction of linear interpolation)

u—u V—V
Bl =t —Ve
Uy —U Vi—Vo

ko=

is equal to the sum of the products of the elements of the tablet T by
the elements of the tablet I corresponding to them in position, the lat-
ter tablet being determined as before

= 0—K{l—w) w(l—kK
k (1—w) kw

and increased by the correction of the columnar interpolation px and
that of the linear interpolation p,, which we denote

F(kw) =T .1+ px+pw (12)

the corrections of the columnar and the linear interpolations being
determined by the formulae
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w

F, —1 B —1

k(1— a0 — o
il 1) Fy, ] l 2} or, more generally pk= k—(lz—k) Frsi1 ” 2
—1

2 Foz —1 Fr,s+2
(13)
— Foo =3 qu |
W—(lz—W) Fyo ] ‘ 2} or, more generally py = w Fgi1,2 2
F20 _— 1 Fq+2.z — l

Proof. As the polynomial assumed is determined by six parameters
the theorem may be proved by showing that the term

F(kw)=T.I+ px+ pw

1) assumes the value F,, for the values k=0 w=0;
2) assumes the value F,, for the values k=1 w=0;
3) assumes the value F,, for the values k=2 w=0:
4) assumes the value F,, for the values k=0 w=1;
5) assumes the value F;; for the values k=1 w=1;
6) assumes the value F,, for the values k=0 w=2.

This is shown easily by the computation of the values which the
succesive compenents of the formula

F (kw) TI +- px -+ pw

and their sum assume for the corresponding values of the variables k

and w.
k w T.I Pk Dw F=T.I+ pc+ pw
0 0 Fyo 0 0 Fgo
1 0 Foy 0 0 Fo;
2 0 |2F4 — Foo[—2Fo; + Foo+ Foe 0 Fyq
0 1 F10 0 0 FIO
1 1 Fyy 0 0 Fyy
0 2 2F,— Foo 0 Foo_2F10+F20 Fy

Since in point fact as seen from the above the polynomial F (kw)=
=TI+ px—+ pw» which is a polynomial of the second degree with res-
pect to the variables kw, constituting in turn linear functions of the
variables uv, assumes the corresponding values for the six assumed
values of the arguments, the theorem is proved.

The theorems presented above prove the suggested numerical compu-
tation in the ,four-point interpolation” described early in this work.

The arrangement of tables for four-point interpolation requires the
preparation of a suitable tabular collection which it is convenient to
base upon the theorems presented below.
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Theorem 3. The sum of the products of the 4 values of a polynomial
of the second degre for the equidistant values of the argument by the
hinomial coefficients of a polynomial of the third degree with alterna-
ting signs is zero.

F,)[—1
F, 3l

— 14
F(]—3 (14)
F, 1

This theorem may be expressed more generally by the equation F N=0,
where F is the cracovian n--2 of the values of a polynomial of the
n-th de—gree for the equidistant values of the argument while N is
a Newtonean cracovian with n-}2 terms, i. e, a set of binomial coef-
ficients of the binomial of n-1th degree with alternating signs. We
abstain from the simple proof of this theorem since it was presented
before in one of the Geodetic Scientific Research Institute publications
(The Proceedings of the Geodetic Scientific Research Institute No 7,
Stefan Hausbrandt, Bezposrednia interpolacja wielomianowa ze szcze-
g6lnym uwzglednieniem interpolacji funkcji dwéch argumentow ujeta
krakowianowo, oraz poprzedzona krétkim zasysem rachunku krakowia-
nowego’’, Warsaw 1950).

The theorem may help in arranging a table of functions of two ar-
guments. In our case the function, as a polynomial ot the second de-
gree with respect to the columnar variable and the linear one, must
fulfil the criterion FN =0 both for any four values of the functions
next to each other in a column and for any four values of the iunc-
tions next tn each other in a line. It is also plain that in view of the
errors in rounding off this criterion will not — on the whole — be
fulfilled (except for the cases when the function is exactly a polyno-
mial represented without final figures rounded off, which again is never
the case in practical computation).

If j is the value of the unit of the last row of the function tabula-
ted, and if we assume the most unfavourable coincidence of errors in
rounding off in the four neighbouring values of the function, w obtain
in the considered case of a polynomial of the second degree the ma-
ximum admissible orror in the realization of the formula F N, the quan-
tity 0,5.8.j, i. e, 4j. In this connection the formula (14) assumes for
numerical computation the following form:

F - In a general case, considering that the
F" 3| sum of the coefficients of the develop-
Fl _3 <4.j ment of the binomial is equal to 27, (15)
F: 1] where n is the degree of the polynomial,

the equation:
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|[EN<27j
would serve to verify, with the help of Newtonean cracovians the posi-
tion of n-+ 2 points in a polynomial of the second degree.

We emphasize a very high degree of suitability of the formula (16),
of which the formula (15) is a particular case, for verifying tabular
collections when they are printed.

As is known the reading off of the figures is no sufficient verifica-
tion, while to base oneself upon the assertion of the constance of the
n-th difference takes much work, since a great many figures must then
be written down which are needed only incidentally during the compu-
tation. The realization of the controlling formula (16) in machine com-
putation is very simple and, if all values of the function tabulated are
taken into account, secures the fuull accuracy of the functional table
which is printed.

We shall now present the theorems which define even more exactly
the extent of error we may expect when we approximate a function
of a polynomial of the second degree when it should be approximated
by a polynomial of the third degree. These theorems are useful in the
problems of practical computation when too large a congestion of a func-
tional table desirable fom the mathematical point of view cannot be
justified by practical considerations.

Theorem 4. The maximum value of the error we obtain when inter-
polating with the help of a polynomial of the second degre the value
of a function which is a polynomial of the third degree does not exceed
the quantity fmex defined by the formula

where the cracowians F N contain n--2 elements each (16)

‘/_ Fo _'1 Fo —1

V3Rl 3l_ F ()] 3

fmoe =52 | 7 ] —3 [ = 08415 ) £ () —3 (17)
F, 1 F, 1

The symbols F,F, F,F; denote here —as they did before — the values
assumed by the function for the four equidistant values of the argument.
Proof. The theorem may be proved with the help of ,Newton's inter-

polary formula”
F=Fo+(§)at(5) bt (5) cot- .

where F is the value of the function to be found, F, is its starting
value, k is the interpolary fraction, while ayb,c,... denote the succes-
sive differences situated on the diagonal of the differential table
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F,

B ao_F1 p, Bt AR by—by=Fy—3F,+3F,—F

anl_ 2 1 blzag—a|=Fs_2F2+Flco_ 1~ Mo 4&3— 2+ 17— %o
02=F3—F2 b2=as—az=F4—2F3+F2c’=b2—bl=F4—3F3+3F2—Fl
8(13=F4—F3

4

It is easy to see that

ao={F°}{—l} POH 1] Fo)[—1
FI 1 b0= Fl _2 = F] 3
F, 1 Co= 7, [1—3 etc. etc.

or generalizing, the successive differences of Newton's formula are equal
to the functional cracovian F multiplied by the Newtonean cracovians N,
where by the functional cracovian the set 2, 3, 4... of the neighbou-
ring values of the function (or, more generally, the set of values of the
function for the equidistant values of the argument) is meant, while
the Newtonean cracovian denotes a set of coefficients of the develop-
ment of a polynomial of the 1st, 2nd, 3rd,... degree with alternating
signs the last of them being positive.*) Besides it follows from this
generalization that if the function tabulated is a polynomial of the n-th
degree the relation F.N — 0, discussed before (Theorem 3), must hold
for the cracovians FN with n--1-th differences being zero.
If we write Newton's interpolary formula in the form

F, 1 Fol [—1
e=rt (R G 2+ 2”-3 a
2 Bl 1

we can see at once that the difference between the result ot the inter-
polation madewith the help of a polynomial of the third degree and the
result of the interpolation made with the help of a polynomial of the
second degree amounts to

Fyl | —1 Fo| | —1
k F 3 F 311
f= (%) 10 =k.(k—1).(k—2){ =
Fs 1 Fa

‘) The term ,Newtonean cracovian” is used here and below because it has been accep-
ted in both foreign and home cracovian literature. See, e.g., S.Arend ,Paraboles de degré
n passant par n--1 points;dont les abscisses procédent par intervalle constant’’— Bruxelle
1953, K. Cabulak ,Graficzne analityczne wyznaczanie krzywych hydrologicznych wyréw-
nanych metodq krakowianowgq", Acta Geophysica Polonica, Warsaw, 1953, Vol. IN 3, 4.
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To prove the theorem 4 we must only compute the extremum of
the term x=k(k— 1) (k—2) and multiply the value of this extremum
by a sixth part of the product FN. As the derivative

dx

—=23k*—6k-}2
dk +
. , V3 .. V3 ..
changes into zero if k=1+ 3 while the value k= I+T is irre-
levant here since we are interested in the mutability of k limited by
the inequality
0<k<],

we must only compute the value of the extremum for k=1 —Q.
We obtain

i e

By multiplying the value of the extremum thus obtained by one sixth
part of the product FN we finally obtain

_[F)[—1
_V3]|Rl] 3

Imux S 27 .Fz —_3 Q- E- D.
F, 1

N. B. Similarly we can arrive at a formula for the maximum value
of the error we obtain when interpolating with the help of a polyno-
mial of the first degree (the so called linear interpolation) the value
of a function which is a polynomial of the second degree. This formula

reads
foex =g " | F1[]—2 (19)
F, 1

3 Numerical illustration. The function tabu-

X =l/;‘ lated here may be interpolated by means
,,,,,,,,,,,,,,, of a polynomial of the second degree. Such
150 5,313 293 interpolation would involve errors the extent
151 5,325074 of which would not exceed 0.000 000 064, i.e.,
152 5,336 803 errors the extent of which could be passed
153 5,348 481 over because of the accuracy of the tabu-
154 5,360 108 lation while the interpolation with the help
155 5,371 685 of a polinomial of the first degree erros
156 5,383 213 approaching 0.000 0065, i. e, exceeding the

accuracy of the tabulation.
We shall now formulate a theorem similar to the theorem 4 pre-
sented before yet relating to a function of two arguments.
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Theorem 5. The maximum value of the error we obtain when inter-
polating with the help of a polynomial of the second degree the value
of a function of two variables, which is a polynomial of the third de-
gree does not exceed the quantity f defined by the formula

Fool(—1)  [Fao](—1]
Fool [—1]  [Foo] [—1 /3 Fill 2| 1Fwl| 2
F 3l JF 3(|V3 FoolJ—11_ | Foo) {—1{}1 (20)
f= 01 10 Y 02 20 =iy
2% < i 8

Fio 1 Fo 1
Fog 1 Fyo 1 Full—2 Fi||—2

all the four components of which should be understood as having
absolute values.

Proof. Let us first notice that if the function of two variables F (uv)
is a full polynomial of the third degree:

au + bv + cuv = du? + ev® + fulv + gviu -+ hu® 4 ivd 4 j

tabulated in a rectangular

...... Vo V] Vz Va X
uo llllll Foo PIO on Fso llllll
ul llllll Fol Fll F21 Fal llllll
Ug levevnn FOZ Flz Fzg FSB ......
ua llllll Fos F]s Fzs Fss llllll

the value assumed by this function for the values of the variables uv,
characterized by the interpolary fractions k (the fraction of columnar
interpolation) and w (the fraction of linear interpolation)

g=U—"W VY
Uy— U Vi— Vo
we express in the formula
Fol)—1| [k Fopol)—11 (w Foul)—1| (k) (w
F 00 s 00 s o1 X
°°+{Fm}{ 1}(1)+{Fm” 1}(1)+ Fyof|—1 (1)(1)+

1

EH_%,(EFFH—%] (¥)+a

Fy
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where AF, as we have denoted the différence between the result of
the interpolation with the help of a polynomial of the third degree
and the result of the interpolation with the help of a polynomial of
the second degree, amounts to

Fool|—1 Fooll—1
Foo|[—1 Fool[—1 Fo 2 Fio 2
F 3\ k F 3w\, 1Foel)— 1\ k\ (W) , jFsou)— 1/ k) (W
S o e S Mt i (4 Y o M
4 Fool|—3 3+F20 —3 3.*_}’,0 11\2 1+F01 1[\1 2()
Fos 1 Fso 1 Ful —2 Fn g
Foll 1 FuJl 1

As may be easily verified (we dispense with computation) the value
of the whole term changes into F,, if k=0 w=0, into F,, if k=0
w=1 etc. etc.

Then the value should be determined which not exceeded by the
quantity AF constituting the difference between the results of interpo-
lation of the third and the second degrees if the interpolary fractions
kw change from zero to one. Let us treat the quantity AF (21) as the
sum of four components and denote them by ABC D respectively. We
can write

AFmax < Amax + Brax + Crex + Dpax (22)

But the first two components, in accordance with the theorem 4,
do not exceed the value

Foo l '/ Foo =1 '/_

Foy 3ly3 - Fio 3ly3 _

Eall= 3 27 Apax H Fo [l —3[ 27 = Bmax (23)
F 1

POS

since we have already computed the extreme values of a similar term.

As for the third and the fourth components we shall proceed as fol-
lows (the computaton of the derivatives would only give us a mini-
mum equal to zero, irrelevant to the problem): the product

80

e

consists of two components. The absolute value of the first within the
considered extent of mutability does not exceed 0.25; the value of
the second component does not exceed one and that of the third ajways
amounts to 0.5. Therefore the value of the product can never, within
the considered extent of variance, exceed the number

025.1.0.5= 0.125=%
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If follows hence that the absolute values of the third, and, by analogy,
also of the fourth compents of the formula (21) never exceed the quantity

Foo ) (—1 Foo) [—1
Fy 2 Fyo 2

Pog =i 1 l o on —1 _1. —

Fio 1{g = Chax: and Fo, 1 8 = Dmax (24)
Fy, —2 Fy || —2

Fyg 1 Fy, 1

The relations (22) (23) (24) prove the theorem 5. Q.E.D.

Theorem 6. The maximum value of the error we obtain when inter-
polating with the help of a polynomial of the first degree the value
of a function of two variables, which is a polynomial of the second
degree, does not exceed the quantity f defined by the formula

[l B

Proof. Assuming that the polynomial is of the first degree we should
interpolate with the formula

S o I R Pl I

We compare this with the formula of interpolation of the second
degree written in the form as accepted in the formula (21) and see
that the difference between the result of interpolation of the second
degree and that of interpolation of the firsf degree is

il | I Fuy
o= futi “'”‘F‘“H ’—k (k_"+[”‘°” ]2‘”‘”—”
“1’ 1 Fyo Fy

Since, when the values kw change from zero to one the quantity

(25)

' '
5 2 8
———
———
|
e
N— —
—

1

wk does not exceed one, the quantity k (k— l)% does not exceed %r

and the quantity w(w— 1)—;— does not exceed %, the quantity AF can

never exceed the value f specified in the formula (25), Q.E.D.
Numerical illustration. Let us refer to the functional table of the func-
tions of two variables as presented on p. 328 (its initial fragment)
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1136 2271 3407 4543
1172 2344 3517
1210 2420
1250
According to Theorem 5 the maximum value of the error in the
interpolation of the second degree does not exceed here 0.19°°, a num-
ber smaller than the error in rounding off when arranging the table.
This interpolation is sufficiently accurate then. On the other hand —
according to Theorem 6 — the maximum value of the error in interpo-
lation of the first degree does not exceed 38°. Thus the accuracy of
such an interpolation is, according to this theorem, not quaranteed.
N.B. Both in the wording and symbols of Theorems 4, 5, 6 we did
not emphasise that the maximum absolute values were meant as we
thought that this was clear from the nature of the problem while
exessive attemps at accuracy in wording and symbols would affect
the clarity of the theorems.

The arrangement of the computation aids for the corrections
of four-point interpolation

The formula for the interpolation of the function of two arguments
with the help of a polynomial of the second degree (compare Theo-
rem 2) may be writen in the form

—| Foo Fuo Ql—KUl—w) w(l—k - N
fre= Foy  Fyy k(l—w) kw +k(1 k)a+W(l w)B
—0 5 Fy | [—0.5 (26)
Sy Fm =1Fy0 1
—0 5 F20 —015

It is plain that the quantmes we have denoted here by « and B
are constant for the extent of mutability illustrated by a definite func-
tional table and if and only if the function tabulated is strictly a po-
lynomial of the second degree. Since this never occurs in practice, as
the function is not a polynomial and only becomes approximated by
polynomial in a narrower extent of mutability the quantities « and B
computed from the thre different neighbouring values of F will some-
what differ from each other. Computation aids serving to find, as di-
rectly as possible, (i. e., without any more computation), the corrections
of four-point interpolation:

pr=k(1—ko pv=w(l—w)p (27)
must be so arranged that they
1° take as little space as possible, which helps us quickly find the

values of the corrections:
2° do not lower the accuracy of the result of interpolation too much.
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Since, as may easily be seen, the maximum value of the factor k (1—k)
or w(l—w), by which the quantities « or § are multiplied, amounts
to 0.25 the application of the computation aid arranged for the quan-
tity o instead of the quantity - dz, or the application of the compu-
tation aid arranged for the quantity f instead of the quantity --df re-
sults in the errors

0.25d2 or 0.25 df respectively.

Let Aa and Af denote the differences between those neighbouring
values «; and 2, as well as B, and f,, for which the computation aids
have been calculated. When applying these aids and making proper
use of the tables one will refer, there being no aid for the proper
value of « or B, to the nearer one of the two values at his disposals
a, e, or B, B,. It follows hence that the error d« should be accepted as
0,5A4a. Thus, ultimately, the error abtained from the arrangement of
computation aids for the quantities «, distant by Aa, or the quantities
B, distant by AP amounts to

dpopr. kol. = 0,125 Aa dpopr. wier. = 0,125 A@ (28)

respectively.

Thus in Example 2 (the computation of the Gauss convergence) the
tables of corrections for the columnar interpolation are given with in-
tervals a every 0.5, because, as can be easily seen, the guidings sym-
bols showing the user a suitable column of the correction table —
marked with small squares — are equal to 22 and are given at inter-
vals of 1. The error occuring from this span Az =0.5 thus amounts
(see Formula 28) to 0.125.0.5=0.06, which is of no consequence since
the accuracy of the tabulation is 1¢.

Computation aids serving to compute the corrections of four-point
interpolation may be arranged in many ways. This least convenient,
though most accurate, would be to give numerical quantities o either
for every tabulated value of the function or for every few values,
taking into account what has just been said. Still the user must then
perform the operations

k(1—k)e and w(l—w)B

not very inconvenient for that matter yet requiring much concentration
as there is no control. The computation of the corrections can best be
connected then with the main computation, which — to use the term
of full multiplication mantioned above — can be expressed in the fol-
lowing formula
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Fo | Fo | B | [(1—K0—w) [wl—K [wil—w) |
F=| Fo, | Fy | k(1—w) kw (28)
o k(1—k)

The interpolation table can best be arranged after the diagram descri-
bed above. We then check the sum of their elements (one) and enter
the product k(1 — k) in the first column and the product w(l1—w) in
the first line.

Much more convenient are corrections tables, particularly when the
value of the whole correction can be given in the proper line and co-
lumn in terms of interpolation in columns and lines. Aids of this kind
we applied in the computation tables published recently by the Instytut
Geodezji i Kartografii (Institute of Geodesy and Cartography) for the
conversion of geographical co-ordinates into rectangular ones and for
the conversion of rectangular co-ordinates into the neighbouring pro-
jection system. A fragment of such a table we present in Example 3
(in the original text).

Also convenient, though more expensive in reproduction and arran-
gement are nomographic aids. They can be arranged as net nomographs
or nomographs with parallel scales. A net nomograph can be obtained
at a somewhat lower cost in the form of a system of straight lines.
Particulars on the computation of functional scales we leave out of
account since they are generally known from handbooks of nomography.
(Such nomographic information as suffices to arrange nomographs for
the computation of interpolary corrections may also be found in the
present author’'s work, ,Rachunki geodezyjne” (,Geodetic computa-
tions'), Warsaw 1953).
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