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WSTEP

Wojna $wiatowa 1939-1945 wywarta na polskie prace geodezyjne wo-
gble a na prace triangulacyjne w szczegélnosci przemozny wplyw. Z jed-
nej strony caly niemal dorobek geodezyjny Polski miedzywojennej ulegt
zniszczeniu na skutek dzialan zbrojnych i diugotrwalej okupacji, z dru-
giej strony glebokie zmiany struktualne zwigzane z uprzemystowieniem
kraju, wysunietym jako naczelne hasto przez zastepujacy dawne formy
Zycia spolecznego socjalizm, spowodowaly konieczno$¢ szybkiego two-
rzenia nowego materialu geodezyjnego jako niezbednej osnowy wszelkiej
akeji planowej. Jezeli dodamy do tego tak charakterystyczny dla kazdego
ruchu rewolucyjnego wzrost powagi nauki, skutkujgcy przystapienie do
realizacji zagadnienn geodezyjnych dilugofalowych ktérych znaczenie nie-
doceniane bylo przez ustr6j kapitalistyczny (np. badanie figury ziemi),
zrozumiemy bez trudno$ci ze narodzeniu sie Polski Ludowej towarzyszy¢
musialo zupelne przeorganizowanie dzialalno$ci na odcinku geodezyj-
nym.

W dziedzinie prac triangulacyjnych, ktérych pewnym fragmentem be-
dziemy sie w niniejszej rozprawie zajmowa¢é, to przeorganizowanie wy-
razilo sie w pierwszym rzedzie przez zerwanie z klasycznym szablonem
czterorzedowosci sieci triangulacyjnych oraz przez szerokie zastosowanie
koncepcji wiez z elementéw prefabrykowanych, pozwalajacej na wydatne
przys$pieszenie i potanienie prac polowych.

Inicjatorzy zerwania z czterorzedowoscig sieci triangulacyjnych wysu-
wali poczatkowo daleko idacy projekt zastapienia sieci pierwszych trzech
rzedow przez jednolitg sie¢ powierzchniowg o bokach diugosci okoto 10
km, wypelniajacg caly obszar Panstwa, z ktérej w miare potrzeby mozna
by okresla¢ boki i katy trojkatéw wiekszych, stanowi¢ majgce wylgcznie
element rachunkowy, upraszczajacy zmudne dla wielkich sieci wyréwna-
nie bledéw przypadkowych pomiaru.

Koncepcja ta, wysunieta przez pracownikéw b. Gléwnego Urzedu Po-
miaréw Kraju, ob. ob. mgr. inz. Jozefa Borysowskiego i mgr. inz. Blazeja
Duliana, i naog6l zyczliwie przyjeta przez polski $wiat techniczny, byla
nastepnie (od r. 1947) realizowiana przez Gléwny Urzad Pomiaréw Kraju
— jednakze nie w calej rozcigglosci,



Postanowiono mianowicie istniejace juz na gruncie punkty triangulacji
[, a niekiedy i II rzedu, badz to zalozone przez geodezje polskg okresu
miedzywojennego, badZz tez zalozone przez dawne panstwa,zaborcze
i stransponowane na polski uklad panstwowy, potraktowaé jako punkty
stale do ktérych nawigzywaé sie bedzie zakladang sie¢ powierzchniowa
o bokach rzedu ckolo 10 km, nazwang i nazywang dalej w niniejszej pra-
cy siecig ,,wypelniajaca“. To odstepstwo od koncepcji pierwotnej — jak
to wyniknie z dalszych rozwazan teoretycznie sluszniejszej — podykto-
wane zostalo wzgledami praktycznymi. Zycie gospodarcze kraju domagato
sie bowiem dostarczania opracowanego materialu geodezyjnego wpraw-
dzie w formie fragmentarycznej, jednak bezzwlocznie.

Spowcdowalo to kcnieczno$é rezygnacji z doskonalszego opracowania
materialu obserwacyjnego, zmuszajac do wplatania ukladéw geodezyj-
nych wysokowarto$ciowych — zaréwno z punktu widzenia dokladnoSci
obserwacji jak i z punktu widzenia ksztaltu — w uklady geodezyjne gor-
sze bo mniej nowoczesne i kardzo niekiedy ubogie w obserwacje nadlicz-
bowe (np. pojedyncze tancuchy trojkatow).

Takie prowizoryczne wyrownanie materialu obserwacyjnego- nie prze-
sadzito oczywiscie w niczym mozliwo$ci zgodnego z nauka wykorzystania
tego materialu z chwilag gdy najpilniejsze potrzeby zycia gospodarczego
zostang zaspokojone i problem sieci triangulacyjnej w Polsce stanie sig
vroblemem naukcwo gecdezyjnym.

Material obserwacyjny tworzony w sieci wypelniajgcej jest, naogét bio-
rac, materialem wysokiej klasy. Bledy Srednie obserwacji katowych liczo-
ne z wzoru Ferrero — a wiec bez obcigzenia wplywami bledéw statych
punktéw nawigzania — sa wielko$ciami rzedu 0,”5. Nie sg wiec one da-
Jekie od wielkosci 0,”3 ktérg uwaza sie w ,,Handbuch der Vemessungs-
kunde Jordana-Eggerta za granice dokladnosci obserwacji katowych
osiggang przy dzisiejszym stanie techniki instrumentalnej i wiedzy
o znieksztalcajgeych wplywach Srodowiska.

Poza obserwacjami katowymi ktére prowadzono nowoczesnymi teodoli-
tami gradowymi Wild T3 obserwujac poszczegélne katy wokoét horyzontu,
przeprowadzano w sieciach wypelniajacych réwniez obserwacje liniowe
o wysokiej precyzji mierzac przecigtnie jeden bok na okolo 1800 km?.
Srednie bledy wzgledne obserwacji liniowych byly wielkoSciami rzedu
1/1000000. W wzmiankowanym wyzej prowizorycznym wyroéwnaniu ma-
terial dotyczacy obserwacji liniowych nie byl zreszta z reguly wykorzy-
stywany, a traktowano go jedynie jako kontrole majaca upewniaé¢ o do-
statecznej do celéw technicznych dokladnosci sieci*).

*¥) W pozniejszych etapach pracy zrezygnowano nawet zupelnie z pomiaru baz
Celem pracy bylo bowiem, jak to zaznaczaliSmy, przede wszystkiem szybkie opra-
cowanie osnowy dla prac technicznych. Stwierdzono za§ w pierwszym okresie pra-
cy ze niezgodno$ci liniowe, konstatowane przy kontrolnym pomiarze baz, byly wiel-
kosciami rzedu zupelnie pomijalnego wobec zalozen dokladno$ci prac technicznychn
(biedy wzgledne mniejsze od 1/80 000).



Poniewaz w kolach fachowych istnialy watpliwosci, czy koncepcja
zmniejszania ilosci rzedéw w sieci, a méwigce ogolniej czy koncepcja za-
stepowania sieci wielkotrojkatowych przez sieci malotréjkatowe, jest
stuszna z punktu widzenia analizy dokladnosci, Centralny Urzad Geodezji
i Kartografii uznat potrzebe prac badawczych w tym kierunku, nawiazu-
jacych do zalozen teoretycznych jak i do lokalnych warunkéw polskich.

W wyniku tej decyzji podjetc w Geodezyjnym Instytucie Naukowo
Badawczym, przy wspoéldziataniu Zakladu Rachunku Wyréwnawczego
przy Katedrze Geodezji Wyzszej Politechniki Warszawskiej i czesciowo
Panstwowego Przedsiebiorstwa Geodezyjnego, prace badawcza, ktérej
wynikiem jest niniejsza publikacja.

Publikacja niniejsza jest pracg z dziedziny rachunku wyréwnawczego,
{ub &cislej praca z dziedziny analizy dokladnosci opierajgca sie na zatoze-
niach metcdy najmniejszych kwadratéw. Nie porusza sie wiec w niej zu-
pelnie zagadnien luZno zwigzanych z tematem i nalezgcych do innych
dziedzin, a wiec np.: zagadnienia przeliczania ukladoéw obserwacyjnych
z geoidy na elipsoide, zagadnienia obrania takiej czy innej elipsoidy od-
niesienia dla pomiaréw na obszarze Polski, zagadnienia zastosowania ta-
kiego czy innego odwzorowania kartograficznego przy przenoszeniu za.a-
nia wyréwnawczego na plaszczyzne odwzorowania itp.

W pracy tej postawiono wylgcznie pytanie czy typowe uklady triangu-
lacyjne — rozwazane jako uklady plaskie — sg z punktu widzenia efektu
dokladnosciowego korzystniejsze, gdy budowaé je bedziemy z tréjkatow
matych czy gdy budowa¢ je bedziemy z tréjkatéw wielkich; jezeli przyj-
miemy zalozenie ze blad Sredni pomiaru kata w sieci jest taki sam dla
sieci budowanej z matych tréjkatéow, ktéra nazywaé bedziemy dalej sie-
cig ,,malotréjkatowa”, jak dla sieci budowanej z wielkich tréjkatow, kto-
ra nazywac¢ bedziemy dalej siecig ,,wielkotréjkatowsg".

Jakkolwiek zalozenie rownosci bledu pomiaru katowego w sieciach ma-
lo- i wielkotrojkatowych nie jest dla przebiegu rozumowania
istotne, gdyz warto$¢ bledu Sredniego obserwacji katowej ktorg stale w
pracy oznacza¢ bedziemy m,, figurowaé bedzie we wszystkich ustalanych
przez nas w dalszym toku pracy wzorach, zalozenie to jest istotne przy
wyprowadzeniu wnioskéw ostatecznych. Z tego wzgledu wydaje
sie stuszne po$wieci¢ pare stow jego omoéwieniu, aczkolwiek nie wchodzi
ono wiasciwie w zakres rachunku wyréwnawczego. ,,Stuszno$¢” czy , nie-
stuszno$¢* zalozenia réwnosci Sredniego bledu obserwacji katowej w sie-
ciach malotréjkatowych i wielkotrojkatowych moze byé oczywiscie roz-
strzygnieta tylko na gruncie eksperymentalnym.

Jezeli siegna¢ do praktyki polskich sieci triangulacyjnych i przyja¢ za
kryterium orientujace wzér Ferrero, skontatujemy, ze $redni biad pomia-
ru kata waha sie dla obu tych typoéw sieci w granicach od 1¢ do 3‘, nie
wykazujac zdecydowanych réznic na korzysé sieci mato- czy wielotréjka-
towych. Gdy jednak weZmiemy pod uwage ze obserwacje na sieciach



wielkotréjkatowych otaczane sg wieksza pieczotowitoscig i z reguly bo-
gatsze w spostrzezenia nadliczbowe (specjalnie wybierany personel ob-
serwujacy, wicksze iloci serii, wydatniejsze ograniczene okresu sezonu
obserwacyjnego itp.), dojdziemy raczej do wniosku ze w sieciach mato-
tréjkatowych daloby sie osiagnaé¢ wiekszg dokladnosé niz w sieciach wiel-
kotréjkatowych*). Nalezalo by to prawdopodobnie przypisa¢ wiekszej sta-
tosci optycznej osrodka w czasie obserwacji na krétszych odcinkach niz
na dluzszych. Imponujace wyniki dokladnosciowe przy pomiarach kato-
wych w pracach inzynieryjnych ¢ najwyzszej precyzji (np. pomiary od-
ksztatcen budowli), operujacych bardzo nawet krotkimi celowymi, réw-
niez nie daja zadnych podstaw do przypuszczenia ze skrécenie diugoseci
celowych w sieciach triangulacyjnych moze powodowaé spadek dokiad-
nosci pomiaréow katowych. Uwazamy, ze przyjecie zalozenia niezaleznosci
wartosei m, od dlugosci celowych w sieciach triangulacyjnych moze byé
postawione, i zauwazymy ze postawienie tego zalozenia jest w analizie
poréwnawczej niekorzystne raczej dla sieci matotréjkatowych**).

PowiedzieliSmy wyzej, ze bada¢ bedziemy czy typowe uklady triangu-
lacyjne s z punktu widzenia efektu dokladno$ciowego korzystniejsze gdy
budowaé¢ je bedziemy z trojkatow matych, czy z trojkatéw wielkich.
W niniejszym wstepie nalezalo by wiec jeszeze wyjasni¢ jakie uktady
uwaza¢ bedziemy za ,typowe", oraz wspomnie¢ pokréotae jakie zastosuje-
my kryteria przy uznawaniu jednego ukladu za korzystniejszy od drugie-
go z punktu widzenia efektu doktadnosciowego.

Za uklad typowy dla sieci powierzchniowych nalezato by wlasciwie uwa-
za¢ wszelki uklad zbudowany z tréjkatéw foremnych, w ktérym przynaj-
mniej dwa punkty s znane. Bylby wiec np. typowym kazdy z ukladoéw
naszkicowanych na rysunku 1, na ktérym odrézniono pukty state cd wy-
znaczanych przez oznaczenie pierwszych trojkatami, co bedziemy w pra-
cy i nadal stosowaé.

a) b)

o

Rys. 1

*) Potwierdzaja to ostatnie badania eksperymentelne geodetow wegierskich (E.
Regoczi ,,Sie¢ triangulacji I rzedu utworzona z sieci III rzedu®).

**) Wplywy biedow centrowania w nowoczesnych triangulacjach uwazaé mozna
za nieistotlne.
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Poniewaz takie ujecie bylcby zbyt ogélne i nadmicrnie utrudnilo by
wysnuwanie wnioskéw dotyczacych poréwnania przydatnosci sieci mato-
i wielkotrojkatowych, uproscimy sobie nieco zadanie, idac przytym za
piekng radg Kartezjusza wygloszona w jego ,Rozprawie o metodzie®,
a cytowana tu z ,.Algebry krakowianowej‘ Banachiewicza, w my$l kto-
rej to rady, nalezy zagadnienia skomplikowane rozczlonkowywaé¢ na za-
gadnienia prostsze po rozwigzaniu ktorych z kolei przechodzimy do form
bardziej skomplikowanych, wykorzystujac juz wiadomos$ci osiggnigte
przy analizie zagadnien prostszych.

Rozwazaé¢ bedziemy w tym celu najpierw sieci o ksztalcie trojkata fo-
remnego wypelnionego przez trojkaty foremne (rys. 2), ktére nazywac
bedziemy sieciami ,elementarnymi — z uwagi na to, ze mozna je trak-
towaé z kolei jako elementy sieci bardziej skomplikowanych. W sieciach
elementarnych zaklada¢ bedziemy znajomos$¢ i bezblednoé¢ boku tréjka-
ta wielkiego sieci, oraz pomierzenie wszystkich katow sieci z bledem $red-
nim m, i bada¢ cechy charakteryzujace dokladno$¢ i pewno$é¢ wyznacze-
nia punktu najbardziej odleglego od podstawy oraz punktéw posrednich
przy zalozeniu zmiennosci liczby oderwanej n, wyrazajacej stosunek diu-
gosci wielkiego boku sieci D do dlugosci boku malego tréojkata w tej

sieci d.
A /ly)é%
Y% ;;

0’/;2

Po zapoznaniu sie¢ z wlasciwosciami sieci elementarnych, co stanowic
bedzie, oprécz oméwienia podstaw badania sieci w formie zupeinie ogoél-
nej, temat czesci I niniejszej pracy, przejdziemy do sicci bardziej skom-
plikowanych, ktére nazwiemy sieciami ,.okrazajgcymi* i ktérych analiza
bedzie tematem czesci II.

Rys. 2
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Przez sieci okrazajace rozumie¢ bedziemy sieci, zwane w geodezji sie-
ciami centralnymi, oparte o dwa do szesciu punktow, zbudowane z sicci
elementarnych, jak rowniez fragmenty sieci centralnych powstajgce przez
opuszczenie w sieci centralnej jednej lub kilku sieci elementarnych. Ilu-
struje to rys. 3.

Poniewaz w czesci I omawia sie szczegélowo podstawy teoretyczne ba-
dania dowolnych sieci oraz przeprowadza si¢ szczegélowy rachunck wy-
znaczenia charakterystyk dokladnosciowych sieci elementarnych, w czeSci
II pominieto juz znaczng czeS¢ rachunkéw, poprzestajac na podawaniu
ich rezultatéw.

Uwazny czytelnik ktory zapoznal sie z czescig I nie bedzie mial co do
przebiegu tych rachunkéw zadnych watpliwosci. Podawanie ich in exten-
so nadmiernie zwiekszylo by objeto$¢ pracy nie wnoszgc elementéw po-
jeciowo nowych.

a) ;{ 4)

D

¢ d)

P

Rys. 3

Wtasciwosei sieci, zaréwno elementarnych jak i okrazajgcych poznane
na drodze zmudnego rachunku, starano sie nastepnie zilustrowaé graficz-
nie opierajac sie przede wszystkim na pojeciu elipsy btedu, pozwalaja-
cym od jednego rzutu oka oceni¢ wyzszo$¢ sieci malotrojkatowych nad
sieciami wieloktréjkatowymi we wszystkich rozwazanych ukladach obser-
wacyjnych. Na te wykresy, syntetyzujqce wyniki rozwazan (zardéwno
umieszczone w czesci II jak i na koncu pracy) zwracamy specjalng uwage
czytelnika ktory pragnal by wyltacznie zapoznaé sie z wnioskami, nie wni-
kajac w przebieg badan. Dalszym ulatwieniem dla takiego czytelnika jest
krétkie omawianie na poczatku kazdego niemal rozdzialu zaréwno tematu
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jak i wyniku badan przeprowadzanych w danym rozdziale, oraz zestawie-
nia wynikow badan poszczegélnych czeSci pracy.

Z natury podjetego zagadnienia: analiza poréwnawcza dokladnosci sieci
malo- i wielkotrojkatowych wynika, ze nie moze ono by¢ rozwigzane w
formie zupelnie ogélnej, i ze badanie w najistotniejszej swej czesSci po-
réwnawczej musi ograniczy¢ sie do rozwazania skonczonej ilosci ukitadow,
stancwigcych, jak by mozna powiedzie¢, wyidealizowane schematy ukla-
dow spotykanych w gecdezji praktycznej.

Wprawdzie jest mozliwym ustalenie kilku twierdzen zupelnie ogélnych,
badZ to odnoszacych sie do poréwnywania dowolnych ukladéow malo- i
wielkotréjkatowych (np. str. 65); badz to do poréwnywania sieci mato-
i wielkotrojkatowych elementarnych czy tez okrazajacych (np. str. 33, 81),
jednak twierdzenia takie nic moga przesadza¢ wyzszosci kazdej sieci ma-
lotrojkatowej nad kazda siecig wielkotréjkatows, oparta o te same punkty.

Z tego wzgledu nie przywigzujemy do tych twierdzen zbyt wiclkiej wa-
gi,. aczkolwiek niektére z nich sg dos¢ interesujace. Np. twierdzenie kto-
re orzeka, ze zamiana zupelnie dowolnej sieci wielkotréjkatowej na sie¢
malotréjkatows, oparta o te same punkty state, a powstajaca na drodze
wypelnienia kazdego z t trojkatow sieci wielkiej przez n* trojkatow ma-
tych, (np. zamiana sieci A na sie¢ B — rys. 4) powodowaé¢ musi zmniej-
szenie $redniego bledu, bledu éredniego obserwacji, gdyz przyrost iloSci
spostrzezen nadliczbowych spowodowany przez zageszczenie sieci nie mo-
ze byé mniejszy od wielkosci t (n — 1) (2n — 1). Lub twierdzenie orzeka-
jace, ze w sieci elementarnej $redni blad wzgledny wielkiego boku sieci
uzyskamy w wyniku wyroéwnania ukladu nie jest zalezny od ilosci odcin-
kéw m na ktorg podzielono podstawe sieci D (n — 1, 2, 3, 4), gdyz wynosi
on stale m, v/ 2/3, przy czym wielko$é m, 2/3 wynaza jednoczes$nie
$redni blad kata sieci wielkiej po wyréwnaniu.

Rys. 4
Przechodzimy do pobieznego oméwienia kryteriéw jakie w analizie po-
réwnawcezej decydowaly o przyznaniu pewnym typom sieci pierwszenstwa

przed innymi typami. Za podstawowe kryteria przyjeto.
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a) Wielko$ci $rednich bledéw wspdirzednych wyznaczanych punktéw
sieci, jakie otrzymalo by sie przeprowadzajac obserwacje katowe z zalo-
zong doktadnosociag, scharakteryzowang przez biad Sredni kata réwny mi.
Niekiedy — dla nawigzania do literatury fachowej — oprocz srednich ble-
déw wspoirzednych dajacych wyznaczyé biad potozenia punktu, obliczano
jeszcze wielkosci bledéw Srednich innych funkeji obserwacji wyréwna-
nych metodg najmniejszych kwadratéw (np. Srednie btedy wzgledne dtu-
gosci i katéw sieci wyznaczanych posrednio).

b) Wplywy bledéw nieprzypadkowych na deformacje ukladu, to znaczy
wielko$ci znieksztalcen jakich doznaja wspoéirzedne punktéw wyznacza-
nych, obliczone w wyniku wyréwnania ukladu metodg najmniejszych
kwadratow, jezeli znieksztalcimy jedng z obserwacji i ponownie wyréw-
namy uklad metodg najmniejszych kwadratéw.

c) Wielko$é $redniego btedu jakim obcigzony bedzie w danym ukla-
dzie obserwacyjnym blad $redni pojedynczej obserwacji — a wiec w kon-
sekwencji i $rednie bledy wszelkich funkeji tych obserwacji. To kryte-
rium bledu sredniego Sredniego bledu, znane juz od czaséw Gaussa, cze-
sto bywa pomijane w analizach doktadnosciowych, co sprzyja niekiedy
wycigganiu btednych wnioskow.

d) Wielkosé¢ przecietnego zmniejszenia sie kwadratu bledu S$redniego
obserwacji w danym ukladzie pod wplywem wyréwnania tego ukiadu me-
todg najmniejszych kwadratow (kryterium Otrebskiego).

Mozna by powiedzie¢ ze pierwsze kryterium charakteryzuje doktadnosé
rezultatéw opracowania geodezyjnego, drugis i trzecie — stopien wiary-
godno$ci tych rezultatéw, wreszcie czwarte ocenia w danym ukladzie
cfekt procesu wyréwnawczego od strony statystycznej. Blizsze szczegéty do-
tyczace obranych kryteriéw znajduja sie w tekscie gtéwnym.

Zadne z obranych kryteriéw w zakresie przeprowadzonych badan mie
wykazato wyzszosci sieci wielkotréjkatowych, a odwrotnie — wiegkszosés
ich przemawiala za sieciami matotréjkgtowymi. W Swietle przeprowadzo-
nych badahn nalezy tedy uznaé, ze koncepcja zastepowania sieci wiel-
kotrojkgtowych przez sieci malotrojkatowe, realizowana jak to juz nad-
mieniliSmy w geodezji polskiej od roku 1947, jest sluszna.

Aby wyczerpa¢ zagadnienie od strony praktycznej, w czesci III niniej-
szej pracy omowiono rezultaty konkretnego zbadania jednej z polskich
sieci wypelniajacych. Obrano przytym celowo sie¢ polozong w ztych na-
0g6t warunkach obserwacyjnych i bardzo odbiegajaca od ideatu forem-
nosci. Badanie sprowadzito si¢ do wyréwnania ukladu obserwacyjnego me-
toda najmniejszych kwadratéw, obliczenia $rednich bledow polozenia
wszystkich punktow sieci, zilustrowania efektu dokladnosciowego rezulta-
téw przez wykre§lenie elips bledéw wszystkich punktéw, oraz czesciowe-
go zbadania wplywu btedéw nieprzypadkowych.

Nowos$cig w procesie wyréwnania omawianej sieci — nazywanej przez
nas dalej ,siecig eksperymentalng“ — bylo postawienie warunku mini-
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mum w formie ogdlniejszej od formy tradycyjnie stosowanej. Warunkiem
tym objeto mianowicie przy wyréwnaniu lacznie: obserwacje katowe, ob-
serwacje liniowe oraz wspélrzedne punktéw nawigzania. Wyrdéwnanie
sprowadzito sie¢ wiec do nadania kaqtom, dlugosciom i wspétrzednym ta-
kich poprawek wyréwnawczych v aby suma kwadratéw tych poprawek
dzielonych przez kwadraty odpowiadajacych bledéw S$rednich byla naj-
mniejszosciq:

mm S
—— | == minimum.
Y

Takie ujecie pozwala: a) uchroni¢ dobry uklad obserwacyjny przed
znieksztalceniem go przez warunki nawigzania do punktéw o mpatej war-
toSci technicznej (np. czeSciowo przesuniete w terenie, malo dokladnie
wyznaczone itp.), oraz b) scharakteryzowaé¢ dokladnosciowo nietylko punk-
ty wyznaczane przez sie¢, ale i punkty nawigzania.

Szczegélowe dane dotyczace metody wyréwnania sieci eksperymental-
nej podano w czesci III. Tu nadmienimy tylko Zze przeprowadzone wy-
réwnanie z jednej strony pozwolito upewnié¢ sie o wysokim poziomie tech-
nicznym przedwojennej polskiej sieci triangulacyjnej na rozwazanym ob-
szarze, z drugiej strony potwierdzito ono zaréwno stuszno$¢ kocepcji sieci
matotréjkatowych jak i stuszno$¢ zalozenia omoéwionego wyzej szkicowo
rozszerzenia warunku minimum przy wyréwnaniu.

Swiadcza o tym nastepujace liczby:

a) Przecietna warto$¢ przesuniecia liniowego punktu nawiazania obli-
czona dla szeSciu punktow oparcia sieci eksperymentalnej wynosi 4 c¢cm
(maksymalna 6.8 cm), przecietna warto$¢ bledu sredniego potozenia punk-
tu obliczona dla punktéw oparcia wyniosta 4,4 cm (zalozona a priori réow-
na byla 5 cm).

b) Wartos¢ bledu s$redniego pomiaru katowego — nie $wiadczgca nb.
weale o wysokim poziomie obserwacji w sieci eksperymentalnej — obli-
czona z bledéw pozornych wyniosta 2,7° w zupetlnej zgodzie z zalozong
« priori wartosciqg bledu S$redniego obliczong z wzoru Ferrero (réwniez
2,7%).

¢) Poprawka wyrownawcza jedynego w sieci pomiaru liniowego wynio-
sta 2 mm (blad $redni zalozony — 6 mm).

d) Pomimo dalekiego od doskonalosci, jak to juz podkreslilismy, pozio-
mu obserwacji katowych, oraz bardzo niedoskonalego ksztaitu sieci, prze-
cietna warto$¢ bledu éredniego polozenia punktu, obliczona dla wszyst-
kich 52 punktéw: 6 danych i 46 wyznaczanych wynosi 5,1 cm. Wartosé
ta jest wiec nizsza od cytowanej w ,Handbuch der Vermessungskunde*
Jordana-Eggerta warto$ci przecietnej $redniego biedu polozenia punktu
w sieciach podstawowych niemieckich, wyncszacej 5,5 em. Zwazywszy ze
zwigzek miedzy Srednim bledem polozenia punktu i srednim bledem po-
miaru katowego jest — dla ustalonej sieci — zwigzkiem liniowym, doj-
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dziemy latwo do wniosku, ze nawet przy niepomyslnym ksztalcie rozwa-
zanej sieci malotréjkatowej mozna by latwo osiggnaé przecietng wartose
bledu $éredniego polozenia punktu rzedu 2 — 3 cm, gdyby postawi¢ na
nieco wyzszym poziomie obserwacje katcwe. Wystarczylo by w tym celu
zarzuci¢ stosowane u nas przez przedsiebiorstwa geodezyjne normowanie
robét precyzyjnych, zmuszajgce obserwatora do pracy w czasie niezawsze
jej sprzyjajacym. Takie wytgczenie rob6t precyzyjnych z normowania stc-
sowane jest, jak wiadomo, w Zwigzku Radzieckim i przynosi tam bardzo
dobre rezultaty.

Pozostaje podanie paru uwag na temat ujecia niniejszej pracy od strony
formalno matematycznej i rachunkowej. Pomimo, ze rachunek krakowia-
nowy Banachiewicza nie jest jeszcze u nas tak szeroko rozpowszechniony
jakby na to zastugiwal, gdyz od kilku zaledwie lat stanowi on przedmiot
nauczania na wyzszych studiach technicznych, jednak autor niniejszej pra-
cy zdecydowatl sie na calkowite jej ,skrakowianizowanie“, to znaczy na
przeprowadzanie zaréwno dowedéw jak i rachunkéw w oparciu o algebre
krakowianowg. Dokonane to zostalo w glebokim przeswiadczeniu, ze przy-
swojenie sobie przez czytelnika podstaw algebry krakowianu — ulatwione
dzi$§ znakomicie przez publikacje Banachiewicza i Kochmanskiego — po-
zwoli czytelnikowi widzie¢ mysl przewodnig wszystkich przeprowadzo-
nych i podanych w pracy analiz bez potrzeby zaglebiania si¢ w szczegolty
i szezegoliki, co bylo by niezbedne przy ujeciu klasycznym. Réwniez i wy-
konanie pracy rachunkowej, koniecznej przy przeprowadzaniu analiz do-
kladnesciowych, trudno by bylo wyobrazi¢ sobie bez uzycia rachunku
krakowianowego — jezeli postawimy zalozenie, ze rachmistrz w kazdym
etapie pracy ma nad nig panowaé i rozumieé¢ jej tresc.

Autor postawil sobie za zadanie tak ujgé prace aby dla czytelnika bylo
mozliwe wykorzystanie tych fragmentéw ktére go interesuja, bez potrze-
by zaznajamiania sie z caloscig. Spowodowalo to konieczno$§¢ pewnych —
drobnych zresztg — powtorzen, z ktérych uwazam za obowigzek tu sie
usprawiedliwié.

Na zakonczenie niniejszego wstepu pragne wyrazié gorgce podziekowa-
nie Instytucjom i osobom, ktére swym ustosunkowaniem sie lub ponie-
sionym trudem przyczynily si¢ do powstania niniejszej pracy.

Prof. dr Czeslawowi Kameli kierownikowi Katedry Geodezji Wyzszej Po-
litechniki Warszawskiej, wyrazam serdeczne podziekowanie za umozliwie-
nie korzystania w pracy z maszyn rachunkowych jakimi rozporzadza Ka-
tedra.

Na koniec gorgco dziekuje Kolegom Ciesielskiemu, Derylo, Gazdzickie-
mu, Gombrychowi, Januszowi, Napierkowskiemu, Okseniuk, Panasiuko-
wi i Radwanskiej, ktérzy w tej typowo zespolowej pracy poniesli ciezki
trud wykonania zmudnych rachunkéw, zaréwno w analizach ogélnych jak
i w analizie sieci eksperymentalnej.
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Okseni.uk

Czese 1
Badanie sieci elementarnych

Rozdzial I

Podstawy teoretyczne badania dokladnoSci sieci katowych, Analiza sieci
elementarnych zlozonych z n* tréjkatéow foremnych (n = 1, 2, 3)

WSTEP

Tematem rozdziatu I-go bedzie analiza poréwnawcza dokladnosci z jaka
wyznaczy¢ mozemy punkt geodezyjny przy pomocy sieci triangulacyjnej
opartej na zespole punktéow statych, jezeli do wyznaczenia tego punktu
zaklada¢ bedziemy sieci foremne ustalonego typu o réznej ditugosci boku
elementarnego.

Poniewaz sie¢ geodezyjna na elipsoidalnej powierzchni odniesienia dla
celéw wyréwnawcezych przenie$¢ mozemy zawsze w znany sposéb na po-
mocniczg plaszezyzne odwzorowania i za obiekt wyrdéwnania przyjaé sieé¢
plaska, w ktorej elementy geometryczne réwne sg zaobserwowanym ele-
mentom sieci elipsoidalnej zmienionym o poprawki odwzorowawcze, be-
dziemy w dalszym ciggu moéwili wylacznie o sieciach plaskich.

Za punkt wyjscia przy badaniu przyjmujemy sieci zlozone z trojkatow
foremnych, okreslajacych potozenie punktu S w stosunku do znanych
i przyjetych za bezbledne punktéow Q@ i R, przy czym punkty @, R, S wy-
znaczaja tréjkat foremny. Taka ,.sie¢ elementarng” rozwinaé mozemy po-
stugujac sie rozng iloscig trojkatow foremnych, w ktérych, jak bedziemy
dalej przyjmowaé¢, pomierzone zostaly wszystkie katy. Zachodzi pytanie
kténa z rozpatrywanych konstrukeji geodezyjnych najdokladniej wyzna-
czy potozenie punktu S przy tej samej mierze dokladnosci obserwacji
a wiec przy takim samym bledzie Srednim obserwacji katowej. Ogélniej:
jaki zachodzi zwigzek miedzy $rednim bledem m; polozenia punktu S w
cbranym ukladzie a srednim bledem m, pojedynczej obserwacji katowej
w sieci i paramentrami charakteryzujacymi sie¢ pod wzgledem geome-
trycznym: odlegloscia D miedzy punktami @ — R i liczbg oderwang n

17



wyznaczajaca stosunek odlegloéci D do dtugosci obranego boku elementar-
nego sieci d. D

R Q d D d R

Sla

Rys. 5

Jak sie okaze w wyniku badania poszukiwany zwigzek funkcyjny, ktory
w ogoélnej postaci nalezato by poda¢ réwnaniem:
mg = f (myDn),
dla przedstawionych na rysunku sieci nie jest zalezny od wielko$ci n, wy-
raza sie on bowiem przez réwnanie:

2myD
2T 115 mD. (I 1)

mg =
13

Zauwazymy, ze okoliczno§é ta ma juz znaczenie praktyczne: skoro bo-
wiem dokladno$é wyznaczenia punktu S w sieci o dtugich bokach elemen-
tarnych — powiedzmy 30 km — nie jest wieksza od dokladno$ci wyzna-
czenia punktu S w sieci o krétkich bokach elementarnych — powiedzmy
10 km — za$ obserwacje przy diugich celowych sg i trudniejsze i zawod-
niejsze i kosztowniejsze, nie jest z punktu widzenia machunku wyréw-
nawczego uzasadnione obstawanie przy tzw. triangulacji klasycznej, ktéra
pokrywala teren siecig wielkich tréjkatéw wplatajac nastepnie w te sie¢
sieci rzedow mizszych. Nie pragniemy zreszta narazie wycigga¢ wnioskéw
ze zwiazku (I. 1) ktorego stusznosci jeszcze nie uzasadniliémy. Nie chce-
my tez poprzestawac na analizie dokladniosciowe]j takiego tylko typu sieci
jaki przedstawiono na rys. 5. Celem naszym narazie bylo wylgcznie zilu-
strowanie celowosci postawienia zagadnienia znajdowania zwigzkéw funk-
cyjnych miedzy $rednim bledem wyznaczenia punktu przez sie¢ geode-
zyjng pewnego typu a iloscig tréjkatéow w tej sieci. Poniewaz te zwiazki
funkcyjne, podobnie jak zwigzek (I. 1) odbiega¢ bedg przewaznie od tego
co nasuwa nam intuicja i niewlasciwa interpretacja zasady ,,od ogéiu do
szczegbtu“ tak popularnej w geodezji, ocbawiamy sig, iz mniej uwaznemu
czytelnikowi moze wydaé sie, ze zwigzki te stanowia konsekwencje po-
stawienia swoistych zalozen, odmiennych od zalozen metody najmniej-
szych kwadratéow. Podkreslamy wigc specjalnie ze tak nie jest, to znaczy
ze zwigzki ktére w dalszych toku pracy ustalimy stanowia wylaeznie kon-
sekwencje rachunkows zalozen metody najmniejszych kwadratéw i ogél-
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nie znanych w tej metodzie zaleznosci miedzy $rednimi bledami niewia-
dowych wyznaczonych z ukladu réwnan normalnych Gaussa a bledé_rH
$rednim pojedynczej obserwacji. Aby nie pozostawiaé jakichkolwiek nie-
demowien, sugerujacych czytelnikowi wprowadzanie przez autora dodat-
kowych zalozen, stara¢ sie bedziemy o jaknajwiekszg przejrzystosé¢ wy-
kladu.

Spowoeduje to niejednokrotnie koniecznos$¢ powtarzania rzeczy ogolnie
znanych, co zechce czytelnik wybaczy¢ traktujac jako usprawiedliwione
przez wyluszezone wyzej obawy autora.

Uwazajac ze niniejszy wstep i podany w nim przykiad dostatecznie na-
Swietlily temat zagadnienia. cel podjecia tego tematu i zalozenia na kto-
rych bedziemy sie opieraé¢, przechodzimy do szczegétowych rozwazan.

1. Zwiazek miedzy zmiany wartoSci wspolrzednych punktéw wyznaczajacych kat
a zmiang wartosci kata

Niech « bedzie katem prawoskretnym wyzna- L
czonym przez punkty L, P, C — (punkt na le-
wym ramieniu, punkt na prawym ramieniu o
i punkt w centrum).

Jezeli wspéirzednym punktéw' wyznaczajg-
cych ten kat, to jest wspoélrzednym: 2, y; xpyp P
Z¢¥Y¢ nadamy niewielkie przyrosty dx;dy,dxpdy,
dxcdyc, dostatecznie mate, aby mozna zanied- Rys. 6
bywa¢ ich wyzsze ponad pierwszg potegi, wow-
czas kat o« otrzyma niewielki przyrost de ktéry utozsami¢ mozna z roz-
niczka zupelna:

O

do = —dx; + o dy, + 0% da )+ 0% dyp+ ia—dm,& ﬁrlyc,
o, Y, oxp dyp ox¢ 0Yc

Przed obliczeniem tej rozniczki wprowadzimy kilka oznaczen pozwala-
jucych na nadanie przejrzystszej postaci wzorom, ktérymi bedziemy sie
dalej postugiwali.

Oznaczymy wiec przez Az, Ay, przyrosty wspolrzednych wzdluz lewe-
go ramienia kata, przez Az, Ay, przyrosty wspéirzednych wzdiuz prawego
ramienia kata, to znaczy wyraznie:

Av)y =2, —x¢ Ay.=y.—Yc oraz Axp=2ap— ¢ Ayp=yp— Yo
za$ przez 4, 1 B, oraz A, i B, ,,wspélczynniki kierunkowe* lewego i pra-
wego ramienia kata. Wspélezynnik kierunkowy A zdefiniujemy przytym
jako stosunek przyrostu odcietej do kwadratu dtugosci, zas wspoétezynnik
kierunkowy B jako stosunek przyrostu rzednej do kwadratu diugosci. Be-
dzie wiec og6lnic
- Az :cos';’ oraz: B — Ay =sinq¢’

Ax® -+ Ay? d Az? + Ay? d
gdzie przez % oznaczono kat kicrunkowy odcinka, za$§ przez d jego diugosc.
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Zwracamy uwage, ze wspbtezynniki kierunkowe zdefiniowaliémy w od-
miennym od ogélnie przyjetego sposéb: A przyjmujemy tu proporcjonalne
do Az, B do Ay zgodnie z porzadkiem leksykograficznym, znaki wspoéi-
czynnikéw przyjmujemy zgodnie ze znakami przyrostéw.

Celowos$é tej definicji wykluczajacej przestawienia i zamiane znakoéw,
latwo stwierdzi¢ w rachunku praktycznym.

Przystepujemy do obliczenia rézniczki da«. Piszac zwigzek miedzy war-
toécig kata a wartoSciami wspéirzednych wyznaczajacych ten kat punk-

tow, tj. zwiazek:
o = arc tg_yp—_,l_q_ _nrctgyl‘—_y.g
Tp— X¢ r; — X¢

i rozniczkujgc ten zwigzek kolejno wzgledem zmiennych .y, ZpYp, Yc
otrzymamy — przy zastosowaniu wprowadzonych wyzej oznaczen:

-d—a-=BL: ﬂ= _AL; ﬁ= = BP} £=AP’ —d_a.=
oz, oYL 0xp 0yr O%c
= By— By, oty 4,
0Yc

Szczegblowy przebieg rézniczkowania podajemy w odsylaczu*). Wzér
na rozniczke kata mozemy wiec napisa¢ pod postacia:

do= Bide;—A,dy,  —Bpdwp+ Apdyp  —(Bp—By) dxg + (4,— 4,) dy,

oa =1 T(%—Y%d_ Yy —Y¢ _ Ay, "
oy _1—1-(31—L20_)2 (2= %) (¥ —%)* + (Y~ Yc)® Balayl L
i
o o1 (mmm  —(mmm) b
9y, 1_*_(yL""y_2 (e —%c)® (T =%cP (YY) Adl4ayl L
%L — %g
ox__ 1 =, —(¥¥) b
P 1‘*‘(*’1__1’6 o=z (T (Y=Y Aep+Ayh =
dx 1 A5 —%) (zp—=¢) _ Az, o=
9Yp 1+(zﬂ__yc)' (zp— ) (%p=2f+(Yp—Yc) dadfayl ™ TP
o0& 1  (¥p—¥d) _ 1 —(¥.—9¢)
= — 2 - 2 — T = . =B, —B
%y qflE el (% g [YeT¥e)" (FTES TF TR
xp—xc xL—xc
da : 1 ._(xl’_wc!_ 1 ._(mL_xC)__A P
dyc— ﬂ,_—ycz (xp-—-:cc)e y’__kz (ml._xc)z— 1 —4p
1+ xp—xc 1+ xL—ZL‘C



lub tez — duzo przejrzysciej pod wzgledem formy — jako sume trzech
wyznacznikow:

ldxy dy,
|4, B,

Mozna to wystowi¢ jn.

Przyrost rézniczkowy kata rowny jest sumie trzech wyznacznikéw dru-
giego stopnia, w gérnych wierszach ktérych figurujg rézniczkowe przyro-
sty wspélrzednych wyznaczajacych punkt na lewym ramieniu, punkt na
prawym ramieniu i punkt w centrum kata, zas w dolnych wierszach:
wspdtczynniki kierunkowe lewego ramienia, mniej wspétczynniki kierun-
kowe prawego ramienia kata, oraz sumy elementéw poprzedzajacych tegoz
wiersza z przeciwnymi znakami.

ldaxp  dy,
—dp—Bp

dag dyc
— (4, —4p) —(B,—B))

da =

(I. 2)

2. Rownania bledow obserwacji katowych

Zwiagzek miedzy zmiang wartosci kata a zmianami warto$ei wspolrzed-
nych punktow wyznaczajacych ten kat (I 2) pozwala na zestawianie réw-
nan bledow obserwacji katowych. Oznaczmy mianowicie przez op,, warto$¢
kata « obliczong z przyblizonych wspoéirzednych punktéw LPC wyznacza-
jacych ten kat, przez a,,; wartos¢ kata « uzyskang z obserwacji, oraz przez
v poprawke, ktéra w procesie wyréwnania zostanie przyporzadkowana
warto$ci zaobserwowanej kata. (Przez ,,wspéirzedne przyblizone* rozu-
miemy — jak zawsze w geodezji — wspoirzedne tak bliskie ostatecznych
wspbélrzednych, majacych by¢ okre§lonymi w wyniku wyréwnania ukla-
du obserwacyjnego, aby mozna zaniedbywaé wyzsze ponad pierwszg po-
tegi poprawek dx, dy, jakie otrzymajg wspéirzedne przyblizone przy
zmianie ich na ostateczne).

Wartos¢ kata wyréwnana wyrazi¢c mozna badz jako sume wartosci za-
obserwowanej tego kata i jego poprawki wyréownawczej: %, + v, badz tez
jako sume warto$ci kata obliczonej z przyblizonych wspéirzednych i war-
tosci przyrostu do jakiego dozna kat, gdy wspélrzednym wyznaczajacych
go punktow nadamy poprawki dx, dy zamieniajace te wspoéirzedne na
wspélrzedne ostateczne: @p,. + da . Musi byé oczywiscie: ., + v= o, + do
skad: v =de + 2y, —2,,,. Po wyrazeniu przyrostu d« w funkcji przyrostéw
dx dy w mys$l wzoru (2) otrzymamy nastepujace ,,réwnanie bledu obser-
wacji katowej*“: o B

dx, dy,
A L Bl.

dxp dy’)
_Al’ _BP

dxc dyc
—(4,—4p) —(B,—Bp)

+ Oprz— %obs v ([ 3)

Takic ,,réwnanie bledu‘ napisa¢ mozemy oczywiscie dla kazdego zaob-
serwowanego w sieci kata. Wystarczy w tym celu na miejsce symboli dx;
dy, dxpdyp dxclyc podstawiaé przyjete w danej sieci oznaczenia poprawek
wspbirzednych punktu polozonego na lewym ramieniu rozpatrywanego
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kata, na jego ramieniu prawym i w punkcie centralnym, na miejsce sym-
holi AB podstawia¢ wartosci odpowiednich wspétezynnikéw kierunko-
wych — lewego (4;B;) wzglednie prawego (4,Bp) ramienia danego kata
-- dajace sie obliczy¢ w oparciu o znajomos$¢ przyblizonych wspoirzed-
nych wreszcie na miejsce wyrazéw wolnych, tj. na miejsce symboli ap,.
— a4, podstawiaé¢ réznice miedzy wartoScia danego kata obliczong
z przyblizonych wspéirzednych i jego warto$cia nzyskang z obserwacji.

Dla przej$cia od ukladu réwnan btedéw napisanego w postaci (I. 3), kt6-
ra nazywamy dalej ,postacig tabelaryczna“, do zwyklej postaci ukladu
réwnan liniowych — nazywamy ja dalej ,postacig algebraiczng” — wy-
starczy zrealizowa¢ mnozenia wyznacznikowe. Jezeli oznaczyé przytym
— jak to sie z reguly praktykuje — przez x, y, 2, u... kolejne niewiado-
me w rownaniach btedéw (poprawki przyblizonych wspolrzednych), przez
a, b, ¢, d; .. wspélezynniki przy tych niewiadomych w i-tym réwnaniu
bledu, przez l; wolny wyraz w tymze réwnaniu i przez v; poprawke
i~tej obserwacji, otrzymamy znany uklad réwnan bledéw (stuszniej ,,réw-
nan obserwacyjnych*):

ae+byt+ez+du... =1 + v,
U+ by + coz + dyu. .. =1, + v,
U + by + ez +du. .. =1, + v,

3. Charakterystyka dokladno$ci wyznaczenia wspélrzednych w sieci katowej

Znajomos¢ krakowianu wspoétczynnikowego ukladu réwnan bledow ob-

serwacyj katowych, tj. znajomo$¢ elementéw liczby zespotowej a:

@y by 6y v

[a., by ¢, |

L s (I. 4)

]a,, b ¢ l
wystarcza juz do rozwigzywania wiekszosci zagadnien analizy dokladnosci
kgtowych sieci triangulacyjnych. Zagadnienie te sformulowaé mozna jak
nastepuje.

Dana jest co do ksztaltu i skali pewna sie¢ triangulacyjna. Miedzy punk-
tami tej sieci znajdujg sie przynajmniej dwa punkty ktérych wspoéirzed-
ne uwaza sie¢ w toku rczumowania za bezbledne. Zapytujemy — jakimi
bledami $rednimi obcigzone beda najprawdopodobniejsze wartosci wspoi-
rzednych punktéw wyznaczanych przez sie¢, jezeli zacbserwujemy w tej
cieci wielkosci katowe z zalozong z gory miara dokladnos$ci a wiec z okre-
§lonym bledem Srednim pojedynczego spostrzezenia m,? Poniewaz bledy
$rednie najprawdopodocbniejszych wartosci wspéirzednych wyznaczanych
punktéw réwne beda bledom Srednim poszukiwanych poprawek przybli-
zonych wspoéirzednych, przeto rozwigzanie zagadnienia sprowadza
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si¢ tu do wyznaczenia §rednich bledéw niewiadomych obliczonych z ukla-
du réwnan normalnych Gaussa:

[@ad] . x+[ab] .y +|ac] . z... = [al]

[ab] .y + [0b] . y + [be] . z... = |bl]

powstajacych w drodze znanej operacji z ukladu réwnan bledow.

Stosujac symbolike krakowianowg wyrazimy $redni blad i-tej niewia-

cdomej — oznaczmy ten biad przez m; — wzorem:

my =m, Y (a®);' (L. 5)
gdzie symbol (a®);' oznacza element i-tej kolumny i i-tego wiersza od-
wrotnosei kwadratu krakowianu wspétczynnikewego ukladu réownan ble-
déw (I. 4), lub, inacze] element i-tej kolumny i i-tego wiersza odwrot-
ncéei krakowianu wspotezynnikowego ukladu réwnan normalnych (w
oznaczeniach Gaussowskich Q).

Stosujac symbolike wyznacznikowa oznaczymy przez 3 wyznacznik
charakterystyczny ukladu réwnan normalnych, przez Jd; podwyznacznik
ktérego tabela powstaje z tabeli wyznacznika charakterystycznego 4
przez skreslenie w niej i-tej kolumny i i-tego wiersza, i napiszemy:

m;=m, l/{\" (L.e)

Wzory (1. 5) i (I. 6) sa oczywiscie identyczne co do tresci cho¢ rézne co
do formy. Wzér wyznacznikowy dopisaliSmy zreszta raczej dlatego ze
stusznoéé jego wnika bezposrednio z tak popularnych w geodezji ,,réwnan
wag‘*). Przez to staje si¢ on odrazu nieobcy nawet temu geodecie ktory
nie korzysta z rachunku krakowianowego, pozwalajac mu ponadto zauwa-
zy¢ ze odwrotno$¢é krakowianu mozna interpretowa¢ jako tabele wyznacz-
nika dolgczonego (,,tabele minoréw*) dzielong przez wartos¢ wyznacznika
charakterystycznego.

4. Analiza sieci o ksztalcie trojkata feremnego wypelnionego trojkatami foremnymi

Opierajac sie na wzorach (1. 3, I. 5) przeprowadzi¢ juz mozemy analize
sieci wyznaczajgcej wierzcholek trojkata foremnego w oparciu o.znajo-
moéé¢ przeciwleglej podstawy. Analize takiej sicci, o ktérej wspominaliSmy
we wstepie, i ktéra uwaza¢ nalezy za typowa dla koncepcji triangulacji,
przeprowadzimy dla nastepujgcych przypadkow szczegoélnych:

a) sie¢ zlozona z jednecgo trdjkata (ob. rys. da),

b) sie¢ zlczona z czterech trojkatéw (cb. rys. 5bj,

c) sie¢ zlozona z dziewieciu tréjkatow (cb. rys. 5c).

(W rozdziale IV przeprowadzimy tez analize sieci elementarnej z 16
irojkatow).

#*) Wystarczy napisa¢ ukiad ,rownan wag' dla i-tej niewiadomej, zastosowac
wzor Cramera i rozwinac¢ wyznacznik tego wzoru wediug clementow i-tejkolumny.
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a) Sie¢ zlozona z jednego tréjkata

Jezel o$ gléwng ukiadu OX obra¢ prostopadle do podstawy trojkata,
zas za jednostke dlugosci w rachunku obraé¢ bok trojkata, wowcezas war-
toSci wspolezynnikéw kierunkowych dla poszczegélnych bokéw wyniosg
odpowiednio:

A=0B=1 (bok QR) 4=05 13 B=05 (bok QS)
A=05+/3 B=—05 (bok RS).

Dla ulatwienia $ledzenia rozwigzania powtarzamy tu rysunck wypisu-
jac na nim wartosci wspéiczynnikow kierunkowych A B przy poszczeg6l-
nych bokach.

Roéwnania bledéw poszczegdlnych katéow napisane w postaci tabelarycz-
nej mie¢ beda postac:

0 0 dx dy ‘ 0 0

0 ~1 | ~0pN/F 08 |0ByE  op| TS
dx dy 0 0 ; 0 0 A ]

0513 05| 0 —1. | ~0p4f8 op TR RS
0 0 0 0 l dx dy

—05.3 05| 053 05 0 _q | TV =

Bez obawy o nieporozumienia pisaliémy tu tabele sasiadujgcych w row-

naniu wyznacznikow (wzér 1. 3) bezposrednio obok siebie, to znaczy opusz-

s czajac znak + i kreski wyznacznikowe.

Realizujgc mnozenie wyznacznikowe na-

piszemy uklad réwnan bledéw pod wy-
razng postacia:

05 de+05v3dy+. . .=uw

05 de—05+\/3dy+. . .=uv,

— dx +,..:I/‘3,
gdzie opuszczamy wolne wyrazy jako
Rys. 7 liczbowo nieznane i dla rachunku nie-
istotne.
Uzywajac symboliki krakowianowej mie¢ bedziemy:
S/ DALY
= o —0f 4/ 8 TLE2=Te il
Poniewaz zas odwrotnoscia ostatniego krakowianu, jak to latwo spraw-
dzi¢, jest krakowian: (a*)~!'= { é % 273 }tedy bledy $rednie odcietej i rzed-
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nej wyznaczanego punktu S wyrazone w jednostkach réwnych diugosci
boku sieci wyniosg odpowiednio:
my =m,\/2[3 my=m,\/ 23,

gdzie m, jest srednim bledem obserwacji katowej wyrazonym w mierze
radialnej. Dla wyrazenia bledéw Srednich w metrach wystarczy pomno-
zy¢ otrzymane wyrazenia przez dlugos¢ boku sieci d wyrazong w me-
trach. Otrzymamy: m, =m,d \/ 2/3 oraz my = md 1/ 2[3.

Okres$lajac stad blad $redni wyznaczenia polozenia punktu S — oznacz-
my ten blad przez m; — otrzymamy:
s 2 myd - ﬂog_

gdzie D — d podstawa sieci.

b) Sie¢ zlozona z czterech trdjkatéow

Obierajac znow o$ gtéwna ukladu OX prostopadle do podstawy trojka-
ta i przyjmujac za jednostke dlugosci w rachunku bok tréjkata sieci d —

0 0 du, dy, di, dy,
0 —1 | —05V3 05 05vV3s o3| " T
dx, dy, dua, dy, 7 0 0 =
05v3 05 0 —1 | —05V3 05 ==
__-‘:1:‘- - —lly‘ 0 0 dx, dy, e
—05v3 05 05v'3 05 0 —1 =
da, dy, du, dy, da, dy, i
0 -1 | —05v3 05 osA/8 o | » T
du, dy, day dy., da, dy,
05V3 05 0 =i | wofBE  BE | T
dx, - 41_1;;“ dx, dy, dx, dy, )
—05V3 05 05V 3 05 0 s e
dx, dy, iy - dy, 0 0
0 —1 | —05v/3 05| —05V3 05 =i
duyg dify 0 0 duy dy,
05V 3 05 0 —f e opn/E  am| PEFE T
o 0 | dey _ dys Cdy, dy; -
—05V 3 05 05V 3 05 0 ol '
dx, dy., _r_l,r:; dy, du, dy,
053 — 05| -05V3 —05 0 1 -
da, dy, B dey, dy, de, dy, s
0 1 05V 3 —05 | —05V3 —05 e
duw, dy, dx, dy, day dy, )
- 05138 — 05 0 1 05v'38 — 05 =
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réwny obecnie polowie podstawy: d — 0,5 D. napiszemy bez trudnosci
wartosci wspélezynnikéw kierunkowych AB dla poszezegolnych bokow.
Dla ulatwienia $ledzenia rozwigzania powtarzamy tu rysunek (rys. 8) pi-
szac na nim warlosci wspétezynnikow kie-
runkowych dla trzech bokéw, co w zupel-
nosci wystarcza do napisania réwnan ble-
dow wszystkich obserwacyj katowych. o ile
pamigta sie definicje wspolezynnikéw na
ktora zwracaliSmy uwage na str.  Uklad
rownan bledéw napisany pod postacig ta-

belaryczng zestawiliSmy nas tr. 25.
PisaliSmy tu znéw tabele sasiadujgcych
w rownaniu bledéw wyznacznikéw bezpo-
Rys. 8 $rednio obok siebic, to znaczy opuszczajac
znaki + i kreski wyznacznikowe. Nume-

racja poprawek odpowiada oczywiScie numeracji katow w sieci podanej
na rysunku. Na miejscu wyrazow wolnych rownan bledow stawialismy
kropki.

Realizujac mnozenia wyznacznikowe otrzymamy uklad réownan bledow
pod postacig algebraiczna:

da, dy, dzx, dy, da, dy., da, dys . .
05 0543 05 — 0543 ..
05 — 0513 — 1 0 ...
o= 05 05V3 ..
05  05v3 — 1 05 —054/3
05 — 05V3 05  05V3 — 1 o
-1 05 —05v3 05 05V3
05  05V3 — 1 e
05 —o05v3 05 05V3 ..
=1 05 —05V3 ..
—05 —05V3 —05 051 3 1 [——
—05 05V 3 1 =05 —05V3 ..
1 —05 —05V3 —05 05V 3

W wierszu naglowkowym napisaliSmy tu oznaczenia niewiadomych.
Ponizej znajduja sie wylgcznic liczbowe wartos$ci wspotezynnikéw. Jest to
wigc krakowian wspolczynnikowy ukladu réwnan bledow, ktéry przyje-
lismy oznacza¢ litera ¢. Podnoszac ten krakowian do kwadratu, czyli prze-
chodzac od tabeli wspétezynnikowej ukladu roéwnan bledow do tabeli
wspoétczynnikowej ukladu réwnan normalnych Gaussa, otrzymamy:
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15 0 —07 _ 07Y/3—07  —075y3 0 0

0 15  —075y/3 —075 0,75V 3 — 05 0 0

—075 —075\ 8 45 0 —15 0 ~15 0
g 071\/3 =05 0 45 0 —15 0 -1

075 05V3 —15 0 45 0 -15 0
—0,51/8 —075 0 —15 0 45 0 15

0 0 —15 0 —15 0 45 0
0 0 0 —~15 0 —15 0 45

co mozna tez napisa¢ pod postacig:

2 0 —1 NE . 0 0

0 2 V3 -1 V3 - 0 0

1 —V3 6 0 =B 0 —2 0

deggl V3 —1 0 6 0 -2 0 =
’ =3 v 3 —2 0 6 0 —2 0
-V 3 = 0 =3 0 6 0 -2

0 0 =8 0 = 0 6 0

0 0 0 - W 0 6

Latwo sprawdzi¢ na drodze mnozenia krakowianowego, ze odwrotnos-
cia tej tabeli bedzie tabela:

32 0 12 —4v3 12 4V'3 8 0

0 32 41473 12 —4v3 12 0 8

12 4V'3 10 0 5 343 5 V3
af-1 =g —4V8 12 0 10 —3V3 5 —4/3 5
' 2 —44/3 5 __—3V3 10 0 5 —3

V'3 12 3v3s 5 0 10 43

8 0 5 — V3 5 V3 6 0

0 8 '3 5 = %8 B 0 6

Wynika stad zaraz ze bledy $rednie wspoélrzednych punktu pierwszego

(S) wyrazonz w jednostkach rownych diugosci boku d wyraza wzory:
my=my/ 32/12 = m, . \/ '8/3 my =m, .\ 8/3 .

Mnozgc te wartosci przez diugo$é boku sieci d wyrazong w metrach
otrzymamy wzory na bledy $rednie wyrazone w metrach (m, rozumicmy
oczywiscie w mierze radialnej): m.=m,d 1/ 8/3 my = myd \/ 8/3 .
Wprowadzajac zamiast boku sieci d podstawe calej konstrukeji D, w mysl
zwigzku d — 0.5 D znajdziemy:

m, =m,D / 8/12 = m,D v/ 2/3 oraz my=m,D \/3/3 .

Widzimy, ze Srednie bledy wspoélrzednych sg tu — przy takim samym
biedzie $rednim pomiaru kata w sieci — takie same jak poprzednio. Prze-
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chodzac do $redniego biedu wyznaczenia punktu w sieci m,= ]/mi + m§
otrzymamy wiec znéw znane nam wyrazenie:

2m,D

c) Sie¢ ztozona z dziewieciu tréjkatow

mg =

V'3

(I. 8)

Obierzmy, jak i poprzednio, o§ gtéwna ukiadu OX prostopadle do pod-
stawy sieci @R i przyjmijmy za jednostke diugosci w rachunku bok tréj-

kata sieci d, réwny obecnie jednej trzeciej dlugosci podstawy: d = ~;— D,

Dla ulatwienia $ledzenia rozwigzania powtarzamy rysunek (rys. 9), pi-
szac na nim wartoSci wspolezynnikéw kierunkowych trzech bokow.
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0 0 dzy, dy, dz, dy, =
0 —1 | —05V3 05 05y 3 0,5 S
dw, dy, da, dy, 0 . 0 s
05V 3 05 0 —1 | —o05V8 05 e
du, s dy, 0 . 0 da, dy, = ¥
—05)3 05 0573 05 0 = ¢ Rt
dw, dy, dow, dy, de, dy, = ¥
0 -1 | —o05Y3 0,5 0513 05 s
dx, dy, da, dy, dwx, dy, e
0573 0,5 0 -1 | —05/3 05 ’
dw; dy, dwy dy, da, dy, .
—05)Y3 0,5 051 3 0,5 0 i | 4
dx, dy, dz, dy, dw; dys _
0 -1 | —05¢V3 05 053 05 S
dx, dy, dx, dy, dz, dy, g
05Y 3 05 0 —1 | —05/3 05 X el
dwy dy, dz, dy, dx, dy, o
— 0573 05 05) 3 05 0 . R
dag dy dzy dy, dxg dys = %
0 —1 | —05)/3 0,5 0513 05 .
dzy dy, daxg dy, dzs dy, _
051 3 0,5 0 1 [ —08Y8 05 L
dazg dy, des dys dx, dy, =%
— 05V 3 0,5 0573 0,5 0 = A2
da, dyg dzg dy, 0 _ 0 = ¥
0 -1 | —05/3 0,5 0538 05 18
dxg " dy, 0 0 dug dys _
05Y3 05 0 —1 | —o05vF 05 =i




Patrzac na rysunek i majagc w pamieci
wz6r (I. 3) i okreslenie wspélczynnikéow
kierunkowych, bez trudnosci zestawimy
uklad réwnan bledéw w postaci tabe-
larycznej napisany powyzej. Realizujac
mnozenia wyznacznikowe przejdziemy
do zwyklej algebraicznej postaci ukla-
du réwnan btedéw o krakowianie wsp6i-
czynnikowym @ réwnym: (nad krako-
wianem wspoétezynnikowym piszemy
symbole niewiadomych) str. 30.

0o 0 dwg dys dz, dy, =
—05Y3 05 051 38 05 0 iy =
da, dy, dwy dy, drg dyy = ¥

0 | 051 3 05 05V 3 05 SR e
dxy dy, dag dyg de; dy; _—
051 3 05 0 - 1 0573 05 %% % T S
dry dy, da; dy, da; dy, -
— 05V 3 0,5 05) 3 05 0 sl il
dey dy, dog dys dx, dy, .
053 — 05 05/ 38 —05 0 1 e
da, dy; de; dy; dey dy, = %
0 1 053 — 05 05/ 38 —05 el i
de; dy; dzx, dy, deg dy, — @
— 053 —o05 0 1 053 —05 e
dz, dy, drzy dy, dx, dysg = g
05y 3 0,5 05/ 8 —05 0 1 e
da, dy, dzs dys de, dy, . s g
0 1 05/ 3 —05 053 —05 S =
dzy dy, daxy dy, dzy dy, =5 @
— 053 —05 0 1 05V 3 — 05 “
doy dy, dz, - dy, dag dy, P
05/ 3 —05 05/ 3 —05 0 1 = .
dzw, dy, deg dyg dzs dy, .
0 1 05/ 3 —05 05/ 3 — 05 owma
dwg dyg dx, dy, dwy dy, o
— 05V 8 ~ 05 0 1 05V 3 — 05 o

Rys. 9

Podnoszac krakowian a do kwadratu, czyli przechodzac od tabeli wspéi-
czynnikowej ukladu réwnan bledéw do tabeli wspélczynnikowej ukladu
réwnan normalnych Gaussa znajdujemy (powtarzajacy sie we wszystkich
elementach ulamek 3/4 wyniesliSmy przed znak krakowianu): str. 31.
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Latwo sprawdzi¢ na drcdze mnozenia krakowianowego, ze odwrotnoscia
tabeli ze str. 31 bedzie tabela zamieszczona powyzej, gdzie powtarzajacy

324 0  180-36V3 - 180 3613 72-36/ 3

0 324 36V 3 180 —36 V/ 3 180 361/ 3 72

180 36\ 3 142 0 107 37V/3 68 —181/ 3

-364/3 180 0 14237V 3 107 18y/3 68

180 -36 \/ 3 107-37V 3 142 0 43-291/3

364/ 3 180 374/3 107 0 142 29\/'38 43

72 364/3 68 18V 3 43 291/3 58 0

154§ _364/3 72-181/3 68-29V 3 43 0 58
(@)~ - 108 0 78-10\/3 8 10V3 42-14V 3
0 180 10V 3 8-10V 3 8 141/3 42

72-36 /3 43-291/ 3 68-18V 3 17-191/3

36V 3 72 294/3 43 18V/3 68 19\/3 17

72 0 55 —74/3 58 5V 3 35-111/3

0 72 743 55 51/ 3 53 111/3 35

72 0 53 —51/3 55 7V8 81 -7V 8

| 0 2 5V 3 53 —74/8 55 74/3 31

sie we wszystkich elementach ulamek 1/54 wyniesliSmy przed znak kra-
kowianu).

Wynika stad, ze bledy S$rednie wspolrzednych punktu pierwszego (S)
wyrazone w jednostkach réwnych diugosci boku sieci d wyrazg wzory:

m,=m, }/324/53 =m,}/ 6 orazmy=m, )6,

przy czym Sredni blad kata rozumie sie oczywiscie w mierze radialnej.

Mnozgc otrzymane wartosci bledéow przez diugosé boku sieci d wyrazo-
ng w metrach otrzymamy wzory na bledy $rednie wspéirzednych punktu
(S) wyrazone w metrach:

m, = m‘od ]/6‘ my = mod I/E-'

Wprowadzajgc zamiast boku sieci d podstawe catej konstrukeji D, w

myS$l zwigzku d = —;- D znajdziemy:
m,=m,D )/ 6/9 =m,Dy2/3 oraz my=m,D ) 2/3.

Jak widaé $rednie bledy wspoéirzednych sg tu -— przy takim samym
bledzie $rednim pomiaru kata w sieci — takie same jak w wypadkach
sieci uprzednio rozpatrywanych. Przechodzac do $redniego biedu wyzna-
czenia punktu (S) w sieci:

I
M= ]/mx+ my

otrzymamy wiec i tutaj znane nam juz wyrazenie:
_2m,D

m s

(I.9)
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108 0 72 36V 3 72 0 72 0

0 108 36V 3 72 0 72 0 72
810 3 43 29V3 55 74/ 3 53 538
-10/3 8 —291/3 3 -7V3 55 -5V'3 53
8 -10V 3 68  18V/3 53 -5V 3 55 -7V 3

10/ 3 8 —18V 3 68 53 5 7V 3 55
2 14y'3 17 194/3 8% 111/ 3 31 7V3
-14V'3 42 -191/3 17 -114/3 3 -74/3 81
60 0 2 14V3 2 2V3 2 -2v3

0 60 —144/3 2 -2v/3 2 2v3 42

42 -14V 3 58 0 81 -7v/3 35 -114/3
143 42 0 58 7138 31 114/3 35
2 -2V3 31 73 16 0 32 -6v/3
2v/3 2 -7V3 31 0 6 6,3 32
2 2V3 8 11y'3 32 6\/3 16 0
-2V'3 2 -1Vs3 3% -6V 3 32 0 46

5. Twierdzenie o sieciach w ksztalcie trojkata foremnego zlozonego z n® trojkatow
foremnych n = 1, 2, 3)

W wyniku przeprowadzonego badania wypowiedzie¢ juz mozemy naste-
pujace twierdzenie dotyczace dokladnosci okreslenia polozenia punktu
wyznaczonego przez katowa sie¢ foremng zlozong z trojkatéw foremnych,
opartg o podstawe o dlugosci D stanowiaca wielokrotnos¢ boku sieci d

D
dla stosunku n = Pl rownego jednej z liczb 1, 2, 3: w sieci tréjkatnej fo-

remnej skladajacej sie z trojkatéw foremnych $redni blad potozenia punk-
tu najbardziej oddalonego od podstawy sieci réwny jest podwéjnemu ilo-
czynowi diugosci podstawy sieci trojkatnej przez Sredni bigd pomiaru ka-
towego podzielonemu przez pierwiastek z trzech:

= 2m, 1) (110
My = —r X
s )

Blad ten jest wiec niezalezny od ilosci trojkatow w sieci, to znaczy dla
réznych sieci (ob rys. 5a, b, ¢) przy tej samej dilugosci podstawy i tym
samym bledzie pomiaru katowego zachowuje te sama wartos¢.

Twierdzenie nasze nie przesadza oczywiécie w niczym postaci zwigzku

D
mg = f(m,Dd) dla liczb naturalnych n = 5 wiekszych od trzech. (Zo-

baczymy zresztag w rozdziale 1V, ze twierdzenie obowigzuje tez dla n

- 4).

Ustalenie tego zwiazku w postaci ogélnej i stwierdzenle czy blad $red-
ni potozenia punktu najbardziej odlegtego od podstawy sieci jest stale nie-



zalezny od n, jest niewatpliwie interesujageym, choé trudnym problemem
matematycznym. Dla rozpatrywanego w niniejszej pracy zagadnienia ge-
odezyjnego: rozwazenia celowosci dwu- trzy krotnego skrécenia diugosci
bokéw podstawowych sieci triangulacyjnych postaé ogélna zwigzku jest
obojetna.

6. Wykaz Srednich bledow wspoélrzednyceh i Srednich bledéw polozenia punktéw
w sieciach elementarnych, zlozonych z n* uojkatow (n — 1, 2, 3)

Z obliczonych w toku analizy odwrotnosci krakowianéw wspélezynni-
kowych ukladéw réwnan normalnych Gaussa bez trudnosci odczytaé¢ mo-
zna wartoéci elementow przekatnych odwrotnosci (@)%;' czyli Gaussow-
skich ,,wspétezynnikow wagowych® Q; dla kazdej nie\;viadomej ukladu.

Wykaz bledéw Srednich
(numery punktoéw zgodne ze szkicami sieci na rys. 10 a, b, c)

|

= 3 s i
g _:‘O' Srednie bledy wspoélrzednych Srednice bledy polozenia punktu l §§ §;§
/S & m,o=m, m, J §§§§ g
a2 | as3xls
Sie¢ jednotréjkatowa _,
s P g
1=4-S 'm.of) ]//g = 0,816 mol) 'mol) ]/g = 1,155 moD }E
Sie¢ czterotréjkatowa
1 .7"01) l/._;_ = (,816 leol) ’Ml"’) ‘l/ % = ],]5,—) ’n;oD a
S i ;3°
5 5 s
2,3 m D /_')_ = 0,456 m D m D /._ = 0,645 m D ©
0 ]' 24 0 o l ]2 o Eg
4 0 1D [ 1 = 03854 m D m D /‘l_- = 0,500 D e
L 0 ]/ T = U,5od M o 4 o0 ] T =R ma
Sie¢ dziewigciotréjkatowa
1 m D /»2‘ = 0,816 m D m D '/—74 = 1,155 m D
o0 ]/ 9 < "0 0 ' _3* = 1109 o
7 = 142 P
28 m I l/ = 0541 m D m D l/ = 0,764 m D
9 243 g o 243 o ‘2°
/29 58 _ b3
4,6 mol) l") e = 0,346 mﬁl) mol) 5 = 0,489 moD §
i o S
5| mP o = 0351 m D mD Y % = 0497 m,D
, 23 _ 46
78 mol) 'l// > 0,308 mol) moD ]/24§ = 0,435 moD

m, éredni blad pomiaru kata w mierze radialnej
D dlugosé wielkiego boku sieci (podstawy).



Winozgc pierwiastki z tych wielkosci przez wartosé bledu sredniego m,
otrzymaliby$my $rednie bledy wspéirzednych wyrazone w obranej do ra-
chunku jednostce: matym boku sieci d. Dla jednolito$ci wyrazimy je w
jednostkach metrycznych mnozac przez stosunek f Obrazuje to wykaz
na str. 34 w ktorym podano wartosci biedow $rednich wspoéirzednych
m, = my craz bledy $rednie polozenia punktéw, i ktéry bedzie nam przy-
datny przy opracowaniach graficznych. podanych w czesci II pracy (elipsy
biedu i wykresy przesuniec).

C//
A /6\ /V_\’V

Rys. 10

Rozdzial II
Srednie bledy wzgledne dlugosci bokéw sieci i bledy katow

WSTEP

Jakkolwiek wielko$é éredniego bledu polozenia punktu najbardziej od-
leglego od podstawy sieci, wynoszaca dla sieci omawianego typu (1. 10)

mozna by uznaé za dostateczna charakterystyke dokladno$ciowa efektu
pracy, wyznaczymy jeszcze wielko$¢ bledu wzglednego boku sieci QS
lub RS jak réwniez wielkosci §rednich bledow katow @ = SQR R = SRQ
S == RSQ po wyréwnaniu.




Wielkos¢ $redniego bledu wzglednego boku sieci:

— Mos _ Mps
D D

jest zreszta chetnie uzywana jako charakterystyka dokladnosciowa i obli-
czenie jej pozweli nam na nawiazanie do odnosnej literatury fachowej.

Jak z gory mozna przewidzie¢ — pamietajgc tre$¢ twierdzenia o sieciach
foremnych (Rozdzial I) — blad wzgledny boku sieci M nie bedzie zalezny
od iloSci tréjkatéw w sieci. Zaréwno dla sieci zlozonej z jednego tréjkata,
jak dla sieci zlozonej z 4 trojkatow, jak wreszcie dla sicci ztozonej z 9 tréj-
katow wielko$¢ bledu wzglednego bedzie przy tym samym bledzie Sred-
nim pomiaru kata w sieci Scile taka sama. Jak zobaczymy dalej wy-
nosi_ona:

M =m,+/2/3 (IL 1)
wyrazajgc przy tym jednocze$nie warto$¢ Sredniego bledu kata QR lub
S po wyréwnaniu (rozumiang oczywiscie w mierze radialnej kata).

W ostatnich wydaniach , Handbuch der Vermc:rsungskunde* Jordana-
Fggerta stwierdza sie, Ze najwyzsza osiggalna obecnie dokladno$¢ pomia-
row katowych charakteryzuje sie przez biad s$redni rzedu 1/3”, tzn.
m, — 1/ . 3. 206265.

Mnozac te wielkos¢ przez \/2—/3 - 0,816496 otrzymamy:

1
Moin = oo 800"
jako najwyzsza osiggalng dokladnos¢ wzgledna w sieciach nowoczesnych
omawianego typu. Warto moze zauwazy¢, ze praktyka polskich sieci trian-
gulacyjnych ostatnich lat potwierdza dos¢ dobrze to autorytatywne
twierdzenie, o bledach nowoczesnych pomiaréw katowych, ktore w sie-
ciach naszych rzadko dosiegajg + 1”.

W najlepszych sieciach blad $redni kata (ustalany z wzoru Ferrero) jest
< 1%

Niewatpliwie przy tak wysokiej dokladnos$ci pomiaréw katowych stusz-
no$¢ zaniedbywania w operacjach wyréwnawczych bledéw pomiaréw ba-
zowych — tak popularnego w geodezji i usprawiedliwionego dawniej, —
staje sie dzi§ problematyczna. Konsekwetniej jest rozpatrywaé sieci no-
woczesne jako igczne uklady obserwacji katowych i liniowych podlega-
13ce jednoczesnemu wyréwnaniu przy zachowaniu warunku minimum
pod jego postacig najogoélniejszg:

I v ] o
— minimum.
mm |

W przypadku nawigzywania sieci geodezyjnej do punktéw sieci nieno-
woczesnych, przyjmowanie punktéw nawigzanie jako punktéw ,statych®,
to znaczy punktéw ktérych wspéirzedne nie otrzymujg poprawek wy-
rownawczych w zwiazku z powstaniem nowego ukladu obserwacyjnego,
réwniez staje sie niekonsekwetne.
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Podobnie jak w przypadku przyjmowania obserwacji liniowych za
bezbledne, tak tez i w przypadku przyjmowania punktéw ktérych wspoél-
rzedne cbeigzone sg bledami $rednimi rzedu okolo 5—10 cm za bezbled-
ne, powodujemy przez niekonsekwetne wyréwnanie znieksztalcamie no-
woczesngo katowego ukladu obserwacyjnego. Poniewaz zagadnienia te
omawiamy szczegbélowo w innym miejscu, nie bedziemy si¢ tutaj nad ni-
mi zatrzymywaé. UwazaliSmy jedynie za wskazane zasygnalizowaé¢ tuta]
istnienie zgadnienia niepotrzebnego znieksztalcenia ukladéw obserwacyj-
nych najwyzszej klasy narzucajacego sie w zwigzku ze stwierdzeniem
do jak wysokiej dokladnoéci zdolne sa nowoczesne sieci katowe.

Uwaga: Jakkolwiek mozna by uwaza¢, ze wzér na blad Sredni funk-
cji niewiadomych obliczonych z ukladu réwnan mormalnych Gaussa wy-
razony pod postacia krakowianowa, zaréwno jak i krakowianowy dowdéd
tego wzoru, sa czytelnikowi-geodecie znane gdyz opublikowane zostaly
przez twoérce rachunku krakowianowego, Tadeusza Banachiewicza, przed
dwudziestu kilku laty z okazji posiedzenia Baltyckiej Komisji Geodezyj-
nej w Helsinkach (por. ,Uber die Anwendung der Krakowiane in der
Methode der kleinsten Quadrate“ von T. Banachiewicz, Helsinki 1933),
jednak autor niniejszej pracy uwazal za celowe podajac wzér przepro-
wadzi¢ jego dowod, a to z nastepujacych wzgledow:

1) podanie dowodu umozliwi wykorzystanie otrzymanego w toku do-
wodu réwnania (II. 3), ktére bedzie nam potrzebne w innym miejscu
pracy,

2) krétkosé i prostota dowodu, tak skomplikowanego w symbolice Gaus-
scwskiej, skloni¢ moze czytelnika nieobeznanego z rachunkiem krakowia-
nowym do poznania tego rachunku, ktérego zdobycze zaré6wno w dziedzi-
nie pojeciowej jak i rachunkowej ulatwiajag naukowe podchodzenie do
wielu zagadnien.

1. Ustalenie wzoru na blad Sredni funkcji niewiadomych okreSlonych z uktadu
rownan normalnych Gaussa
Niech F (x y z...) bedzie jakakolwiek rozwijalng w szereg Taylora funk-
cja najprawdopodobniejszych wartosci wzajemnie niezaleznych zmien-
nych:

x=2,+dz
y=y,+dy
z2=12,+ dz
gdzie X, Yo 2o ... Sa przyblizonymi wartosciami tych zmiennych, za$ dx

dy dz .. najprawdopodobniejszymi warto$ciami ich poprawek, dajacymi
si¢ wyznaczy¢ z ukladu réwnan normalnych Gaussa:

[aa] dz + [ab] dy + [acldz . . . =[al] —
[ab] dx + [bb] dy + [be]dz . . . = [bl]
[ac]dx + [be] dy + [celdz . . . = [c]]
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przy czym réwnania te powstaja na drodze znanej operacji z ukladu row-
nan bledow.

ade + bdy +cdz . . . =1+,
adx + bydy +cydz . . . =1+ v,
ady + by +edz . . . =1, +v,

Chodzi o znalezienie sredniego bledu m, funkcji F (x y z ..) przy zalo-
zcniu, -ze m, jest srednim bledem pojedynczego spostrzczenia.

Latwo zauwazy¢, iz przy oznaczeniu przez # kolumny niewiadomych,
przez 1 kolumny wyrazéw obserwacyjnych 1, (i — 1, 2, ... n), przez a kra-
kowianu wspolczynnikowego ukladu réwnan bledow, mozna uklad row-
nan normalnych napisaé¢ pod postacia: = ¢* = [ a.

Wyznaczymy stad niewiadome jako funkcje liniowe wyrazéow obserwa-
cyvjnych. Mnozgc cbydwie sitrony rownania przez odwrotno$é¢ (inwers®)
krakowianu @*, ktorag to odwrotno$¢ oznaczymy (2% ~' otrzymujemy:

za® (a?) ' =1 a («*)!

skad, po wylaczeniu z obu stron réwnania pierwszych wyrazow przed
nawias zgodnie z twierdzeniem o lgczeniu w algebrze krakowiancwej:

x[(@® et = 1 |(a*) "]

Poniewaz za$ «® jest krakowianem symetrycznym, skad wynika a* ==
=t®, za$ (g,z)“g'"’_= © zgodnie z zalozenicm, ze krakowiany «* i («*)”' sq
wzajemnie odwrotne, otrzymamy: @ ©= [ [(¢*"'ta]

Poniewaz pomnozenic krakowianu przez T nie zmienia go:
x=1|a*""w| (II. 2)

co jest ostatecznym wzorem wyrazajacym niewiadome ukladu rowna:n
normalnych Gaussa jako funkcje liniowe wyrazoéw obserwacyjnych. Pod-
kre§lamy, ze dzieki algebrze krakowianowej Banachiewicza wzér ten
wyraza zesp6l liczb transformujgcy wyrazy obscrwacyjne na niewiado-
me wylacznie przez zespét liczb wspélczynnikowych ukladu rownan ble-
dow. Jest to jak wida¢ poprostu odwrotno$¢ kwadratu krakowianu wspoi-
czynnikowego pomnozona przez jego transpoze.

Powr6émy do wyznaczenia $rednicgo bledu funkeji F (z, + da, y, + dy,
z, + dz..). Rozwiniecie tej funkcji w szereg Taylora przy pominieciu
wyrazow wyzszych rzedéw daje:

F=F(xyz2,..)+ [de+ fody + fdz. ..

gdzie onaczyliémy przez [, [y /... pochodne czastkowe funkeji F wzgle-
dem kolejnych zmiennych. Oznaczajac przez f kolumne pochodnych, przy
zachowaniu oznaczenia x dla kolumny niewiadomych, mozemy napisaé
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otrzymane réwnanie pod postacia F == F (x5 ¥, 2..) + x f. Po podstawie-
niu obliczonej wartosci x = 1 [(¢*)"'ta| znajdziemy: N
F=F(2y52.-.) +1|(@ " ]},

gdzie ostatni iloczyn krakowianowy jest oczywiscie krakowianem jedno-

elementowym. Po polaczeniu ostatnich czynnikéw w tym iloczynie mamy:
B =F \Zyz,. ) +1[f(ra@®)™")] lub F=F (x.y,..) +1|f (a®)~'za] (II.3)
Poniewaz ostatni krakowian jest jak to wida¢ kolumng wspoéiczynni-

kéw przy wyrazach obserwacyjnych, co mozemy dla lepszego uzmysto-

wienia napisa¢:
& ' k, l
L)k,

]

za$ F (x, Y. 2,..) nie jest zalezne od wynikéw obserwacyj, przeto suma
kwadratow elementow &, £2, k2 réwna liczbowo kwadratowi krakowia-
nu f (w(e®)~", pomnozona przez kwadrat sredniego bledu jednostkowe-
go m? wyraza¢ bedzie kwadrat poszukiwanego bledu Sredniego funkeji

F' — oznaczmy ten kwadrat m¥ -

=1 (X,Yo2- ) +

Mamy wiec: my==mZ- [f(ra ‘a*)™")|*. Stosujac dwukrotnie wzor na kwa-

drat iloczynu dwéch krakowianow: (k, £,)* =k, (tk,)*k, mamy:
m% =m? | ((¢*) @) ] = m2 [f ((a*) ™" & (@*)") f] = mZ ][] (= @)=Y/
i ostatecznie, poniewaz krakowian symetryczny (a*)-' jest identyczny ze
swa transpoza, otrzymujemy:
mp=m, V. (@'} (I11. 4)
Z tego wzoru na $redni blad dowolnej funkcji niewiadomych wyzna-
czonych z ukladu réwnan normalnych Gaussa, otrzymaé mozna od razu
wzor na $redni blad niewiadomej obliczonej z tego ukladu, ktérym to
wzorem poslugiwaliémy si¢ w rozdziale I. Poniewaz mianowicie dla i-tej
niewiadomej krakowian f przybicrze posta¢ kolumny w ktorej i-ty ele-
ment jest jednoscia, za$ pozostale elementy sa zerami, przeto iloczyn
pierwszych dwéch krakowianéw pod pierwiastkiem bedzie kolumna ele-
mentéw, w ktérej pa i-tym miejscu znajdzie sie element pclozony w
i-tej kclumnie i i-tym wicrszu tabeli (a®)-', oznaczamy ten element przez
(¢®);' Mnozac z kolei otrzymana kolumne przez krakowian f, kiorego
wszystkie elementy za wyjatkiem i-tego elementu réwnego jednosci sa
zerami. ctrzymamy jako wynik mnozenia f (a°)-' f element (@);' . Wzor
na blad $redni i-tej nicwiadomej z ukladu réownan normalnych Gaussa
ma wiec istotnie postaé:
my=m, ",/ (a®);! (11. 5)

ki6ra postugiwaliémy sig juz w rozdziale I.



2. Zastosowanie wzoru ogolnego do obliczenia Srednich bledow wzglednych bokéw
sieci katowej w ksztalcie tréojkata foremnego zlozonego z n> (n — 1, 2, 3) tréj-
katow foremnych

Poniewaz w sieciach rozpatrywanego typu mamy oznaczajac przez F

(ryz..) dlugos$c boku sieci @S:

F=/(x,— o) 4 (Y, — ?/())2
otrzymamy po zrozniczkowaniu funkeji wzgledem obu zmiennych xs 1 ¥s:

F' =fi=cosgys = 05)3

*s

B = f g = 05
l”s = f,=sin ¢35 = 0,5

Zwazywszy, ze odcieta punktu S przyjmowalismy stale za pierwsza nie-
wiadomg w ukladzie, za$ rzedna punktu S przyjmowaliémy stale za dru-
ga niewiadecma w ukladzie, otrzymamy dla wszystkich rozpatrywanych
przypadkow sieci (n — 1, 2, 3) nastepujacy wzoér na biad $redni diugosci
wielkiego boku wyznaczoncgo przez triangulacje (bok @S lub RS):

[0,5 ) l
0,5 ]

Poniewaz we wszystkich odwrotnosciach (patrz rozdziat I) zachodza
zwigzki:

053

/ I
Ny = "n"—l/ l 0’:)

()~

(U’E);l = (“’2)51 oraz (ll",‘—1 = ((13)2—1' =0,

"2
mozemy dla rozpatrywanego wypadku dlugosci QS (lub RS) napisac jesz-
cze prostszy wzor:

— = — N TP, 7 2y

— ](0’5 V'3 (a?) ”‘) J0,5 vV 3 ] - m"]/ 3/4. (a“)n‘ + 1/4 (¢®)3
](0,5 (6®)3! 10,5 [

i ostatecznie:

|
l

mp=m, V/ ()

Blad ten wyrazony jest w jednostkach réwnych bokowi malemu tréj-
kata sieci, w tych bowiem jednostkach prowadziliSmy rachunek odwrot-
nosci. Chege wyrazi¢ blad w metrach nalezy pomnozyé otrzymane wy-
razenie przez dlugo$¢ matego boku sieci d wyrazong w metrach.

Poniewaz d = D[n gdzie D - @S, za$ n stosunek duzego boku D do
malego d, mamy; przechodzac do jednostek metrycznych:

D ;
Mg = My — (a®)3!

Po podzieleniu przez D otrzymamy ostatecznie na blad $redni wzgledny
boku QS (lub RS) wyrazenie:

Mos _ Mps m, A,
~ = D= M =2 2)-1
QS RS n ]/(“ )"
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Realizujac ten wzor dla poszczegoélnych sieci przez podstawienie war-

tosci pierwszych elementéw odwrotnosci (¢*);) znajdujemy:

m . =
1) sie¢ o jednym trojkacie: M = —1-°- l/g '3 =0y "/2;3

m I o
2) sie¢ o czterech tréjkatach: )/ = --;2" l//32/12 = m, ]/2/3

3) sie¢ o dziewieciu trojkatach: )}/ % 324/54 = m, 2/3

3. Zastosowanie wzoru ogélnego do obliczenia Srednich bledéw katéow wyréwnane
sieci katowej w ksztalcie trojkata foremnego zlozonego z n2 trojkatéow foremnych
n= 1, 2, 3)

Dla obliczenia $rednich bledéw katow QRS obliczonych z sieci o #°
frojkatach (n = 1, 2, 3) wyrazic nalezy wartos¢ odnosnego kata jako
funkcje wspoélrzednych wyznaczajacych go punktow. zestawi¢ krakowian
lzolumnowy f z pochodnych czastkowych i zastosowaé wzor ogolny:
my=m,\/ f(«*)~"f . Poniewaz jednak bledy srednie katow @ i R musza
by¢ z uwagi na symetrie sicci rowne sobie:

""U = 7"" %

wystarczy przeprowadzic rachunek wyznaczenia $redniego bledu dla
dwoch tylko katow: @ 1 S. Nalezy pamieta¢, ze przy rachunku dotychcza-
sowym przyjmcwalisémy stale jako jednostke maly bok sieci d. W tej wige
jednostce wyrazi¢ obecnie musimy wspdirzedne, wzglednie ich przyrosty,
ktorymi operowa¢ bedziemy dalej ustalajac wartosci $rednich bledow
katow @ i S. Zrobimy to przyjmujac za zero obie wspélrzedne punktu @
oraz odcieta punktu R, za nm (ilo$¢ malych bokéw sieci n D/d) rzedna
/ £ ?

n\z/soraz za 2’ odcieta i rzedna punktu S. Uzmy-
slawia to zalgczony rysunek, ktory nalezy mie¢ przed oczami przy odczy-
tywaniu dalszego tckstu. Z rysunku tego sa od razu widoczne wartosci
wspoiczynnikéw kierunkcwych bokow ktére beda nam potrzebne w dal-
szym rachunku:

punktu R, wreszeie ze

1= '3 \v'3 s e L
AoS= g = oy u.:s—‘z‘n-_'—zn

skad zaraz wynika
—4/3 1

Agg=—-— O = — - )
g 2n se 2n

Agp==8V3 _ V'3 B n 1

2m* 2N
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Obliczenie sr. btedu kata Q.

R} Ys— 1
Tp— X x5 — g

Przeprowadzenie rozniczkowania uwazamy za zbedne, gdyz dokonalisSmy
juz tej czynnosci w postaci ogélnej w rozdziale I, poszukujac zwigzku
miedzy zmiana wartosci wspéirzednych punktéw wyznaczajaeych kat
a zmiang wartosci kata. Przypominamy ten zwiazek:

1 | da, dy,
S B

dxy dyp i dx dye
—AP - [}p | _—(“]I‘—lll’) = (Bl‘—'Bp) 2

z ktorego od razu odezytamy pctrzebne nam wartosci pochodnych. Przy-
pominamy, ze symbole LPC w ostatnim réwnaniu odnosza sie odpowied-
nio do punktéw na lewym ramieniu kata, na prawym ramieniu kata oraz
w centrum kala.

Mamy. piszac zupelnie wyrazric:

QP _OF g v OF OF . 4 V3

"ox, Ouws T 0y, s ' 2n

Poniewaz tylko pochcdne kata wzgledem wspoéirzednych pierwszego
punktu sieci (punkt S) sa odmienne od zera, mozemy juz zestawi¢ krako-
wian f

o5 ]
05v 3 |1, i ; ; :
f= })/ ,, | napisa¢ wzor na biad $redni:

l 05 I l 05V 3 |
0,54/ 3 a1 0,5
n 0 l

mo=m, — I

co moze byc¢ tez, zwazywszy wszystko co bylo powiedzianz przy oblicze-
niu $rednich biedéw bokéw, napisane pod postacia:

S——

m, o —1
7)&() =—V ((Iz )—
n l 11

lub, wprowadzajac n pod pierwiastek:

(@*) 5]
mo= m,,l:/ A
Poniewaz dla wszystkich obliczonych przez nas odwrotnosci bedziemy
Tiec:
(@) 2/3 _32/14 _324/54

“=—?— bowiem: — = —— = — -——"-2- patr b. Rozdziat I
. 3 iem: — T =9 —3(1.;3‘20. ozdziat I),
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tedy blad $redni kata @, zaréwno jak réwny mu z uwagi na symetrie
sieci btad Sredni kata R, wyrazi sie jako iloczyn $redniego bledu pomiaru
kata w sieci przez pierwiastek z 2/3.

Mo =my = m‘,'\/?/g dlan=1, 2, 3.

Obliczenie $redniego btedu kata S.
Dla kata S mie¢ bedziemy:

Yo—Ys Yr— Ys
2 ZYs . arc tang - ai
Xo— g Tp— Xs

F .- S = arc tang

Korzystajac znowu ze zwigzku miedzy zmiang wartosci wspoéirzednych
punktéw wyznaczajacych kat a zmianag wartosci kata i z ostaniego ry-
sunku oraz napisanych przy nim wartosci wspoélczynnikéw kierunkowych

napiszemy:
oF  oF 1 ! —1
P R Lk RSP SNRE (| (FP TRy ( __[}‘)__________+___' e T
/I 01’,‘, ().L‘S ( ¥ I) ( SH S0 (2 o 211') "
X dﬁ’ — 0[!‘ - ‘ i " . \/—:3— \/-3—: ) 0
oy —og ~ WA= dm—dm= ST T

Poniewaz tylko pochodne kata wzgledem wspéirzednych pierwszego
punktu sieci (tzn. punktu S) sa rézne od zera, mozemy juz zestawi¢ kra-
kowian f:

|~
011 .

= l 0 l e | napisa¢ wzor na biad sSredni:

—1
T (,| OI
AR

Ay
1 7 2j:.1' * (a'“) l}
ms = mo;' l/ (@7 = m, —_—

n-

Ostatecznie:

a wige, tak samo jak w przypadku poprzednim, zwazywszy ze dla wszy-
(a5 T
stkich nmaszych odwrotnosei - . 1 _ 23, wyrazi¢ mozemy $redni biad ka-

ta S jako iloczyn $redniego bledu pomiaru kata w sieci przez pierwia-
stek 2/3 :

ms=m,4/ 2/3 dla n 1, 2, 3.
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4. Twicrdzenie o bledach katow i bledach wzglednych dlugosci w sieciach o ksztal-
cie trojkata foremnego zlozonego z n® trojkatow foremnych (n —= 1, 2, 3)

W wyniku przeprowadzonego badania wypowiedzie¢ mozemy nastepu-
jace twierdzenie. Wyznaczajac tréjkat foremny QRS zdanej podstawy
QR, przyjetej za bezbledna, otrzymamy zaréwno $rednie bledy wzgledne
wyznaczonych diugosci @S RS, jak i $rednie bledy radialne katow QRS
réwne iloczynowi s;.;—edniego btedu pomiaru katowego m, przez pierwia-
stek z 2/3:

| mgs m T
05 = RS M =my=my=mg=m, \/ 2/3

QS RS (I1. 6)

niezaleznie od tego, czy tréjkat foremny QRS zbudowano z jednego, z

czterech, czy z dziewieciu trojkatow foremnych.

5. Inna posta¢ wzoru na blad Sredni funkeji
Wzér Banachiewicza na $redni blad funkeji niewiadomych wyznaczo-
nych z ukladu rownan normalnych:

My = m, ]/f (a®)~'f
mozna napisac¢ 1 realizowa¢ pod nieco inng postacia, ktéra w niektérych
przypadkach moze by¢ wygodniejsza. Ustalamy, ze nazwiemy iloczynem
zupelnym dwéch réwnowymiarcwych tabel liczbowych sume iloczynow
elementéw tych tabel odpowiadajacych sobie polozeniem. Oznaczaé¢ przy
tym bedziemy tabele znakiem prostokata wewnatrz ktérego napisano ele-
menty tabeli lub tez jej symboliczne oznaczenie przyjete w danym ra-
chunku. Sume elementéw tabeli oznaczymy stawiajac znak s pod ozna-
czeniem tabeli. W mys$l tego bedzie wiec np.

| 5 42 |

1 %
3|
t—— &

2 1

44 itp.

0 -3

Zalozmy dalej, ze symbol | a/b i

bedzie oznaczal tabele utworzonag z dwéch szeregow liczbowych a, a. a,...
oraz b, b, b.... w ten sposob, ze szereg liczbowy a napisano pod postacia
kolumny nagléwkowej, szereg b pod postacia wiersza naglowkowego, a
nastepnie otrzymany tak schemat:

b, b. b,

a,

a,

wypelniono iloczynami liczb obu szeregéw utworzonymi jak ponizej

o:b, a,b, a;b,
@b, a.b, ab,
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Naprzyklad dla széregéow liczbowych a ... 1 5 oraz b ... 2 4 6 bedzie!

2 4 6
2
1 | alb l = > &
- 10 20 30
Podobnie dla szeregu f ... 1 3 7 dla obliczenia | f/f | napiszemy:
1 3 7 Pty
; 1 3 7
3 skad zaraz mamy: | flf 1= 3 9 21 itp.
" — | 7 21 49

Mozna latwo wykazaé, ze rezultat mnozenia krakowianowego z ¥ 2,

gdy krakowiany & oraz z sa jednokolumnowe, jest identyczny z iloczy-

nem tabeli [a:/zl przez tabele ( Y [ Tak np. mamy:

21(38 6)(3 7118 31
{ }J }{ }={ }l }=37’Za§1i°2a°2 s 62"36’=37
111 4|1 1611 31|14 4

Przy wprowadzonych oznaczeniach blad $redni funkcji wyrazi sie jak

wida¢ jako iloczyn tabeli | f/f| przez tabele odwrotnosci krakowianu
wspolezynnikowego ukladu réwnan normalnych @ = (a*)™' przez biad

$redni m,. Mamy wiec: ———
mp=m.,]/l_f_/f_|@ (IL. 7)

Rachunek sprowadza sie¢ wiec do zestawienia tabeli |f/f| gdzie f jest
znang kolumng i wierszem pochodnych funkeji F (xyzu..) wzgledem ko-
lejnych niewiadomych ukladu réwnan normalnych oraz pomnozenia tej
tabeli w sposéb zupelny przez tabele @

Rozdziat III

Wplywy bledéw nieprzypadkowych
WSTEP

W dotychczasowych rozwazaniach przyjmowaliSmy milczgco zalozenie
ze uklad bledéw obserwacyjnych, wyréwnywanych w geodezyjnej sieci
katowej, jest ukladem btedoéw przypadkowych podlegajacych ,,prawu bte-
dow* Gaussa-Laplace’a.

Aczkolwiek wiadomo jest, Ze geodezyjne pomiary katowe w bardzo wy-
sokim stopniu spelniajg to prawo, nie ulega jednak watpliwosci, ze istnie-
ja w sieciach niekiedy tez obserwacje obcigzone bledami ,,statymi‘, to zna-
czy bledami niepodlegajagcymi prawu bledéw Gaussa-Laplace’a, ktérych
wyeliminowanie nie lezy przytym w moznosci obserwatora. Godzgc sie z
koniecznosci z istnieniem takich bledéw, ktérych ilosé jest oczywiscie
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bardzo niewielka i w zadnym razie nie zalezna od ilosci dokonywanych
cbserwacji, i przeprowadzajac operacje wyréwnania bledéw metcdg naj-
mniejszych kwadratéw, zapyta¢ mozemy: jakimi wielkosciami charakte-
ryzowaé sie bedzie znieksztalcajacy wplyw przyjecia zalozenia przypad-
kowosci bledow w ukladzie, jezeli w ukladzie tym wystapi tego rodzaju
,.pechowy‘* blad obserwacji? Konkretyzujac zagadnienic powiemy, ze dla
wyznaczenia pewnej okreslonej funkcji wielkosei L, L. ... L,

F (L, L, . Lj)
uklad obserwacyjny uznamy za tym korzystniejszy, im mniejsze bedzie
znieksztalcenie wartosci funkeji

F@l .. L)
(gdzie 1; rezultat obserwacji nad wielkoscig L ; wzglednie /;=1; + const).
¢spowodowane przez zmiane tego z pomiedzy wyrazoéw obserwacyjnych {,
ktérego zmiana mnajdobitniej znieksztalci wartosé funkeji F (1, L... L.).
Tak np. jezeli warto$¢ funkeji F przy przyjeciu dwoéch réznych ukiadow
obserwacyjnych wyraza¢ sie bedzie raz pod postacia:

| 0,03I l,l ‘ 0,15 ) [ ¢

—0,15 | | 4, 012 | | %,
F = i 0,25 l,{ a drugi raz pod postacia: F — | —0,10 { by {
—0,03 | 5 I 0,15 | l, I

[ 005) (s 015 ) |1,

przy czym wyrazy obserwacyjne l. sa w obu ukladach przyjmowane za
réwnodokiadne, wowcezas uznamy drugi ukiad obserwacyjny za korzy-
stniejszy dla wyznaczenia wartosci F, pomimo ze — jak latwo zauwazyc
- $redni blad funkcji mp bedzie w drugim ukladzie nieco wigkszy. Je-
zeli bowiem zaistnieje przypadek popeinienia bledu nieprzypadkowego
d! w pierwszym ukladzie, wowczas znieksztaicenie wartosci funkeji F,
wynie$¢ moze w najniekorzystniejszym razie:

dF — 0,25 dl

Jezeli natomiast znieksztalcimy obserwacje przez popelnicnie bledu

nieprzypadkowego dl w ukladzie drugim, woéwczas znieksztalcenie war-
tosei funkeji I wynie$¢ meze w najniekorzystniejszym razie:

dF - 0.15 dl.

Przeprowadzone w dalszym ciagu rozwazania poréwnujace w mysl omo-
wionego kryterium przydatnoéé¢ ukiadoéw obserwacyjnych przedstawio-
nych na rys. 11 do wyznaczenia wspoétrzednych punktu najbardziej odle-
glego i diugoéci podstawy wykaza ze uklady o wiekszej ilosci trojkatow
sa korzystniejsze.

1. Wplyw zmiany wartoSci obserwacji o dl na wspolrzedne punktu najbardziej
odleglego od podstawy sieci

Wyrazenie poprawek wspéirzednych punktéw sieci jako liniowych
funkeji wyrazéw obserwacyjnych daje nam wzor (II. 2), ktéry tu pow-
tarzamy: z= llﬁ“.‘)—l t“l =
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Poniewaz wartosci krakowianéw wystepujacych w nawiasie napisanego
wzeoru obliczaliSmy dla wszystkich trzech typéw rozpatrywanych sieci
(por. rys. 5), pozostje realizacja napisanego zwigzku. Wypisujgc ten zwig-
zek w calosci dla sieci o jednym trojkacie (Rozdz. I str. 24), otrzymamy.

L

[ das ) j23 0 |05 0,5 -1
Vdys | CHU o 23 flosys —05ys 0
|| + Lz
1 1 =
e 1, J s i 3
- 3 3 v
2
i T 0

gdzie I, 1, I, s wyrazami obserwacyjnymi dla katéw « f y, rozumianymi
oczywiscie w mierze radialnej. Poprawki wspélrzednych wyrazone tu
beda w jednostkach réwnych dlugosci boku sieci — w tych bowiem jed-
nostkach prowadzono rachunek. Dla otrzymania poprawek wspoétirzed-
nych wyrazonych w metrach nalezy pomnozy¢ rezultat przez diugos$é bo-
ku sieci d = D wyrazona w metrach. Mamy:

I, A i V3

! 1 \/d
dxsl 1 T 1 —ee ])
= l- — 3 _— ) —_ i
{ dys | * g VBgD ; ‘ 1 V3 ‘
3

%] 1 -

Wynika stad, ze popelnienie biedu dl w wyrazie obserwacyjnym spo-
wodowaé moze w najgorszym razie (przypominamy ze o$ rzednych po-
krywa sie z podstawg):

a) znieksztalcenie odcietej o wielkosé —z— dl D

b) znieksztalcenie rzednej o wielkosé -;— vV 3dlD
2

¢) znieksztalcenie polozenia punktu o F dl D

(ostatnie wynika ze zwigzku dp = +/ da® + dy* , gdzie dp przesuniecie
punktu odpowiadajgce zmianom wspoéirzednych dx dy).

Konkretyzujgc otrzymane wzory powiemy np. ze w razie znieksztalce-
nia obserwacji o 2” (tzn. dl = 0.00001 w jednym z katéow trojkata o pod-
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stawie 30 km otrzymaé¢ mozemy w najgorszym razie dla punktu wyzna-

czanego:
a) znieksztalcenie odcietej o wielkosé 0,20 metra
b) znieksztalcenie rzednej o wielko$é 0,17 metra
¢) znieksztalcenie polozenia punktu 0,20 métra

Zbytecznym jest podkresla¢, ze wielkosci tych znieksztalcen nie maja
nic wspélnego z pojeciem s$redniego bledu. Nie charakteryzuja one do-
kladnos$ci sieci w mysl zasad rachunku prawdopodobienstwa, lecz mozli-
wo$¢ znicksztalcen spowodowanych przez ,bledy grube“. lub omylki w
cbserwacjach.

Przechodzimy do sieci o czterech trojkatach. (Rozdz. 1 sir. 25). Reali-
zujac wzor @ = l|(e*)” '] napiszemy go pod poslacia: @ = I # gdzie:
[ = ((t )~ 't i rozpoczniemy od obliczenia krakowianu f, transf.ormujacegu
wyrazy cbserwacyjne na niewiadome ukladu réwnan normalnych. Mamy:

32 0 . 0 0 0 05 05
0 8% . 0 0 0 05v3 —05V/3
12 AV 05 0,5 -1 -1 0,5
1 )-4v3 12 05V 3 —05v3 0 0 05\ 3
SnY 12 —avs. L) oo 0 0 05 1
£\/8 42 . .. 0 0 0 -05v3 0
8 0o .. 05 -1 05 0 0
0 8 ..J|ll-05v3 o 053 0 )
-1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
05 0 0 0 -05 -0 1
-05v3 0 0 0 ~054/8 054738 0
05 05 05 =1 -05 1 -05
05V 3 05V 3 —-05vV3 o0 05V 3 0 -05V i
0 -1 0.5 0.5 1 -05  —05
0 0 053 —05\'3 0 -05v3 05\ 3]
Po zrealizowaniu mnozenia napisa¢ mozemy:
1 4 443
l, 4 —avVs3
{3 =8 0
L 4 4 \/73
l. 4 -4V 38
Jll.rsl i s —8 0 1
ldus| | & 4 1V | 12
L 4 —4Vs
L, —~8 0
b 8 0
l, -4 —4V3
Iy —4 1v/3
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Poprawki wspoirzednych wyrazone tu sa w jednostkach réwnych diu-
gosci maltego boku sieci d. Dla wyrazenia ich w metrach nalezy pom-
nozy¢ przez diugos¢ boku sieci d podang w metrach. Zastgpujac d przez
0,5 D mamy:

l 1 A\ 3

ly 1 — ‘/.3

1 —2 0

l, 1 V'3

I 1 —'\/3
{d”s}_ ls - 0 D
dysf ) 1, 1 x/g 6

4 1, =¥8

1, —2 0

Lo 2 0 _

by =1, =N3

ln =il \/3

Wynika stad, Zze popelnienie bledu dl w wyrazie obserwacyjnym spo-
wodowaé¢ moze dla punktu najbardziej odleglego od podstawy w sieci o
ksztalcie tréjkata foremnego zlozonego z 4 tréjkatéw foremnych w naj-
gorszym razie nastepujgce znieksztalcenia: (przypominamy ze o$ rzednych
pokrywa sie z podstawg):

1
a) znieksztalcenie odcietej o wielkes¢ — di D
3
b) znieksztalcenie rzednej o wielkosé 1/6_3. dlD
¢) znieksztalcenie polozenia punktu o %dzz)

(astatnie wynika ze zwigzku dp = \/da® + dy® gdzie dp przesunigcie
punktu odpowiadajgce zmianom wspoéirzednych dx dy).

Konkretyzujgc otrzymane wzory powiemy np. ze w razie znieksztalce-
nia obserwacji o 2” (tzn. dl = 0,00001) w jednym z katéw tréjkata w sie-
ci o czterech tréjkatach foremnych opartej na podstawie 30 km otrzymaé
mozemy w nhajgorszym razie dla punktu najbardziej oddalonego od pod-
stawy:

a) znieksztalcenie odcietej o wielko$é 0,10 metra
b) znieksztalcenie rzednej o wielkosé 0,09 metra
c) znieksztalcenie polozenia punktu 0,10 metra

Widzimy, ze popelnienie ,bledu nieprzypadkowego”, lub méwige
inaczej: popelnienie omylki w wyrazie obserwacyjnym jest dla sieci czte-
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rotrojkatowej duzo mniej grozne niz dla sieci jednotréjkgtowej. Z war-
tosci elementéw krakowianu transofrmujacego wyrazy obserwacyjne na
poprawki wpséirzednych jest od razu widoczna interesujgca wiasciwosé
sieci foremnych: bezwzgledna wartos¢ znieksztalcenia polozenia punktu
najbardzeij odleglego od podstawy jest niezalezna od tego ktéra sposrod
wszystkich dokonanych obserwacji zostanie znieksztalcona o zalozong
wielkose.
Dla sieci o dziewieciu tréjkatach foremnych (por. Rozdzial I str. 28

i nast.) warto$é krakowianu transformujacego wyrazy obserwacyjne na
poprawki wspotrzednych.

t= (0"

wyniesie, jak latwo przekona¢ sie realizujagc mnozenie:

1 V3
1 —4/3
0

V3
—4/3
0

V3
-3
0

V3
_,\/3
0

V3
—V/3
0

V3
-3
0

0
—4/3

V3

0
-V3
=] V3

2 0
-1 —4/3

=i V3

| | |
[

W[-—

|
DO DD rma e DD e e BN e ek DD e e DD e e

|

[
[ RSN

|
—

Dla wyrazenia poprawek w metrach nalezy pomnozyé¢ otrzymany kra-
kowian przez diugo$¢ malej podstawy sieci d, gdyz przyjmowaliSmy jg za
jednostke rachunku.
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Wyrazajac malg podstawe sieci przez wielkg w my$l zwiazku d = % D

rapiszemy ostatecznie zwigzek miedzy poprawkami wspétrzednych i wy-
razami cbserwacyjnymi pod postacia:

I 1 V3
l, 1 —1/3
L ||-2 0
l 1 /3
l:. 1 il \/57
L11-2 0
L, 1 \(/3_
s 1 —/3
Iy ||-2 0
Lis 1 V3
1, 1 —/3
Il |-2 0
[ dvg | by 1 Vs D
la{ = bt 1 ~Val g
’ lg] -2 0
by 1 V3
Li; I ~E
L] -2 0
lyg 2 0
lo|l-1 —4/3
lzl = \‘/5
lys 2 0
Iz:l -1 - '\/-"
Ly -1 '\/5—
Ly, 2 0
el l-1 —4/3
L. ) -1 V3

Wynika stad ze popelnienie bledu dl w wyrazie obserwacyjnym spo-
wodowa¢ moze dla punktu najbardziej odleglego od podstawy w sieci
0 ksztalcie tréjkata foremnego zlozonego z 9 tréjkatéow foremnych w
najgorszym razie nastepujace znieksztalcenie (przypominamy ze o$ rzed-
nyco pokrywa sie z podstawg):

2
a) znieksztalcenie odcietej o wielkcvéég dl D
b) znieksztalcenie rzednej o wielkc‘éél/é S ap

2
¢) zniekszlalcenie polozenia punktu o S dl D
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Konkretyzujgc otrzymane wzory powiemy, ze np. w razie znieksztat-
cenia obserwacji o 2” (tzn. dl = 0,00001) w jednym z katéw trojkata w
seci o dziewieciu trojkatach foremnych opartej na podstawie 30 km otrzy-
ma¢ mozemy w najgorszym razie dla punktu najbardziej oddalonego od
podstawy: -

a) znieksztalcenie odcietej o wielko§é 0,07 metra
b) znieksztalcenie rzednej o wielkose 0,06 metra
c) znieksztalcenie polozenia punktu o 0,07 metra

Podcbnie jak w przypadkach poprzednich warto$¢ bezwzgledna znie-
ksztalcenia polozenia punktu najbardziej cdlegtego od podstawy jest nie-
zalezna od tego, ktéra z posrod obserwacyj katowych zostanie znieksztal-
cona o zalozong wielkosc.

2. Wplyw zmiany wartoSci obserwacji o d! na blad wzgledny bokéw sieci

Rozwazmy obecnie jak zmieni sie wartosé¢ bledu wzglednego boku sieci
@S lub RS, jezeli zalozymy zmiane wartosci ktérejkolwiek obserwacji
katowej o wielkos¢ dl, a wiec jezeli — w szczegélnosci — zalozymy po-
peinienie bledu nieprzypadkowego dl w jednym z katow sieci. Widzie-
li\my w Rozdziale II (II. 3), ze funkcje niewiadomych wyznaczonych
z rownan normalnych Gaussa mozna napisaé¢ pod postacig: F = F (2,,z,...)

+1[f(a(a®)7")], lub tez:
F=F(x,y,2,..) +1[f(¢*) " 1q],

gdzie [ jest kolumng pochodnych funkcji wzgledem poszczegélnych nie-
wiadomych ukladu rownan normalnych Gaussa. Wynika stad, ze zmiana
wartodci i-tej z kolei wielkosci w kolumnie cbserwacyjnej o dl powodo-
waé bedzie zmiane wartosci funkeji o ileczyn di T; gdzie przez T; ozna-
czyliSmy i-ty element w krakowianie

Lo )%

Jezeli podlegajaca rozwazaniu funkcjg bedzie bok sieci @S woéwezas ko-
lumna pochodnych ma, jak to juz widzieliSmy w Rozdziale II, postac:

05 /3
0,5

i 0
- 0

Poniewaz tylko dwa pierwsze elementy tej kolumny sa rézne od zera,
obliczajac krakowian 7' wystarczy bra¢ dwa tylko wiersze odwrotnosci

(a%)-".
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Dla przypadku sieci o jednym tréjkacie mie¢ bedziemy:

1
|0,5\/"3"|§2~ ol 0,5 0,5 —|l l 3 V3 i
= =1 0 (
O 5 /9 e . b 1 o
I “ 2] 05\ 3 —05V 8 ()] i_7'\”}
(szczego6ly prostego rachunku pomijamy).
Dla przypadku sicci o dwéch trojkatach napiszemy:
4\/ 3
— L5 4 —
10,5\/3”8_0 V3 o V382, l 23
f@—! = 3 3 JF 3 3 A {0 =
e 8 V3 —4/ 3 AV
|°'5 “0 T 5 1 == LE ?l 3
V3
(1

Mnozac z kolei obliczony krakowian przez t, znajdziemy krakowian 7'.
Poniewaz krakowian @ napisany jest in ekstenso w rozdziale I (patrz sie¢
zlozona z czterech trdéjkatow) i czytelnik ma mozno$¢ wykonania tego
prostego rachunku, pomijamy go poprzestajagc na podaniu gotowej war-
tosci krakowianu 7'. Napiszemy go przy tym — dla zacszczedzenia miej-
sca — w postaci stransponowanej. Mamy mianowicie:

r=V3,-V3EVE V3 VI, —V3 V3 —vE |
= |3 3 3 3 3 3 3 3 J

Jest juz widoezne, ze najwiekszy biad w dlugosci beku sieci spowcdo-
wany przez zmiane wartosci chserwacji o dl wyniesie, zar6wno w przy-
padku jednego trojkata jak i czterech tréjkatéow (analogicznie i dziewig-
ciu trojkatow):

~V3a

maks S

di

Blad ten z uwagi na obrane przez nas w rachunku jednostki dlugosci
(zawsze matly bok sieci) wyrazony bedzie za kazdym razem w innych jed-
nostkach. Dla poréwnania wynikéw sprowadzimy go, jak zawszz2, do jed-
nostki D (bok wielki sieci). Bedzie dla sieci o jednym tréjkacie

1 .3
IF = - d
L yahs 1 D 3 dl
dla sieci o czterech tréjkatach dla sieci o 9 tréjkatach
.~ LpV3y dF .., = 1)1./—3

& mzxhs

Wynika stad od razu, ze maksymalna wartosc¢ otrzymanego bledu
wzglednego boku wielkiego sieci bedzie odwrotnie proporcjonalna do
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iloéci odcinkéw n na ktérg podzielono bok wielki sieci, i wyrazi sig¢ ogél-
nie wzorem:

wn

dl’ makhks
i .., § V3 dl
F n
Dla zorientowania sie w wielkosciach znieksztalcenia obliczymy jego
warto$¢, zakladajac jak i poprzednio, ze dlugo$é podstawy sieci wynosi
30 km, za$ blad (zmiana) kata wynosi 2” (tzn. dl - 0,00001). Otrzymamy:
dla sieci o 1 trojkacie 1:173 000

dla sieci o 4 trojkatach 1:346 000
dla sieci o 9 tréjkatach 1:520 000

(n= 1, 2, 3).

Jezeli przypomnimy ze znieksztalcenia polozenia punktu najbardziej
odlegtego od podstawy byty:
0,20 metra
0,10 metra
0,07 metra,

powiemy ogélnie, ze popeinienie bledu nieprzypadkowego w sieci o ma-
tych tréjkatach jest — przy tej samej wartosci btedu — duzo mniej groz-
ne niz w sieci o duzych tréjkgtach. W wyniku badania mozemy tez wy-
powiedzie¢ nastepujace

3. Twierdzenie o wplywie bledéow nieprzypadkowych w sieciach elementarnych

Przy wyréwnaniu metodg najmniejszych kwadratow sieci katowej o
ksztalcie trojkata foremnego wypelnionego przez trojkaty foremne zmia-
na wartosci jednej z obserwacji o wielkc$¢ d! powoduje liniowa zmiane
potozenia punktu najbardziej odleglego od podstawy D o wiclkosé:

2
3
oraz blad wzgledny w diugosci boku sieci:
/3 4 |
E hat

gdzie n jest stesunkiem diugosci boku sieci do jej podstawy. (n = 1, 2, 3).

pal L
n

4. Inna posta¢ wzeru na zmiane¢ dx; i-tej niewiadomej

w ukladzie réwnan normalnych, jakiej dozna ta niewiadoma gdy na-
damy k-tej obserwacji przyrest dly.

Latwo sprawdzi¢ ze stuszne jest nastepujace sformutcwanie: zmiana ja-
kiej dozna i-ta niewiadema w ukladzic wyréwnywanym metcda naj-
mniejszych kwadratéow gdy nadamy k-tej obserwacji przyrostelg—iil,,— )
jest réwna iloczynowi wiersza odwrotnosci tabeli wspélczynnikowej row-
ran normalnych, odpowiadajacego i-tej niewiadomej, przez wiersz tabeli




wspolczynnikowej ukladu réwnan bledéw, odpowiadajgcy k-tej obserwa-
cji. Mozna to napisa¢ w symbolice krakowianowej jak nastepuje:

day _ ooy- I 1
El:l = (@5l - 4y G 1)

Z réwnania * = l{, gdzie ¢ uzywany juz przez nas krakcwian tran-
sformujacy wyrazy poprawkowe na niewiadome wynosit ¢ = (%) ',
wynika:

o AT 1 - o S o
dr;=dly ty, Ze za$ ty = (@) 1w, = (8! @, = (@)

gdyz k-ta kolumna krakowianu 1@ jest identyczna z k-tym wierszem kra-
kowianu @, za$ w krakowianie (@*)~" jako symetrycznym kolumny i wier-
sze sg identyczne.

Wynika stad slusznos$¢ uzasadnianego zwiazku,

Rozdziat IV

Poréwnanie dokladnesci wyznaczenia polozenia punktéw posrednich
w sieciach o ksztalcie trojkata foremnego wypelnionego przez trojkaty
foremne

WSTEP

Analiza dokladno$ci wyznaczania polozenia punktu przez sicci o wiel-
kich tréjkatach i przez sieci o matych trojkatach, oparte na tych samych
punktach stalych, bylaby niekompletna gdybyémy ograniczyli sie¢ do po-
réwnywania dcokladnosci wyznaczenia polozenia punktu najbardziej od-
leglego od podstawy sieci, pomijajgc punkty posrednie. Dla porownania
dokladno$ci wyznaczenia potozenia punktéw posrednich, tj. punktéw po-
tozonych pomiedzy podstawg a punktem najbardziej od niej odleglym,
rozpatrzymy najprostszy przypadek przedstawiony na rysunku 13, wy-

1

T2 SU

Rys. 13



obrazajacym sieé¢ o czterech i sie¢ o szesnastu tréjkatach, wyznaczajace
polozenie tych samych punktow STUW w odniesieniu do tej samej pod-
stawy QR.

Analiza wykaze, ze — przy takim samym bledzie Srednim pojedynczej
obserwacji katowej, rownym m, — sie¢ malotrojkgtowa wyznaczy poto-
zenie punktéw posrednich z dokladnoécia wyzsza niz sie¢ wielkotréjkato-
wa. Réznica w wartoéci bledéw $rednich potozenia punktéw odpowiada-
j_a,_cych sobie w obu sieciach jest zreszta bardzo nieznaczna, tym niemniej
jednak przemawia ona zdecydowanie za koncepcja sieci malotréjkato-
wych. Odno$ne wartosci bledéw $rednich polozenia punktéw wynosza:

W sieci matotréjkatowej I W sieci wielkotrojkatowe]
dla punktéw TU dla punktéow TU
(oznaczonych w rachunku NN 4 i 6) (oznaczonych w rachunku NN 2 i 3)
127 , 140
My = moD ]/.336 my = mol) 356"
dla punktu W dla punktu W
(oznaczonego w rachunku N 12) (oznaczonego w rachunku N 4)

m, —m_D l/_zl_ m, —m_D ]/8_4

? o 336 A ° 336

Okaze sie jednoczesnie, ze dokladno$¢ wyznaczenia polozenia punktu
najbardziej odlegltego od podstawy sieci (punkt S, oznaczony w rachun-
ku w obu sieciach N 1) bedzie tu dla obu sieci jednakowa. Pozwoli nam
to uog6lni¢ znany juz wzér

2mp 2
V3
dla sieci ztozonych z n* trojkatéw foremnych i przypadek n = 4.

m,=

1. Analiza sieci o czterech tréjkatach

przeprowadzona juz zostala szczegélowo w rozdziale I. ObliczyliSmy
tam bowiem caly krakowian (@*)-!, to znaczy odwrotno$§¢ krakowianu
wspotczynnikowego ukladu réwnan normalnych Gaussa. Dla obliczenia
potrzebnych nam obecnie bledéw Srednich punktéw 1, 2, 3, 4 potrzebne
nam bedg elementy przekatne tego krakowianu (Gaussowskie ,,wspéi-
czynniki wagowe* Q). Poniewaz wynosza one kolejno:

32 32 10 10 10 10 6 6

12 12 12 12 12 12 12 12

za$ poprawki wspoélrzednych punktu 1 sa pierwsza i druga niewiadomg
ukiadu, poprawki wspélrzednych punktu 2 sg trzecig i czwarta niewia-
doma ukladu, poprawki wspéirzednych punktu 3 sg pigtg i szostg nie-
wiadomg ukladu, wreszcie poprawki wspéirzednych punktu 4 sg siédmg
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i 6sma niewiadomg ukladu, przeto na wartosci bledéw Srednich poloze-
nia punktow 1, 2, 3, 4 otrzymamy wyrazenia:

myd ]/?izl m l/%g m ‘/f—g m ig y

gdzie m, oznacza blad $redni pomiaru kata w sieci, zas d, dlugos¢ boku
sieci (przypominamy ze w rachunkach przyjeto te diugos$é za jednostke).
Podstawiajac d = 0,5 D, gdzie D = QR oznacza bok podstawowy sieci,
olrzymamy odpowiednio:

— — -
m,D Vig m,D 1/1—52 m,D Vloz m,D ]/132

co mozna tez napisa¢ pod postacig:

"y 2m,D 140 84
1) m,D — = = 23) m,D — 4) m,D
) l/ 3 A3 ) 336 Y 336

kiora bedzie wygodniejsza przy poréwnywaniu z siecia malotréjkatowa.

2.  Analiza sieci o szesnastu trojkatach

Obierajgc za o$ ukladu wpsoéirzednych prostopadla do podstawy sieci
QR i przyjmujac za jednostke diugo$ci w rachunku bok trojkata sieci
d — réwny jednej czwartej podstawy sieci — napiszemy warto$ci wspot-
czynnik6w kierunkowych AB dla poszezegélnych bokéow. Dla ulatwienia
$ledzenia rozwigzania umieszczamy rys. 14, piszac na nim numery katow
sieci oraz wartosci wspotezynnikéw kierunkowych: (tabl. str. 58 i nast.)

PisaliSmy tu, jak i w poprzednich
zagadnieniach, tabele sasiadujgcych w
réwnpaniu bledu wyznacznikéw bezpo-
Srednio obok siebie, to znaczy opuszcza-
jac kreski wyznacznikowe i znaki +. Re-
alizacja mnozen wyznacznikowych da-
je uklad réwnan biedéw, ktorego krako-
wian wspolezynnikowy a piszemy po-
nizej (wkladka A). a

Kwadrat krakowianu a tj. tablica
wspoétezynnikowa ukladu réwnan nor-
malnych Gaussa, czyli krakowian a

mieé wiec bedzie postaé: (wkiadka B).

Odwrotno$cig krakowianu a® jak to latwo sprawdzi¢ przez mnozenie
bedzie napisany ponizej krakowian — oznaczamy go jak zawsze (a%)-':
(wkladka C).
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Zestawienie rownan bledéw dla 48 obserwacji katowych daje:
1) 0 0 dv, dy, dw,, dy,, 5
0 —1 054 3 0,5 054/ 3 0,5 !
2) de; — dy, day, dyyy 0 - 0 »
05v 3 05 0 -1 0543 05 |° :
3) dayy - dyy, 0 - 0 da, dy; v
054/ 3 05 0543 05 0 — 4 :
4 da, dy, dv, dy, deg diyg v
0 =g 05V 3 05 05V 38 05 !
da: dy. dx dy, dy; dy
5 4 1 8 & R 7 -
) 054 3 0,5 0 2=y 051 3 0.5 :
du, i da. dy dx dy,
6 3 —— Ys o Yz 4 Yo |, . v
) 054 3 0,5 051 3 0,5 0 = 1 :
7 da, dy, day — dy, de; — dys »
0 31 051 3 05 054 3 0,5 4
lx d da. dy Lo di
8 ax; Y> 5 Ys axy Y
) 05V 3 05 0 — 1 05v 3 05 a4
9) deg dy, de, dy, dx, dy, v
05V 3 05 05V 3 05 0 &g d
10) day dy, de, dy, duy dy, %
0 = 1 05V 3 05 057V 3 05 i
dx dy, da dy du. dy,
11 P i 3 Y3 B e Y2 3 »
) 05V 3 05 0 1 05V 3 05 =
da. dy da. d: dx d
12 3 3 % Y2 1 Y
) 05v3 05 05v3 05 0 'y i
la dy, da. dy 12, dy
13) axs Ys 3 Y3 L . Ye
0 = 054 3 0,5 0541 3 0,5 P12
da diy, dx dy, das dy-
14 8 e Ys o Ys s Ys
) 05v3 05 0 =0y 05V 3 05 i
da, dy, dx dy. da dy.
15) [T Ys i Ys 3 Y3 =
05v3 05 0573 05 0 — T
16) dig dyq dys dyg day diyy, ”»
0 — 1 051 3 0,5 05V 3 0,5 *
17) deg  dy, duyy Lm dey  dy, Vs
054 3 0,5 0 zs 1 05 3 0,5 4
(A% d da. 1y, da, - 1
18 @, S ?/w tg il L Vg "yﬁ
" Zo5v/3 o5 05V 3 05 0 - Ve
19) diy, dy,, de, dy;o 0 ) 0 B
o -1 | —=05v3 05 05V 9 05 1
day Ay 0 0 duw,, dys
20) 05V 38 05 0 - 1 05v3 05 V2




21) 0 . 0 diwyy dy,, diryg dyyq »
—05v3 05 05 3 0,5 0 -1 ”
" dx dy du dy da dy
29 12 Y ) 13 12 »
) 0 ] 05v 3 05 05v°3 05 -
23) duxy dyy d 4 dy,y dwy, dy,, Vas
0543 05 0 — 1 05V 3 05 i
24) dz, dy,y dvy — dyy, d, dyy o
—054v3 05 0573 05 0 -1 |
25) day, dy,, deg dyy day, . dy,, | Vs
0 -1 051 3 05 053 0,5 | .
da, dy, dx dr,, dx dy l
26 8 8 12 12 i Yn »
) 05V 3 05 0 —1 05v 3 05 *
la dy dx dy du, dy
27 Ay Yz s S Yn ® Yx v
"1 —o5v3 05 05v 3 05 0 = | ¥
du, dy de dy, die, dyy
28 8 8 5 ) V.,
) 0 —1 05V 3 05 05V 3 05 =
L, dy. d, dy du, dy
29 wxs Ys 9 Yo s Ys v
) 0543 05 0 —] 05V 3 05 2
30) dv, dyy dag dy, du, dy, v,
—05v3 05 05 3 0,5 0 -1 :
31) de, dy, duy dyy day dy, o
05V 3 — 05 05V 3 — 05 0 1 .
L dy d, dy. du, dy.
39 ety Ys 5 Ys > Y v.
) 0 1 05V 3 — 05 05V 3 — 05 i
la; dy; da, dy. du dy,
33 ¢ Ys 2 Y2 31w Y3 o
Y1 —05v3 —o05 0 1 05v 3 — 05 “"
la dy da, d du, dy
34 ax, Y Ys X Yx ».
) 05V 3 — 05 05V 3 - 05 0 1 i
35) da, dy, deg dyy dx, dy, Vsg
0 1 05V 3 — 05 05v 3 - 05
L du du, dy d, dy,
36 oy . 8 1 4 —_ Ys »
Y1 _05v3 — 05 0 1 05v3 05 t
- Lo, dy, dug iy du, dy,
3 ars H 8 © ! Yy .
B 05v 3 — 05 05V 3 — 05 0 1 ”
L, dy, du, dy, dus dy
38 ax [ 2 . L 5 .v;
) 0 1 05V 3 —05 05vV8 — 05 "
l dy, du dy dur, dy,
39 L) Yu 5 Ja G . 6 v,
S Y o 0 1 | o05v3 —05 g
da, dy, dag dyy du,, dy,, :
40) 0543 —05 | —05vV3 — 05 0 1 Yo
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41) dag dys dayy o dyy dw; = dy, = v,
0 1 0593 —05| —05v38 —05
dx dy dx dy, da, dy,
492 1 1 7 L 8 =
V| —05v3 — 05 0 1 05V 3 - 05 "
dx d dw d da d
43 L Ys " Yo 12 Yiz =
: 05v8 —05 | —05v3 —05 0 1 =
44) day day dvy,  dyn dwg  dys N
0 1 05V 3 —05 | - 053 —o05
45) da,, .| dy,, dag dy, dwy dy, . o SV
—05v 3 — 05 0 1 0543 — 05
dx d dx d dx d
46 9 Ys 0 Y10 13 Yis |, . =
: 05V 3 —05 | —05v3 - 05 0 1| n
47) day, dy,q da . dyyy dx, A dy, RE—
0 1 t5v 83 —05 | —05438 - 05
48) deyy, Y dz, dyy dayy dyy, —
—05v 3 —05 0 1 0513 — 05 2

Wynika stad, ze Srednie bledy polozenia punktéow STUW wyrazone w
jednostkach réwnych diugosci matego boku sieci d wyniosg odpowiednio:

ml/‘z.sge my/ 2-264 /2. 254 ml/2 142
° 84 ° 84 ° 84 . 84

Mnozac te wartosci przez dlugosé malego boku sieci d wyrazong w
metrach otrzymamy odpowiednie wzory na bledy Srednie wyrazone w

metrach
64 127 127 T
mod l/? mefl ]/Ti md ) 5t ") et

Wprowadzajac zamiast malego boku sieci d podstawe calej konstrukeji

D w mys$! zwigzku d == % D znajdziemy:

ms=2&—l—) mT=mu='le/‘E My =m,D L
V3 ° 336 . 336
Poréwnujac to ze $rednimi bledami polozenia punktéw STUW wyzna+
czonych przez sie¢ o czterech tréjkatach, ktére powtarzamy ponizej:
mg= 7:37 My =my= m,D 358 "W WOD}/-%
stwierdzamy, ze za wyjatkiem punktu najbardziej cdlegtego od podstawy
(S), dokladnos$¢ ktérego jest niezalezna od ilosci trojkatow w sieci, i po-

2m,D
zostaje stale rowna 7%‘ wyznaczenie punktéw wspoélnych dla obu sieci

2m,D 140

jest dokladniejsze w sieci o wiekszej ilosci trojkatow.
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3. Wykaz Srednich bledéow wspélrzednych i Srednich bledéw polozenia punktéw
w sieci elementarnej zlozonej z 16 tréojkatow.

Ponizej podajemy cbliczony na podstawie elementéw odwrotnosci wy-
kaz bledéw S$rednich dla sieci elementarnej z 16 tréjkatéw, analegiczny
do wykazu podanego na str. 34 dla sieci elementarnych z 1, 4, 9 trojka-
tow.

(numery punktéow zgodne ze szkiegzm sieci na rys. 14)

S::]Tf;i Srednie bledy wspélrzednychm = 'my! Srednie bledy polozenia punktu
Sie¢ szesnastotréjkatowa
1 m D /F~2~ = 0816 m D m D /Z = 1,155 m D
0 ], —3" T 0 0 ] F3A = 0
T Fra
2, 3 m D '/ f)(?s = 0593 m D m D [ 32 = 0838 m D
4, 6 m D ET = 0,435 m D m D ,"'/ 127 _ 0,615 m D
0 '/ 672 ) 0 ,D ] 336 o0
T /A
D m DY/ “E = 0,414 m D m DY/ .l 19, 0,585 m D
ol ¢ SV 33 0
aryy aryy
7,10 mD1/ 21 =023 mD m D 2 = 0,401 m D
) g6 0 0 168 0
8, 9 m D AT 0,313 m D m 1) /1 = 0,413 m D
’ S 5 T o0 Y 5g T M
T Far
11, 13 mD /) = = 026+ mD m DY/ 2 =0374 mD
0 l 672 0 o y 336 0
12 m D '177_.1— = 0,325 m D m D '/ﬁ = 0,460 m D
"PV & e e ! 0 336 0
m. $redni blad pomiaru kata w mierze Warto$¢ przecigtna Sredniego
radialnej, bledu punktu wyznaczonego
D dlugo$é wielkiego boku sieci przez sie¢ wynosi 0.£8 m D
(pedstawy).
Rozdzial V

Poréwnanie dokiadnosci malo- i wielotréjkatowych sieci elementarnych
przez zastosowanie kryterium bledu Sredniego Sredniego bledu

WSTEP
Przeprowadzajac dotychczasowe rozwazania abstrachowaliémy od tego
z jaka dokladnosciag mozemy w rozpatrywanych sieciach okresli¢ wielko$¢
éredniego bledu pojedynczej obserwacji, a wiec w konsekwencji z jaka
dokladnoscia ustalone beda w tych sieciach ostateczne charakterystyki
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dokladnosciowe: Srednie bledy polozenia wyznaczanych punktéw, $rednie
bledy diugosci, katéw, kierunkéw czy jakichkolwiek innych funkcji wy-
réwnanych wspéirzednych. W dalszym ciggu zajmiemy sie ustaleniem
dokladnosci tych charakterystyk, bez czego powziecie ostatecznej decyzji
dotyczacej przewagi dokladnosciowej sieci pewnego typu nie jest mozli-
we. Dopéki bowiem obracamy sie¢ w sferze czystej teorii mozemy oczy-
wiscie zaklada¢, ze bledy przypadkowe obserwacji katowych w dwu sie-
ciach podlegajg prawu Gaussa-Laplace’a przy tej samej wartoéci miary
dokladnosci h, a wigc przy tej samej wartosci $redniego biedu pojedyn-
czej obserwacji. Z chwilg jednak gdy przechodzimy do zastosowan prak-
tycznych, musimy liczyé si¢ z tym ze wartosci bledéw $rednich nie moga
by¢ przez nas $ciSle wyznaczone, gdyz musimy je ustali¢ w oparciu o
skonczong ilo$¢ obserwacji. W nastepstwie $redni blad pojedynczej ob-
serwacji m, stanowigcy podstawowy czynnik w kazdej charakterystyce
dokladnosciowe] wyznaczony bedzie z pewnym bledem. Spowodowaé to
moze, ze z pomiedzy dwoch sieci, ktére przy zalozeniu tego samego ble-
du $redniego pojedynczej obserwacji daja identyczne warto$ci bledow
$rednich wyznaczanych punktéw, bedziemy musieli uznaé jedng sieé¢ za
zdecydowanie lepsza od drugiej, gdyz taki sam formalnie blad $redni po-
jedynczej obserwacji w jednej sieci wyznaczony bedzie z wybitnie wiek-
szg dokladnoscig, tzn. z wybitnie mniejszym btedem $rednim. Jakkolwiek
kryterium bledu S$redniego, Sredniego bledu, stanowigce potezng bron
w naukowym badaniu przydatnosci sieci geodezyjnych, ustalone zostalo
juz przez Gaussa, jest ono z reguly pomijane w analizach dokladnoscio-
wych i z tego wzgledu pozwalamy sobie w tek$cie oméwié jego istote
nieco obszerniej. Zastosowanie kryterium bledu Sredniego Sredniego ble-
du do zagadnienia sieci elementarnych doprowadzi nas do wniosku, ze
sieci malotrojkgtowe wykazujg tu wybitng przewage nad sieciami wielko-
tréjkatowymi, gdyz biad $redni Sredniego bledu — oznaczamy go sym-
bolem m — wyraza sie w zalezno$ci od iloSci odcinkéw n na ktérg po-
dzielono bok wyjsciowy sieci, wzorem:

m
™=\ an® — 6n + 4

m (V.1)

Blad sredni $redniego bledu jest wige jak widaé w przyblizeniu propor-
cjonalny do diugosci boku elementarnego w sieci. Wynika stad np. w
szezeg6lnosei, ze otrzymujac w sieci jednotrojkatowej (n = 1) oraz w sie-
ci dziewieciotrojkatowej (n = 3) biad $redni pojedynczej obserwacji row-
ny 1”, mozemy z jednakowym prawdopodobienstwem (réwnym ca 0,68)
twierdzi¢ ze w pierwszej z tych sieci warto$é bezwzgledna $redniego bte-
du obserwacji zawarta jest w granicach od 0,3 do 1,7 tak ze w drugiej
sieci warto$¢ bezwzgledna Sredniego bledu obserwacji zawarta jest w gra-
nicach od 0,8 do 1,2. Dane dokladnosciowe drugiej sieci bedg wiec jak by
mozna powiedzie¢, duzo ,realniejsze lub ,pewniejsze*.

62



1. Omoéwienie istoty i przydatnoici pojecia bledu Sredniego $redniego biedu

Gdyby$my zapytali kogo§ — malo nawet obznajmionego z rachunkiem
wyréwnawczym — co zastuguje na wieksze zaufanie: czy $rednia arytme-
tyczna z 3 spostrzezen scharakteryzowana dckladno$ciowo przez pewien
blad $redni $Sredniej arytmetycznej m, czy $rednia arytmetyczna z 9 spo-
strzezen scharakteryzowana dokladnosciowo przez taki sam biad Sredni
Sredniej arytmetycznej m, zapytany wypowiedzial by sie niewatpliwie
za obdarzeniem wiekszym zaufaniem $redniej arytmetycznej z wiekszej
iloSci spostrzezen. Uwazal by on zapewne, ze $rednia arytmetyczna z wiek-
szej iloSci spostrzezen mniej bedzie zalezna od przypadkowosci w ukla-
dzie bledow obserwacyjnych. GdybysSmy rozszerzyli zapytanie formulu-
jac je tak: co zasluguje na wieksze zaufanie — $rednia arytmetyczna z n,
spostrzezen scharakteryzowana przez $redni bigd Sredniej arytmetycznej
m,, czy tez $rednia arytmetyczna z m. spostrzezen scharakteryzowana
przez $redni biagd S$redniej arytmetycznej m., zapytany nie sformulowal
by niewatpliwie tak predko odpowiedzi nie znajac pojecia bledu Srednie-
go $redniego biedu, aczkolwiek zrozumiatl by ze istota zagadnienia jest tu
ta sama. Istota zagadnienia sprowadza sie sie bowiem do tego, ze blad
$éredni okresla sie jako granice do ktérej dazy pierwiastek ze Sredniej
arytmetycznej kwadratow bledéw obserwacji o stalej dokladno$ci, gdy
ilo§¢ obserwacji wzrasta nieograniczenie. Im wiec z wiekszej iloéci obser-
wacji — ogoélniej: z im wigkszej ilosci obserwacji nadliczbowych — wy-
znacza¢ bedziemy biad $redni, tym dokladniej a wiec z tym mniejszym
bledem $rednim zostanie ten blad wyznaczony. Zwigzek miedzy bledem
érednim bledu Sredniego oraz iloscig spostrzezen nadliczbowych w ukla-
dzie z ktérego ten biad wyznaczamy ma postaé:

m

\/2 n,
tzn.: Blad $redni bledu Sredniego réwny jest temu bledowi podzielonemu
przez pierwiastek z iloéci spostrzezen nadliczbowych pomnozonej przez
dwa.

 Znajac ten zwiazek nie potrzebujemy juz podchodzi¢ do pierwszego
przykladu kierujac sie intuicja gdyz mozemy go zinterpretowaé liczbo-
wo. Poniewaz $rednia arytmetyczna z 3 spostrzezen jest wielkoScig wy-
znaczong z 2 spostrzezen nadliczbowych, za$ $rednia arytmetyczna z 9
spostrzezen jest wielkoScia wyznaczong z o$miu spostrzezen nadliczbo-
wych, wiec bledy Srednie $rednich bledéw Srednich arytmetycznych wy-
niosg:

w pierwszym przypadku:

My = (V. 2)

—— =400 m
V2.2 :
w drugim przypadku: m_ _ 4025 m.
V2.8
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Mozemy z réwnym prawdopodcbienstwem (réwnym prawdopodobien-
stwu nieprzekroczenia bledu $redniego tzn. ok. 0,68) twierdzié, ze co do
warto$ci bezwzgl.:
a) biad Sredni $redniej arytmetycznej z 3 spostrzezen zawiera sie w
granicach od + 0,56 m do + 1,5 m.

b) blad $redni $redniej arytmetycznej z 9 spostrzezen zawiera sie w
granicach od + 0,75 m do + 1,25 m, i obdarzaé wigkszym zaufaniem
$rednig z 9 spostrzezen jako ,,pewniejsza“.

2. Zastosowanie kryterium bledu Sredniego Sredniego bledu do sieci o ksztalcie
trojkata foremnege wypelnionego przez trojkaty foremne (sieci ,,elementarnych®)

Cheace zastosowaé kryterium bledu
Sredniego $redniego bledu do sieci nazy-
wanych przez nas sieciami elementarny-
mi musimy wyznaczy¢ ilosé obserwacji
nadliczbowych n, w sieci elementarnej,
w ktérej podstawa gléwna sieci QR po-
dzielona zostata na n czesci, tj. w sieci

elementarnej skladajacych sie n* troj-

M/V\ katow (rys. 15 przedstawia taka siec dla
Q “ R przypadku n = 4, co zreszty nie ogra-

Rys. 15 nicza ogbélnosci rozumowania). Ponie-

waz w kazdym tréjkacie takiej sieci

zaobserwowano po 3 katy, przeto ogélna ilo$¢ obserwacji wynosi tu
3.

Ilo$é wszystkich punktow w sieci — lacznie z punktami nawigzania
@ i R — obliczy¢ latwo jako sume wyrazéw postepu arytmetycznego

132 8iaw: B W1

S

réowna:
\(n, -
) (n + 1,:z - 2) .

Odejmujac od ilosci wszystkich punktéw dwa punkty nawigzania otrzy-
mamy ilo§é punktéw wyznaczanych przez siec:
(n+1)(n+2) 5 nw+3n+2—4 n*+3n—2
2 2 2
Poniewaz do wyznaczenia kazdego punktu niezbedne sg dwie obserwa-
cje geodezyjne, wobec tego mie¢ bedziemy dla takiej sieci:
ilo$¢ obserwacji niezbednych = n* + 3n — 2

14n+1

Odejmujac ilos¢é obserwacji niezbednych od ogdélnej ilosci obserwacji
dokonanych réwnej 3 n® otrzymamy iloé¢ obserwacji nadliczbowych 7,
réwna:

n, =20 —3n + 2.
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Podzielenie $redniego bledu obserwacji katowej w sieci m, przez pier-
wiastek z pedwojnej iloSci obserwacji nadliczbowych pozwoli nam osta-
tecznie napisaé¢ poszukiwany wzoér na wielkoé¢ Sredniego bledu bledu
sredniego w sieci elementarnej wypeinionej przez n* tréjkatéw:

m
vVo4ant —6n -4

M=

Realizujac ten wzér dla n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 otrzymamy ponizsza tabelke:

Tlosé tr6j- | ]‘Y'elk";f']

n |katow sieci Sredniego bledu

n Ibledu éredniego

m
m

1 1 0,707 m,
2 4 0,353 m,
3 9 0,213 m
4 16 0,151 m
D 25 0,116 m
6 36 0,094

7 tabelki tej widaé wybitng przewage sieci malotrojkatowych nad sie-
ciami wielkotréjkatowymi pod wzgledem dokladnoséci wyznaczenia $red-
niego bledu pojedynczego spostrzezenia, a w konsekwencji i dokiadnosci
wyznaczenia jakiejkolwiek innej charakterystyki dokladno$cicwe] sieci.
Pomimo wiec, ze biad $redni wyznaczenia polozenia punktu najbardziej
odlegtego od podstawy jest — przy tym samym bledzie $rednim m, —
niezalezny od ilosci tréojkatow w sieci, w istocie i ten punkt sie¢ malotréj-
katowa wyznaczy dokladniej.

3. Twierdzenie o zageszczaniu dowolnej sieci
Wezmy dowolng sie¢ skladajaca
sie z t tréjkatéw — dowolnie usytu-
owanych — i utwoérzmy z niej siec¢
nowa w ten sposob, ze podzielimy kaz-
dy z bokow w danych tréjkatach na
n czesci, po czym wypelimy kazdy
trojkat przez n* nowych tréjkatéw. To
wypelnienie, kiére nazwiemy ,,za-
geszczeniem* sieci moze sie odby¢ np.
przez polgczenie odpowiadajacych
punktéw podzialu na dwéch bokach Rys. 18
i dzielenie otrzymanych odcinkéw
na 1, 2, 3... n-1 czeéci. Po dokonaniu podziatu lgczymy punkty sgsiadu-
jacych linii dzialowych w sposéb zobrazowany na rysunku uwidocznia-
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jacym takg konstrukcje dla przypadku n = 4. W wyniku zageszczenia w
kazdym z t tréjkatéw pierwotnej sieci, 1gcznie z wierzcholkami tréjkata,
mieé¢ bedziemy iloé¢ punktéw dajaca sie obliczy¢ jako suma wyrazéw po-
stepu arytmetycznego:
1+ (n+1) 1)@+ |
2 2
Odejmujac od tego trzy punkty wierzchotkowe dzielonego tréjkata znaj-
dziemy ilo$¢ punktéw nowych w tym tréjkacie réwna:
(n+1)(n+2) n4-3m4+2—6 n:4+3n—4
2 T, 2 - 2 '

(n+ 1) =

Ilos¢ punktéw nowych w calej sieci zalezeé bedzie od takiego czy inne-
go usytuowania t trojkatow w sieci pierwotnej. W zadnym jednak razie
ilo§é punktéw nowych w catej sieci nie moze by¢ wieksza od iloczynu:

n®+ 3n — 4 ;

S
ktérego warto$¢é osiggnie w krancowym przypadku, gdy zadne z dwéch
tréjkatéw w sieci pierwotnej nie majg wspolnego boku. Wynika stad,
ze ilo§é spostrzezen koniecznych do wyznaczenia nowych punktéw sieci,
czyli przyrost Ak iloci koniecznych obserwacji do zageszczenia sieci
spelnia¢ musi nieréwno$é:

Ak < (n*43n —4)t lub inaczej: — Ak > — (n® 4 3n — 4)¢.

Przyrost ilosci obserwacji wykonanych w sieci — oznaczmy go przez
Aw — wynosi¢ bedzie:
wA = 30 — 38t,

cdyz 3n’t jest iloscig katow w sieci zageszczonej, za$ 3t jest iloScig ka-
tow w sieci pierwotnej. Odejmujac od przyrostu iloSci obserwacji doko-
nanych przyrost iloSci obserwacji koniecznych, czyli sumujgc ostatnio na-
pisane réwnanie i uprzednio znaleziong nier6wos$é¢, otrzymamy przyrost
iloéci obserwacji nadliczbowych A jakiego dozna sie¢ w wyniku zagesz-
czenia. Bedzie on réwny:

A> 3n* — 38t —n’% — 3nt 4t lub A > 2n% — 3nt + £,

Poniewaz prawa strona nieré6wnosci daje sie przedstawi¢ pod postaciag
iloczynu trzech czynnikéw z ktérych dla » = 1 kazdy jest dodatni:
t (n — 1) . (2n — 1), wiec ilo§¢ obserwacji nadliczbowych przy zagesz-
czeniu sieci zawsze wzrasta a tym samym bigd $redni S$redniego
btedu przy zageszcezeniu sieci maleje.

Te wiasciwo$¢ odnoszacy sie do dowolnej sieci mozna ujgé w nastepu-
jace ciekawe twierdzenie o zageszczaniu dowolnej sieci: przyrost ilosci
obserwacji nadliczbowych powstajgcy w wyniku zageszezenia sieci o =
tréjkatach na dredze podzialu kazdego boku w kazdym tréjkacie na n
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czesci 1 wypelnienia kazdego trojkata przez n* tréjkatow nowych speinia
nierownosé:

AStn—1)2n —1) (V 3)

z czego wynika, ze wszelkie zageszczenie sieci zwigksza ilo§¢ obserwacji
nadliczbowych, a wiec zmniejsza blad $redni $redniego btedu.

Rozdziat VI

Poréwnanie sieci malo~ i wielkotrojkatowych z punktu widzenia efektu
ogoélnego procesow wyréwnawczych. Twierdzenie Otirebskiego o Srednim
zmniejszeniu bledu $redniego obserwacji przez proces wyrownawczy

WSTEP

Efektem kazdego procesu wyréwnawcezego jest zmniejszenie éredniego
bledu wielkosci obserwowanej. Przy wyréwnywaniu dowolnego ukladu
obserwacyjnego przystepujemy do zadania opierajac sie na zespole wiel-
koéci obserwowanych cbceigzonych okreslonymi bledami $rednimi, zaé w
rezultacie zastosowania do tego zespolu zasady minimum otrzymujemy
nowy zespét — zesp6t wielkosei réwniez obcigzonych okreslonymi bleda-
mi $rednimi, jednak zmniejszonymi tak czy inaczej przez proces wyréw-
nania. To zmniejszenie $redniej wartosci bledu sredniego (wzglednie kwa-
dratu bledu $redniego) obserwacji, spowodowane przez proces wyréwna-
nia metoda najmniejszych kwadratow, stanowi warto$ciowe, cho¢ oczy-
widcie nie wyczerpujace, kryterium celowosci zalozenia danego ukladu
ohserwacyjnego. Dzieki rozwojowi rachunku krakowianowego Banachie-
wicza ckazalo sie mozliwym proste sformulowanie prawa rzadzacego
zmniejszeniem S$redniej warto$ci bledu Sredniego spowodowanym przez
wyroéwnanie uktadu metoda najmniejszych kwadratéw. To prawo sformu-
lowane przez A. Otrebskiego nosi nazwe: , twierdzenia o $rednim zmniej-
szeniu kwadratu bledu obserwacji przez wyréwnanie* lub , twierdzenia
Otrebskiego®, i daje sie wypowiedzie¢ jak nastepuje: W kazdym uktadzie
obserwacyjnym S$rednia arytmetyczna ze stosunkéw: kwadratu bledu
éredniego obserwacji po wyréwnaniu do kwadratu bledu $redniego tejze
obserwacji przed wyréwnaniem — przy przeprowadzeniu wyréwnania
metoda najmniejszych kwadratéw — réwna jest stosunkowi ilosci obser-
wacji niezbednych do wyznaczenia ukladu do iloSci wszystkich dokona-
nych w ukladzie obserwacji.

Oznaczajac przez r $rednig arytmetyczng ze stosunkéw kwadratu bledu
$redniego po wyréwnaniu do kwadratu bledu $redniego przed wyréwna-
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niem (wielkoéé te mozna by nazywaé np. ogélnym ,efektem” wyrébwna-
nia), tzn. kladgc:
1 ( m: m m?

po wyréwnaniu
przed wyréwnaniem

7= —

Comy I
dzie — bledy $r:
= -+ m2) g - eqay

n

ol e
ml mz

zapiszemy twierdzenie Otrebskiego: jn

 ilo$¢ obserwacji niezbednych w ukladzie
ilo$¢ obserwacji dokonanych w uktadzie

(VI 1)

Zastosowanie twierdzenia Otrebskiego do sieci utworzonych przez wy-
pelnienie trojkata foremnego przez tréjkaty foremne, tj. do sieci ktére
nazwaliSmy sieciami elementarnymi, wykazuje i tutaj przewage sieci
malotréjkatowych nad sieciami wielkotréjkatowymi. Stosunek bowiem

; ; 5 ;1
r maleje ze wzrostem ilosci trojkatéow w sieci, dgzac do granicy réwnej 3

Zwigzek ma postac:
2

1 1
N (VI 2)

jezeli rozumieé przez n iloéé odcinkéw na jaka podzieliliSmy bok wyjscio-
wy sieci (tzn. n® jest iloscig troéjkatow w sieci).

Ze wzgledu na ogromng ogolno$¢ twierdzenia Otrebskiego i mate jego
rozpowszechnienie oméwimy je nieco obszerniej w tekscie.

1. Omowienie zagadnienia zmniejszenia Sredniego bledu obserwacji przez wyréw-
nanie. Dowdd shlusznosci twierdzenia Otrebskiego
W wyniku wyréwnania ukladu n spostrzezen nad jedng niewiadomag:
l, L, 1 .. 1, obcigZzonych Srednimi biedami:
m m m..m otrzymujemy uklad warto$ci wyréwnanych:
L +v, LL+v, I+ v,.. l,+ v, obcigzonych $rednimi bledami
réwnymi:
m m m m_
N R R V™
Stosunek kwadratu bledu $redniego obserwacji po wyréwnaniu do
kwadratu bledu S$redniego obserwacji przed wyrownaniem bedzie tutaj
jak wida¢ zawsze réwny:

m. 1.1

n m? n
Poniewaz liczba 1 wyraza tu ilo§¢ obserwacji niezbednych do wyzna-
czenia jedne] niewiadomej, za$ liczba n wyraza ilo§¢ obserwacji dokona-
nych w ukladzie, przy tym Srednia z » réwnych sobie wielkosci réwna
jest tej wielkosci, przeto mozemy, jak widaé, znany wzér na bigd $redni
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sredniej arytmetycznej inaczej zinterpretowaé mowige: wynikiem wyrow-
nania ukladu obserwacyi nad jedna niewiadomg jest zmniejszenie sig
kwadratu bledu $redniego obserwacji, wzglednie zmniejszenie sie prze-
cietnej warto$ci kwadratu bledu $redniego obserwacji, rowne liczbowo
stosunkowi ilo$ci obserwacii niezbednych do ilo$ci wszystkich dokona-
nych obserwacji.

Zauwazymy, ze ta sama zasada bedzie obowigzywala dla przypadku
spostrzezen nad jednag niewiadoma wykonanych nie z jednakowa doklad-
noscig — jak to przyjmowaliSmy powyzej — lecz z réznymi dokladnos-
ciami, scharakteryzowanymi przez $rednie bledy réwne: m, m. m, ... m,.

W przypadku takim bledy Srednie obserwacji po wyréwnaniu, czyli
biad sredni uogdlnionej $redniej, bedzie jak wiadomo réwny:

m, m m,

Vel Vvl ar

przy czym zwiazek miedzy ,,waga‘ i-tej obserwacji p; jest Srednim ble-
dem m; oraz Srednim bledem spostrzezenia o jednostkowej wadze m, wy-
raza znhany wzor

Obliczajac $rednig ze stosunku kwadratow bledow srednich obserwacji
po wyréwnaniu do kwadratéw bledéw Srednich obserwacji przed wyréow-
naniem znajdujemy (oznaczamy te Srednia przez 7):

_ipim} T pimd Cpled
. n . n
: . [m :
Skad ostatecznie uwzgledniajac ze [ . ;’] ~ p], otrzymujemy tak samo
m
i

2 2 2 2 2 2
m, m, nm, 1 my m ne,
. e e —_ SR 3

2

~ =
m 1 m,

1

jak w przypadku spostrzezen jednakowo dokladnych: r =
n

Przechedzimy do udowodnienia stuszno$ci twierdzenia Otrebskiego, to
znaczy dc wykazania, ze oméwicna wyze] wilasciwos¢ Sredniego zmniej-
szania sie kwadratu bledow obserwacyjnych w stosunku: (ilo$¢ obserwacji
niczbednych) do (ilosci obserwacji wykonanych) jest wlasciwa wszystkim
ukladom obserwacyjnym wyréwnanym metoda najmniejszych kwadra-
tow. Poniewaz interesujacy nas przypadek wyrownywania sieci triangu-
lacyjnych dotyczy ukladéw obserwacji jednakowo dokiadnych, poprzesta-
niemy na przeprowadzeniu dowodu dla tego tylko przypadku, aczkolwiek
twierdzenie nie ogranicza sie do tego tylko przypadku.
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Niech wiec bedzie uklad réwnan bledéw jednakowo dokladnych obser-
¢ji o bledzie $rednim pojedynczej obserwacji réwnym m,. Chcac wyzna-
czy¢ z tego ukladu

mx+by+ez. . =1 4 v (iloé¢ rownan bledow n)
a4+ byy +c¢.z . . . = 1,4+ v, (ilo$¢ niewiadomych u)

sredni blad i-tej obserwacji po wyréwnaniu. zastosowaé mozemy wzor na
biad $redni funkeji niewiadomych wyznaczonych z ukladu réwnan nor-
malnych Gaussa:

|ea] & + |ably + |ac]z . . . = |dl]

[ab] @ + | bb] y + |be|z . . = |bl|

ktéry uzasadniliSémy i stosowaliSmy w rozdziale II, i ktory tu przypomi-
namy:

my = m? (f(a*)~'f) .

Poniewaz wartos$¢ i-iej obserwacji po wyrownaniu wyrazi si¢ przez nie-
wiadome ukladu réwnan normalnych jak nastepuje:

ax+by-tcz. . .,

przeto krakowian f mieé¢ bedzie postaé¢: [ = t(#;l;c; . . . ) i obliczenie
stosunku kwadratu $éredniego bledu i-tej cbserwacji po wyréwnaniu do
kwadratu $redniego bledu i-tej obserwacji przed wyréwnaniem bedzie
wymagalo zrcalizowania wzoru:

[” ]I()H Qor Q1. I
|Q1-Qn l,
0. s 0” ¥

[ElEaseE
I, .

gdzie krakowian @ jest odwrotnoscia krakowianu wspolczynnikowego
ukladu réwnan normalnych Gaussa to znaczy @ (a) =r.

Latwo jednak zauwazy¢, Ze realizacje napisanego wzoru krakowiano-
wego na stosunek m? : m? przeprowadzi¢ mozna zestawiajac tabele licz-
bowg:

at; ab; ag : . : @y Qo @y
bbb b mnozac kazdy element tej ta- 2
¢ %% O pely przez odpowiadajacy mu @iz Qo Qo

ac; big ¢ . polozeniem element tabeli Qs Quy Qg

1 sumujac, otrzymane w drodze takiego .,zupelnego“ mnozenia tabel, ilo-
czyny. '
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Wynika stad, ze dla zesumowania wszystkich stosunkéw m} : m? gdzie
i= 1,2, 3, ..n wystarczy zestawi¢ tabele liczbows:

[aa] [ab] [ac].. pomnozyé kazdy element tej ta- Q1 Qs Qs .
[ab] [bb] [bc].. Dbeli przez odpowiadajagcy mu Qs @y @y
[ac] [bc] [cc]...  polozeniem element tabeli: Qs Q32 @ss -

i zesumowaé otrzymane w drodze tego mnozenia iloczyny. Ponie-
waz za$ mnozgc elementy kazdej kolumny pierwszej tabeli przez odpo-
wiadajace elementy odpowiadajgcej kolumny drugiej tabeli i sumu-
jac iloczyny otrzymywaé musimy jednosé, gdyz krakowiany ¢® i @ —
o analogicznych tabelach — s3 wzajemnie odwrotne, przeto rezultatem
zesumowania wszystkich stosunkéw m? : m? musi byé¢ jednos¢ powto-
rzona tyle razy, ile rzedow majg powyzsze tabele, czyli ile niewiadomych
wystepuje w danym ukladzie réwnan normalnych:

2 2 2 2
mi o om m? & e

3 P 2 o
mo mn mo mo

Dzielge sume stosunkéw kwadratow bledow sSrednich po wyréwnaniu
dc kwadratéw bledéw sSrednich przed wyréwnaniem przez ogélng ilosé
obserwacji réwna n otrzymamy poszukiwane ,$rednie zmniejszenie kwa-
dratu bledu obserwacyjnego‘ spowodowane przez wyréwnanie, czyli wiel-
kos¢ ktorg oznaczyliSmy przez r:

%
L

lub, poniewaz ilo§¢ réwnan normalnych u wyraza ilo§¢ obserwacji nie-
zbednych do wyznaczenia rozwazanego ukladu, bedzie tez:
_1lo$¢ cbserwacji niezbednych w ukladzie

ilos¢ obserwacji dokonanych w ukladzie
co mieliSmy udowodnié.

2. Zastosowanie twierdzenia Otrebskiego do sieci elementarnych

Dla obliczenia efektu wyréwnania w sieciach elementarnych przypomi-
namy, ze ilo$¢ obserwacji wykonanych w takiej sieci wynosi 3n°, za$ ilos¢
obserwacji niezbednych do wyznaczenia ukladu réwna jest n* + 3n — 2
(Rozdz. V).

Symbol n oznacza przy tym ilo$¢ cdcinkéw na jaka podzielono bok wyj-
éciowy sieci, tzn. n* jest ilo$cig trojkatow w sieci. W zwiagzku z tym $red-
nie zmniejszenie kwadratu $redniego bledu obserwacji r wyniesie:
n?+3n—2 1 1 2
TEn T3 T W 3w

Konkretnie dla n = 1 otrzymalibySmy:
L 2 2 16
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Natomiast dla n — 4 otrzymalibysmy:

1 1 2 26 13 .
r, = —— il i — -
ST T T e T T g P
Réznica w zmniejszeniu kwadratu bledu $redniego obserwacji nie jest
tu zreszta duza, lecz przemawia zdecydowanie za sieciami malotrojkato-
wymi.

Rozdzial VII

Podsumowanie wynikéw badania dokladnoSciowego sieci clementarnych
i wnioski z tego badania

Wyniki badania nad sieciami o ksztalcie trojkata foremnego wypelnio-
nego przez n® trojkatow foremnych (n - 1, 2, 3, 4), ktére nazwaliSmy sie-
ciami elementarnymi, stresci¢ mozemy krétko jak nastepuje:

Przy stalej wartosci $redniego bledu obserwacji katowej m, wartos¢
techniczna punktéw wyznaczanych przez sie¢ malotrojkatowa bedzie
wyzsza od wartoéci technicznej punktéow wyznaczonych przez odpowiada-
jaca sie¢ wielkotrojkatowa, gdyz:

stawy sicci bedzie dla obu poréwnywanych sieci taki sam:

2m, D

my = z
vV 3

a w konsekwencji rowne tez bedg dla obu sieci wielkosé bledow wzgled-
nych bokoéw wielkich sieci i bledy srednie katow w wielkim trdjkacie
sieci, rowne:

M = m, \V/2/3

iednak bledy $rednie wyznaczenia punktéw posrednich w sieci matotroj-
katowej beda cokolwiek mniejsze od bledéw srednich wyznaczenia tych
samych punktéw posrednich w sieci wielkotrojkatowej. Roznice tych ble-
dow, podanc w rozdziale IV, sa zreszta bardzo nieznaczne i w zadnym
razie przy braku innych argumentéw nie mogly by stanowi¢ podstawy
do uznania praktycznej wyzszosci matotrojkatowych sieci elementarnych
nad wielkotrojkatowymi.

b) Sieci malotrojkatowe w duzo mniejszym stopniu deformujg uklad w
przypadku popelnienia nieprzypadkowego (,,8rubego*) bledu w obser-
wacji. W szczegolnosci jezeli znieksztalcimy dowolng obserwacje katowa
w sieci elementarnej o wielko$¢ dl i przeprowadzimy wyréwnanie ukla-
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du metodg najmniejszych kwadratéow otrzymamy w wyniku przesuniecie
punktu najdalszego od podstawy réwne

dp=---d-dl | gdzie d bok malego tréjkata sieci.

Wartos¢ liniowego przesunigcia punktu spowodowanego przez blad gru-
by jest wiec proporcjonalna do dlugosci matego boku sieci, a przez to sa-
mo popeinienie bledu grubego w sieci malotrojkatowej jest duzo mnie]j
szkodliwe w skutkach.

¢) Wielko$¢ bledu sredniego Sredniego bledu z uwagi na duzo wiekszg
ilo$¢ spostrzezen nadliczbowych w sieciach malotréjkatowych jest zawsze
dla sieci malotréjkgtowej mniejsza jak dla sieci wielkotréjkgtowej opartej
o te same punkty. W szczegélnosci dla sieci elementarnej o n* tréjkatach
blad $redni §redniego btedu, obliczonego w toku wyréwnania w oparciu
o znajomo$¢ sumy kwadratéw poprawek, wyniesie:

_— m
\Vani—6n+4

m"l

Wynika stad, ze wszelkie charakterystyki dokladno$ciowe (Srednie bie-
dy obserwacyj, $rednie bledy wspéirzednych, srednie bledy bokow czy
katéw po wyrdwnaniu itp.) obliczane z sieci matotréjkatowych sg wiary-
godniejsze od odno$nych charakterystyk obliczanych z sieci wielkotrdjka-
towych. Tym samym jednak i material techniczny dla prac inzynieryj-
nych, a wiec wspéirzedne punktéw sieci, uzyskany z sieci malotréjkgto-
wych bedzie zawsze wiarygodniejszy od materialu technicznego
uzyskanego z sieci wielkotrojkatowych niezaleznie od tego czy przepro-
wadza sie w danej pracy rachunek charakterystyk dokladnosciowych, czy
sie go pomija.

Cecha wiekszej wiarygodno$ci materiatu technicznego uzyskiwanego z
sieci malotréjkgtowych nie odnosi sie przy tym tylko do sieci elementar-
nych, leczb do zupelnie dowolnych sieci. Zageszczenie bowiem jakiejkol-
wiek sieci skladajacej sie z t trojkatow, dokonane w drodze podzielenia
kazdego boku tej sieci na m czesci i utworzenia wewnatrz kazdego tréj-
kata nowych n® tréjkatow, sprowoduje wzrost ilosci spostrzezen nadlicz-
bowych o wielko$¢ niemniejsza od wielkosci

t.(n—1).@2n—1

ktéra jest zawsze liczba dodatnig.

d) Srednie zmniejszenie kwadratu $redniego bledu obserwacji spowo-
dowane przez wyréwnanie ukladu metoda najmniejszych kwadratéw,
réwne na zasadzie twierdzenia Otrebskiego stosunkowi iloSci obserwacji
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niezbednych dla wyznaczenia ukladu do ilosci wszystkich dokonanych w
ukladzie obserwacji, wyraza dla sieci elementarnych wzor:

2

“sw

1 1
r_?-f-?

z ktorego wynika, ze Srednie zmniejszenie kwadratu btedu obserwacji be-
dzie zawsze przemawialo za sieciami malotrojkatowymi. Srednie bowiem
zmniejszenie kwadratu btedu obserwacji ze wzrostem n stale maleje, da-
zgc do granicy 1/3 stanowigcej najwyzszy efekt jakiego dostarczyé moze
wyroéwnanie uktadu metodg najmniejszych kwadratow przy wyréwnywa-
niu sieci elementarnych.

Ostatni argument (d) trudno jest traktowaé jako argument sam z siebie
wystarczajgcy do przyznania przewagi sieciom malotrojkagtowym nad sie-
ciami wielkotrojkatowymi. Praktycznie — dopoki nie méwimy o tak wiel-
kiej wartosci n jaka w technice i tak stosowana nie bedzie — zmniejsze-
nie sie kwadratu bledu sredniego bedzie znikome (np. dla n = 1 bedzie

%(:, za$ dla n = 4 otrzymamy r = ;—j itp.).

PodaliSmy tu jednak i ten argument — raz dlatego, ze oparty jest na
twierdzeniu wysoce interesujacym przez swa ogo6lnos¢, powtére dlatego,
ze naswietla on zagadnienie od szerzej pojetej strony koncepcyjnej. Nie
wnikajac mianowicie w szczegdly stwierdzamy tu odrazu, ze koncepcja
sieci malotréjkatowych jest poprawniejsza od koncepcji sieci wielkotr6j-
katowych. Istotna bowiem korzys¢ jaka osiggamy z wyréwnywania ukla-
déw metodg najmniejszych kwadratéw: uzyskanie rezultatéw doklad-
niejszych od rezultatéw obserwacji bezposrednich wystepuje wydatniej w
sieciach malotréjkatowych.

Sposréd wszystkich powyzej przytoczonych argumentéw przemawiaja-
cych za sieciami matotrojkatowymi autor niniejszej pracy uwaza za argu-
menty najwiekszej wagi, o charakterze rozstrzygjacym, znikomos$é wpty-
wu bledéw nieprzypadkowych w sieciach malotréjkatowych na pierw-
szym miejscu oraz zmniejszanie si¢ bledu Sredniego Sredniego bledu w
tych sieciach na miejscu drugim.

Autor pracy jest nawet zdania, ze kazda z wymienionych ostatnio zalet
sieci malotréjkatowych wzieta oddzielnie juz dostatecznie wyraznie prze-
mawia — z punktu widzenia analizy dokladnosci — za zerwaniem z kla-
syczng koncepcja sieci wielkotrdjkatowych z ktora tak energiczng walke
podjal w ostatnich czasach prof. Bastl, o czym méwi sie obszerniej w in-
nym miejscu pracy.

Badajgc w nastepstwie sieci zlozone z sieci elementarnych przekonamy
sie, ze zalety sieci malotrojkatowych wystapia tam o wiele wyrazniej niz
w oderwanej od catosci analizie sieci elementarnych. W miare mianowi-
cie 1gczenia sieci elementarnych w coraz weksze zespoly centralne, coraz
dobitniej wystepowa¢ bedzie zjawisko zmniejszania sie wielkosci $red-

e
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niego bledu wyznaczania polozenia punktéow, nie odgrywajace w analizie
sieci elementarnych praktycznego znaczenia ze wzgledu na rzad wielkosci
(czytelnik zauwazyl ze zbagatelizowaliSmy Swiadomie zwiekszenie do-
ktadnosci wyznaczenia potozenia punktéw posrednich w miare zageszcza-
nia sieci elementarnej nie podajac nawet w niniejszych wnioskach da-
nych cyfrowych dotyczacych analizy poréwnawczej sieci cztero i szesna-
stotrojkatowej przeprowadzonej na str. 55 i nast.

Poniewaz zjawisko wzrostu dokladno$ci wyznaczania polozenia punk-
téw w sieciach centralizujacych sieci elementarne daje sie przewidziec
juz na podstawie dotychczasowej analizy, uwazamy za wskazane w zakon-
czeniu czesci 1 pracy, dotyczacej analizy sieci elementarnych, poswieci¢
mu pare siow.

Wyobrazmy sobie w tym celu, ze z punktow statych QRS, tworzacych
rownoramienny trojkat o kacie wierzcholkowym w punkcie R réwnym
120" 1 o0 bokach QR = RS == D, wyznaczamy za posrednictwem sieci ele-
mentarnych polozenie punktéw P, i P. (rys. 17) tak usytuowanych w

P P:

R
R

Rys. 17 Rys. 18

stosunku do punktéw QRS aby mozna trojkaty @RP, oraz RSP. uwazac,
= dostatcczng dla analizy dokladnos$ciowej dokladno$cia — za trojkaty fo-
remne.

W my$l znanego nam juz twierdzenia o bledzie $rednim polozenia
punktu najbardziej ocddalonego od podstawy w sieci elementarnej ustali-
my ze $rednie bledy polozenia, zaréwno punktu P, jak i punktu F. réwne
heda 2—m°_£) niezaleznie od tego z jakiej sieci elementarnej potozenie ich

V'3

zostanic okreslone. Zajdzie wiec to zaréwno w przypadku wyznaczenia
poloznia punktéow z sieci RQP, oraz SRP. przedstawionych na rys. 17,
jak i z sieci P, 1, 2, @, 3, R oraz P. 4, 5, R, 6, S przedstawionych na rys.
18.

Jezeli jednak wyobrazimy sobie teraz ze punkty P, i P. staja si¢ iden-
tyczne, zamieniajac sie na punkt P, oraz ze punkty 2 i 4 staja sie iden-
{yczne, zamieniajgc sie na punkt 24, co ilustrujg zalaczone rysunki na
ktérych powstajace w wyniku omoéwionej zmiany konstrukeje, rys. 17,
rys. 18 i rys. 19, 20, wowczas — jak to latwo mozna przewidzie¢ — w obu
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konstrukcjach zmaleje sredni blad wyznaczenia potozneia punktu P, jed-
nak w sieci malotrojkatowej (rys. 20) biad ten musi zmniejszy¢ sie¢ wy-
datniej.

W sieci wielkotrojkatowej (rys. 19) obie bowiem uzyte do konstrukeji
sieci elementarne QRP i RSP zwigzane beda przez warunek identycz-
nosci jednego tylko punktu P, dajacego sie wyznaczy¢ z cbu tych sieci.

[

R
Rys. 19 Rys. 20

W sieci malotrojkatowej natomiast obie uzyte do konstrukeji sieci ele-
mentarne @RP i RSP beda obecnie zwigzane zaré6wno przez warunek
identycznos$ci punktu P, jak i przez warunek identycznosci punktu 24.

Mozna by powiedzie¢, zc' rachmistrz wyréwnujacy (nieprawidlowo
wprawdzie z punktu widzenia metody najmniejszych kwadratéw) uklad
welikotrojkatowy moze obliczyé wspoirzedne punktu P raz z sieci QRP
jako calosci, nastepnie z sieci RSP jako calosci, a nastepnie wyposrodko-
wa¢ sSrednie, zwiekszajgc tak dokladnos¢ wyznaczenia. Rachmistrz nato-
miast wyréwnujacy uklad malotrojkatowy, przeprowadzajac analogiczny
rachunek, bedzie mial ponadto mozno$¢ zwiegkszenia dokladno$ci wyzna-
czenia polozenia punktu P, jezeli jeszcze uwzgledni warunek identycz-
rosci punktu 24 obliczonego raz z sieci RQP, a drugi raz z sieci RSP.

W poprawnej naukowo analizie trzeba oczywiscie stangé $cisle na grun-
cie metody najmniejszych kwadratow, zamiast positkowaé sie intuicja
geometryczng, co zrobiliSmy w niniejszych rozwazaniach. Droga prze
prowadzenia poprawnej analizy jest nam juz dobrze znana, gdyz takie
analizy przeprowadzaliSmy w czesci I dla sieci elementarnych ze wszy-
stkimi szczegétami rachunku. Analizie sieci okrazajgcych, jak nazywaé
bedziemy sieci powstajace przez zespolanie sieci elementarnych zilustro-
wane tu na przykladzie, poSwiecona bedzie cze$¢ II niniejszej pracy.



Czesc Il

Badanie sieci okrazajacych i ilustracje graficzne badan
Rozdziat VIII

Wyznaczanie punkiéw sieci centralnych i cze¢Sciowo-centralnych
z punkiéw obwodowych

WSTEP

W rozdziatach poprzedzajgcych zajmowaliSmy sie zagadnieniem wyzna-
czania dokladnos$ci polozenia punktu stanowigcego wierzchotek trojkgta
foremnego, ktérego podstawa jest znana. Rozszerzymy obecnie tre$¢ za-
gadnienia badajac dokladno$é wyznaczania punktu okre$lonego z wiek-
szej od dwoch ilosci punktow statych polozonych na obwodzie szeSciokata
foremnego. Rozpoczniemy od przypadku najprostszego, gdy punkt P (rys.
21j wyznaczony zostaje przez pomierzenie wszystkich katow w t trojka-
tach foremnych (t 1, 2, 3, 4, 5, 6), ktorych podstawami —— znanymi w
zagadnieniu — sg boki sze$ciokata foremnego.

Jak wyniknie z badania zwigzek miedzy wielkoscia sredniego bledu po-
miaru katowego m,, dilugoscia boku sieci D oraz iloscia tréjkatow uzy-
tych do wyznaczenia t ma posta¢:

2m, D .
L (VIIL 1)
V3t
Wzér ten — w pewnym znaczeniu — uwaza¢ mozna za ogoélniejszg po-
2m, D = Ik : 5
sta¢ zwigzku mp - /L_g_ obowiagzujacego dla pojedynczego tréjkata.
\

Wzér ujmuje przy tym zaréwno przypadki przedstawione na rysunku 21
— gdy trojkaty sasiaduja ze soba — jak i wszelkie inne mozliwe uklady t
ir6jkatéow opartych o punkty obwodowe. Sredni blad wzgledny wyzna-
czenia odleglo$ci miedzy punktem centralnym i peryferyjnym jest takze
odwrotnie proporcjonalny do pierwiastka z ilo$ci tréjkatéw wyznaczaja-
cych i wynosi odpowiednio:

: mp , 2 7
1[ = == i" A \/l[l. 2
i g l/ 31 ( )



W dalszym ciggu poddaje sie badaniu sieci zbudowane w analogiczny do
wyzej opisanego sposobu z sieci elementarnych czterotréjkatowych. Oka-
zuje sig, ze w procesie ,,okrgzania“ punktu centralnego, to znaczy w pro-
cesie wyznaczania go z coraz to wiekszej ilosci sieci elementarnych opar-
tych o wierzcholki sze$cioboku foremnego, dokladno§¢ wyznaczenia po-
tozenia punktu centralnego ro$nie szybciej anizeli to zachodzilo w

Rys. 21

przypadku uzycia w konstrukeji sieci elementarnych jednotréjkatowych.
Uzmyslawia to rysunek 22, na ktérym wykreslono analogiczng konstruk-
cje okrazajaca, raz przy uzyciu sieci elementarnych jednotréjkatowych,
a drugi raz przy uzyciu sieci elementarnych czterotréjkgtowych, piszac na
rysunku wielkosci odpowiadajacych btedéw $rednich wyznaczenia poto-
zenia punktu centralnego.

Oznaczajac przez m(;) biad $redni wyznaczenia polozenia punktu cen-
tralnego w dowolnej sieci okrazajacej opartej o wiecej niz dwa punkty
state, przy postugiwaniu sie sieciami elementarnymi jednotréjkatowymi,
za$ przez m(,) blad $redni wyznaczenia potozenia tegoz punktu w takiej
samej sieci okrazajacej przy postugiwaniu sie sieciami elementarnymi
czterotrojkatowymi, bedziemy mie¢ zawsze:

M) << M(1).

Wielkosci bledu $redniego polozenia punktu centralnego wyznaczanego
przez uklady sieci elementarnych czterotrojkatowych podajemy dalej.
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Przy oznaczeniu przez t iloéci wielkich trédjkatéw w sieci budowa-
nej z sieci elementarnych czterotréjkatowych dla t réznego od jedno$ci
sluszng bedzie nieréwnos¢:

2m, D
g, (VIIL 3)
v 4t
ktérg napisalismy w tej formie dla ulatwienia poréwnania z wzorem:
2m, D

obowigzujgcym dla ukladéw budowanych z sieci elementarnych jedno-
tr6jkatowych.

Rys. 22

Stuszno$é napisanej powyzej nieréwnoéci latwo sprawdzi¢ poréwnujac
z tabelg funkeyjng na str. 101 podajgcg wartosci Sredniego biedu potoze-
nia punktu centralnego dla t = 1, 2, 3, 4, 5, 6, gdzie podaliSmy tez réw-
nania pozwalajgce obliczy¢ wielko$ci mp dla dowolnego t od 1 do 6. W
ucigzliwym rachunku analiz sieci okrazajacych przewazajacy wkiad pra-
cy wnie$li inz. Ireneusz Gombrych i inz. Wojciech Janusz.

1. Ustalenie wzoru na blad Sredni polozenia punktu centralnego wyznaczonego
z punktéw obwodeawych dla przypadku sieci pojedynczych tréjkatow

Rozwazajmy uklad centralny tréjkgtow foremnych, w ktérym wyzna-
czeniu podlega punkt centralny P, za$ punkty na obwodzie s3 punktami
statymi. W ukladzie takim mozemy obserwowaé katy wypeiniajace t do-
wolnych tréjkatéow ukiadu.

Jezeli zestawimy réwnania obserwacyjne wszystkich katéw w ukladzie,
grupujac je wedtug poszczegélnych trojkatow, zauwazymy od razu inte-
resujacg wlasciwos¢ jaka odznacza¢ si¢ beda réwnanai normalne Gaussa
zestawiane dla ukladéw obserwacyjnych obejmujacych pelny zespét ka-
tow t tréjkatow naszego ukladu.
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rnostke 1 kierujac o$ glowna OX uktadu w kierunku

Sledzenie ukladania réwnan obserwacyjnych ulatwia rys. 23 na kté-
rym napisano wartoéci wspélezynnikow kierunkowych dla trzech zasad-
niczych kierunkéw wystepujacych w sicci, przyjmujac bok sieci za jed-

.'/
10
2
T
1
X 16
-5
B=-38

Rys. 23

promienia.

Piszac

roOwnania obserwacyjnc (rownania btedow) dla katow 1, 2, 3 w trojkacie
I otrzymujemy:

{

{
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|
i

0
!

dr

| —05

0
—0,5

0

0

—0.5v/ 3
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00\
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tabeli:
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0

Zestawienie rownan obserwacyjnych dla katow 4. 5, 6 daje:
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Dla katéow 10, 11, 12 znajdujemy:

0 0 _ l dx 0 |

05 05\V3| 05 - 05\/ 3| —1 o | 4= dy
| de dy 0 o |0 0 " l L —05V3 —05
| —1 0 0,5 05V 3 | 0,5 05V 3 SR 0 1
) @ 0 g ’ o 0 il dy | 05V 3 —05
L 05 05\ 38| —1 0 05 05V 3 |

Zestawienie rownan chserwacyjnych dla katéw 13, 14, 15 daje:

0 (U 0 o | dv dy
| 05 o05vV38|—05 —o05v/8] -1 0 dv dy
o 0 l d dy | 0 0 CZU"‘ pod 1
N _ = postaciy =
| —1 0 0,5 0,0\/ l 05 —05. 3 tabilis 0,5\/ 3 —05
. , S
4% Woe f = g l 9 = —05V 8 —05
05 —05V 3| —1 0 05 05V 3|
Wreszcie piszac rownania obserwacyjne dla katow 16, 17, 18 otrzy-
mamy:
' de dy ' 0 o | o o |
05 05V 3| 05 —05V 3 o | dz dy
; lub pod _
0 0 0 0 (] 1y
’ l - S J ‘ L i ’ postacia 05V 38 —05
-1 0 0,5 05V 3 0,5 -—Oo\/ d | SRS =
tabeli: o3 —05V 3
| 0 0 ] dx dy | 0 '
[ = | 0 1
| 05 —-05V 3 0 I 05 oD\/ 3

Poniewaz w kazde] z otrzymanych tabel wspoétczynnikowych suma kwa-

dratéw dowolnej kolumny réwna sie 3* (mamy bowiem (0,5 j/ 3) +
+(0,5) 3)* = : oraz (0,5)* + (0,5)° + 1 = 3 ), za$ suma ilcezynéw ele-
mentow jednej kolumny przez odpowiadajace elementy drugiej kolumny
jest zawsze zerem, przeto: zestawaijac uklad réwnan normalnych Gaussa
dla jakichkolwiek t trojkatow ukladu, w ktérym zaobserwowano
wszystkie katy w kazdym trojkacie (nie obserwujgc innych katéw w ukla-
dzie), olrzymywa¢ bedziemy zawsze tabele wspétczynnikowa ukladu row-
nan normalnych Gaussa o postaci:

3t
s 0

e _]*
a " _g{-
2

2 0
or=l®
3t




wiec Sredni blad rzednej lub odcigtej punktu centralnego wyznaczonego
w drodze zaobscrwowania wszystkich katow w t tréjkatach wyniesie:

e

M, = My = I ]/ &
T » 0 54
3t

Obliczajac za$ blad potozenia punktu m, = m,}’ 2 cirzymamy:

4 2m,
m,, = m(, ~-.:;t— = l ; 35

przy czym cbliczene powyzej wyrazone sg w przyjetej do rachunku jed-
nostce: w dlugosci promienia sieci. Dla wyrazenia bledow w metrach
nalezy pemnozy¢ je przez dlugo$¢ promienia sieeci wyrazong w metrach
tj przez D.

Znajdziemy woéweczas dla bledu $redniego polozenia punktu:

My = 2m, )
W
Y 3t

2) W wyniku przeprowadzonego badania mozemy juz sformulowaé naste-
pujace: Twierdzenie o wyznaczaniu punktu centralnego z punktéow obwo-
dowych w sieci zlozonej z pojedynczych tréjkqtéw: Sredni blad polozenia
punktu wyznaczonego z t tréjkatow foremnych, w ktérych zmierzono
wszystkie katy i ktérych podstawami sg boki sze$ciokata foremnego, jest
16wny podwojnemu iloczynowi $redniego btedu pomiaru kata przez diu-
gosé boku szesSciokata, podzielonemu przez pierwiastek z potréjnej ilosci
trojkatéw uzytych do wyznaczenia punktu.

Z twierdzenia widzimy, iz proces ,,0krazania’ wyznaczanego punktu.
to znaczy wyznaczania go z coraz to wiekszej ilosci punktow peryferyj-
nych, wydatnie podnosi dokladnos¢ wyznaczenia punktu. Kwadrat btedu
$redniego wyznaczeia polozenia punktu bedzie mianowicie odwrotnie pro-
porcjonalny do ilosci uzytych do wyznaczenia tréjkatow.

Po oméwieniu pojecia elipsy bledu zapoznamy sie jeszcze z ilustracjg
graficzng pozwalajacg od jednego rzutu oka oceni¢ wplyw procesu okra-
zania na dokladno$¢ wyznaczania polozenia punktu. Obecnie przejdziemy
do badania wplywu procesu okrazania na dokladno$¢ wyznaczenia poto-
zenia punkiu w przypadku budowania ,,sieci okrgzajacej nie z sieci ele-
mentarnych zlozonych z pojedynczych trojkatéw, co zrobiliSmy ostatnio,
lecz z sieci elementarnych zlozonych z czterech tréjkatow kazda.
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3. Ustalenie wzoru na blad Sredni punkiu centralnego -wyznaczonego z punkitéw
obwodowych przy budowie sieci z sieci elementarnych czterotréjkatewych

a) Wyznaczenie z dwéch punktéw obwodowych, tj. z jednej sieci ele-

mentarnej

Przypadek ten rozpatrywaliSmy juz badajgc sieci elementarne. (Rozdz.
I, str. 25. Przypominamy, ze wynik badania — gdy chodzi o blad wy-
znaczenia potozenia punktu 1 (rys. 8) ktéry obecnie bedziemy ,,okrazac‘
tj. wyznaczaé z coraz wigkszej ilo§ci punkiéw obwodowych — daje sie
wyrazi¢ wzorem:

_ 2m,D

V3
w ktérym m, jest bledem pomiaru kata w sieci, zas D diugoécia pod-
stawy.

mp

b) Wyznaczenie z trzech punktéw obwodowych, tj. z dwdch sieci ele-
mentarnych

Wyznaczenie to ilustruje rys. 24 z ktérego w mysl zasad ogélnych usta-
lonych w Rozdziale I napisa¢é mozemy ukilad réwnan bledow obserwacji
katowych.

Jezeli obierzemy za jednostke diugosci maty bok sieci d, co jest o tyle
wygodne, ze warto$ci wspotczynnikéw kierunkowych AB wyrazg sie wow-
czas najprosciej, otrzymamy uklad rownan bledéw ktérego krakowian
wspbiczynnikowy @ przytaczamy.

Proces zestawiania réwnan bledéw — jako dostatecznie naswietlony od
strony praktycznej przez wyczerpujace podawanie rachunkéw w anali-
zach sieci elementarnych — pominelismy.

Rys. 24

Krakowian wspolczynnikowy ukiadu réwnan bledow.
(nad krakowianem wpisaliSmy symbole niewiadomych przyporzadkowa-
nych kolumnom).
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dxl d&'x d“’: dyz

05v/3-05
~054/3-05

3 1

0,51/ 3-05 1
-05V 3-05 051/3-05
1 -05v/3-05

d-"s d&’a

05v/8 —05
-0,5v/8 —0,5
1

-054/3 05

-1
-05v/8 05
05v3 05

-05V3
0548

-1
0,5
0y5

—054/3
0,51 3

0,5
05
=1

-1
-05v8 05
05v3 05

-05v8 05

dIa déh dl'o d&o

—054/ 8 —05
o 1
0,54/ 3 05

dl's dys

—054/3

_ 0sv3
-05v/3-05 B
1 05v38-05
054 2-05-051 3 —05
051/ 8 —0,5
-05/8 -05

1
-05v/8 05
05v'8 05

=1

-0,6
1
-0,5
1

1
05V 8 —0,5

05738 05
-1

05V'3 05
-1
-05v3 05
-05v/ 8 05 -1
053 05-05v3 05
-1 05v38 05
053 05
-1
-05v/38 05

Kwadrat tego krakowianu tj. krakowian wspétczynnikowy ukladu row-
nan normalnych Gaussa @® bedzie mial postaé:

l

w | e

4 0 -1 V3 -

0 4-v3 -1 V3
-1 —/8 6 0 0
V3 -1 0 6 0
-1 3 0 0 6
—-v3 -1 0 0 0
0 0 -2 0 0

0 0 0 -2 0

0 0 0 0 -2

0 0 0 0 0
—2 0o -2 0 -2
0 -2 0 -2 0

-3 0 0 0 0 -2 0
-1 0 0 0 0 o0 —2
0 —2 0 0 0 —2 0
0 0 -2 0 0 0 —2
0 0 0 —2 0 —2 0
6 0 0 0 —2 0 —2
0 6 0 0 0 —2 0
0 0 6 o0 o0 0 —2
0 0 0 6 0 —2 0
-2 0 0 0 6 0 —2
0 —2 0 —2 0 12 0
-2 0—2 0 —2 0 12

Poniewaz odwrotnoscig ostatniego krakowianu jest — co latwo spraw-
dzié przez mnozenie — napisany ponizej krakowian:
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przeto $rednie bledy polozenia - poszczegdlnycl punktéw, wyrazone w
przyjetej do rachunku jednostce — matym boku sieci, bedg odpowiednio
réwne:

m, =m 290 .2 m, =m /10—4—1“ m,=m 96'4--—777
17 3.176 A ] 3.16 ° il 8. 176 9
80 .4
mg,=m,
3.176

Pamietajgc, ze stosunek malego boku sieci do boku wielkiego wynosi w
naszym zadaniu 1 : 2, wyrazimy ostatecznie bledy $rednie polozenia punk-
téw przez bok wielki sieci D wzorami:

16 35 2

my =m,D 33 My = My =m, D T my=mgs=m,D T
=
), = D —
= 33

Widzimy teraz, iz przewidywania podane w rozdz. VII, ze sieci okra-
zajace malotréjkatowe wyznaczaé bedg punkt centralny konstrukeji do-
kladniej od sieci wielkotrdjkatowych, oparte na rozwazaniach geome-
trycznych, znajduje potwierdzenie w analizie opartej na metodzie naj-
mniejszych kwadratow.

Mieliby$Smy bowiem dla punktu 1 (rys. 24) w przypadku wyznaczenia
go z sieci dwéch pojedynczych tréjkatow opartych o te same punkty wyj-
Sciowe:

my = m, D 5—4—2 = m,,D]/_—g =m,D gg (poréwnaj str. 82)
podczas gdy blad $redni tegoz punktu w rozpatrzonej ostatnio konstrukeji
dwoch tréjkatéow wypemlmionych siecig wyniost:
i
33

Warto tez zauwazy¢, ze wybitnemu zmniejszeniu ulegnie tez blad Sred-
ni $redniego bledu. Zwazywszy bowiem ze w przypadku dwoéch pojedyn-
czych trojkatow mamy 4 spostrzezenia nadliczbowe, zas w wypadku
dwoch tréjkatow wypelionych siecig rozpatrywanych ostatnio mamy 12
spostrzezen nadliczbowych, okreslimy odnosne btedy Srednie Sredniego
btedu przez réwnania:

my = m, D

" m m
Mmy = —— = 0,35 m My = — = = (0,20 m.
8 v

c) wyznaczenie z czterech punktéw obwodowych, tj. z trzech sieci
elementarnych

Wyznaczenie to zilustrowane jest przez rysunek 25, z ktérego w mysl
zasad ogo6lnych podanych w rozdziale I napisa¢é mozemy uklad réwnan
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dx,

dx 9

dy, dy, dxz dyy; dx, dy, dxg dys dxg dyg dx; dy; dxg uyg
05V3 |- 05 - 053 |- 05
- 05V3 |- 05 1
1 05V3 (- 05
05V3 |- 05 1 - 05V3 |- 05
- 05V3 |- 05 05V3 |- 05 1
1 - 053 |- 05 05v3 |- 05
053 |— 05 — 05V3 |~ 05 1
-05V3 [- 05 1 053 |- 05
1 05V3|- 05 |-05/3 |- 05
1 053 |- 05
053 |- 05 -05V3 |- 05
~-05V3|- 05 1
-1 05V3| 05 -05v3| 05
- 05V3| 05 -1 05V3| 05
0,5V3[ 0,5 -053| 05 -1
= 4 05V3| 05
-05V3| 05 -1
05v3| 05 - 05V3| 05
- 0V3| 05 -1
05V3| 05 [—05V3 | 05
= 4 05V3| 05
= - 05V3 05 05V3 | 05
- 05V3| 05 os5V3| 05 -1
05V3| 05 -1 -05V3 | 05
1 -05V3 [- 05 053 |- 05
0,5Y3 |- 05 1 -05V3{- 05
-05V3 |-05 05V3 |- 05 1
1 - 053 |- 05
05V3| 05 1
—0,5V3 |- 0,5 05V3 |- 05
1 05V3 |- 05
05v3 |- 05 - 053 |- 05
-05V3 |- 0.5 1
05V3 | 05 -1 -05v3| 05
= -0,5V3| 05 05v3| 05
-05V3| 05 0,5V3| 05 - 1




hledow obserwacji kgtowych. Przy cbraniu za jednostke rachunku ma-
lego boku sieci d krakowian wspo6tczynnikowy @ ukiadu réownan biedéw
bedzie mial posta¢ uwidoczniong ponizej (wklaaka D).

Nad krakowianem pod postacig ,,wiersza naglowkowego* napisaliSmy
symbole niewiadomych, obok krakowianu pcd postacig , kolumny nagiéw-
kowej“ napisaliémy NN obserwacji wedlug numeracji przyjetej na rys. 25.

Rys. 25

Podnoszac do kwadratu zestawiony na wkladce D krakowian wspéiczyn-
nikowy ukladu réwnan bledow a otrzymamy krakowian wspéiczynniko-
wy ukladu réwnan normalnych Gaussa @’ ktéry ponizej podajemy:

6 0 —1yY3—2 0 0 0 0 0—2 0 —1—)3 0 0

0 6—Y3—1 0—2 0 0 0 0 0—2y3 —1 0 0

—1 -3 6 ¢ 0 0—2 0 0 0—2 0 O 0 0 0

V3 =1 0 6 0 0 0—-2 0 0 0—2 0 0 0 0

—2 0 0 012 0 0 0—2 0—2 0 —2 0-—-2 0

0 —2 0 0 012 0 0 0—-2 0—2 0 —2 0—2

0 0 —2 0 0 0 6 0 0 0—2 0 O 0 0 0

are 8] 0 0 0—2 0 0 0 6 0 0 0—2 0 0 0
4 0 0 0 0-2 0 0 0 6 0—2 0 O 0 0 0
0 0 0 0 0—-2 0 0 0 6 0—2 0 0 0 o0

—2 0 -2 0—2 0—2 0—2 012 0 0 0 0 0

0 —2 0 —2 0—2 0—2 0-—2 0 12 0 0 0 0

-1 V3 0 0—-2 0 0 0 0 0 0 0 6 0—2 ©

V3 = 0 0 0—2 0 0 0 0 0 0 0 6 0 —2

0 0 0 0—-2 0 0 0 0 0 0 0 —2 0 6 0

0 0 0 0 0—-2 0 0 0 0 0 0 0 —2 0 6
Pcniewaz — co latwo sprawdzi¢ przez mnozenie krakcwianowe — od-

wrotnoscia tego krakowianu bedzie nastepujacy krakowian @ = (a)*-!
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wiece $rednie bledy polozenia poszczegdlnych punktéw, wyrazone w przy-
jetej do rachunku jednostce — matym boku sicci — bedg odpowiednio
réwne:

~ /192 _ /156 : / 84
m,=m, m,=m.=m, ——  my=mg=m, —
180 l

m,=m.=m, l// _—

Pamiectajac, ze stosunek malego boku sieci do wiclkiego wynosi 1 : 2,
wyrazimy ostatecznie bledy $rednie polozenia punktéw przez bok wielki
sieci D nastepujacymi wzorami:

4

. —
m, = m,D / 4 m, =m, =m,l" / = m, =m,=m,D /
15 60 60

e

1

m, =mg=m,D l of =
6

Mamy obecnie mozno$¢ poréownania dokladno$ci wyznaczenia poloze-
nia punktu centralnego (1) w sieci okrazajacej zbudowanej z trzech po-
iedynczych trojkatow z dokladno$cia wyznaczenia polozenia punktu cen-
tralnego w sieci ckrazajacej zbudowanej z trzech czterotréjkatowych sieci
clementarnych. W pierwszym wypadku mieliby$my (por. str. 82):

2m,D / & =/ 20
71«3’_ =m,D l/ 5 m,D / 20
v 3t / 9 / 45

m, =

podczas gdy w przypadku drugim znalezliSmy:
e .

m, = m,D ' / 4 mD I,/E

15 /45

Znowu wiec metoda najmniejszych kwadratow potwierdzita nasze prze-
widywania podane w czesci I, a dotyczace wzrostu dokladnosci wyzna-
czania polozenia punktu w procesic zageszczania sicci.

Jednoczesnie konstatujemy zmniejszanie sie bledu s$redniego $rednicgo
bledu. Przy trzech sieciach jednotréjkatowych mamy bowiem 7 spostrze-
zen nadliczbowych, podezas gdy przy trzech sieciach clementarnych czte-
rotréjkatowych mielibyémy ich 20. Odpowiednie bledy $rednie $rednich
biedow beda wiegc:

mm-.: —_— 0,2‘ m. mp,= —”5: — 0,16 m.

2/ 40
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d) Wuyznaczenie z pieciu punktéw obwodowych tj. z czterech sieci
elementarnych

W dalszym etapie okrgzania rozpatrzymy sie¢ przedstawiong na poniz-
szym rysunku, z ktorego znéw bez trudnosci natury pojeciowej zestawic
mozemy uklad réwnan bledéw obserwacji katcwych, lub wlasciwie kra-
kowian wspétczynnikowy tego ukladu réwnan. Na rysunku 26 podali$my
warto$ci wspotezynnikow kierunkowych AB przy przyjeciu za jednostke
rachunku maifego boku sieci.

B=-05(3

Rys. 26

Pomijajac znoéw szczegoly dotyczace zestawiania ukladu réwnan ble-
dow sprowadzajace sie¢ do zastosowania do kazdego kata obserwowanego
w sieci rownania bledu:

dx,  dy, dxp dyp .

4, B, -4, =B, F = (4,—4," —(B,—B))

pcdajemy nastepnie krakowian wspélezynnikowy ukladu réwnan biledow
sieci przedstawionej na rys. 26%).

Ponad tym krakowianem napisano symboliczne oznaczenie niewiado-
mych (wkladka E).

Kwadrat tego krakowianu, tj. krakowian wspétczynnikewy ukladu réw-
nan normalnych Gaussa — jak tatwo sprawdzi¢ przez mnozenie krakowia-
nowe — bedzie mial posta¢ (symbole niewiadomych piszemy znéw nad
krakowianem):

d, dy.
.=a

*) Zastosowana numeracja katow pozwala na zmechanizowanie czynnosci ukla-
dania réwnan bledéw, cho¢ na pierwszy rzut oka wydaje sie¢ nieco chaotyczna.

Numeracje punktéw zachowujemy te sama w calym procesie okrgzania. Pozwala
to na czesciowe wykorzystanie réwnan normalnych poprzednich uktadéw.
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G Noo s UN e

dx; dy, dx, Oy, dxs dys dx, dy, dxs duy; dxg Oug Ox, dyr dxg dys dxg dyg dxy dyg
05V3 |- 05 - 053 |- 05
- 0,5V3 |- 0,5 0 1
1 035V3|— 05
0,53 |- 05 1 -05V3 |- 05
—0,5Y3 |- 05 05V3 |- 05 1
1 -05V3|-05 05v3 |- 05
05v3 [~ 0.5 - 05V3|- 05 1
- 053 |- 0,5 1 05V3 [~ 05
1 05V3(- 05 |[-05V3|— 05
1 05V3|— 0,5
05V3|- 05 - 053 |- 05
- 05V3|- 05 1
-1 05Y3| 05 -05V3| 05
—05V3| 05 -1 05V3| 05
05V3| 05 - 053] 05 JE
-1 05V3| 05
-053| 05 -1
05v3| 05 -0,5V3| 05
-0,5V3| 0,5 -1
053] 05 |-053 05
-1 0,5V3| 05
0 -1 -05v3| 05 05V3| 0.5
-0,5V3| 05 05v3| 05 -1
0,5V3| 05 -1 -05V3| 05
1 - 05Y3 |- 05 05Y3 |- 05
05V3 |- 05 1 - 0,5V3|- 05
- 0,5V3 |- 0,5 05V3| 05 1
1 - 05V3 [~ 05
0,5Y3 |- 05 1
-0,5V3 |- 05 05V3 |- 05
1 05V3 |- 0,5
05V3 [- 05 —05Y3 |- 0,5
-05V3 |- 05 1
053] 05 -1 —05V3| 05
-1 -05¥3 | 03 053 | 05
05V3| 05 05Y3| 05 -1
0,5V3| 05 -1
-1 -05V3| 05
-05Y3 | 05 05v3| 05
05Y3 | 05 -05V3 | 05 —1
~ 05V3| 05 -053| 05
—05V3 | 05 -1 0,5V3[ 05
05v3| 05 |-05vV3| 05
=1 05v3| 05
~05V3| 05 —1
-05V3| 05 1 o5v3| 05
1 053 |- 05 [-0,5V3|- 05
05Y3 [— 05 -05V3|-05 1
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Odwrotnoscig ostatniego krakowianu czyli krakowianem Q (a-)-‘ be-

dzie — jak to mozna znéw sprawdzi¢ przez mnozenie krakowianowe —
napisany ponizej krakowian (str. 93).

Wynika stad, ze bledy Srednie polozenia punktéw wyznaczanych przez
rozpatrywana sie¢, wyrazone w przyjetej w rachunku jednostce — ma-
lym boku sieci sieci — mie¢ bedg postac:

m; =m V£§}g =m ] F§é My = My =M V3610~ =m —Zé———-g
: o 16224 ¢ 39 2 & 16224 ¢ 624
My = M —6370 = m —?:T—El M, = Mn =M -‘103‘—71 =m @
o 16224  ° (77 e i S 16224 ° 208

Me=Me=M ﬂ =m ]/‘if)——g M, =M,=Mm —6760— = m E
PR 16224  °Y 624 ¢ 70 16224 °y 12

Pamietajgc, ze stosunek malego boku sieci do wielkiego wynosi 1 : 2,
mozemy ostatecznie wyrazi¢ bledy $rednie polozenia punktéw przez bok
wielki sieci D nastepujgcymi wzorami:

iy 485 245
m = m,D l/é g M=M= m,D ]/m My = m,D) 1/24 96
my=m,, =m,D ]/—;-g—z my =mg =m,D ]/—2%96 mg =m, =m,D l/%

Obecnie mozemy poréwnaé¢ dokladno$é¢ wyznaczenia polozenia punktu
centralnego (punkt 1) w sieci okrgzajgcej zbudowanej z czterech pojedyn-
czych trojkatéw z dokladno$cia wyznaczenia polozenia punktu central-
nego w sieci okrazajacej zbudowanej z czterech czterotréjkatowych sieci
elementarnych. W pierwszym przypadku mielibySmy (por. str. 82):

m = 2m,D ‘l/ Dl/— D 13
» \/—37—111, — =m m 39

pedczas gdy w przypadku drugim znalezliSmy:

_7,
mpy =m, = m,D .

Znowu wiec stwierdzamy wzrost dokladnosci wyznaczenia potozenia
punktu przy procesie zageszczania sieci.
Skonstatujemy rowniez zmniejszanic sie bledu $redniego $redniego ble-
du, ktérego wartos¢ dla przypadku pierwszego wyniosta by
m

” s (——

n, = ‘\/.16— = (0,32 m,
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podezas gdy dla przypadku drugiego wyniesie:

m
m, = \/ﬁ = 0,18 m.

e) Wyznaczenie z szedciu punktéw obwodowych z pieciu sieci elemen-
tarnych

Wyznaczenie to ilustruje rys. 27. Opierajac sie na przyjetych na tym
rysunku oznaczeniach mozemy znowu w mys$l zasad ogélnych oméwio-
nych w rozdziale I zestawic
uklad rownan bledow wszyst-
kich obserwacji katowych.

Przy przyjeciu za jednostke
rachunku dtugoséci matego boku
sieci krakowian wspétczynniko-
wy tego ukladu réwnan bledow
mie¢ bedzie postpc przedstawio-
ng ponizej. Nad krakowianem
umiesciliSmy ,,wiersz nagtéwko-
wy* w ktérym podano oznacze-
nia niewiadomych, przed krako-
wianem — ,kolumng nagtéwko-
wa", w ktérej podano numery
kolejne obserwacji zgodnie ze
szkicem (wkladka F).

Pcdnoszage do kwadratu na-
pisany na wkladce F krako-
wian wspéiczynnikowy ukladu réwnan bledéw a otrzymamy jak latwo
sie przekonaé¢ napisany ponizej krakowian wspéiczynnikowy ukladu réw-
nan normalnych Gaussa a’ (str. 95).

Odwrotnoscia ostatniego krakowianu jest — co latwo sprawdzi¢ przez
mnozenie — napisany ponizej krakowian (a®)™' (str. 96).

Wiynika stad, ze wielko$ci $rednich bledéw polozenia punktu, wyrazo-
ne w przyjetej w rachunku naszym jednostce: dilugosci matego boku sieci,
wynosi¢ bedg dla poszezegdlnych punktow sieci (rys. 27):

e 13376_m]/'17_6 Bt _ml/lsloo__ml/‘;m,
1 e 24852  °y 327 R AR 24852 °y 6213’
9700 2425 9100 2275

mg=mg=m, mﬁ =m, m Mmy=Mz=m, E@ =m, m,
15516 1203 14016 1168

Mie=Me=Mol/ Sagsa~ oY 2011 0T T ") 2assa el 3071
. q/ 13008 l/;@ez?.

=Tl 24852 )Y 6213

A-1
B=0

Rys. 27
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Pamietajac, ze stosunek malego boku sieci do wielkiego wynosi 1 : 2,
mozemy ostalecznie wyrazi¢ bledy Srednie polozenia punktéw przez bok
wielki sicei D nastepujgcymi wzorami:

_ arvy L/ 4325 _ /2425
my =m,l) l/ 397 Me= my=m,D l/ 2a655 ™ = my=m,D l/—é~1§52,

/ ToumE /1993 909
my=my=m,l l/ L858 ms=m,2=7noD"l// 1208 m”=m”=moDl/_292.

24852 8284 20717
3479
24852

My, = m,D ]

Poréwnajmy teraz dokladnos$¢ wyznaczenia potozenia punktu central-
nego (punkt 1) przez sie¢ okrazajaca zbudowang z pieciu pojedynczych
tréjkatow z dokladnocscig wyznaczenia polozenia punktu centralnego przez
rczpatrywana ostatnio sie¢ zbudcwang z pieciu sieci elementarnych czte-
rotrojkatcwych. W pierwszym przypadku mieliby$my:

. 2m,D 1% ; /’ 436
m = V3.5 " myD) ]/ T m,D l 1685

podezas gdy w przypadku drugim znalezlisSmy:

my =myl) L myD =g,
327 1635

Stwierdziliémy wigc znowu wzrost dokladnosci wyznaczenia polozenia
punktu przy procesie zageszczania sieci.

Latwo skonstatujemy réwniez zmniejszanie sie bledu s$redniego $red-
niego bledu, ktérego wartosé¢ dla wypadku picrwszego wyniosta by:

m

m = \//'-’-‘-6'— = (0,20 m,

podczas gdy dla przypadku drugiego wyniesie:

n,, = \/—7—2 = (0,12 m.

Ostatnio zbadana sie¢ wyznaczata polozenie punktu centralnego z sze$-
ciu punktéw obwodowych operujac pieciu sieciami elementarnymi. Po-
zostaje jeszcze zbada¢ sie¢ calkowicie zamknieta, tj. sie¢ wyznaczajaca
polozenie punktu centralnego w oparciu o szeé¢¢ punktéw obwodowych
przy opercwaniu sze$ciu sieciami elementarnymi.

f) Wyznaczenie z sieci zamknietej (sze$é¢ tréjkatéw i sze§é punktéw opar-
cia)
Wyznaczenie ilustruje rys. 28, na ktérym wpisano numeracje punktéw
i katéw oraz wielko$ci wspoétezynnikéw kierunkowych przy obraniu za
jednostke rachunku maltego boku sieci.



Krakowian wspélezynnikowy ukladu réwnan bledéw a podajemy na
wkladce G. W wierszu nagléwkowym wpisano symbole niewiadomych,
w kolumnie nagtéwkowej NN obserwacji.

Podnoszac krakowian @ do kwadratu otrzymamy krakowian wsp6i-
czynnikowy ukladu réwnan normalnych Gaussa o’ ktéry napisaliSmy na
str. 99.

Latwo sprawdzi¢, ze odwrotnoscig krakowianu @’ jest napisany na str.
100 krakowian (a°)-".

Okres$lajac z elementéw przekat-
nych tego krakowianu wartosci ble-
dow Srednich polozenia punktéw
znajdziemy:

a) dla p-tow peryferyjnych (1, 2,
3, 4, 5, 6)

B 208.2 _ /8
st 1080 Vo1

B-0 D) dla p-téw srodkowych (7, 8, 9,
10, 11, 12)

oo a 188 o) B
e 1080 °V 180

¢) dla p-tu centralnego (13)

192 . 2 16
mc=m —=m0 —_—
o 1080 45

Przechodzgc od tych warto$ci wyrazonych w przyjetej w rachunkach
jednostce — malym boku sieci — do dwukrotnie wiekszej jednostki: boku
duzego sieci D, otrzymamy:

a) punkty peryferyjne b) punkty $rodkowe
2 6L
m, = m,D ]/qg = 0,37 m,D my, = m,D 290 = 0,29 m,D

¢) punkt centralny

m, = m,D l/ A —030m,D.
45

Blad $redni punktu centralnego w sieci analogicznej zbudowanej z sieci
elementarnych jednotréjkatowych wymniostby:

_2mD 10

m' =" —— = D —
= YB.e " 15

tc znaczy bylby, jak zawsze wiekszy.
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4. Twierdzenia uogélniajace dotyczace sieci okrazajacych budowanych z cztero-
tréjkatowych sieci elementarnych

Poniewaz dokladno$¢ wyznaczenia potozenia punktu najbardziej odle-
glego cd podstawy sieci elementarnej przez te sieé nie jest zalezna od
ilo$ci n® trojkatéw w sieci elementarnej (n = 1, 2, 3, 4), wiec dokladnosé
wyznaczenia polozenia punktu centralnego w sieci ckragzajacej, tzn. w
sieci skladajgcej sie z 2 do 6 sieci elementarnych opartych o wierzcholki
szescioboku foremnego musi wzrastaé:

a) ze wzrostem iloSci sieci elementarnych uzytych do konstrukcji,

b) ze wzrostem ilosci trojkatow w sieciach elementarnych.

Jedyng bowiem przyczyne powodujgcg zmiane dokladnos$ci wyznaczenia
potozenia punktu przy przejsciu od pojedynczej sieci elementarnej do ze-
spclu sieci elementarnych wzajemnie zwigzanych stanowi wystepowanie
dodatkowych warunkoéw wymagajacych identycznosdci punktow
wyznaczanych przez rézne sieci zespotu. Iloé¢ za$ takich punktéw ,lacza-
cych®, narzucajacych dodatkcwe warunki, to znaczy zwiekszajacych ilo§é
obserwacji nadliczbowych w ukladzie, wzrastaé¢ bedzie zaré6wno ze wzro-
stem iloéci sieci elementarnych uzytych do wyznaczenia, tzn. ze wzrostem
procesu ,,okrazania“, jak i ze wzrostem iloéci trojkatow w sieciach ele-
mentarnych, tzn. ze wzrostem procesu ,,zageszczania“.

Liczbowym wyrazem tego wzrostu dokladno$ci wyznaczenia polozenia
punktu w miare okrgzania i zageszczania moze byé ponizsza tabelka, w
ktoérej podano wartosci bltedu Sredniego polozenia puhktu centralnego w
szefcicboku foremnym przy wyznaczaniu go z jednej do szeSciu sieci ele-
mentarnych jednotréjkatowych (wiersz gérny), oraz przy wyznaczaniu
go z jednej do szeSciu sieci elementarnych czterotréjkatowych (wiersz
dolny).

Blad $redni polo- Iloé¢ sieci elementarnych uzytych do wyznaczenia
zenia punktu (por. odpowiednie rysunki)

centralnego 1 | 2 I 3 | 4 5
Sieci elementarne \/z 22 '@ D\/Z& \/_5136 ‘/1—9
jeduotesikatowe | ™Y 3|moDY 33m0DY g5|maDY 35/m DY 1635 | mDY 35
Sieci elementarne g 16 \/ﬁ T 1220 I/Z
czterotréjkatowe moD\/ 3 moD\/.’T&}imoD 45 moD\/SQ moD\/1635 m,D Y 35
Bardziej przemawiajacy do wyobrazni cbhraz tej zmiennosci podaje wy-
kres na rys. 37, ilustrujgcy zagadnienie w oparciu o pojecie elipsy bledu.

Zwigzek miedzy wielkoscig Sredniego bledu polozenia punktu central-
nego m , a ilodcig sieci elementarnych czterotréjkatowych t w danej sieci

| 6
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okrgzajacej podany tu pod postacig tabeli (wiersz drugi) mozna tez wy-
razi¢ wzorem algebraicznym. Bedzie wiec np.:

16 11
mp=m,D — dla nieparzystych wartosci t
. 3 5 +68t—29 BRrEnY =
6 5
mp =m,D L. 9 dla parzystych wartosci t

3 811"+ 38¢+ 216

Rozdzial IX

Pojecie elipsy bledu i zastosowanie tego pojecia do ilustrowania wynikéw
analiz dokladnosciowych sieci triangulacyjnych

WSTEP

Znajomo$é wartogci $rednich bledéw polozenia punktéw wyznaczanych
przez sie¢ triangulacyjng nie daje nam odpowiedzi na pytanie: w jakim
kierunku oczekiwaé mozemy najdokladniejszego a w jakim najmniej do-
kladnego okreslenip polozenia punktu. Nie udziela ona réwniez odpo-
wiedzi na pytanie: jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyznaczany punkt
znajduje sie w pewnym okreslonym $cisle obszarze otaczajagcym punkt
P in ktory metoda najmniejszych kwadratéw uznala za najprawdopodob-
niejszy. Wreszcie — co dla analiz jest bardzo istotne — znajomos$¢ war-
tosci $rednich bledéw polozenia punktéw wyznaczonych przez sie¢ nie
pozwala nam na wyrobienie scbie pogladu na cato$¢, nie umozliwiajac
ilustracji graficznej obrazujgcej wahania w potozeniu punktéw dla wszy-
stkich punktéw sieci lgcznie.

Wymienione braki i niedoméwienia usuwa pojecie ,,elipsy btedu”, z kto6-
rym zapoznam sie¢ w niniejszym rozdziale. Poniewaz przy tym pojecie
elipsy bledu w naszej literaturze goedezyjnej badz to zupeilnie bywa po-
mijane, badz tez naswietlane jest w sposob daleki od wyczerpania (pomi-
ja sie np. zagadnienie wyznaczenia elipsy btedu w ukladach wielopunk-
towych, wyznacza sie elementy elipsy bledu $redniego nie poruszajac zu-
pelnie zagadnienia jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyznaczany punkt
znajduje sie wewnatrz konturu wyznaczonego przez te elipse itp.) po-
zwolimy sobie pojecie elipsy bledu nieco obszerniej omowié¢ i naswietlié.

W wykladzie pojeé podstawowych wzorowaé¢ sie bedziemy na opraco-
waniu Eggerta w nowszych wydaniach ,,Handbuch der Vermessungskun-
de* (Stuttgart 1948).

Wyktad Eggerta jest niewatpliwie frapujgco krotki i przekonywujacey,
aczkolwiek jest bardzo mozliwe, ze z punktu widzenia nowoczesnego wy-
kladu teorii prawdopcdobienstwa zarzucono by mu pewne braki (choéby
np. pominigcie pojecia ,gestoéci prawdopodobienstwa‘, ktérym operuja
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prace nowoczesne z teorii bledéw pisane przez matematykéw, jak np.
,Zarys rachunku prawdopodobienstwa i teorii bledow W. Pogorzelskie-
go). Poniewaz pojecie elipsy bledu wprowadzone zostalo do nauki przez
geodezje, wydaje sie, ze w pracy poswieconej analizie sieci trygonome-
trycznych, uspr®wiedliwione bedzie gdy w wykladzie wzorowa¢ sig¢ bedzie-
my na pracy jednego z najwybitniejszych geodetéw biezgcego stulecia,
jakim byl niewatpliwie zmarty niedawno prof. Eggert, nawet gdyby uje-
cie to przedstawialo pewne braki formalno matematyczne.

Strona rachunkowla zagadnienia elipsy bledéw zcstala w w niniejsze]j
pracy ujeta w symbolike rachunku krakowianowego Banachiewicza. R6z-
nica miedzy ujeciem klasycznym a krakowianowym jest zresztg doéé istot-
na i powoduje, ze zagadnienie wyznaczenia elementéw elips bledow w
ukladach wielopunktowych staje sie w ujeciu krakowianowym — w prze-
ciwienstwie do ujecia klasycznego — zagadnieniem rozwigzalnym prak-
tycznie. Po zapoznaniu sie z pojeciami dotyczacymi elips bledéw, zilustro-
wanymi przykladami liczbowymi, stosujemy te pojecia do ilustracji wy-
nikéw badan nad sieciami triangulacyjnymi, ulatwajgcej syntetyczne na-
$wietlenie tematu i uwidoczniajgcej zalety sieci malotréjkatowych.

1. Elipsa bledu punkfu wyznaczanego pojedynczo

W pewnych — rzadkich zreszta — wypadkach scharakteryzowanie do-
kladnosci wyznaczenia potozenia purktu geodezyjnego przez podanie $red-
nich bledéw m, my jego wspdirzednych nie jest wystarczajace, jako nie
dajace wyraznej odpowiedzi na pytanie: w ktérym
kierunku liczy¢ sie nalezy z mniejszg a w ktérym
z wiekszag dokladnoscia wyznaczenia potozenia
punktu? W przypadkach takich staramy sie wy- P,
kresli¢ wokoé6! punktu o najprawdopodobniejszym
polozeniu tj. wokoét punktu Pn;, — wyznaczonego
w oparciu o warunek minimum — krzywg zam-
knieta posiadajacg te wlasciwoéé, ze z réwnym
prawdopodocbienstwem bedziemy mogli twierdzié
o kazdym punkcie polozonym na tej krzywej, ze
jest on identyczny =z punktem poszukiwa- Rys. 29
nym.

Krzywych takich moze byé oczywisécie nieskonczenie wiele. W kazdym
bowiem punkcie plaszczyzny odniesienia moze sie¢ znajdowaé punkt wy-
znaczany, chociaz jest najbardziej prawdopcdobne, Ze znajduje on sig
w punkcie P, Wyjasnienia te ilustruje zamieszczony rys. 29, na kt6-
rym P, oznacza najprawdopodobniejsze polozenie punktu, za$§ punkty
P, P, P, s trzema punktami o ktérych z réwnym prawdopodobienstwem
twierdzi¢ mozemy, ze sg identyczne z punktem poszukiwanym. Jak wy-
nika stad suma kwadratéw poprawek jakie nalezalo by przypo-
rzadkowaé obserwacjom geodezyjnym, dokonanym dla wyznaczenia po-

P2
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lozenia punktu P poszukiwanego w zadaniu, jezeli zalozyé ze punktem
poszukiwanym jest punkt P, jest taka sama jak suma kwadratéw popra-
wek jakie nalezalo by przyporzadkcwaé tym obserwacjom, jezeli zatozy¢
ze punktem poszukiwanym jest punkt P. lub punkt P, (zakladamy obser-
wacje w ukladzie byly jedakowodokladne). Wyznaczenie pewnej krzywej
stalego prawdopodobienstwa nie wyczerpuje zagadnienia. Musimy jeszcze
ustali¢ z jakim prawdopodobienstwem twierdzi¢ mozna, ze wyznaczany
punkt potozony jest w obszarze zamknietym przez te krzywa, lub inaczej
sie wyrazajac: z jakim prawdopodobienstwem twierdzi¢ mozna, ze wyzna-
czany punkt jest identyczny z ktérymkolwiek punktem polozonym w
obszarze zamknietym przez te krzywa?

Wykazemy, ze omawiana krzywa jest elipsg i znajdziemy sposoby wy-
znaczania jej elementéw: pélosi A i B oraz orientacji, to jest wielkoS$ci
kata prawcskretnego ¢, jaki z osig odcietych ukladu w ktérym przepro-
wadzono wyréwnanie tworzy o§ A naszej elipsy (nie przesadzamy, czy
o$ A jest ,mala“, czy ,wielka®).

Jest intuicyjnie zrozumiale, ze orientacja zalezy¢ tu bedzie od cech ge-
cmetrycznych ukladu wyréwnawczego, za$ wielkosci poétosi elipsy zalezne
beda ponadto od btedu $redniego pojedynczej obserwacji, oraz od zalo-
zenia takiego czy innego prawdopodobienstwa, ze punkt polozony jest
wewnatrz obszaru wyznaczonego przez cbrang elipse.

Przechodzimy do zagadnienia wyznaczenia elementow elipsy biedu po-
jedynczego punktu, ktérego polozenie najprawdopodobniejsze P,;, usta-

lone zostalo przez wykonanie ja-

X kiejkolwiek znanej konstrukeji ge-

odezyjnej (np. wciecie wprzdd,

wciecie wstecz, czy weciecie skom-
bincwane itp.).

Jezeli oznaczymy przez x i ¥
wspoéirzedne prostokatne punktu
P, odniesione do osi, rownole-
glych do osi ukladu gléwnego,
przeprowadzonych przez punkt
P, obrany za .punkt przyblizony*
w procesie wyréwnania zespolu
obserwacyjnego, wowczas wartosci
poprawek wyréwnawczych ob-

Rys. 30 serwacji dokonanych w danym ze-
spole wyrazg ,réwnania ble-
v = age + by + 1, =1, 2. %) dow*:

za$ uklad réwnan normalnych Gaussa, wyznaczajacych najprawdopodob-
niejsze polozenie punktu (P, bedzie mial postaé:

[aa] x + [ab] y + [al] =0

[aa] x + [bb] y + [bl] =0
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lub — pod przydatniejsza w naszym przypadku forma:
[av] = 0 ibv] = o.

Rozwazajmy teraz punkt @ rézny odpunktu P i niech jego wspéirzedne
prostokatne cdniesione do tegoz ukladu co i poprzednio (z punktem ze-
rowym P,) wynosza cdpowiednio u (cdcieta) oraz w (rzedna). Jezeli zalo-
zymy, ze punkt Q jest identyczny z wyznaczanym w zagadnieniu punk-
tem, wowczas wartoéci bledow prawdziwych v; dokonanych w ukladzie
obserwacyjnym beda:

v, = a;u -+ bw+ 1 (=1, 2..7n)

Uwzgledniajace, ze v;=a;x + by +1;

napisa¢ mozemy bledy prawdziwe obserwacji pod postacia:
V= (u— @)+ b (w— y) + v

Obliczmy teraz sume kwadratow tych bledow prawdziwych, to znaczy
sume¢ kwadratow bledéw ktoérymi byly by cbciazone obserwacje, gdyby
punkt @ byl identyczny z punktem poszukiwanym. Otrzymamy:

[¢; o] = [au] (v — @) 4 2]|ab] (0 — &) (w — y) + |bb] (w — y)* +
+2|uv] (w — ) 4 2|bo] (w — y) + [vv].

Pamietajgc ze [av] = 0 oraz [bv] ~ 0 mozemy ostatecznie napisa¢ su-
me kwadratow bledow prawdziwych jakimi obcigzone sa obserwacje, je-
zeli punkt Q jest identyczny z punktem poszukiwanym, pod postacia:
[2) v] = [v; 0] + [aa] (w — 2,* + 2[ab] (u — @) (w — y) + [0]] (w — y)* (IX.1)

Prawdopodcbienstwo, ze zajdzie uklad bledéw prawdziwych v , a wigc
prawdopcdobienstwo, ze punkt @ jest identyczny z punktem poszukiwa-
nym, bedzie na zasadzie prawa Gaussa - Laplace’a proporcjonalne do wiel-
kosci:

— R o' ']
gdzie h jest ,miarg dokladnos$ci®, zwigzang z bledem Srednim obserwacji
< . - 1 wince : .
m znanym zwiazkiem h*m* — -~ Prawdopodobienstwo bowiem zbiegu
biedow
U Wy won o o
wyrazaé sie bedzie — na zasadzie twierdzenia o mnozeniu prawdopodo-
bienstw — przez iloczyn:
’I; ' /), ' ,l r
i —h’u-'d B A —Il’n’l. ___,—h"v’l.
e V.- Jdv. . . . L dv
V= ' V= : V= i

(gdzie dv wyraza wielkos¢ przedzialu w ktorego granicach uwazamy blad,
zawarty miedzy v i v + dv za réwny bledowi v), co mozna napisa¢ pod
postacia:

K . e—h’ [o'0']

o dv \"
przy czym czynnik proporcjonalnosci rowna sie iloczynowi: K = (—-_ )
V7
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Przy zmianie polczenia punkiu @ na plaszczyznie, tzn. przy nadawa-
niu wspoéirzednym u i w coraz to innych warto$ci omawiane prawdopo-
dobienstwo zbiegu bledéw v; bedzie sie — na ogél biorac — zmieniac.
Poniewaz przy tym wobec, ustalenia w naszym rozumowaniu polozenia
punktu P,;, warto$¢ [vv] a wigc wartosc:

— h? [vv]

jest wartoscig stalg, mozemy wiec réwnie dobrze przyja¢ prawdopodo-
bienstwo wystapienia szeregu bledéw prawdziwych v, v’, ... v, za pro-
porcjonalne do wielkosci:

-— h* ([v'v] — [vv])

Jezeli jeszcze oznaczymy przez s* dodatnia zawsze wielko$¢ iloczynu
kwadratu miary dokladno$ci przez réznice kwadratéow bledow v' i v,
czyli gdy polozymy:

[o” ¥"] — [vo]

2= B ([0 '] = [0 V) =
prawdcpodobienstwo popelnienia ukladu bledow By D Wi’y bedzie
prcporcjonalne do wielkoSei:
e | (IX. 2)

Podstawiajac znaleziong poprzednio warto$é réznicy kwadratow [v'v']
— [vv]
[o" 0] — [vv] = [aa] (u — 2)* + 2 [ab] (u — &) (w — y) 4 [bb] (w — ¥y ,?
do okre$lenia parametru s, grajaccgo donioslg role w teorji elips bledow,
ofrzymamy:
. [aa] (0 — 2)* — 2]ab] (v — 2) (w — y) 4 |bh] (w — y)?
2 m?

Jezeli wartosci wspolrzednych u i w punktu @ beda sie zmienia¢, jed-
nak w ten sposob, ze warto$¢ parametru s® pozostawaé bedzie bez zmia-
ny, wowczas punkt @ bedzie sie poruszal po krzywej stanowiacej miejsce
geometryczne punktéow ktérych identyczno$¢ z punktem poszukiwanym
jest jednakowo prawdopodobna. Prawdopodobienstwo bowiem wystepo-
wania odnos$nych ukladéw biedéw, jako proporcjonalne do wielkosci:

e
bedzie stale takie samo. Roéwnanie micjsca geometrycznego punktow, kto-
rych identyczno$é¢ z punktem poszukiwanym jest jednakowo prawdopo-
dobna czyli rownanie krzywej, ktéra nazwac¢ by mozna .,warstwicg praw-
dopodobienstwa‘ otrzymamy wiec zakladajac stalos¢ parametru s’

Réwnanie to mozna tedy napisaé pod postacia:

[wan](u— x)2+2]|ab](w—2a)(w—y)+ | bb](w—y)*=2m %> = coustans. (IX. 4. 1)

Mozna tez, oznaczajac przcz ox i ¢y wsopolrzedne prostokatne punktu
na krzywej odniesione do punktu wyréwnanego metoda najmniejszych
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kwadratéw jako do z zera ukladu napisa¢ powyzsze réwnanie ,,warstwicy
prawdopodobienstwa‘ pod latwiejszg nieco do zapamietania postacia:

[aa] ) ( 82
2 [ab] p{ 8z .8y ; = 2 m*. s> = constans. (IX. 4. 2)
[00] J | &y*

2.  Wyznaczenie wielkoSci pétosi bledéow oraz jej orientacji.

Z otrzymanego réwnania warstwicy prawdopodobienstwa wida¢ od ra-
zu, ze jest ona elipsg. Przy tym, zgodnie z naszymi przewidywaniami,
jest z tego réwnania widoczne: ze 1° orientacja elipsy zaleze¢ bedzie do
cech geometrycznych ukladu wyréwnawczego, gdyz w lewej czeSci row-
nania, zawierajacej zmienne, figuruja zalezne od tych cech wspoélczynni-
ki ukladu ré6wnan normalnych Gaussa, natomiast 2° wielko$ci pélosi za-
lezne beda ponadto od dokladnosci obserwacji oraz od wielko$ci praw-
dopodobiefistwa z jakim punkt polozony jest na danej elipsie, wzglednie
-— co jest praktycznie istotniejsze — od wielkos$ci prawdopodobienstwa
7z jakim punkt znajdzie sie wewnatrz konturu wyznaczonego przez elipse.
Figurujgcy bowiem z prawej strony réwnania wyraz wolny bedzie wiel-
koécig znang, gdy znana jest dokiadno$¢ obserwacji (m?) oraz parametr
(s”), zalezny od prawdopodcbienstwa polozenia punktu na elipsie. War-
stwice prawdopodobienistwa bedziemy dalej — zgodnie z utartym zwy-
czajem — nazywali ,,elipsg bledu“, pamietajgc przy tym ze — dopdki nie
zdecydujemy sie na obranie takiej czy innej wartosci liczbowej dla para-
metru s* — jest to wlasciwie nie elipsa lecz rodzina elips. Jakkolwiek
nie ustaliliémy jeszcze postaci zwigzku miedzy wielkoscig parametru s®
a prawdopodobienstwem polozenia punktu wewnatrz odpowiadajgcej
elipsy btedu, rozumiemy juz — przypominajgc sobie okresSienie parame-
tru s* podane uprzednio — jaka bedzie rola tego parametru: prawdopo-
dcbienstwu polozenia punktu w poblizu punktu P,;, bedg odpowiada-
ty male wartosci s*, zas prawdopodobienstwu potozenia punktu daleko od
punktu P,;, odpowiada¢ beda wielkie wartosci s>

Przystepujemy do wyznaczenia elementéw elipsy bledu: orientacji i
polosi A i B. Pozwoli nam to z jednej strony w prosty sposéb wykresli¢
elipse bledu odpowiadajaca okreslonej wartosci parametru s* (kreslenie
elipsy przez kartowanie kolejnych punktéw krzywej w oparciu o ustalo-
ny powyzej zwigzek bylo by bardzo ucigzliwe), z drugiej strony pozwoli
nam na wyznaczenie zwigzku miedzy wielko$cig parametru s* i prawdo-
podobienstwem W potozenia punktu wewnatrz elipsy bledu.

Dla wyznaczenia orientacji i poétosi elipsy wystarczy obroéci¢ osie pro-
stockgtnego uktadu wspélrzednych (v — x) (w — y), ktérego poczatek
znajduje sie w punkcie P, (rys. 30) o taki kat ¢ aby o$ (u — x) ,sta-
rego ukladu® pokryla o$ x’ ,jnowego ukladu“ na ktérej elipsa odcina
polos A, lub, co na jedno wychodzi aby o§ (w — y) ,,starego ukladu* po-
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kryla o y’ ,nowego ukladu“, na ktérej elipsa odcina pslos B. Kat obro-
tu ¢ musi by¢ wiec tak obrany aby réwnanie krzywej w ,,newym ukladzie*
nie zawieralo iloczynu wspélrzednych, tzn. aby wspélezynnik przy ilo-
czynie x'y’ byl zerem.

Przeksztalcenie wspéirzednych , starych® (v — x) (w — y) na wspél-
rzedne ,,nowe” &' y' okreflajg znane wzory:

(w—2a)=2a’cosp—y'sinp oraz (w—y)=2a"sin9 + y cosy

Pedstawiajagc wartosei (uw — x) oraz (w — y) wyznaczone tymi wzo-
rami do réwnania elipsy bledu otrzymamy:
2m?s? = |ual(2’ cos ¢ — y sin@)® + 2 [ab] (2" cos ¥ — ¥’ siny) (2" sin ¢ +
+ ¥’ cos ¢) + [bb] (2’ sin @ + %’ cos ¢)?

Dla usystematyzowania rachunkow wprowadzimy krakowian:

. |aa] cos® ¢ sin® ¢
{ tl ={ 2 |ab] cos® sing — cos® sing (IX. 5)
3 [bb] sin® ¢ cos’ ¢

Latwo zauwazy¢, ze przy przyjetych oznaczeniach réwnanie elipsy bie-

du przybierze postaé (grupujemy wyrazy wedlug poteg x* y* x'y):
2m?s* =t,2% + ty* + &'y’ (— |aa] cos ¢ sin + [ab]( cos® ¢ —
sin® @) + |bb] sin 9 cos® g).

Aby wspblczynnik przy iloczynie zmiennych byt zerem, kat ¢ spelnié

musi, jak wida¢, nastepujacy warunek:
(Jau] — |bb] sinp cos ¢ = |+b] (cos® p — sin’p)

kiéry, pamietajac ze 2sin® cos¢ =sin2¢ oraz ze cos’y— sin® ¢ =cos2¢,

napisa¢ mozemy pod postacia:

19 =
3 sin2¢ [ab]

cos27p i |aa| — [bD] .

Stad otrzymujemy wzér na wyznaczenie orientacji elipsy bledu:

[ang 2 (? = ——Z_I(I—()l—_

IX. 6
|aa] — |bD] 2. )

Rownanie elipsy bledu odniesione do osi obréconych o kat ¢ mie¢ be-
dzie postac:
2m?? =t a’? 4-t,y"?
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lub po doprowadzeniu do postaci kanonicznej:

y'*
—__J-—— — 1

2 m?s; 2 m¥s*
t, &

’
I'C2

Wynikaja stad wzory na kwadraty poétosi elipsy bledu:

, 2m‘.‘82 pe 2 m:.sil
¢ ) ty

e

jak réwniez wzory bezposrednie na wielko$ci pélesi A i B elipsy bledu:

Am-"T_.78 s Pasllon/B (IX. 7)
Vi s
Zauwazymy przy ckazji ze jezeli wartos¢ parametru s* uczyni¢ réwng
37, woéwezas wielkosci poélosi elipsy, ktoére oznaczymy dla tego przypadku
A i By, wyrazaé sie bedg przez wzory:
m m
A P i
v Vi
Elipsa taka nosi nazwe ,.elipsy bledu sSredniego“ i jest bardzo rozpow-
szechniona.

(IX. 8)

3. Wyznaczenie zwiazku miedzy wielkoScia parametru s? i prawdopodabienstwem
W polozenia punktu wewnairz elipsy bledu

Rozwazajmy elipse bledu o pélosiach A i B i odpowiadajgcej tym pol-
osiom wielkosci s*. Jezeli wielko$ci s nadamy przyrost rézniczkowy ds,
wowcezas wielkosci potosi ulegng zmianie przybierajac przyrosty roznicz-
kowe dA i dB. Otrzymamy nowa elipse, wspolsrodkowa z dang, co zilu-
strowano na rys. 31. Wyznaczymy prawdopodobienstwo P, ze punkt po-
lozony jest wewnatrz pierscienia eliptycznego ograniczonego przez obie
elipsy: elipse o osiach A i B oraz elipse o osiach A + dA i B + dB.

UstaliliSmy uprzednio, ze prawdopodobienstwo potozenia punktu na
elipsie o parametrze s* jest proporcjonalne do e¢™*

Z uwagi na malg wielkos¢é przyrostu ds uwaza¢ mozemy, ze prawdopo-
dobienstwo potozenia punktu gdziekolwiek wewnatrz pierécienia eliptycz-
nego réwniez bedzie proporcjonalne do tej wielko$ci. Poniewaz prawdo-
podobienstwo potozenia punktu wewnatrz pierScienia — przy malej sze-
rokosci tego pierscienia — musi by¢ proporcjonalne do jego pola, mozemy
napisa¢:

P = ke~*df

gdzie przez df oznaczyliémy pole pierScienia eliptycznego, a przez k czyn-
nik proporcjonalnosci. Poniewaz pole elipsy f = ® AB, po podstawieniu

109



wartosci pélosi odpowiadajacych wartosei s°, wyrazaé sie bedzie jako:

2
m 5
= ‘KA B =7 —== 28"'
I lyly
otrzymamy po zrézniczkowaniu:
am? 2

l/tlt2

Podstawiajgc to do wzoru wyrazajacego prawdopodobienstwo P znaj-
dziemy:

df =

2sds,

_ 2km®

p==Z
Vi,

e~ 2sds = Ce~* 2sds.

OznaczyliSmy tu przez C wielkoé¢ stala dla danego (dostatecznie wg-
skiego) pierscienia eliptycznego. Rozwazajmy teraz rodzime elips wspéi-
Srodkowych o $rodku w punkcie P, wypelniajacych calg plaszczyzne
i tworzacych nieskonczony uklad pierscieni eliptycznych, co ma uzmysto-
wié rysunek 32. Odpowiada to zmiennosci parametru od s = 0 do s = oo
Poniewaz prawdopodobienstwo potozenia punktu wyznaczanego gdziekol-

Rys. 31 Rys. 32

wiek na calej plaszezyznie bedzie sumg prawdopodobienstw polozenia te-
go punktu na ktérymkolwiek z nieskonczenie wielu pierScieni eliptycz-
nych na ktére podzieliliSmy calg plaszczyzne, a suma ta, jako pewnoS¢,
musi by¢ réwna 1, mamy:
8= Q0
8 =00
P =C'fe"’2sds= 1.
s=10

s=10

To réwnanie pozwala obliczy¢ stalg C. Mamy mianowicie:
s =

fe"s'2sds = ‘ =g

s=10

X
— —e® — (—¢%) =1,
0

110



Skad zaraz wynika C = 1 i wzér na pramdopodobienstwo polozenia
punktu na pierscieniu eliptycznym przybiera postac:

P =e~%2sds. (IX 9)

Przechodzimy do wyznaczenia prawdopodobienstwa W, ze punkt wy-
znaczany znajduje sie wewnatrz elipsy bledu o parametrze s*. Prawdopo-
dobienstwo to bedzie réwne sumie prawdopodobienstw polozenia punktu
na ktérymkolwiek z pierScieni eliptycznych zawartych miedzy punktem
P . a obwodem elipsy o parametrze s>. Wynika stad, ze warto$é¢ poszu-
kiwanego prawdopodobienstwa W znajdziemy sumujgc prawdopodobien-
stwa P przy zmianie wartosci parametru od s = 0 do s = s.

§=3s8
8§ =8 ‘s

W=2XIP= |e*2sds =
s=10

_68? — 1 o e-s:

0

s=0
Skad ostatecznie wzér na prawdopodobienstwo, ze punkt wyznaczany
znajduje sie wewnatrz obwodu wykreslonego przez elipse bledu o para-
metrze s* ma posta¢:

W=1-— e—l"’ (IX 10)

4. Elipsy bledéow rozpowszechnione w praktyce geodezyinej

Nie ulega watpliwosci, ze najbardziej wyczerpujacg ilustracjg osiggnie-
tej, czy tez zamierzonej dokladnosci jest wykresSlenie elipsy bledéw o tak
obranych pétosiach A i B aby prawdopodobienstwo polozenia punktu
wyznaczanego wewnatrz tej elipsy réwne bylo zalozonemu przez charak-
ter i cel pracy, bliskiemu do pewno$ci, prawdopodobienstwu (np. 0,9
wzglednie 0,99 itp.).

Rozwigzanie zagadnienia w oparciu o takie zalozenie nie przedstawia
zreszta zadnych trudnosci z chwilg gdy znamy zwiazek migdzy prawdo-
podobienstwem W i parametrem SZ.

W praktyce geodezyjnej ustalilo sie jednak kilka typowych elips ble-
déw, to znaczy elips dla ktorych wykreslenia ustalono z géry warto$é pa-
rametru s°, czy to nadajac temu parametrowi okragly wartosé, czy tez
obierajgc warto$é parametru tak, aby odpowiadala ona pewnej sztywnej,
tj. obranej z gory, niezaleznie od charakteru zagadnienia, warto$ci praw-
dopodobienstwa.

Sa to elipsy noszgce nazwy: 1) elipsy bledu Sredniego, 2) elipsy praw-
dopodobnej, oraz 3) elipsy Andrae’go. Jak zobaczymy z tych trzech elips
jedynie ostatnia spelnia wymaganie, ktére logika techniczna stawia¢ mu-
si wszelkiej ilustrcji graficznej proceséw dokladnoScowych: wymaganie
aby bardziej prawdopodobne bylo polozenie wyznaczanego punktu w e-
wnatrz wykre§lonego konturu mozliwego biedu nizeli po za tym kon-
turem. Niespelnienie tego wymagania stawia pod znakiem zapytania ce-
lowo$é ilustracji graficznej.
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Jezeli bowiem prawdopodcbniejsze jest, ze poszukiwany punkt potozo-
ny jest po za wykreslona elipsg btedu, anizeli ze potozeny jest wewnagtrz
iej elipsy, nie jest dla fachowca ani tymbardziej dla laika korzystajacego
z ilustracji zrozumiale dlaczego wykreslono te wiasnie elipse i co ma ona
z punkiu widzenia charakterystyki dokladno$ciowej zilustrowac.

Wyjatek stanowia tu analizy poréwnawcze, ktorym zreszta poswiecona
jest niniejsza praca. W ilustracjach tego rodzaju analiz nie chodzi bowiem
o stwierdzenic jaki obszar pokrywa elipsa bledu, lecz o poréwnanie czy
clipsa jaka otrzymuje sie w wyniku zastosowania jednej konstrukeji ge-
odezyjnej jest wieksza czy mnicjsza i w jakim stecsunku do elipsy jaka
oirzyma sie w wyniku zastosowania innej konstrukeji geodezyjnej. By-
leby wiec warto$é parametru s* zastosowana do obliczenia jednej elipsy
byla taka sama jak wartosc tego parametru zastosowana do obliczenia
drugiej, porownywnej z pierwszg elipsy, wszelka ilustracja -— niezalez-
nie od obrania wartosci s* — spelni swe zadanie.

Jak widzimy w pracach naszych obranie takiej czy innej wartcsel s°
niema wielkiego znaczenia, mogliby$Smy wiec nie zatrzymywac sie nad
zagadnieniem réznych typow elips, zrobimy to jednak, juz chocby dlate-
ge, z zagadnienie to, jak sie zdaje, nie bylo w literaturze polskiej naswiet-
lane.

Przechodzimy do oméwienia tych ,standaryzowanych clips®.
aj Elipsa bledu $redniego

. o S
Jest to elipsa o warto$ci parametru s i

Wzory na obliczenie jej elementéw sa najprostsze:
m =
V't vt
gdzie t, i t. maja znaczenic omoéwione juz uprzednio. Prawdopodobien-
stwo iz punkt wyznaczany znajduje sie wewnatrz elipsy bledu $redniego
znajdziemy rozwiazujac réwnanie:

m

A B= (IX. 11)

e 1
W=1—¢ 2=1 - —m—F=—
v/ 2.71828
Prawdopodobienstwo znajdowania sie punktu wewnatrz. elipsy bledu
sredniego jest wiec duzo mniejsze od polowy, czyli jest duzo prawdopo-
dobniejsze, ze obszar wyznaczony przez te elipse nie zawiera w sobie wy-
znaczanego punktu. Z tego wzgledu ilustracja doktadnosci w znaczeniu
bezwzglednym przez wykreslenie elipsy bledu $redniego nie wydaje sie
cclowa, jakkolwiek stosowanie tej elipsy jest bardzo rozpowszechnione.

= (0,3935.

1
5 Z tego
wzgledu, ze suma kwadratéw pétosi tej eclipsy rowna jest sumie kwadra-
tow $rednich bledéow wspdlrzednych, to znaczy, Ze jest ona kwadratem
bledu polozenia punktu:

A%t Bi=m2 +mi=m

Nazwe elipsy bledu Sredniego nadano elipsie o parametrze s* -

2
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Ta wiasciwos¢ — ktérej dowéd podamy w innym miejscu — nie jest
zresztg specjalnie interesujacg i podaje sie ja chyba przez pietyzm dla
pojecia ,krzywej Sredniego bledu®, ktére uwaza¢ by nalezalo juz za po-
jecie historyczne.

Nazwa elipsy Sredniego bledu wydaje sie do$¢ niefortunna. Sugeruje
ona czesto osobom positkujgcym sie pojeciem elipsy $redniego bledu, ze
elipsa ta ogranicza obszar wewnatrz ktérego punkt znajduje sie z praw-
dopodobienstwem nieprzekroczenia Sredniego btedu (0,68). Jak latwo obli-
czyé chege uzyskaé tego rodzaju elipse nalezaloby zwiekszyé pétosi elipsy
sredniego btedu w stosunku 1,515.

b) Elipsa prawdopodobna

jest to elipsa o wartosci parametru s* tak dobranej, aby polozenie punk-
tu wyznaczanego wewnatrz elipsy bylo réwnie prawdopodobne jak ze-
wnatrz. Mamy wiec do rozwigzania réwnanie:

i Sh. 1—e¢ " lub l=e"I

Logarytmujac to réwnanie przy podstawie 10 otrzymamy:

_1_ s i s = lg 0v5 —
Ig o lge, skad s—l/——lg 5718, . =0,8325.
Wynika stad, ze poélosie elipsy prawdopodobnej wyrazaé¢ beda wzory:

Aprewa= 1,177 —— Bivawi = 1,171 — IX. 12

P i pr Vo ( )

Mamy bowicm 0,8325 4/ 2 = 1,177. Elipsa prawdopodobna réwniez nie

nadaje sie do zilustrowania badan dokladno$ciowych: wykreSlamy tu

kontur umiejac o nim poweidzie¢ tyle, ze jest rownie prawdopodobne jak
nieprawdopodobne by wyzmaczany punkt znalazi si¢ w tym konturze.

e) Elipsa Andrae’go,
uzyta przez geodete dunskiego Andrae przy pracach triangulacyjnych w
Danii, jest to elipsa bledu o warto$ci parametru s* = 1. Wynika stad, ze
pblosie elipsy Andrae’'go wyraza¢ beda wzory:
m m
A pnar: = 1414 —— Banar: = 1,414 —= (IX. 13)
§s Vi vt
bowiem 4/ 2 = 1,414. Prawdopodobienstwo, ze punkt wyznaczany znaj-
dzie sie wewnatrz elipsy Andrae’go znajdziemy rozwigzujgc réwnanie:
W=1 —e“’=1-———1—=0,6321.
2,71828
Prawdopodobienstwo, ze punkt wyznaczany polozony jest wewnatrz
elipsy Andrae’go jest wiec nieco wigksze od potowy, czyli prawdopodob-
niejsze jest, ze punkt znajduje sie w tej elipsie anizeli, ze znajduje sig
poza nig.
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Z posréd omoéwionych trzech ,standaryzowanych‘ elips nalezalo by
wigc uzna¢ elipse Andrae’'go za najbardziej nadajacg sie¢ do ilustracji, je-
zeli przy wykresie pomija sie oméwienie prawdopodobienstwa, co z re-
guly ma miejsce.

Tablica wspélezynnikéw do mnozenia poélosi bledu sredniego dla otrzymania pél-
0si elipsy wewnatrz ktérej punkt wyznaczany znajduje sie¢ z zalezonym prawdopo-
dobienstwem W

W zwigzku z rozpowszechnieniem pojeca elipsy bledu s$redniego celo-
we jest stabelaryzowanie wartosci wspolczynnikéw F przez ktére nalezy
mnozyé pélosi elipsy bledu $redniego 4¢ Bg dla otrzymania pétosi elip-
sy bledu, wewnatrz ktéorej punkt wyznaczany znajduje sie z zadanym,
dostatecznie dla konkretnego celu wielkim, prawdopodobienstwem W.

Podajemy ponizej tego rodzaju tablicg, umieszczajac jednocze$nie przy niej pod-
stawowe wzory sluzace do rachunku elementéw elips bledu, zaréwno te, ktore juz
zostaly podane i uzasadnione w teksScie, jak i te ktére podane i uzasadnione bedg
dalej.

przy czym Q,s

Prawdopodobiefistwo | Wspoélczynnik # przez l Wzory rozwiazujace zadanie wyzna-
polozenia punktu we-| ktéry nalezy mnozy¢ pél- czenia pélosi elipsy bledu $redniego
wnatrz elipsy bledu | osielipsy bledu érednie- | 4, B, oraz orientacji elipsy bledu to
W go A, B, dla obliczenia | znaczy kata prawoskretnego ¢ miedzy
polosi elipsy wewnatrz | osia gtéwna uktaduOX i osia 4 elipsy
ktérej punkt polozony bledu.
jest z prawdopodobien-
stwem W
ol
0,393  (el:b}:ér) 1,000 . 2ab
0,40 1,011 lang £9= aa — bb
0,50 (el:prowdop) 1,177 i -
0,60 1,354 b ag| fcos™y sin’¢
0,6321 (el:Andrae) 1,414 ={2ab c‘:)sz? sin g —cos ¢ sm;p
0,70 1,552 b bb) {siny cos’e
0,80 1,794 5 m, i
0,90 2,146 g = B2
0,99 8,035 Ve T W
0,999 3,717 Znaczenie symboli aa ab bb w przy-
0,9999 4,292 padku ogdélnym wyjasnia réwnanie:
0,99999 7 - -
0,999999 ;:2?7) [pd) = J% Q)™ / 7.9 i &
i s |ab bb‘ lQik P l iy

oznacza element odwrotno$ci krakowianu wspélczynnikowego ukla-

du réwnan normalnych Gaussa, potozony w r-tej kolumnie i s-tym wierszu tego
krakowianu ¢; ¢, oznacza i-ta oraz k-ta kolumna odwrotno$ci pierwiastka kra-
kowianu wspétczynnikowego ukiadu réwnan normalnych Gaussa, za§ odcieta wy-
znaczanego punktu jest i-t3 a rzedna k-tg niewiadoma ukladu. Wielkosé m, jest
frednim bledem spostrzezenia o jednostkowej wadze.
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W przypadku szczegdlnym — wyznaczenia pojedynczego punktu — wielkosei aa
ob bb si odpowiednimi wspdlczynnikarni ukladu réwnan normalnych Gaussa, to
znaczy:

aa ab\ _ ([aa] [ab] . Jaa aby _ ([paa] [pab]
{ub bb}_{[ab] [bb]} b {ab bb}—\[mb] [pbb]}

Kontrole rachunku

Rachunek mozna kontrolowa¢ wzorami: t, + t, = aa + bb tt, =4

aa ab
gdzie A = -

i 5 byé: A2 2 =m2-m2=m2.
b bb Winno tez byé: 4 ‘r-}—B‘_r mf—l-my s

Wzory kontrolujace dla wielko$ci t, t,. Wlasno$é elipsy bledu Sredniege
Udowodnimy Ze miegdzy wielko$ciami t, t. ktérych uzywaliémy do wy-
znaczania elementéw elipsy bledu a elementami tabeli wyznacznika:
B i ;aa ab
~ 'ab bb
zachodza nastepujace zwiazki, pozwalajgce na kontrole w czasie rachunku:
t, +t,—=aa + bb oraz t, t.=D

Z okreslenia mamy:

= aa bb — ab ab

J t, aa) (cos® ¢ cos’ ¢ 9ab
={2ab}lcos ¢sin9 — cos ¢ sin ¢} gdzie tang2cp=m-
|t2 bbj |sin® ¢ sin® ¢

Stusznoé¢ pierwszego z udowodnianych zwigzkoéw jest od razu widocz-
na. Sumujac wielko$ci t, i t. mamy bowiem:

t, +t, = (aa) (cos® ¢ + sin® @) + (bb) (sin® ¢ + cos®¢) = aa + bb,

Dla udowodnicnia slusznosci drugiego zwigzku obliczymy najpierw
réznice t, — t, a nastepnie znajdziemy iloczyn t, t. jako czwartg czesc
réznicy miedzy kwadratem sumy (t, + t.,)° = (aa + bb)* a kwadratem
réznicy (t, — t.)%

Rachunek daje:

t, — t, = aa (cos®p — sin?¢) 4 4ab sin ¢ cos ¢ — bb (cos®>¢ — sin’¢) =
= (aa — bb) cos2¢ -+ 2absin2¢.

Poniewaz zas:

N . B B
T T T T
wiec bedzie:
(@a — bb) 2ab 2ab
o _ (aa —bb) 4 2abtg2p 1 T aa— bb
e V14 tg? 20 1+ 2ab 2ab
(aa— bb) (aa — bb)
. 2 2
ETC TN . LB kad (k= 1) = (am— BB 4 (abh.

e V(aa — bb)? + 4 (ab)?
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Odejmujac to od kwadratu sumy: (t, + #,)* = (aa + bb)?
znajdziemy: 4 t, t. = 4 (aa) (bb) — 4 (ab)?
a wiec: t, t. = aa bb — ab ab == D cnd.

Wykazemy teraz ze dla elipsy bledu $redniego zachodzi zwiazek 42, +
+ B}, =m? o istnieniu ktérego juz nadmienialiémy. Sumujac kwadraty
poélosi elipsy biedu $redniego otrzymamy:

m2  m? (tx -+ tz) ot (aa+ bb)

A+ B ==

tl I2 tl tg D
R . bb a (aa+bb
Poniewaz za§ m?2 = m} = m’ = m? 5+ m? 7)_“ = m?— ; )

& . . . . 2 5 L 2
widzimy ze istotnie: 43 + B} = m? cnd.

5. Przypadek spostrzezen niejednakowodokladnych

wymaga oczywiscie do obliczenia elementéw elipsy biedu zastosowania
zupelnie analogicznego postepowania rachunkowego jakie stosujemy w
przypadku spostrzezen jednakowo dokladnych.

Zamiast elementéw [aa] [ab] [bb] ukladu réwnan normalnych Gaussa
odnoszacych sie do ukladu spostrzezen jednakowodokladnych wystepowaé
bedg elementy [paa] [pab] [pbb] ukladu réwnan normalnych dla spostrze-
zen niejednakowych.

Blad $éredni pojedynczego spostrzezenia m zamieni sie na biad $redni
spostrzezenia o jednostkowej wadze m,. Mozna to wystowi¢ moéwige, ze
uzyte przez nas symbole aa ab bb mie¢ beda nastepujgce znaczenie:

a) w przypadku spostrzezen b) w przypadku spostrzezen
jednakowodokladnych niejednakowodoktadnych
aa ab) |[[ca] [ab] Jaa ab) _ [[paa] [pab]
{ab bb } h { [ad] [b0] lab b | E { |rab] [pbd]
m, — blad $redni pojedynczego m, — blad $redni pojedynczego
spostrzezenia spostrzezenia o wadze jednos¢.

Wynika to bezposrednio z réwnowazno$ci uktadu obserwacyjnego scha-
rakteryzowanego przez uklad réwnan bledow:
m2
ax+ by +c¢x....+1; = v, o wadze r,=77;
i
z ukladem fikcyjnym spostrzezen jednakowodokladnych scharakteryzo-
wanym. przez ukltad réwnan bledow:

Voazx + }/?’;”i?/ - I'/Eczz ----- + I/Ell =W = l/;tv"

na ktoérej to réwnowaznosci opieramy zawsze operacje rachunkowe w pro-
cesie wyré6wnania;, zamieniajgc ukiad nieréwnowagowy na uklad réwno-
wagowy w drodze mnozenia kazdego réwnania bledu przez pierwiastek
z odpowiadajacej wagi.
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Przyktad liczbowy

Majgc dany uklad réwnan normalnych 46478 dx + 6896 dy = 2952
6896 dx + 51634 dy = — 986

oraz blad $redni pojedynczego spostrzezenia (wzglednie blad $redni spo-
strzezenia o wadze jedno$¢) réwny m, = 7”,2 wyznaczymy elementy
elipsy bledu, wewnatrz ktérej znajduje si¢ punkt wyznaczany przez dany
uklad z prawdopodobienstwem W =

Rachunek daje:

tg2¢ = % = —2,6749 2¢ = 110°30’, ¢ =55°15"
ska !: cos¢ = 0,5700, sin ¢ = 0,8216.
46478 ) ( 0,3249  0,6750
{t‘ ={ 13792 , { 0,4683 —0,4683 : { i }
. 51634 ) | 0,6750  0,3249 41890
Kontrola:
t, +t, = 98102 (98112)
t, t, = 23518.10°(23523.10°
Pélosie elipsy btedu $redniego wyniosa:
B P - 0,0301 B, L - 0,0351
V56412 ]/4169!)

Dla przejscia od pélosi elipsy bledu sredniego do pélosi elipsy biedu od-
powiadajgcej prawdopodobienstwu 0,9 pomnozymy poélosi elipsy biedu
$redniego przez wspélczynnik 2,146 odszukany w tablicy na str. Otrzy-
mamy:

Ay = 2,146 0,0301 = 0,065 B = 2,146  0,0351 = 0,075,

6. Wyznaczanie elips bledéow w ukladach wielopunktowych

Za elipse bledu punkt P, ktérego odcieta jest i-ta rzedna k-ta nie-
wiadomg w ukladzie réwnan normalnych Gaussa, wyznaczajacym dowol-
ny uklad punktéw geodezyjnych, uwaza sie elipse bledu punktu wyzna-
czonego jako punkt pojedynczy z takiego ukladu réwnan normalnych
Gaussa o dwéch niewiadomych, z ktérego wyznaczone S$rednie bledy
wspbirzednych tego punktu beda takie same jak Srednie bledy wspélirzed-
nych punktu P, wyznaczone z danego ukladu réwnan normalnych —
oczywiscie przy zalozeniu, ze bledy $rednie pojedynczych obserwacji o
iednostkowej wadze s3 w obu ukladach identyczne.

Z tego klasycznego okreslenia wynika zaraz prosty, lecz bardzo nieeko-
nomiczny rachunkowo sposéb wyznaczania elementéw elipsy bledu dowol-
nego punktu w ukladzie wielopunktowym, cytowany w podrecznikach
operujgcych algorytmem Gaussa.

Wystarczy mianowicie, poszukujgc elipsy btedu punktu ktérego odcigta
jest i-ta a rzedng k-t niewiadomag w danym ukladzie, tak przegrupowac
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niewiadome aby ;¥, znalazly sie na koncu ukladu, po czym wyelimi-
nowa¢ poprzedzajace niewiadome stosujgc metode stopniowej eliminacji.
W wyniku tego postepowania otrzymamy uklad dwoch réwnan z dwiema
niewiadomymi ¥, spelniajacy postawione zalozenie: wyznaczone bo-
wiem z niego niewiadome a;y, oraz ich bledy $rednie m my beda réw-
ne odno$nym wielkoSciom wyznaczonym z calego ukladu rozwigzanego
w jakikolwiek spséb — ciggle przy zalozeniu identycznosci bledu S$red-
niego pojedynczej obserwacji w obu ukladach. Prostota pojeciowa mie
idzie tu jednak w parze z prostota rachunkowa. Gdybysmy zechcieli wy-
znacza¢ w mysl tego przepisu elipsy bledéw wielu punktéw z duzego
ukladu rachunek pochtongt by niestychanie wiele czasu (np. w przypad-
ku 50 niewiadomych musielibySmy 25 razy rozwigzywac algorytm elimi-
nacji 48 niewiadomych). Rachunek krakowianowy daje tu rozwigzanic
bardzo proste i przejrzyste zaré6wno pod wzgledem pojeciowym jak i ra-
chunkowym.

Z zalozenia wynika ze poszukujemy tu takiego krakowianu wspolczyn-
nikowego nieznanego uktadu réwnan normalnych Gussa o dwoch niewia-

domych:
aa ab }
ab bb

aby wyznaczone z niego bledy $rednie pierwszej i drugiej niewiadomej,
rowne jak wiadomo:

m, = e B0 My = /—aa__m
B wa bb — ab ab " ° “'—l/ aa bb — abab °

gdzie m, blad $redni pojedynczego spostrzezenia o jednostce wagi, byly
odpowiednio réwne $rednim bledom i-tej i k-tej niewiadomej wyznaczo-
nym z pelnego ukladu réwnan normalnych Gaussa danego w zagadnie-
niu, w ktérym Sredni biad spostrzezenia o jednostce wagi jest rowny m..
Te ostatnie bledy jednak — oznaczmy je dla odréznienia przez m’, i m’y
- - przy oznaczeniu przez @ odwrotnosci krakowianu wspélczynnikowego
pelnego ukladu réwnan normalnych wyrazajg jak to juz wiemy wzory:

m', =m, l/Qu m'y = m, I/Qkk
Jak zawsze przez Q, oznaczamy element krakowianu @ polozony w
r-tej kolumnie i s-tym wierszu tego krakowianu. Przyréwnujac m, i m’,
oraz my i m’y otrzymamy zaraz warunki ktére musza by¢ spelnione przez
poszukiwane wielkosci aa ab bb Ma by¢ mianowicie:
bb aq
Ou= 2256 —abad Q=22 55 — abab

Zauwazymy od razu ze cba te warunki beda spetnione jezeli tak dobie-
rzemy nieznany krakowian:
{ aa  ab)
ab”~ bb|
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aby krakowian ten i znany nam krakowian

ol

byly wzajemnie odwrotne, tzn. aby zachodzil miedzy nimi zwigzek:
{Qu Qux Haa ab} o iczrilis Qu Qu }___{aa ab}_1
Qun Quelladb Db o Qu Qnx ab bb
Ostatnie réwnanie krakowianowe zawiera bowiem w sobie, co wida¢
od razu, z obliczenia odwrotnoséci w oparciu o pojecie tabeli minoréw, oba
réwnania algebraiczne:

Q __ b ;0 peR—— . TR
0= 0abb — abab °TOF YRk T 00Fb —abab

Wynika stad nastepujaca prosta zasada pozwalajaca przeprowadzi¢ ra-
chunek elementéw elipsy bledu dla dewolnego punktu w ukladzie wielo-
punktowym:

Dla wyznaczenia elementéw elipsy bledu punktu, ktérego odcieta jest
i-tg za$ rzedna k-tg niewiadomg w ukladzie réwnan normalnych Gaussa,
ktérego krakowian wspoiczynnikowy posiada odwrotno$é @, wystarczy
zestawié czteroelementowy kwadrasty krakowian z elementéw tej od-
wrotnosei:

‘ QH Qih}
| Qi Qi
po czym obliczy¢ jego odwrotnosé:
Qu Qu }_l _ :aa a,b}
Qe Qur ab  bb

i zastosowaé¢ do otrzymanej tabeli takie samo postepowanie, jakie stosuje
sie do tabeli wspotczynnikowej ukladu réwnan normalnych Gaussa dla
dwéch niewiadomych przy wyznaczeniu elementéw elipsy bledu pojedyn-
czego punktu:

Bl cos2 sin®@
tg2¢ = 15 t 2ab coqu smq)—cosqn sin¢g
sm 2o cos’y
m
Ag=—= P =— =A,F B=B,F
§r l/tl 5 '/t2 A ér 4 $

Przyklad liczbowy

(Uklad réwnan wziety z ,,Handbuch der Vermessungskunde“ Jordana-
Eggerta, Bd I 435/465 wyd. 1948, gdzie przeprowadzono rachunek elips
bledu $redniego postugujac si¢ algorytmem Gaussa).
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Dany jest uklad réwnan normalnych Gaussa wzgledem zmiennych da;
dy, dx. dy. o tabeli wspéiczynnikowe;j:
l 277 100 —90 —28 '
100 362 —1 —15
—90 —1 231 —80 I
—28 —15 —80 287
oraz wielko$¢ bledu $redniego pojedynczej obserwacji m, == £ 2,1
Nalezy wyznaczy¢ elementy elips biedu $redniego dla obydwu punk-
téw scharakteryzowanych przez dany uklad.
Poniewaz, jak latwo sprawdzié¢, odwrotnoscig tabeli wspoétczynnikowe]

jest: 0493 —0,131 0228 0,105 l
Q=) —0181 0312 —005¢ —0012 [ _!
=" 0,228 —0,054 0585 0,183 | 100
0,105 —0,012 0,183 0,409
przeto postugujac sie przyjeta i wyjasniong w tekscie symbolikg mieé¢ be-
dziemy:
1) dla punktu pierwszego:
aa ab’_{ 0,493 —0,131 }" 100:{ 228,3 95,8}
ab  bb| | —0,131 0,312 : 95,8 360,7
oraz
2) dla punktu drugiego:
| aa ab== { 0,585 0,183 198,7 —88,9}
lab b 0,183 0,409 —88,9 2843
Obliczenie orientacji i pétosi elips biedu $redniego daje:
1) dla punktu pierwszego:

-1
} . 100 =

191, : : ’
tg2¢= —:1--3;—,2‘ = — 1,447. Przyjmujac 2¢ = 124° 16’ tj. ¢ =62° 08’ mamy:
cos’o=0,218 cos¢.sing =0,413 sin’p = 0,781,

2,1
dg=-—"—=0,103
] i1 2283 || 0,218 0,781 1106 . § 1/4‘0»6
lta [— 191,6 4§ 0,413 —0,413 177.8 wreszcie: " 2,1 _—
360,7 )| 0,781 0,218 = VT7,8 =0,
2) dla punktu drugiego:
—177,8 £ 010l : 0 na’
tg2¢ = jeiy T Yo 2,077. Przyjmujac 2¢ = 64° 18" (j. » = 32° 09" mamy:

cos®p = 0,717 cos¢ . sin¢ = 0,451 sin’p = 0,283,
2,1

198,7) (0,717 0283 o= —— = 0,176
t ) bl b}
: '}— —177,84{ 0451 —0,451 =[142’7} orez '/2“12’7
by 2843) | 0283 o717 (3403 B o (18
21 Lo, : “= 3005

Elementy liniowe wyrazone sa tu w przyjetych u Jordana-Eggerta
jednostkach rachunku: decymetrach.
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7. Wyznaczanie elementéw elips bledu z odwrotnosSci pierwiastka krakowianowego

Jezeli w toku rachunku obliczona zostala cala odwrotno§¢ krakowianu
wspotczynnikowego ukladu réwnain normalnych Gaussa, to znaczy caly
krakowian (@% ~'=@ woéwezas rachunek potrzebnego do obliczania ele-
mentow elesy bledu punktu Py, krakowianu:

{aa ab}_{th Qikl—l
ab bb | Qur th'

ogranicza sie do zastosowania zwyklych regut obliczenia cdwrotnosci kwa-
drastego krakowianu o czterech elementach (najprosciej w oparciu o po-
jecie tabeli minoréw).

Jezeli, co czesto ma miejsce, w toku rachunku nie liczono wszystklch
elementéw odwrotnosci krakowianu wspétczynnikowego ukladu réwman
nermalnych Gaussa, to znaczy jezeli wartosci liczbowe elementéw krako-
wianu € nie s3 znane, woéwezas mozna obliczyé¢ tylko potrzebne do ra-
chunku elementy Q; @i @ wykorzystujac znajomopsé odwrotnosci pier-
wiastka krakowianowego. Dla znalezienia poszukiwanych elementéw wy-
korzystujemy tylko definicje mnozenia krakowianowego, w my$l ktérej
dla znalezienia elementu iloczynu dwéch krakowianoéw polozonego w r-tej
kolumnie i s-tym wierszu iloczynu nalezy pomnozy¢ r-ta kolumne pierw-
szego czynnika przez s-ta kolumne drugiego czynnika. (Ta definicja mno-
zenia jest jak wiadomo mysla przewodnia catego nachunku krakowiano-
wego).

Poniewaz spierwiastkowanie krakowianu wspoélczynnikowego ukladu
réwnan normalnych, tj. krakowianu (¢?), gdzie @ jest krakowianem wspét-
czynnikowym ukladu réwnan btedéw, sprowadza sie¢ do znalezienia dwéch
réwnych sobie czynnikéw elementarnych w mys$l réwnania:

cd=rr

gdzie przez 7 oznaczono pierwiastek krakowianowy, za$ iloczyn odwrot-
nosci réwna sie odwrotnosci iloczynu, mamy:

(a?)~t=r-tr-1

lub gdy, jak to sie przyjelo w rachunku krakowianowym, oznaczy¢ przez
@ odwrotno$é¢ krakowianu wspotczynnikowego ukladu réwnan normal-
nych, za$ przez ¢ odwrotnoéé pierwiastka krakowianowego (nazywaja ja
czesto ,,pétodwrotnoscig”,

@=g¢9=¢

Poniewaz w my$l definicji mnozenia element krakowianu @ polozony
w i-tej kolumnie i i-tym wierszu powstanie z pomnozenia i-tej kolumny
krakowianu ¢ przez i-ta kolumne drugiego czynnika, tj. tegoz krakowia-
nu g, dalej poniewaz element krakowianu Q polozony w i-tej kolumnie
i k-tym wierszu powstanie z pomnozenia i-tej kolumny krakowianu q
przez jego k-ta kolumne, wreszcie poniewaz element krakowianu Q po-
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lozony w jego k-tej kolumnie i k-tym wierszu powstanie z pomnozenia
k-tej kolumny krakowianu q przez k-ts, przeto poszukiwany zespét ele-
mentéw krakowianu @ wyznaczyé mozna z réwnania:

Q
Lok aul = tu w

przy czym przez ¢; ozhaczono i-tg, za$ przez gz, oznaczono k-ta kolumne
krakowianu ¢ . Ostatecznie wiec napisaé mozemy:

{aa ab} - {@ {I_h.)g}—l

ab bb

8. Zwiazek miedzy wielkoScia pola obszaru wewnatrz ktérego punkt wyznaczany
znajduje si¢ z zalozonym prawdopodobienstwem W, a wielkoscia prawdopodo-
bienstwa

W badaniach dokladno$ciowych czestokro¢ zaleze¢ nam moze nie tyle
ba Scistym okredleniu ksztaltu elipsy bledu — ktéra w ukladach forem-
nych z reguly malo rézni sie od kola — ile na szybkim obliczeniu pola
obszaru wewnatrz ktérego wyznaczany punkt znajduje sie z zalozonym,
przewaznie bliskim jednosci, prawdopodobienstwem W. Jezeli wielkosé
prawdopodobienstwa jest ulamkiem dziesietnym skladajacym sie wylacz-
nie z dziewigtek, a wiec np. 0,9 0,99, 0,999 itp. co sie zazwyczaj w pra-
cach o wyzszej dokladnoéci zaklada, woéwczas pole szukanego obszaru wy-
razi¢ mozna prostym wzorem:

fias 14,41dz m?
VA

w ktéorym symbol dz oznacza ilos¢ dziewigtek w ulamku (zakladamy ze
zaczynaja sie¢ one na pierwszym miejscu dziesiethym oraz sasiadujg ze
sobg), m, oznacza $redni blad spostrzezenia o jednostkowej wadze, za§ A
jest wyznacznikiem:

[paa] [pab)
[pab] [pbD]

Tak np. majac uklad réwnan normalnych Gaussa:
46478 dx + 6896 dy = ...
6896 dx + 51634 dy
wyznaczymy pole obszaru wewnatrz ktérego wyznaczany punkt polozony
jest z prawdopodobienstwem 0,99 wykonujac prosty rachunek:
-2 ppe, 1000 oa00
VY 235229 . 10° 8500

to znaczy, poniewaz rachunek w danym ukladzie prowadzono przyjmujac
za jednostke 1 metr, z prawdopodobienstwem 0,99 punkt wyznaczany nie

Qu O
lub, w wypadku ogélnym A = l e
| Yik Qkk

przy m, — 7.2
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wykracza poza obszar 0,0309 m? lub 309 cm® To samo znalezlibySmy wy-
znaczajac polosie elipsy bledu sredniego, przeliczajac je dla prawdopo-
dobienstwa 0,99 i obliczajac pele elipsy wzorem f = = . 4B .

Stuszno$é wzoru skroconego wynika oczywiscie z obliczenia pola elipsy
bledu $redniego z wzoréw na poélosie A i B. Mamy mianowicie:

2
f==  AR=-":""_9 5= Poniewaz za$ ze zwiazku W —= 1 — e~
‘/ t1t2
. P 74 ) ;
. i = - g —aBig {800 ¢
wynika: — s* log, e =1g,, (1 — W), czyli s FTIET bedzie:
—m® 3,14159 . 2 — 14,74
= - lg(tl = W)=—F7"—m*lg(1—W
f VA . 0,43429 8 ) VA 8 )

Jezeli ograniczyé prawdopodobienstwa W do liczb dziesietnych typu
0,9 0,99.... itd.,, woéwezas wielko$ci (1-W) beda liczbami typu 0,1 0,01...,
a wiec ich logarytmy dziesietne zawiera¢ beda po tyle ujemnych jedno-
stek, ile dziewigtek zawieraja liczby 0,9 0,99... Oznaczajac przez dz te
ilo$é dziewigtek otrzymamy wiegc ostatecznie:

1447dz _,
f=——m
VA

9. Przyklad — wplyw nadliczbewych pomiaréow liniowych

Jako przyklad zastosowania pojecia elipsy btedu rozpatrzmy jeszcze na-
stepujace zadanie. Wyznaczmy elipsy bledu punktéw wyznaczanych przez
sie¢ przedstawiong na rysunku przy nastepujacych zalozeniach:
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a) w trojkatach pomierzono wszystkie katy z bledem $rednim pomiaru
kata
mO
b) w tréjkatach pomierzono wszystkie katy z bledem $rednim pomiaru
kata
mO
oraz diugosci 1-2 1-3 1-4 z bledami $rednimi pomiaru boku réwnymi
md,
3

Zakladamy wiec tutaj, ze blgd wzgledny pomiaru boku jest trzykrotnie
mniejszy od bledu radialnego pomiaru kata. Odpowiadalo by to wiec
np. pomiarowi katowemu z dokladnoscig 0,5 i pomiarowi boku z bledem
wzglednym ok. 1/1 200 000.

a) W przypadku pierwszym mie¢ bedziemy 18 réwnan biedéw obserwa-
cji katowych:
dxy dy,
A, B

dxp dyp
-4, —B,

dz dyc
—(4;—4,) —(B—By) |

znanych nam z rozdziatu I. Jezeli oznaczymy przez d bok sieci oraz skie-
rujemy o$ gléwna ukladu OX zgodnie z kierunkiem odcinka 4-1, woéwczas
ZWazywszy ze:

1 2 1 —1
Ap2—7—2—d Am—ﬂ A"‘_—:ﬂ—
3 3

sz — Bpl — '2/d Bl’4 - ‘;d

oraz ze wspoiczynniki kierunkowe pozostalych kierunkéw w sieci dadzg
si¢ bez trudnos$ci wyrazi¢ przez wspélczynniki kierunkowe powyzej napi-
sane, napisa¢ mozemy wszystkie 18 réwnan bledéw. Tak np. dla kata 1
bedzie:

0 0 dz, dy, dx, dy,

vy=|-1 =/3| -1 V3 |+2 o [T e X

2d 24 |'2d "2d | 2d
czyli pod postacig algebraiczng:
_ V3 1 2
vy = —og Gyt 5o dy,— 5o dy,

gdzie, jak zawsze, nie piszemy wartosci wyrazéw obserwacyjnych — nie-
znanych i dla analizy ogélnej nieistotnych. Krakowian wsp6lczynnikowy
ukiadu réwnan bledéw mie¢ tu bedzie postaé¢ (piszemy ponad nim sym-
bole niewiadomych):
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da, dy, dx, dys dav, dy; da, dy,
g =% X8 1
2d 2d 2d
JE =i o¥E =i
2d 2 2d 2d
L ¢ =¥3 .1
2d 2d 2a 2d
0 . 1 VB =1
2d 2d 2d
—Afa
=¥ 4 1
2d 2d 2 :23-
~¥V3 -1 0
o 24 ?27
T ¢
0 2 ¥3 —1
2d 2 _2 T
o y— (48
V3 -1 -V3 3
2d 2d 2d -—.;Z( "
=, 3 1 0 —2_ /
2d od 2d
a = , = fo—
s ] —¥s L
2d 2 2d 2d
= '/3 =1 0 =4
2d “od 2d
i 2 V3 —i
2 2 2d
0 -2 Lo 2
2l 2d 2d
= ‘,/,_3 1 0 —2
2d o0 2d
V3 -1 =3 =1
2d ot 2d 2d
=¥B =1 0 2
2 od 2d
Y3 oo =¥3 1
2l E,} 2d 2d
=2 V3 1
Al 2 2d

Dopiszemy pod wspétczynnikami tego ukladu jeszeze wspélezynniki
trzech réwnan obserwacji liniowych, ktére beda nam w nastepstwie po-

trzebne i ktérych znaczenie wyjasnimy dalej:

<A, V3 L -V
2 2 2 2

=1 = =yE 1
2 2 2
2

[

=2




Podnoszac krakowian wspélezynnikowy ukladu réwnan bledéw @ do
kwadratu otrzymamy krakowian wspétczynnikowy ukladu réwnan nor-

malnych Gaussa @°.

II
|
i

=y
3
—

|
2
"

e
(=] *]0:

Il
w o

___,6 0 __ﬁ 0
4 4

0 —6 0 —6

4 4

0 0 0 0

0 0 0 0

12 0 0 0

4
12

0 Z 0 0

0 0 12 0
4

0 0 0 12

4

Dla ulatwienia rachunku odwrotnosci napiszemy ten krakowian pod

prostsza postacia wynoszac przed krakowian czynnik 2 = % Otrzymamy
wowczas:

6 0 -1 0 —1 0 —1 0

0 6 0 ! | 0 —1 0 —1

—1 0 2 0 0 0 0 0

= o 0 —1 0 2 0 0 0 0

= oy 0 0 0 2 0 0 0

0 = 0 0 0 2 0 0

-1 0 0 0 0 0 2 0

0 =1 0 0 0 0 0 2

Latwo sprawdzi¢ na drodze mnozenia krakowianowego, ze odwrotnoscig
tego krakowianu bedzie napisany ponizej krakowian (a?)-'

126

S D CNXOoO NS e

S NO N O O

2
0
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2 0 2 0
0 2 0 2
1 0 1 0
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1 0 10 0
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Obecnie mamy juz material pozwalajgcy na obliczenie elementéw elips
bledu wszystkich punktéw wyznaczonych przez sie¢. Bedziemy miano-
wicie mieli:

4d? -1 ( 97

dla punktu 1 {aa ab) _ |27 0 i 0
’ ab bb | s AR m
27 4d?

1042 8 -1 (97 '

S T 1042

1 dla pozostatych punktow: {ab 7 } 5 ) e ’ B
27 104

Poniewaz w obydwéch przypadkach bedziemy oczywiscie mieli tg2 ¢
= 0, przeto osie elipsy bledu beda sie pokrywaé z osiami ukladu (zajdzie
to zawsze w wypadku gdy ab = 0). Ponadto — poniewaz aa = bb — p6t-
osie elipsy beda sobie réwne, a wiec elipsy beda kolami. Oznaczajac przez
R promienie tych két otrzymamy:

dla punktu 1
R=A=B="Tr=_To =m°(%_=mod]/—4—=0,3849mo(l.
CRETIE: 2
4 4
dla pozostatych punktéw (2, 3, 4)
Bl o B T e o ’"°‘i=m,,d]/1—°=o,6086m,,d.
vVt 27 0 27 27
10 10

b) W przypadku drugim

opréez 18 réwnan bledéw obserwacji katowych mie¢ bedziemy jeszeze 3
réwnania bledéw obserwacji liniowych. Szczegély dotyczace réwnan ob-
serwacji liniowych znajduja sie w cze$ci III. Réwnania te maja postaé:

da; dy;
—cos® —sing

dxy, dyp
cos¢ sing

2

przy czym ¢ jest katem osiowym odcinka Igczacego punkt poczatkowy
linii (i-ty) z punktem koncowym (k-tym), za$ znaczenie nieuzywanego
jeszcze przez nas dotychczas symbolu pomocniczego 2 wyjasnia row-
nanie:

a b

2 5 :
=2.1+5(—6)=— 28 itp.
c d 1 —6\‘ ( )

’=ac+bdnp
2
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Zestawienie réwnan cbserwacji liniowych tj. dziewietnastej, dwudzie-
stej i dwudziestejpierwszej obserwacji w ukladzie daje:

| d, dy, | dx, dy,

| | = . 1
va=[{—1 /3 } 1 =8| .. Myy=——dr,+
2 2 |2 2 2 &
* \/2;' dy,+ % dr,— "\%3 Yo, « -
d, dy, i da, dy, l i
ve=|—=1 =4/3| 1 /3 o Og= — - dz, —
2 2 I 2 2 |2

1 8
= ’\‘/2—d?/1+ —2—d:1,'3+ \—/2""11’/:{'

der, dy,
1 0

dz, dy,

8 0 o tjo vy, =do; —dz, =

2

9 ¢
=—dr — -z—rl.rJ, \
2

2

Tabele wspoétczynnikowa tych réwnan ktorg napiszemy wyraznie pod
postacia:

dx, dy, dx. dy, dry dy, dxy dy,
=% V3 ! —Vs

2 2 2 2
=1 =vs 1 Vs

2 2 2 2

2 ok

2 2

podpisaliSmy na str. 125 pod tabelg wspétczynnikows ukladu réwnan ble-
dow obserwacji katowych dla rozpatrywanej sieci. Dla przej$cia do ukla-
du réwnan normalnych nalezy teraz ,zréwnowazyé' obserwacje katowe
i liniowe, to znaczy podzieli¢ kazde réwnanie bledu przez odpowiadajacy
biad $redni, po czym od tego ,zréwnowazonego‘ ukladu réwnan bledow
przej$¢ na zwyklej drodze do réwnan normalnych Gaussa. Mozna to
osiggngé¢ dzielge kwadrat krakowianu wspétczynnikowego uktadu réwnan
biedéw obserwacji liniowych, ktory juz obliczyliémy, przez m? i dodajac
do niego kwadrat krakowianu wspétezynnikowego ukladu réwnan bile-
dow obserwacji liniowych podzielony przez (3m,d) t. przez 9 m? d*
Pierwszego z tych krakowianow nie bedziemy tu pisa¢, gdyz otrzymuje-~
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my go od razu z krakowianu a, ze str. 126 piszac w mianowniku d*m’, za-
miast d*. Drugi krakowian — oznaczmy go b — bedzie mial postaé:

L 0 =4 Vs =1, yfp 0
36 36 36 6 36 36
6 v 8 -3 -/'3 -3
0 p i s S = 0 0
36 36 36 36 36
-1 3 1 -4/3
= 3% = ¥ 0 0 0 0
36 36 36 36
p =1 V3 -8  -V3 3 0 0 0 0
~ am2) 386 36 36 36 N
-1 -1/3 1 3
il ___\/ 0 0 — __'\/ 0 0
36 36 36 36
-1/3 -3 3
36 36 36 36
—4 4
0 0 0 0 0 = 0
36 36
0 0 0 0 0 0 0 0

’ : s, 1 y 3 - -
Sumujac krakowiany a° - g ze str. 126 i napisany ostatnio krakowian b
o
otrzymamy krakowian wspéiczynnikowy ukladu réwnan normalnych

zrOwnowazonego zawierajagcego réwnania katowe 1 liniowe Igcznie.
Oznaczmy ten krakowian dla odréznienia przez @'’ . Bedzie on réwny:

330 0 -5 V8 -5 —4/3 —58 0

0 380 V38 -57 -3 -7 0 -54

-5 438 109 -v3 0 0 0 0

aw=__1§_ V3 -7 —-v/3 1 0 0 0 0
T %med ) 55 /3 0 o 109 V3 0 0
-v38 -57 0 0 V3 1 0 0

- 58 0 0 0 0 0 112 0

0 —54 0 0 0 0 0 108

Po wyrazeniu wielkos$ci liczbowych w utamkach dziesietnych otrzy-
mamy:

9,1666 0 —1,5278 -+0,0481 —1,5278 —0,0481 —1,6111 0
0 9,1666  0,0481 —1,5833 —0,0481 —1,5833 0 —1,5000
—1,5278 0,0481  3,0278 —0,0481 0 0 0 0
e 0,0481 —1,5833 —0,0481  3.0833 0 0 0 0 1
—1,5278 —0,0481 0 0 3.0278  0,0481 0 0 mg d?
—0,0481 —1,5833 0 0 0,0481  3,0833 0 0
—1,6111 0 0 0 0 0 31111 0o
0 —1,5000 0 0 0 0- 0 3,0000
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Mozna sprawdzi¢ na drodze mnozenia ze odwrotnoécig tego krakowia-
nu jest napisany ponizej krakowian (a’?)-! =

0,14727
0

—0,00114
0,07429
0,00114
0,07627

0

[
I

(Rachunek cdwrotnosci @ @ =

0

0,07429 —0,00114 0,07429

0,14727 —0,00114 0,07561 0,00114

0,07429 —0.00114

0,07561

0,00114

0,07561
0

0,36784 0,00400 0,03747
0,00400 0,36323 0
0,03747 0 0,36784 —
0 0,03881 —0,00400
0,03847 —0,00059 0,03847

0,07364 —0,00057 0,03780 0,00057

Q.

0,00114 0,07627
0.07561 0

0 0,03847
0,03881 —0,00059
0,00400 0,03847
0,36323 0,00059
0,00059 0,36092
0,03780 0

cinkiem). Obliczenie elementéw elxps bledu $redniego daje:

Dla punktu 1.

Ag=Bg=m,=my=m,d)y/0,14727=0,3838m, d

Dla punktu 2.

jaaab

Mamy:
s ab bb

1=l

0,36784 0,00400}m2 2]
0,00400 0,36323 [ °

Obliczajgc orientacje znajdujemy:

1g29 =

—0,0598
—0,0344

=1,74 20=60°, =30°

0
0,07364

—0,00057

0,03780
0,00057
0,03780
0
0,37015

mo

2 d?

© zgodny w czwartych cyfrach za prze-

<+ 4 | 2,7189—0,0299}

mid®| —0,0299 2,7533

tj. cos®9=0,7500 sin*9=0,2500 cos ¢ sin ¢=0,4330

Rachunek krakowianu !¢ daje:

LI

—0,0598
2,7533

0,4330—0,4330
0,2500 0,7500

! 2,7189]{0,7500 0,2500

2 72
0

Skad t, = 2,7016 : m’, d° oraz t, = 2,7706 : m®, d’.

Wielkosci poétosi bledu $redniego wyniosg:

A!r =5
&=

Dia punktu 3

Mamy: {
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aa ab]

ab bb

© = 30°

d
=Tt —0,6084m,d
V/2,7016/m%d* 4/ 2,7016
: Mol _0.6008 m,d

V/2.2706/m2d? 4/ 2,7706
0

-

0,00400  0,36323

mg

0,36784 —0,00400} 2d2]:—1 {2,7189 0,0299
0,0299 2,7533

1

mg d*



Obliczenie orientacii daje:

e SWOOOBL —ouppt g —apd
tg 20= 0,044 1,7, 29=-—60°, ©=-—30
a wiec cos®¢=0,75 sin*=0,25 cos¢ sinp=—0,4330

27189 0,7500  0,2500
1 2,701 1
= l 0,0598 [ {—0,4330 04330 (— d2={ 5 (7)2 =
92,7533 0,2500  0,7500 ) ° 40 o

Otrzymamy wiec takie same wartosci pélosi elipsy bledu jak dla punk-
tu 2, co zreszta bylo do przewidzenia z uwagi na symetrie. Bedzie tedy
ostatecznie dla punktu 3:

A4,=0,6084md 8
B,=0,6008 m,d

Dla punktu 4.

— {aaab}_[10,36092 0 }nﬁdﬁ]_-l {27707 0 } 1
" \ab bb | o o37015] ° 0 27016 | mjd?

Poniewaz tang 2¢ =0, 2¢ = 0, ¥ = 0 otrzymamy elipse o poétosi A skie-
rowanej zgodnie z osig OX ukladu. Wielkos¢ jej bedzie réwna bledowi
$éredniemu m,, wielkos¢ polosi B réwna bedzie bledowi S$redniemu my.
Mamy wiec dla punktu 4

Ag=m,=m,d 4/ 0,36092 = 0,6008 m,d

B$r=may=mod '\/ 0,37015 = 0,6084 mod.

Z badania jest widoczne, ze pomiar liniowy bardzo nieznhacznie zwigk~
szyl dokladnos$é wyznaczenia potozenia punktéw. Elipsy bledow, ktére
dla sieci bez pomiaréw liniowych byly kotami, ulegly drobnemu splasz-
czeniu w kierunku pomiaru liniowego (punkty 2, 3, 4), badz tez zachowa-
ly ksztalt kola przy cokolwiek zmniejszonym promieniu (punkt 1). Uwi-
dacznia to ponizsze zestawienie:

Sie¢ bez pomiaréw liniowych Sie¢ z. pomiarami liniowymi
A=B=0,3849 m d A =B =03838 md punkt 1
A = B = 0,6086 mod A = 0,6084 mod B = 0,6008 mod punkt 2
A= B=0,6086 md A = 0,6084 m d B =0,0008 md punkt 3
A =B =06086 md A = 06008 md B=0608¢md | punkt4
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Z badania mozna by wyciagnaé wniosek, ze dokonywanie pomiaréw li-
niowych w sieciach katowych begatych w cbserwacje nadliczbowe, nie
jest celowe jako przynoszgce minimalny wzrost dokladnosci. Poniewaz
jednak w triangulacjach 1gczy sie czestokro¢ punkty wyzszorzedne réz-
nych sieci — niekiedy poshugujgcych sie cokolwiek inng jedncstkq diu-
gosci (jak to np. mialo miejsce w sieciach niemieckich) — nalezy raczej
by¢ ostroznym w opiniowaniu o zbednos$ci pomiaréw liniowych i anali-
zowaé zagadnienie indywidualnie.

Uwaga: W prostych sieciach mozna wprowadzié w analizie jako para-
metr stosunek wzglednego biedu Sredniego diugosci do bledu radialnegc
pomiaru kata. Oznaczajac ten stosunek przez k tj. kladac:
my

b=

t. zn. my=rIkmyd
dm,

mielibySmy np. w sieci przedstawionej na rys. 34, w ktoérej dokonano
sze$¢ obserwacji katowych o bledzie $rednim m, oraz jedng obserwacje
liniowa o bledzie Srednim m, nastepujacy krakowian wspélczynnikowy
zrownowazonego ukladu réwmnan bledow:

1
0 m d
. o
V'3 -
2mod_ 2mod
—4/3 —1
2m d 9m d
o o
=
a= S— R
- 0 m_d .
m
-vV3_ 1
2mo_d 2md
V'3 1
2mad 2mod
1
| *md 0
o

Podnoszgc ten krakowian do kwadratu otrzymamy:

1
1 34+4—]0
@ = —s ( ka)
¢ 0 3
Odwrotnoscia tego krakowianu bedzie nastepujacy krakowian (a%)~' = @
m2d? 3 0
e

1
B (3+k—2)
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Stad wynika ze bledy $rednie wspoélrzednych — réwne z uwagi na ze-
rewos¢ wyrazéw ab polosiom elipsy bledu $redniego — beda si¢ w roz-
patrywanej sieci wyrazaly przez nastepujace réwnania:

A.(r:mz:_ﬂ-— Bs»-:mv:ﬂoi“
1 1/ 3
]/ 3 +F

o A
Stosunek polosi elipsy bledu S = B wyniesie, jak widaé:

1
s 8 k?
o iy ; ; '
Podstawiajac np. k =—3- , jak to przyjmowalismy w poprzednim przy-

kiadzie, otrzymaliby$my dla stosunku poélosi wyrazenie:
A 1 1
S = ——= 9

B 2 2
l—i—3

Splaszczenie elipsy, ktéra w wypadku nieistnienia pomiaréw liniowych
jest w rozpatrywanej sieci kotem, jest wigc do$¢ znaczne.

Rozdzial X

Ilustracje graficzne badan

WSTEP

Badanie typowych sieci triangulacyjnych, zaréwno tych jakie juz prze-
prowadziliémy jak i innych, dostarcza bardzo duzo materialu cyfrowego
ktéry dopiero po zilustrowniu graficznym pozwala na natychmiastowe
wnikniecie w istoing tresé wnioskéw badania. Pewne cechy badanej sie-
ci, trudno odczytywalne z zespolu danych cyfrowych jakiego dostarcza
badanie; staja sie¢ bez trudu dostrzegalne na przejrzystym wykresie syn-
tetyzujacym te dane cyfrowe. Ma to miejsce dlatego ze oko jednoczesnie
lub niemal jednoczesnie widzi szczegély ilustracji graficznej i natych-
miast je poréwnuje. Z tej szybkosci reakcji zapewne wynika i ta wlasci-
wosé ilustracji graficznych ze sg one nieréwnie trwalej przyswajalne od
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ilustracji cyfrowych. Niniejszy rozdzial po$wiecony bedzie ilustracjom
graficznym badan sieci triangulacyjnych w oparciu o te kryteria, ktére
przyjeliSmy na poczatku pracy i na ktorych opieralismy sie przy dotych-
czasowych badaniach.

Przypominamy pokrétce, ze kryteriami tymi byty:

a) wielkosci bledéow sSrednich polozenia punktéw wyznaczanych, roz-
szerzone w sensie geometrycznym przez pojecie elipsy bledu,

b) wielko$¢ btedu $redniego $redniego bledu,

c) wielkosci wplywow bledow nieprzypadkowych na funkcje obserwa-
cji, a w szczegblnosci na wspoéirzedne wyznaczanych punktow,

d) zmniejszanie sie kwadratu sredniego btedu obserwacji na skutek pro-
cesu wyrdwnania metoda najmniejszych kwadratow (kryterium Otreb-
skiego).

Stosowanic kryteriow b) oraz d) jest bardzo mato klopotliwe. W pra-
cach geodezyjnych nie mogg one jednak w zadnym razie udzieli¢ dosta-
tecznej odpowiedzi w analizie poréwnawczej. Stanowia one natomiast
bardzo cenne uzupelnienie kryterium pierwszego, w przypadku gdy za-
stosowanie jego nie daje zdecydowanych wynikow. Stosowanie kryteriow
a) oraz c) jest rachunkowo bardzo ucigzliwe, o czym juz mieliSmy okazjq
sie przekona¢. Wymagaja one oba rachunku odwrotnosci krakowianu
wspolezynnikowego ukladu réwnan normalnych Gaussa, ktérej oblicze-
nie jest dla duzych ukladéw ciezkim problemem rachunkowym. (Jezeli
badamy wylacznie bledy $rednie wspoéirzednych, to znaczy gdy abstra-
hujemy od bledéw $rednich funkcji tych wspélrzednych, mozna wpraw-
dzie obej$¢ sie bez pojecia odwrotnosci poprzestajac na obliczeniu od-
wrotnosci pierwiastka, jednak obliczenie catej odwrotnosci daje tak przej-
rzysta kontrole pod postaciag rownania @ x7'= t, Zze stosowaliSmy je we
wszystkich niemal analizach). N

Graficzna ilustracja kryterium a) sprowadza sie do wykreslenia elips
bledow wszystkich wyznaczanych punktow w poréwnywanych sieciach.
Jest przy tym zasadniczo obojetne czy postugujemy sie elipsa biedu $Sred-
niego, czy inna, gdyz zalezy nam tylko na poréwnaniu efektu doklad-
nosciowego obu sieci.

Graficzna ilustracja kryterium b) sprowadza sie do wykreslenia oproécz
cbranej elipsy (np. elipsy btedu sredniego) dwéch rownoleglych elips cha-
rakteryzujacych granice zmiennosci wymiaréw elipsy w obu sieciach przy
tym samym prawdopodobienstwie tej granicy zmienno$ci. Graficzna ilu-
stracja kryterium c) moze polega¢ na wykreSleniu wektoréw przesuniec
punktéow pod wplywem takiej samej zmiany obserwacji dla obu sieci.
[lustracja graficzna kryterium d) jest zbedna.
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Wykres I (rys. 35).

Wykres 1 przedstawia elipsy bledu punktéw wyznaczanych przez sieci
elementarne o 1, 4, 9, 16 tréjkatach. Elipsy te wykreslono dla kazdego
punktu trzykrotnie przyjmujac: raz zalozong wartosé btedu $redniego,
raz dolng granice tej wartosci i raz goérng granice tej wartosci, w zalo-
zeniu, ze blad $redni zmienia sie od mo — mm, do mo + mm,, gdzie mo
bigd $redni, zas mm, jego Sredni biad.

Z wykresu jest odrazu widoczne, ze pomimo jednakowej wartosci biedu
potozenia punktu najbardziej odleglego od podstawy we wszystkich sie-
ciach elementarnych (jednakowe wartosci elips $srodkowych we wszyst-
kich sieciach), sieci matotrojkgtowe wyznaczaja polozenie punktu wiary-
gedniej od sieci wielkotrojkgtowych, bowiem osi elips zewnetrznych sg
dla sieci malotréjkatowych mniejsze.

Wykreslenie elips — ktoére sa tu zreszta kolami — oparte jest na ma-
teriale obliczen rozdziatu I, IV oraz V.

Ponizej przytoczona tabelka, z ktérej ukladu widoczne sg proste ra-
chunki, jakie nalezalo wykonaé¢ dla wykorzystania cytowanego materiatu
do sporzadzenia wykresu, wyjasnien nie wymaga.

Tabelka danych cyfrowych

Ilo&c Pélos Promier:iie (l;él na wykresie uz’yskanc
tréjkatow P Blad elipsy ___ w drodze mnoienia A przez
w sieci II:lé polozenia bk ér: 1,707 1,000 |0,293dlan—1
punktow — B= 1,353 1,000 0,647 n = 2
ntar. kt A=B= ; , ;
el PR Ol || === 1213 1000 [0,787 n—=3
" ==y 1,151 1,000 0849 n=4
1 1 l 1,155 m,D | 082 m,D 1,39 m,D 0,82 m,D 0,24 m,D
4 1 1,155 m,D | 0,82 m,D 1,10 m,D 0,82 m,D 0,53 m,D
2,3 0,645 m,D | 0,46 m,D 0,62 m,D 0,46 m,D 0,30 m,D
4 0,500 m,D | 0.35 m,D 0,48 m,D 0,35 m,D 0,23 m,D
9 1 1,155 m,D | 0,82 m,D 0,99 m,D 0,82 m,D 0,64 m,D

2,3 0,764 m,D | 0,54 m,D 0,66 m,D 0,54 m,D 0,42 m,D
4,6 0,489 m,D | 0,35 m,D 0,42 m,D 0,35 m,D 0,27 m,D
b 0,497 m,D | 035 m,D 0,43 m,D 0,35 m,D 0,28 m,D
7.8 0,435 m,D | 0,31 m,D 0,37 m,D 0,31 m,D 0,24 m,D

16 1 1,155 m,D | 0,82 m,D 0,94 m,D 082 m,D 0,69 m,D
2,3 0,838 m,D | 0,59 m,D 0,68 m,D 0,59 m,D 0,50 m,D
4,6 0,615 m,D | 0,43 m,D 0,50 m,D 0,43 m,D 0,37 m,D
5 0,585 m,D ; 041 m,D 0,48 m,D 0,41 m,D 0,35 m,D
7,10 0,401 m,D | 0.28 m,D 0,33 m,D 0,28 m,D 0,24 m,D
8,9 0,443 m,D | 0,31 m,D 0.36 m,D 0,31 m,D 0,27 m,D

11,13 0,374 m,D | 0,26 m,D 0,30 m,D 0,26 m,D 0,22 m,D
12 0,460 m,D | 0,33 m,D 0,37 m,D 0,34 m,D 0,28 m,D
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Poréwnujac dane cyfrowe zauwazymy zez ré6wnym prawdopodd-
bienstwem w sieci jednotréjkatowej wielko§¢ promienia elipsy (kotla)
bledu $redniego doj$¢ moze do 1,39 m,D, jak w sieci szesnastotrojkgto-
wej do 0,94 m,D.

Opracowanie graficzne wykresu wykonal inz. Wojciech Janusz.

Rys. 35

Wykres 2 (rys. 36).

Wykres ilustruje zmiany potozenia punktéw w sieci wyréwnanej me-
todg najmniejszych kwadratow, jesli nadamy obserwacji kata przy pod-
stawie (we wszystkich sieciach elementarnych oznaczyliSmy te obserwa-
cje N 2), oznaczonego na rysunku punktem, przyrostek dl i ponownie wy-
réwnamy sie¢ metodg najmniejszych kwadratéw.

Z wykresu jest widoczne, ze takie przesunigcie punktéw w sieciach ma-
otréjkgtowych jest duzo mniejsze niz w sieciach wielkotréjkgtowych.
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Tabelka danych cyfrowych

Ilos¢ tr:

o T NN Przesunigcie odcigtej Przesuniecie rzednej
w ::fc' punktéw ; I
1 -—4/3
1 1 3 dlD— 033dlD —;/— dlD ——0,58dlD
1 —4/3
4 1 5 dD= 017dlD —g/— ¢lD ——029dlLD
—/3
2 0 —X— G@D--.—029dlD
3 B 08dlD —V3 LD idl D
i3 dD= 0 13 dD=—0,14
=1 —4/3
4 s @D =---008dlD —g 4D -——014dlD
1 —4/3
9 1 5 diD= 011dlD —?;/— dlD --—0,19dlD
2 RS 0,04dlD i LD 0,19dlD
97 diD = f 9 c!D---—0,19a
2 . -24/3 .
3 o7 GlD== 007dlD 57— GLD-=--013dlD
-1 -3
4 57 diD - 004diD —g— CLD=—0,19dlD
-24/3 .
5 0 —57— CiD 0,13dlD
1 —1/3 h
6 57 dlD —-—004dlD 57— dlD ——006dlD
—2 -24/3
7 57 diD--—007dlD 57 D --—0,13dlD
-1 —v/3 R
8 57 @D -004dlD 57— dlD——006dLD
1 —1/3
16 1 ~=-dlD— 008dlD — VY2 dD-—016dlD
12 12
1 ) -3 .
2 ?IdlD; 0,04dl D EETE dlD--—0,14dlD
y —4/3
3 76 9D~ 006dlD —jg— 9iD - —011dlD
—1/3
4 0 —1\2/- diD - —0,14dlD
1 —4/3
B —_— ’ 9 17 RIS, (R alre 7
5 a8 ALD- 002¢iD 16 @D 0.11dlLD
1 —\V3
6 9f dID--  004dlD —54 @D =—007dlD
- —/3
7 5z 9D - —004dlD —jo— dlD=—014dlD
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Tabelka danych cyfrowych

”os(‘f ".: NN Przesuniecie odcigtej Przesuniecie rzednej
) :fc' punktéw fr fy
=1 =v3
8 18 dlD —-—0,02dl D 16 D-—-—0,11dlD
—v'3
9 0 . 2{— dlD = —007dlD
1 —4/3
10 8 dlD —+40,02dl D —A8 diD-.-—0,04dlD
=== 1 T\/_'j di
11 16 dlD ——0,06dlD 16 D.-—-—0,11dlD
12 3 -V3
%4 diD ——0,04dlD 24 dlD ——0,07dlD
3 — dl A diD
1 48 dlD —=-—0,02dlD 18 —=—20,04dlD

Dla obliczenia liczb podanych w tabelce realizowano wzér podany na
str. 55 tzn. mnozono wiersz 2 obserwacji przez kolejne wiersze od-
wrotnosci krakowianéw wspéteczynnikowych ukladéw réwnan normalnych
Gaussa. Nastepnie wyrazono wszystkie odpowiedzi w jednostce D (wielki
bok sieci).
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Wykres 3 (rys. 37).

Wykres trzeci ilustruje wzrost dokladnosci wyznaczenia polozenia
punktu centralnego, okreslonego z punktéw obwodowych, zaréwno na
skutek procesu , okrazania“ punktu wyznaczanego, jak i na skutek pro-
cesu ,,zageszczania‘* sieci, tzn. budowania jej z coraz to mniejszych tréj-
katéw. Pierwsze zjawisko: wzrostu dokladnosci przy okrazaniu punktu
wyznaczanego obserwujemy dla sieci jednotrdjkatowych w pierwszym
wierszu wykresu, dla sieci czterotréjkatowych w drugim wierszu wykre-
su, oraz (czeScoiwo) dla sieci dziewieciotréjkatowych w trzecim wierszu
wykresu. Zjawisko wzrastania dokladnosci w miare potegujacego sie
okrgzania jest jak wida¢ wydatniejsze dla sieci malotréjkgtowych niz dla
sieci wielkotrojkatowych. Obrazuja to wielkosci elips bledu, przy kté-
rych napisano tez wielko$ci btedéw Srednich polozenia punktu wyrazone
przez wielkg podstawe sieci D. Tak np. przy przej$ciu od wyznaczania
punktu z jednego trojkata (w lewej czesci rysunku) do wyznaczenia punk-
tu z wszystkich szesciu punktéw obwodowych bigd Sredni polozenia punk-
iu maleje od 1,15 m,D do:

a) 0,47 mD, w sieciach elementarnych jednotréjkatowych,

b) 0,30 mD, w sieciach elementarnych czterotréjkatowych,

c) 0,23 mD, w sieciach elementarnych dziewieciotréjkatowych.

Zjawisko wzrostu dokladnos$ci przy zageszczaniu sieci obserwujemy w
sgsiadujgcych kolumnach: w pierwszej kolumnie jest widoczne, ze zja-
wisko wzrostu doktadnosci dla pojedynczych sieci elementarnych nie za-
chodzi, w drugiej kolumnie widzimy, ze dla ukladéw zlozonych z dwoéch
sieci elementarnych zageszczenie powoduje juz wzrost dokladnosci (od
0,82 m,D do 0,70 m,D). W nastepnych kolumnach widzimy ten wzrost
dokladnoéci przy sieciach okrazajacych opartych o trzy, cztery pie¢ i szes¢
punktéw. W ostatniej kolumnie mamy mozno$¢ obserwowa¢ wzrost do-
kladno$ci przy wyznaczaniu z szeSciu punktéw obwodowych: przy sie-
ciach elementarnych jednotrojkatowych mamy biad potozenia punktu
réwny 0,47 m,D, przy sieciach elementarnych czterotréjkatowych 0,30
m,D wreszcie przy sieciach elementarnych dziewieciotréjkagtowych
0,23 m,D.

Wykres 3 stanowi wymowna ilustracje zalet graficznego obrazowania
wynikéw zmudnych badan rachunkowych: celowo skomponowany wy-
kres pozwala tu od jednego rzutu oka wzdluz wierszy i wzdiuz kolumn
zauwazy¢ zwigzek miedzy dokladnoscia wyznaczenia polozenia punktu
w wyniku okrazania i zageszczania, ktérego opis — duzo mniej przejrzy-
sty — wymagal kilkunastu zdan.

Warto moze zwroécié tez uwage na réznice w dokladnosci wyznaczenia
polozenia punktu: najbardziej prymitywnego (z jednego tréjkata) i naj-
celowszego geodezyjnie w zakresie przeprowadzanego poréwnania (z sie-
ci ostatniej na rysunku).

Blad $redni maleje od 1,15 my,D do 0.23 m,D, to znaczy pieciokrotnie.
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Jezeli dodamy, ze blad $redni $redniego bledu maleje to od 0,71 m do
0,08 m zrozumiemy celowo$¢ zakladania sieci powierzchniowych (proces
okrgzania) i celowo$¢ postugiwania sie sieciami malotrojkatowymi (pro-
ces zageszczania).

Tabeli danych cyfrowych, z uwagi na umieszczenie na rysunku wiel-
kosci liczbowych S$rednich bledéw polozenia punktéw, nie umieszczamy.
Obliczenie wykonano w toku analiz. W lewe]j stronie wykresu znajduje sie
rysunek przedstawiajacy elipsy bledéw w sieciach elementarnych zbudo-
wanych z trojkatow prostokatnych.

Wykres zaprojektowat i sporzadzit inz. Wojciech Janusz.

Wykres 4 (rys. 38).

Na wykresie 4 zobrazowano dwie sieci okrazajgce lgczace dwa przeciw-
legte wierzcholki szescioboku foremnego. W gornej czesci rysunku sie¢
zbudowana zostala z sieci elementarnych jednotréjkatowych, w dolnej
czedci rysunku — z sieci elementarnych czterotréjkatowych. Z wykreslo-
nych elips bledu (kola rysowane liniami pelnymi) jest widoczne, ze punk-
ty wyznaczone badZ przez jedna badz przez druga sie¢ sa obcigzone mniej-
szym bledem polozenia, gdy wyznacza je sie¢ malotréjkatowa. Wielkosci
Sredniego bledu polozenia punktu dla wszystkich wspdélnych dla obu sieci
punktéw zostaly cyfrowo uwidocznione na rysunku. Z uwagi na symetrie
vkladu nie powtarzano wartosci bltedow przy kazdym z punktow. Wiel-
kosci btedéw s$rednich polozenia punktéw wyznaczonych tylko przez sie¢
malotrojkatowg na wykresie pominieto, aby nie cdwraca¢ uwagi od szcze-
gotow dla poréwnania nieistotnych. Wartosci tych bltedéw znajduja sie na-
tomiast w tabelce liczbowej podanej ponizej.

% \\/(r\/——\ - A
/ f / \ ZNC
mp s 113me) | ) o = 1,03m, )| )

) /\ /\ - =

~

Mp=025m mp= 07ImD;

ol

Mm= 0,115 m

\‘ A

A%,

Ryvs. 38

Oprécz poréwnania wielkosci bledow polozenia punktéow, utatwionego
przez wykres$lenie elips bledu, poréwnano tez wartoéci $redniego bledu
bledu Sredniego — zaréwno przez podanie wartosci tych bledéw obok
sieci (mm) jak i przez wykreslenie dodatkowych elips (kota narysowa-
ne liniami przerywanymi), odpowiadajgcych zalozeniu, ze blad $redni
réwny jest sumie m + mp.
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Przewaga sieci malotréjkatowej nad wielkotréjkatows jest i tutaj wi-

doczna.
Ponizej podajemy wielko$ci §rednich bledéw polozenia punktu w obu
sieciach.
Tabelka danych cyfrowych
‘Bledy $rednie polozenia p-ktu
Opis polozenia punktu w sieci w sieci W slect
malotréj- wielotréj-
katowej katowej
Punkty polozcne na osi laczgcej p-ty state 0 0
0,50 m D —
0,59 m D 0,71 m D
0,50 m D —
0 0
Punkty polozone na osiach réwnolegiych 0,65 m D —
sgsiadujgcych z osig laczgcg p-ty state 0,67 '"oD o
0,67 m D -
0,65 moD -
Punkty polozone na osiach skrajnych 1,03 m OD 1,13 m D
1,00 m.oD —
rownoleglych do osi lgczgcej p-ty stale 1,03 mol) 1,13 m D

~ Przez m, oznaczono jak zawsze blad $redni pomiaru kata w sieci, przez
D dtugosé boku wielkiego trojkata sieci.

Wykres 5 (rys. 39).

Ilustruje dokladno$é wyznaczania punktow przez sieci centralne opar-
ie o trzy punkty state niesgsiadujace ze sobg i polozone na obwodzie.

Pierwsza sie¢ zbudowana jest z sieci elementarnych jednotréjkatowych,
druga z sieci elementarnych czterotréjkatowych, trzecia z sieci elemen-
tarnych dziewigciotrojkatowych. Elipsy bledéw punktéw wyznaczanych
przez wszystkie rozpatrywane sieci oznaczono wyrazniej, co ulatwia po-
réwnanie efektu dokladno$ciowego.

Wartoéci bledéw $rednich polozenia punktéw centralnych oraz peryfe-
ryjnych wspélnych dla wszystkich sieci podano liczbowo na rysunku.
Wartosci bledéw $rednich potozenia wszystkich punktéw podano w tabel-
ce danych cyfrowych. Elipsy bledu sa wszedzie kotami. Obliczenie osi
elips bledu sredniego wyraza¢ wiec bedzie stale wzér:

mp
A=B=m=my=—==0,71 mp.
V2

Zmniejszanie sie¢ bledéw Srednich polozenia punktu w miare zageszcza~
nia sieci (0,54 m,D 0,39 m,D 0,3¢ m,D dla punktu centralnego, oraz 0,86
m,D 0,71 m,D 0,67m,D dla punktéw peryferyjnych) przemawia wyraznie

141



za stuszno$cig koncepcji sieci matotréjkatowych. Réwniez kryterium ble-
du $redniego Sredniego biedu zupelnie zdecydowanie przemawia za sie-
ciami majotréjkatowymi.

Bledy S$rednie $rednich bledéw beda bowiem réwne: 0,22 m, 0,11 m,
0,07m. Rachunki przeprowadzili: inz. Gombrych i inz. Panasiuk.

Czytelnik zechce uprzytomni¢ sobie, ze analiza sieci zbudowanej z sieci
elementarnych dziewieciotréjkatowych wymaga rachunkéw w ukladzie
68 rownan liniowych.

Tabelka danych cyfrowych

L Bledy $rednie polozenia punktéw w sieciach
Opis polozenia a) sie¢ zbudowana b) sie¢ zbudowana c) sie¢ zbudowana
punktu w sieci z sieci elementar: z sieci elementar: z sieci elementar:
jednotréjkatowych czterotr6jkatowych | dziewieciotréjkatow.
Punkty na osi 0,86 molD) 0,71 moD 0,67 moD
gléwnej 0,43
0,43 0,33
0,54 moD 0,39 0,34
0,37 0,33
0,29
0 0 0
Punkty na osi sasia- — 0,52 moD 0,54 moD
dujacej z osia — 0,28
gléwna — 0,37 molD 0,33
— 0,35
== 0,43 0,36
— 0,52 0,38
| | .
Punkty na osi sasiadujacej z poprzednig lecz nie krancowej 0,38 moD
| 0,29
0,28
0,43
0,54
Punkty na osi 0,52 moD) 0,38 moD
kraficowe;j 0,71 0,54"
0,86 moD 0,67
mp=086 moD
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Wykres 6 (rys. 40).

Wykres 6 ilustruje $rednie bledy tych samych funkeji obliczonych po
wyrdéwnaniu z trzech sieci opartych o ie same punkty stale, lecz budowa-
nych z sieci elementarnych o réznej ilosci trojkatéw. Poréwnuje sie tu
te same sieci, dla ktérych bledy $rednie polozenia punktéw zostaty przed-
stawione na wykresie 5. Znajgc wielkosci bledow $rednich polozenia
punktéw mozna bylo oczywiscie przewidzie¢, ze obecnie rozpatrywany
wykres wykaze rowniez przewage sieci malotréjkgtowych. Jak widac
bledy wzgledne (tak chetnic uzywane jako kryterium w literaturze) wy-
niosg tu:

1) dla bok6éw polozonych na obwodzic:

w sieciach jednotréjkgtowych 0,61 m
czterotréjkatowych 0,50 m,
dziewieciotréjkgtowych 0,47 m,

2) dla bokéw centralnych opartych o punkty stale:
w sieciach jednotréjkatowych 0,38 m,
4 5 .czterotrojkatowych 0.28 m,
5 & dziewieciotrojkgtowych 0,24 m,
3) dla bokéw centralnych nieopartych o punkty state:
w sieciach jednotrojkatowych 0,61 m,
czterotréjkagtowych 0,45 m,
dziewieciotréjkatowych 0,40 m,

Mozna powiedzie¢, ze doktadno$¢ wyznaczenia diugoséci wzrasta tu przy
przejsciu od sieci jednotréjkatowych do sieci dziewieciotréjkgtowych
przecietnie o okoto 30%o.

Srednie bledy katéw po wyréwnaniu sg dla kazdego kata szeScioboku
takie same. Wynosza one:

w sieciach jednotréjkgtowych 0,67 m,
i ¥ czterotréjkatowych 0.51 m,
5 5 dziewieciotrojkatowych 0,47 m,

Liczby te dajg odpowiedz (oczywiscie w stosunku do rozpatrywanego
ukladu sieci) na pytanie czy korzystniej jest zmierzy¢ katy wielkotréojka-
towej sieci, czy obliczy¢é wartosci tych katow z sieci matotréjkatowe;.

Widzimy tu wyraznie, ze przeprowadzajac pomiar z sieci wielkotré6j-
katowej (pierwszej na rysunku) z bledem Srednim obserwacji katowej m,,
otrzymamy w wyniku wyréwnania Scistego katy obcigzone biedami Sred-
nimi 0,68 m,

Natomiast przeprowadzajac pomiar w sieci malotréjkatowej (trzeciej
na rysunku) z bledem $rednim obserwacji katowej m,, otrzymamy w wy-
niku wyréwnania $cistego te same katy sieci wielkiej obcigzone bieda-
mi $rednimi 0,47 m, Otrzymana réznica w dokladnosci jest rzedu okolo
30%o.
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my=067m, my=051Mg m;=0,47M,

Rys. 40
Wykres 7 (rys. 41).

Wykres 7 ilustruje wplyw pomiaréw liniowych na wzrost dokladnosci
wyznaczenia polozenia punktéw w sieci centralnej. Badaniu podlegala
sie¢ centralna oparta o trzy punkty state zbudowana z sieci elementar-
nych dziewieciotrojkatowych. W sieci tej zatozono raz tylko pomiary ka-
tcwe z bledem $rednim m, (rys. b), zas drugi raz oprocz tego trzy pomia-
ry liniowe na odcinkach $rodkowych promieni nie opartych o punkty

state. Sredni blad wzgledny pomiaru liniowego przyjeto réwny % m,. Za-

lozenie takie wydaje sie najlepiej odpowiada¢ obecnym dokladnosciom

pomiaréw w sieciach triangulacyjnych (np. przy bledzie wzglednym po-

miaru liniowego 1 :1 000 000 i bledzie §rednim pomiaru katowego mg® =2
m, 100 1

tzn. m, = 0,000 003 14 byloby T_mm" = m,).

Z analizy wynika, ze wplyw pomiaréw liniowych na dokladnos¢ wy-
znaczenia polozenia punktéw jest (w badanej sieci) zupelnie znikomy.
Elipsy bledu polozone na promieniach wzdiuz ktérych przeprowadzono
pomiar liniowy ulegly nieznacznemu splaszczeniu w kierunku pomiaru
— zgodnie z tym co narzuca nam intuicja geometryczna — za$ wielkosci
bledéw S$rednich polozenia punktu niemal si¢ nie zmienily. Dla punktu
centralnego sieci biad s$redni polozenia punktu pod wplywem pomiardéw
liniowych zmalal od 0,335 m,D do 0,334 m,D. Dla najgorzej wyznaczo-
nych punktéw peryferyjnych w narozach biad polozenia zmalal od 0,670
m,D do 0,639 m,D, a wiec nier6wnie wigcej jak dla punktu centralnego,
trudno jednak przypisywac¢ tej zmianie znaczenie praktyczne. W $wietle
przeprowadzonej tu analizy mozna by powiedzie¢, ze stosowana w nha-
szych sieciach wypelniajacych ,,0szczednos¢ w pomiarach liniowych jest
naogoét biorgc usprawiedliwiona. Méwimy tu ,na ogét biorgc” rozumie-
jac przez to ze w pomiarach Igczacych rézne sieci triangulacyjne pomiary
bazowe zawsze sg celowe. Ich rola nie sprowadza sie bowiem woéweczas
do podniesienia dokladnosci w ukladzie spostrzezen obcigzonych bledami
przypadkowymi — co zaklada analiza — ale ma raczej na celu zabezpie-
czenie sie od deformacji ukiadu przez zmniejszenie roli bledéw statych.
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Trzeci rysunek na wykresie (c¢) przedstawia sie¢ badang realizowang
przez sieci elementarne jednotréjkatcwe, ktorg zresztg juz poznaliSmy.

Tabelka danych cyfrowych a
Oznaczenie | Bledy Srednie polozenia p-téw v Z U
punktu | 4) ; pomiarami |b) bez pomiaréw ] W,
(szkic) liniowymi liniowych s a
P 0,334m D 083 mD | :
Q 0,347 0,349 W P
R 0,331 0,333 5
S 0,288 0,291 T R
T 0,401 0,430 W
v 0,639 0,670 2 s
w 0,354 0,361 2
V 0,377 0,384 v v
VA 0,517 0,538
Rys. 42

Wykres 8 (rys. 43).

Na wykresie 6smym poréwnuje sie dokladno$é wyznaczenia potozenia
punktéw najbardziej oddalonych od podstawy okreslanych z sieci central-
nych opartych o dwa punkty polozone na obwodzie sze$ciokata forem-
nego.

Pierwsza sie¢ (widoczna na gornej czeSci wykresu) zbudowana jest z
sieci elementarnych jednotréjkatowych; druga sie¢ (widoczna w dolnej
czeSci wykresu) zbudowana jest z sieci elementarnych czterotréjkato-
wych.

Bledy S$rednie potozenia punktéw najbardziej oddalonych od podstawy
sg tu dla sieci malotréjkatowej nizsze o okoto 10% niz dla sieci wielko-
iréjkatowej. Wynosza one odpowiednio: dla sieci wielkotréjkgtowe]
2,3 m,D, dla sieci malotréjkatowej 2,1 m,D. Jakkolwiek r6znica nie jest
duza — jednak przemawia ona za sieciag malotréjkgtows. Jezeli zwréci-
my sie do kryterium bledu $redniego Sredniego bledu, skonstatujemy bar-
dzo duzg przewage sieci malotrojkatowej. W sieci wielkotréjkgtowej ma-
my tu bowiem spostrzezen nadliczbowych 18 — 10 = 8, natomiast w sieci
matotréjkatowe] 11o$¢ spostrzezen nadliczbowych wyniesie 72 — 34 = 38.
Bledy srednie $redniego bledu wyniosg tedy:

m

dla sieci wielkotréjkatowej m,=———=0,25 m
1ka ] m VAT
m
dla sieci matotréjkgtowe]j my=————=0,11 m.
iL<:) i m v 76

Na wykresie zilustrowano to przez wykreslenie elips bledu punktéw
najbardziej oddalonych od podstawy przyjmujac promienie (elipsy bledu
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sg tu kotami) proporcjonalne 1) do wartosci éredniego bledu m, 2) do
warto$ci gornej granicy sredniego bledu m + m, oraz 3) do wartosci
dolnej granicy $redniego bledu m — m,. Powstale w ten sposéb pier-
$cienie pozwalajg od jednego rzutu oka oceni¢ obie oméwione zalety sieci
malotrojkatowej: wieksza dokladno$¢ wyznaczenia polozenia punktu oraz
wieksza pewno$¢ charakterystyki dokiadnosci.

Stosujac kryterium Otrebskiego rowniez skonstatowaliSmy przewage
sieci malotrojkatowej. Przecietne zmniejszenie kwadratu $redniego btle-
du obserwacji spowodowane przez wyrownanie wyniesie tu bowiem: dla
sieci wielkotrojkgtowej 20,36, za$ dla sieci malotrojkatowej 17/36.

Warto moze tez zauwazy¢ — czego na wykresie nie zilustrowano — ze
doktadnos¢ wyznaczenia potozenia punktu centralnego jest dla sieci ma-
lotrojkatowe]j wyzsza niz dla sieci wielkotréjkatowej nie o okoto 10%, jak
dla punktéw peryferyjnych, lecz o okolo 20%.

Bz 042 m,-z,tm,ﬂ

\VAVAV

Na wykresie 9 zilustrowano zmniejszanie sie zaréwno bledéw $rednich
polozenia punktéw, jak i $rednich bledéw bledu Sredniego w sieciach
okrazajgcych budowanych z sieci elementarnych czterotréjkatowych, w
miare wzrostu procesu ,,okrgzania‘“. Przy kazdym wyznaczanym punkcie
wykre$lono elipse bledu (ktéra dla kazdego punktu sieci jest kotem),
przyjmujac promien elipsy raz rowny (w jednakowej dla calego rysunku
skali) wielkosci $redniego bledu, raz réwny wielkosci S$redniego bledu
zwiekszonego o biad sredni Sredniego bledu, wreszcie raz réwny wielko-
$ci $redniego bledu zmniejszone o biad Sredni $redniego bledu. Koto wy-
kreslone promieniem réwnym Sredniemu bledowi, czyli wlasciwa (dla
ustalonej skali) elipse bledu, wyrysowano grubsza linia.

Wahania wymiaréw elipsy spowodowane przez wahanie wartosci btedu
¢redniego od m— m, dom + m, sa wiec dla kazdego punktu uzmysto-
wione przez szeroko$ci widocznych na rysunku pierscieni. Wykres po-
zwala od jednego rzutu oka zauwazy¢ proces zmnieszania sie $redniego
biedu potozenia punktu i wzrostu -,,wiarygodno$ci* wyznaczenia punktu
dla wszystkich punktow okreslanych przez sie¢.

My, 025m  Mp=23m D)

Rys. 43
Wykres 9 (rys. 44).

147



Wykres pozwala jednoczeénie zaobserwowaé celowo$¢ tworzenia przy
wyréwnaniu grup wielopunktowych obejmujacych duze ilosci punktow.
Przy wyr6éwnaniu grupy szesciu wyznaczanych punktéw, widocznych na
pierwszym rysunku, otrzymamy jak wida¢ wybitnie gorszy dokladnoscio-
wo efekt wyrdéwnania, niz w razie dolgczenia do grupy jeszcze dwodch
punktéw i gcznego wyréwnania grupy przedstawionej na drugim rysun-
ku, obejmujacej osiem punktéow. Dotgczanie dalszych punktéw do grupy
zilustrowane przez nastepne rysunki, wplywa¢ bedzie dalej na wzrost do-
kladnosci wyznaczenia rozwazanej grupy szeSciu punktéw. Przekonywu-

Rys. 44

jaca ilustracje zagadnienia uzyskuje sie zaslaniajac na wszystkich rysun-
kich czesci sieci nieobejmujace szesciu punktéw wystepujaeych w sieci
pierwszej. Widoczny jest woéwczas wylaeznie efekt wyrdéwnania tych
sa.my‘ch punktow w razie zakladania réznych grup wyréwnawczych. Omo-
wicnie tej ilustracji zdaje sie o tyle zaslugiwaé¢ na podkres$lenie, ze nie-
zrozumienie korzysSci plynacych z daleko posunietego wyréwnania grupo-
wego jest jednak bardzo rozpowszechnione.

Zamiast jednoczesnego wyréwnania duzego ukladu obserwacyjnego
przeprowadza sie az nazbyt czesto wyréwnanie fragmentu tego ukladu,
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aby nastepnie, przyjmujac uzyskane w wyniku wyréwnania dane geode-
zyjne czy ich funkcje (wspoéirzedne) za bezbledne, ,.dopasowywaé” do
nich dalszy fragment ukladu obserwacyjnego itd. itd. itd. Podobnie za-
miast jednoczesnego wyréwnania grupy kilku punktéw wyznacza sie te
punkty pojedynczo — wielokrotnym wcieciem wprzéd — uzyskujac drob-
ne pozycje zysku w czasie rachunku, a obnizajagc wartos¢ techniczng ma-
teriatu, ktéory ma stuzy¢ w nastepstwie innym celom a okazuje sie nie-
iednokrotnie niedostatecznie dokladny wylacznie na skutek takiego ,bez-
ceremonialnego wyréwnania pozornie przeprowadzanego przytym meto-
da najmniejszych kwadratow.

Wykres wykonano opierajac sie na materiale podanym w poprzednim
rozdziale (str. 83, 89, 93).

Uwaga dotyczaca elips bledu na wykresach

Jak to czytelnik mial mozno§¢ zauwazy¢ nie poruszaliSmy nigdzie przy
omawianiu wykreséw zagadnienia uzycia takiej czy innej elipsy biedu (np.
elipsa bledu Sredniego, elipsa Andrae’go, elipsa prawdopodcbna itp.), ani
tez — co zreszta na jedno wychodzi — nie moéwiliSmy nigdzie o takiej
czy innej skali rysunku elips. Uwazaliémy te pojecia za zbedne z uwagi
na poréwnawczy charakter badan. Nie chodzilo nam bowiem przy ilu-
stracji o to, jakie sg konkretnie wymiary elipsy bledu dla sieci malotréj-
katowej, a jakie dla sieci wielkotréjkatowej, lecz wylacznie o to czy
wymiary te sa wieksze dla jednej czy dla drugiej z poréwnywanych sieci
— przy przyjeciu zalozenia, ze dla obu sieci rozpatrujemy el'pse biedu we-
wnatrz ktérej punkt wyznaczany znajduje sie z takim samym
prawdopodobienstwem. Wystarczalo wiec wykreslanie elips
przy obraniu jakiejkolwiek byle jednakowej dla obu elips skali i przy-
jeciu jakiegokolwiek, byle jednakowego dla obu elips, typu elipsy (to zna-
czy warto$ci wspélczynnika F ktérego znaczenie omawialiSmy szczego-
lewo na str. 109 — 115.

Gdyby zresztg czytelnik pragnat ,konkretyzowaé” omawiane elipsy,
tzn. gdyby pragnat on ustali¢ jakie bylyby wymiary liniowe pélosi elipsy
dla pewnego interesujacego go przypadku przy przyjeciu zalozenia, Zze
punkt poszukiwany ma znajdowaé sie wewnatrz elipsy z okreslonym
prawdopodobienstwem W, nie napotka on na zadne trudnosci gdyz war-
toéci bledéw érednich podawali$my liczbowo, za$ elipsy w sieciach forem-
nych sg kotami, tzn. mamy:

Ay=By=m,= my= ]—7; = 0,707 mp.

Przejscie od elipsy bledu $redniego do elipsy, wewnatrz ktérej punkt
szukany polozony jest z prawdopodobienstwem W dokonuje si¢ — przy-
pominamy — na drodze pomnozenia pélosi elipsy bledu sSredniego przez
czynnik F (W) odszukany dla danego prawdopodobienstwa W z tabelki
funkcyjnej na str. 91.
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Tak np. chcge okresli¢ wymiary poélosi AB elipsy bledu dla punktu
centralnego w sieci okrazajacej pelnej zbudowanej z sieci elementarnych
dziewieciotréjkatowych (ostatnia sie¢ na rys. 37) przy zalozeniu, ze po-
szukiwany punkt ma znajdowaé sie wewnatrz elipsy z prawdopodobien-
stwem 0,99 mieliby$my:

Ay, = B, = 0,707 mp = 0,707 . 0,23 m,D = 0,16 m,D.

Poniewaz z tabelki na str. 114 dla W = 0,99 mamy F = 3,035, bedzie
A = B = 3,035.0,16 m,D = 049 m,D. Jezeli wiec np. podstawa sieci
D =30km za$§ m; = 1" tj. m,=0,0000048, otrzymamy: 4 =B=0,07 metra=
= 7cm.

Przy tych samych zalozeniach dla punktu wyznaczonego w ten sam
sposéb przy pomocy sieci elementarnych jednotréjkatowych (pierwszy
rysunek w ostatniej kolumnie rys. 37) otrzymaliby$my
A, = By, = 0,707 . 0,47 m,D = 0,332 m,D, oraz 4 = B = 3,035 . 0,332 =
= 1,008 m,D = 0,145 metra = 14,5 cm.

Rozdzial XI

Podsumowanie wynikéw badania poréwnaweczego sieci malo i wielkotréj-
katowych i nawigzanie do literatury fachowej

WspominaliSmy juz we wstepie, ze poréwnywanie sieci malo i wielko-
iréjkatowych w formie zupelnie ogélnej nie doprowadzilo by nas do kon-
kretnych wnioskéw.

Poddaliémy tedy badaniu dokladno$ciowemu kilka wybranych sieci sta-
nowigcych pewna, jakby mozna powiedzieé¢, ,idealizacje” sieci spotyka-
nych w praktyce i, po stwierdzeniu ze w zakresie przeprowadzonego po-
réwnania sieci matotréojkgtowe sa z punktu widzenia analizy doktadnoscio-
wej korzystniejsze od sieci wielkotréjkatowych, wypowiadamy poglad ze
zakladanie sieci trygonometrycznych malotréjkatowych uwazaé nalezy za
celowsze od zakladania sieci wielkotréjkgtowych.

Wypowiadajac ten poglad przyjmujemy oczywiscie milczaco, ze chodzi
tu o sieci zblizone pod wzgledem konstrukcji do sieci badanych. Ponie-
waz przytym metody badania dokladnosciowego podaliSmy dla sieci zu-
pelnie dowolnych pod wzgledem konfiguracji, uwazaé mozemy
postawione zadanie za rozwigzane. W wypadku bowiem zaistnienia watpli-
wosei czy w pewnym konkretnym wypadku lepsze bedzie takie czy inne
rozwigzanie — czytelnik ma mozno$¢ przeprowadzenia badania doklad-
nosciowego stosujagc omoéwiong metodg badania. Moze to zachodzi¢ np. w
wypadku gdy mieé bedziemy tylko mozno$é wyboru miedzy dwiema bar-
dzo nieforemnymi sieciami, z ktérych jedna bedzie sieciag malo- a druga
wielkotrojkatows.
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Nie znajgc ksztaltu sieci nie mozna tu przewidzie¢ czy korzysci ogdlne
jakie wynikaja ze stosowania konstrukcji malotréjkgtowych (np. zmniej-
szenie bledu $rednicgo $redniego bledu) beda tu w stanie zrekompensowac
straty doktadnosci jakie spowcdowane beda przez wadliwy ksztatt iréjka-
tow w projektowanej.sieci malotrojkatowej. Wypadki takie nalezy zresztq
uwaza¢ za wysoce wyjatkowe — poprawnie bowiem zakladane sieci s
przewaznie bardzo zblizone do typowych sicci tworzacych z tréjkatow fc-
remnych, rozpatrzonych w naszych analizach.

Gdy chodzi o rozwazania spotykane w literaturze geodezyjnej stawia
sie tam zreszta réwniez zalozenie foremnodci trojkatow skladajacych sie
na sie¢ i nie posuwa sie badan tak daleko jak je w niniejszej pracy posu-
nieto.

Poniewaz w kolach fachowych wygtasza sie czesto poglad — na niczym
nie opaerty — Zze operowanie sieciami malotréjkatowymi jest z punktu
widzenia dokladnosci nieprawidlowe, i ze nalezy dla osiggniecia najwyz-
szej dokladnos$ci zaklada¢ sieci wielkotréjkatowe w ktore nastepnie wpla-
ta sie sieci malotréjkatowe, celowe moze bedzie poswieci¢ tu nieco miej-
sca temu pogladowi i przypomnieé, ze nawet w literaturze klasycznej nie
byl on wlasciwie wypowiadany. Cale nieporozumienie wynika jak sig
zdaje stad, ze dyskutanci tak stuszng w dziedzinie organizacji pracy za-
sade ,,0d ogétu do szczegbtu‘ przenoszq w dziedzine rozwazan doktadnos-
ciowych opartych na metodzie najmniejszych kwadratéw, gdzie tego 10-
dzaju ,zasada“ nie obowiqzuje. Nie bedziemy tu cytowali stusznych po-
gladéw prof. Bastla, ktory byt inicjatorem triangulacji precyzyjnej i wy-
powiedzial energiczng walke klasycznemu schematowi sieci triangulacyj-
nych (Reformierungs vorschldge zur Triangulation Brno 1931), lecz przy-
pomnimy typowo klasyczng prace a miancwicie Handbuch der Vermes-
sungskunde Jordana, gdzie stwierdza sie wyzszo$¢ sieci malotrdjkqto-
wych nad sieciami wielkotréjkgtowymi, cho¢ nie wyciagga sie z analizy
ostatecznych wnicskéw. Oméwimy obszerniej odnosny fragment Hand-
buch (por. np. wyd. Stuttgart 1948 III Bd I HB str. 193), gdyz pozwoli
to z jednej strony stwierdzié¢ ze literatura klasyczna wysokiej klasy by-
najmniej nie wypowiadala pegladéw na temat wyzszosci sieci wielkotroj-
katowych z punktu widzenia doktadnosci, co sie jej sugeruje, z drugiej
za$ strony pozwoli nam to zrozumie¢ dlaczego pojecie wyzszosci sieci ma-
lotréjkatowych sie nie przyjelo. Zcbaczymy mianowicie ze analiza nie
byta doprowadzona tak daleko aby pozwolilo to w caloéci wykazaé ko-
rzyéci sieci malotrojkgtowych. Wydaje sie, ze przyczyne tej niekomplet-
nosci analizy mozna by upatrywa¢ w zastcsowaniu do analizy metody spo-
strzezen zawarunkowanych, prowadzgcej w wypadku skomplikowanych
sieci do bardzo ucigzliwych rachunkéw.

U Jordana zagadnienie poréwnania sieci malo- i wielkotréjkgtowej roz-
patrzono w stosunku do sieci elementarnych, przytym w sposob nieco ko-
rzystniejszy dla sieci malotréjkatowych. Poréwnuje sie tam mianowicie
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¢redni blad wzgledny boku @S (zachowujemy nasze oznaczenia przyjete
w rozdziale I, przypominajac rysunek), wyznaczonego z jednego trojka-
ta ze Srednim bledem wzglednym boku @S wyznaczonego z czterech tréj-
katow.

Przyjmuje sie jednak zalozenie, ze w sieci czterotrojkatowej mamy nie
jedna bezbledng diugos¢ wyjsciowg lecz dwie @4 i 4R (ob. rys. 45).

Rys. 45

Zaklada si¢ wigc ze — przy przyjeciu iz kierunek QR pokrywa sie 7
kierunkiem osi rzednych — rzedna punktu 4 jest bezbledna a rezultaty
pomiaru wyréwnywanego decyduja tylko o wielkosci odcietej tego punk-
tu. Uklad spostrzezen katowych dokonanych w sieci czterotréjkatowej
wyznacza tedy przy zalozeniu Jordana nie 8 lecz tylko 7 niewiadomych
wspélirzednych. Inaczej méwigc w sieci wielkotrojkatowej oparto tu po-
pomiar na dwoch wielko$ciach znanych, za§ w sieci malotrojkgtowej na
trzech wielkos$ciach znanych. To uprzywilejowanie w zalozeniu sieci ma-
lotréjkatowej spowodowaé¢ musi oczywiscie pewien wzrost dokladnosci
wyznaczenia czy to wspéirzednych punktu S czy ich funkeyj.

Istotnie w wyniku rachunku przeprowadzonego u Jordana otrzymuje
si¢ nastepujace bledy wzgledne bokow sieci (@S lub RS):

mp

w sieci jednotréjkatowej 7]

~0,00000 396 m”,
w sieci czterotrojkatowe; 1’,’)” 0,00000 379 m”,

gdzie m”, oznacza biad Sredni pomiaru kata w sieci wyrazony w sekun-
dach katowych.

Identyczne oczywiscie wynik otrzymamy stosujac do analizy uzywana
przez nas metode spostrzezen posredniczacych. Znajdziemy mianowicie:

w sieci jednotrojkatowej i;)" =m, '/ .g- - 0,00000 396 m”,

mp

w sieci czterotrojkgtowej = m, D ]/1_; = 0.00000 379 m”’,
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Dla wyczerpujgcego naswietlenia tematu podajemy przebieg rachun-
ku metcda spostrzezen posredniczacych, przenoszac ten rachunck do od-
sylacza*).

*) Biad wzgledny boku wyznaczanego przez sie¢ jednotréjkatowa obliczyliSmy
iuz w rozdziale 1I, str. 40 otrzymujac M = mﬂ‘/%

Dla cbliczenia bledu wzglednego boku wyznaczonego przez sie¢ czterotrojkatowa
zbudowang tak jak przyjeto u Jordana, rozpoczg¢é musimy od zestawienia krako-
wianu wspoélczynnikowego ukiadu réwnan normalnych dla tej sieci. Otrzymamy
ten krakowian przez skre$lenie ostatniego wiersza i ostatniej kolumny w krako-
wianie réwnan normalnych na str. 25. Obserwacje bowiem pozostajg w ukladzie
Jordana bez zmian, a ostatnia niewiadcma — poprawka rzednej czwartego punktu
— staje sie zerem.

Mamy wigc krakowian ¢* przy czym piszemy nizej jego odwrotno$¢ (_’ = (@®)~!

2 0 —1 43 -1 =43 o
0 9 =48 ~f NEB =i @
—1 —4/3 6 ) 0 —2
% +v3 -1 0 6 0 -2 0
-1 /3 ~2 0 6 0 =2
-v3 -1 0o -2 0 6 0
0 0 -2 0 -2 o 6 J
192 0 72 —244/3 72 244/3 48
0 128 164/3 32 —164/3 52 0
72 16/ 3 57 -5v3 33 133 30
—24v/ 3 82 —5v/8 85 —13V3 5 —6v/3 7!2
72 —18\V 3 33 —13v/3 57 51 3 30
24\/ 3 32 13¢/3 5 543 3% 6vV3
48 0 30 -6V3 0 63 36

Obliczenie bledu Sredniego diugosci boku igczacego punkt staly @ z punktem 1
wymagaé bedzie jak wiemy zastosowania wzoru na blad $redni funkcji niewiado-
mych wyznaczonych z ukiadu rownan normalnych Gaussa. Poniewaz funkcja ma
postac:

. dF . -
F= l/\“«‘, —zl+y, —yo) przeto bedzie a = cos 300 = 05}/3

crazg = sin 60° = 0,5 (patrz rysunek 8). Krakowian f wzoru ogolnego na
1

blad funkcji: m = m’,\/'j (@)~1f ma tedy pierwszy element 0,5 v 3 drugi 0,5 zas

pozostale jego pie¢ elementéow sa zerami Wynika stad:

= 102 o

05v8 1 1 73 ...}l o053
128

0,5 ;

. 5 0.5
fla)-1f= &
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Réznica miedzy dokladnoscia wyznaczenia boku z sieci jednotrdjkato-
wej i z sieci czterotréjkatowej jest jak widzimy niewielka, jednakze prze-
mawiajaca na korzy$¢ koncepcji sieci malotréjkatowych. Badanie porow-
nawcze sieci mato- i wielkotréjkatowych u Jordana ogranicza sie do roz-
patrzonego przykiadu. Nie rozwazono tam zagadnienia ktére w zdecydo-
wany sposéb przemawia za sieciami matotréjkqtowymi: zagadnienia wig-
zania sieci elementarnych w zespoly. Nie stosowano réwniez innych kry-
teri6bw poréwnawczych, a w szezegélnosci wplywu bledéw nieprzypadko-
wych. Wymagato by to bardzo skomplikowanych obliczen ktére staly sie
proste i przejrzyste w ujeciu krakowianowym, zwlaszcza gdy zrezygno-
waliSmy z ujecia zadan przez teorie spostrzezen zawarunkowanych i roz-
patrzyli je w ujeciu teorii spostrzezen posredniczacych.

Byé moze zreszts, ze przyczyny ktére spowodowaly niekompletnosé
analizy poréwnawczej sieci malo- i wielkotrojkatowych u Jordana byly
inne niz tu przypuszczamy. Tak czy inaczej stwierdzi¢ jednak nalezy ze
w tej pieknej pracy, stusznie uwazanej za ,klasyczng“ — w najlepszym
znaczeniu tego wyrazu — prace geodezyjng, zagadnienie analizy poréow-
nawczej sieci mato- i wielkotréjkatewych wyczerpane nie zostato.
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Czesé III

Teoria wyrownania sieci katowo liniowej
i wynik badania dokladno$ciowego sieci eksperymentalnej
Geodezyjnego Instytutu Naukowo-Badawczego

Rozdzial XII

Podstawy teoretyczne wyréwnania sieci triangulacyjnej dowigzanej do
punktéw ,,stalych o znanych bledach Srednich, w ktérej mierzono
elementy katowe i elementy liniowe

WSTEP

Wyréwnanie sieci triangulacyjnych nawigzanych do punktéw ,,statych®
przeprowadza sie z reguly zakladajac niezmienno$¢ wyspoirzednych tych
ze punktéw ,stalych* — bedziemy je nazywali dalej punktami nawigza-
nia — wychodzac z zalozenia ze bledy polczenia tych punktow sa zniko-
me w poréownaniu z bledami polozenia punktéw wyznaczanych przez siec.

Przy obranej jednostce rachunku: malym boku sieci btad $redni boku Q1 = QS
wyrazi si¢ wigc wzecrem:
/22

m Qs = l)?"] / 9

22
Wyrazajac te wielko§¢ w metrach otrzymalibysmy: "'()s:’”o’l ] 9’
Przechodzac do boku wielkiego sieci @S = D otrzymamy z uwagi na zwigzek

d =D:2
22 1t
Mo = m l,/-g-‘-'i = moQS V 18
Skad bhlad wzgledny

M= Z'LQS, =m - e i_l.
QS ¢ V 18
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Dopdki to zalozenie daje sie utrzymaé, dopéty bedzie usprawiedliwione
wzgledami techniczno rachunkowymi przyjmowanie stalosci punktéw
nawigzania w procesie wyrownania sieci opartej o te punkty. Ma to miej-
sce w wypadku, gdy dokladnos¢ obserwacyj na sieci wyzszorzednej jest
znacznie wigksza od dokladno$ci cbserwacyj na sieci wyréwnywanej i
jednoczes$nie zachodzi pewno$¢ ze punkty nawiagzania nie podlegly w mie-
dzyczasie przesunigciom. Jezeli badz to dokladno$é obserwacyj na sieci
wyréwnywanej byla wyzsza lub réwnorzedna dokladnosci obserwacyj na
sieci pierwotnej, badZz tez jezeli punkty nawigzania mogly w miedzycza-
sie ulec drobnym przesunieciom o charakterze przypadkowym, to znaczy
przesunieciom nie dajacym sie Scisle okregli¢ co do wielkosci i kierun-
ku, badz wreszcie gdy zachodzg obie wymienione okolicznosci, woéwczas
postawienie zalozenia niezmiennos$ci punktéw nawigzania w procesie wy-
réwnawczym usprawiedliwi¢ sie nie daje. Utrzymanie tego zalozenia po-
woduje w konsekwencji deformowanie materialu obserwacyjnego i nie-
potrzebne obnizanie poziomu technicznego pracy przez wyrdéwnanie po-
zornie tylko zgodne z metodg najmniejszych kwadratow.

Opisane zjawisko obnizania wartos$ci technicznej sieci przez ,wtlacza-
nie“ dobrego materiatu obserwacyjnego w ramy wyznaczone przez punk-
ty o malo dokladnych wspéirzednych jest ogdlnie znane i proponuje sie
dla unieszkodliwienia go rozne $rodki zaradcze. Jednym z tych Srodkow
jest wyréwnanie niezalezne ukladu obserwacyjnego dostarczonego przez
sie¢ nawigzywana i uzgodnienie otrzymanego w wyniku tego wyréwna-
nia ukladu punktéw, noszacego charakter sieci lokalnej, z punktami na-
wigzania przez zastosowanie procesu rachunkowego zwanego ,,dopasowa-
niem“. W procesie dopasowania stawia sie nastepujgce zalozenia:

a) dlugosci sieci dopasowywanej podlegaja wydluzeniu (wzglednie

skréceniu) proporcjonalnemu do diugosci,

b) sie¢ dopasowywana zostaje jako calo§é skrecona o staly kat skretu,

c) wspodlrzedne punktow nawigzania zostajg przesunigte tak aby suma

kwadratéw przesunigé¢ linicwych byla minimum.

Te zalozenia — postawione po raz pierwszy jak sie zdaje przez Hristo-
wa, a realizowane w polskich sieciach wypelniajagcych z dobrym naogét
skutkiem przez dr T. Klusa — nie znieksztalcajg jak wida¢ katéw sieci
nawigzujacej wyréwnanej lokalnie. Mozna jednak postawi¢ im zarzut na-
tury do$¢ zasadniczej: oto zalozenia te, narzucajac stalosé skretu i jedno-
znaczno$¢ wydluzenia, abstrachuja wiasciwie od przypadkowosci stano-
wigcej przeciez istotne zalozenie kazdego procesu wyréwnawczego. Mo-
zna by tez powiedzie¢, ze metoda dopasowania realizuje warunek mini-
mum stopniowo: najpierw stawia si¢ go w stosunku do cbhserwacyj geode-
zyjnych przeprowadzonych w sieci nawigzywanej, przeprowadzajac jej
wyréwnanie metoda najmniejszych kwadratéw, a nastepnie dopiero za-
kiada si¢ warunek minimum sumy kwadratéw przesunigé liniowych punk-
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téw nawigzania, wymagajac dodatkowo azeby wyréwnane juz w sieci kg-
ty nie ulegly zmianie.

Wydaje sie, ze zagadnienie uzgodnienia pomiaréw nowych z pomiara-
mi starymi — do czego wlasciwie sprawa sig¢ tu sprowadza — sluszniej
jest przeprowadzi¢ odrazu nie stawiajac przytym zadnych zalozen nie-
zgodnych z metoda najmniejszych kwadratéow. Tak tez przeprowadzili-
$my wyréwnanie w sieci, ktérej oméwienie stanowi istote niniejszej cze$-
ci pracy. Zakladamy wiec jedynie, ze: uklad wielko$ci geodezyjnych na
ktory skladajg sig:

a) katy sieci obserwowane z bledami $rednimi obserwacji réwnymi m

b) dlugosci sieci obserwowane z bledami $rednimi obserwacji mq

c) wspblrzedne punktéw nawigzania znane z bledami Srednimi m, my

ma byé wyréwnany tak, aby suma kwadratéw poprawek wielkosci
wyréwnywanych dzielonych przez kwadraty ich $rednich bledoéw

byla najmniejszoscig:

pe = minimum.
mm

Takie wyréwnanie sprowadza si¢ do zestawienia réwnan bledéw dla
wielkoéci:

a) katow:
Ayg . | —4p —Bp| —(4,—4p) - B,—By) |1
b) dlugosci:
d d d dy |
Xy Yi &y Yr I 4 dpn - dobs

Vi =

—cos IK —sinIK
¢) wspdélrzednych:

cosIK sinlK 2

=d
Vs g przyczym v, oznacza poprawke kata,

v4 oznacza poprawke diugosci,
v, oznacza poprawke odciete] ..uew nawiaza
vy oznacza poprawke rzednej

= dy;

’Dyl

za$ symbole , i . maja znaczenie wyja$nione przez ponizsze réwnania:
a; b;|ay byl
¢ d l ¢, d, I .
a, b, |a, b,
¢, dy| ¢y dy
oznaczaja wartosci kata: obliczong z przyblizonych wspétrzed-
nych oraz zaobserwowana,
oznaczaja wartoéé diugosci: obliczong z przyblizonych wsp6i-
rzednych oraz zachserwowana.

=a,dy—¢ by +a,dy—c, b, .
1

=a,¢,+b,d, +aye+ b,d,

E_k

prz  obs

d_d

prz obs



Po zestawieniu réwnan bledéw dzieli sie kazde réwnanie przez odpo-
wiadajgcy mu biad Sredni i od takiego .,zréwnowazonego uktadu row-
nan bledéw przechodzi sie¢ na drodze ogélnie znanego postepowania do
ukladu réwnan normalnych Gaussa,

1. Pomocnicze symbole rachunkowe

Przed ustaleniem wzoru ogélnego na réwnanie bledu i jego realizacje
dla poszezegélnych przypadkéw: réwnan obserwacyj liniowych, kgtowych
i réwnan wspéirzednych, wprowadzimy kilka oznaczen pomocniczych
systematyzujacych rachunki.

Te oznaczenia maja na celu zastgpienie schematéw rachunkowych w
zwyklym znaczeniu tego wyrazu przez proste wzory operacyjne o ustalo-
lonym raz na zawsze znaczeniu. Rozwazajmy w tym celu zespot cztero-
elementowych tabel liczbowych, ktéry nazwiemy ,formg rachunkowg‘
i oznaczymy przez F lub f np:

cos K sin K
Y

la b |,

; a, b, | a, D,
o= 2 E

1 4
2 6

1

e ¢ d,

i = itp.
e d| ¢, d, / l v

Sume wyznacznikéw sgsiadujacych w zespole tabel nazwiemy ,.iloczy-
nem wyznacznikowym* formy rachunkcwej i oznaczaé¢ bedziemy stawia-
jac wskaznik ;, u dotu formy lub u dotu jej skroconego cznaczenia. Be-
dzie wiec np.:

i e il T F = S N ey
0 1/3—-4|5 1)1
ol 1 . . ) £ 1 6
F = ’ B B —= 36. co mozna tez napisa¢ F, — 36 gdzie F — l = .
i 5l 4 .5

Sume iloczynéw elementow tabeli polozonych w tych samych kolum-
nach nazwiemy ,,iloczynem kolumnowym* formy rachunkowej i oznacza¢
bedziemy stawiajac wskaznik . u dotu formy lub u dolu jej skréconego
oznaczenia. Bedzie wiec np.:

6 -1
& gl & 8 =2.0+41+0.34+6(—4)+3.5+i—1).1=-6
0 1(38 —4|5 12
2 6 12 6
| p == T8, co mozna tez napisa¢ F., — 78 gdzie F - f :
4 5 |2 4 5

Obydwa omoéwione dziatania: obliczanie iloczynu wyznacznikowego i
obliczanie iloczynu kolumnowego sg arytmometryczne, to znaczy daja sie
zrealizowa¢ na maszynie do rachowania bez kasowania licznika rezultato-
wego 1 bez zapisywania posrednich faz rachunku (zapisy w przykiladach
mialy znaczenie wyjasniajace).

Stosunek iloczynu wyznacznikowego do iloczynu kolumnowego formy
nazwiemy ,ilorazem wewnetrznym® formy i oznacza¢ bedziemy stawiajac
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wskaznik , u dotu formy lub u dotu jej skréconego oznaczenia. Bedzie
wiec np.:

12 6
4 5

36
=—:= 0,4615.. co mozna tez napisa¢ f, = Lo gdzie f =
0o 78 78

12 6’
5.
Stosunek iloczynu wyznacznikowego do sumy elementéw dolnego wier-
sza oznacza¢ bedziemy przez f ), stosunek iloczynu wyznacznikowego do
sumy kwadratéw elementoéw dolnego wiersza oznaczaé¢ bedziemy przez f
(przy oznaczeniu formy f). il
Analogicznie stosunek iloczynu kolumnowego do sumy elementéw dol-
nego wiersza oznaczymy przez f., , zas$ stosunek iloczynu kolumnowego
do sumy kwadratow elementéw dolnego wiersza oznaczymy przez f i3
(przy oznaczeniu formy przez f). .

a b ad — be a b ac 4 bd
Bedzie wiec np. =— =—= itp.
s ® P C d ) C+d C d 2) C+d f(2) P
| d— b b bd
Rowniez: b i =_¢_z___‘c “ _= it itp.
c d I ¢+ d? ¢ d |2 %4 b?

Ponizej podajemy pare przykiladéw uzasadniajacych celowos$¢ wprowa-
dzenia oméwionych pojeéc.

Rachunek katow (rys. 46)

Jezeli oznaczyé przez Az, Ay, przyrosty wzdluz lewego ramienia kata
k, przez AxpAyp przyrosty wzdiluz prawego ramienia tego kata, tzn. wy-
raznie:

Ay =2 —ac Ay,=y.—Yc Bxp=2p—2c Ayp=ypr— Yc
wowczas wartos¢ kata obliczy¢é mozna wzorem:

Az, Ay,
Azp Ayp

Az, Ay,

tang k = Ry iy

czyli k = arc tang

Zesp6t elementéw formy rachunkowej najpredzej zestawia sig¢ na pod-
wéjnym arytmometrze wprowadzajac jednocze$nie obie wspélirzedne
punktu centralnego ruchem lewoobrotowym korby, a nastepnie obie
wspblrzedne punktu lewego (wzglednie prawego) ruchem prawoobroto-
wym korby.

Wciecie w przdd (rys. 47)

Jezeli oznaczyé przez AB podstawe weciecia za$ przez C punkt wyzna-
czany, przyczym obieg ABC jest prawoskretny, oraz przez A kat zmierzo-
ny na punkcie A i przez B kat zmierzony na punkcie B, wowczas wspoi-
rzedne xy wyznaczanego punktu okre§li réwnanie:

Xy Yu|Xp T

z=fu) y = fo gdzie f = —1ctgB|1 ctgd
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Niezalezng kontrole rachunku stanowi obliczenie wartosci kata C na
punkcie wyznaczonym, ktore mozna przeprowadzi¢ pierwszym wzorem.

Wecigcie wstecz (,zadanie Pothenota®) (rys. 48)

Znajac wspolrzedne prostokatne punktéw 012, oraz wartosci katow
oy «y pod ktérymi z poszukiwanego punktu C widoczne sg odcinki 01 i 02
(ob. rys.), mozemy obliczy¢ wspoirzedne xy wyznaczanego punktu C znaj-
dujac przyrosty Axoc Ayoc wzorami:

Azy, Ay, |Azyy A?/02| L b '
- = = — Aype=—F A
F=(f.9) ctga, 1 |—ctga, —1 Ao F, 1 ‘L’_l Yoc o8
0
¢ 1
L
B q c
p
e q
[/ R 2
Rys. 46 Rys. 47 Rys. 48

Forma rachunkowa I jest tu formg podwoéjng skladajacg sie z formy
| (pierwsza tabela czteroelementowa, oraz formy ¢ (druga tabela cztero-
elementowa).

Poniewaz w toku rachunku potrzebne sg zar6wno iloczyny pierwszej
z tych form f, f, jak i iloczyny catej formy F, F, (dla obliczenia F,), trze-
ba tu w czasie obliczania iloczynéw F, F, przepisa¢ z licznika rezultato-
wego maszyny wartosci f, f..

Niezalezng kontrole rozwigzania stanowi obliczenie wartosci kata 1C2
znanym wzorem. Jezeli zaréwno licznik jak i mianownik F, sg bliskie
zera (a w skrajnym wypadku réwne zeru), woéwczas wciecie jest wadliwe
(w skrajnym wypadku nieoznaczone — tzw. ,,punkt na kole niebezpiecz-
nym“).

Uwaga. Pracujgc na arytmometrze pcdwoénjym rachujemy oba iloczyny: wy-
znacznikowy i kolumnowy 1acznie. Ustawia si¢ w tym celu elementy gérnego wier-
sza na licznikach nastawien w kolejnosci zapisu i nadaje obroty dla wymnozenia
obu liczb przez prawy element dolnego wiersza. Nastepnie — nie kasujac licznikow
rezultatowych — zmieniamy kolejnosé¢ liczb na licznikach nastawien, po czym prze-
suwamy hebelek nadajacy lewej maszynie bieg przeciwny i nadajemy obroty dla
wymnozenia obu liczb przez lewy element dolnego wiersza i odczytujemy: iloczyn
wyznacznikowy na lewej a kolumnowy na prawej maszynie. Jezeli ktéra z wielkosci
nastawianych na liczniku nastawien jest ujemna — nalezy nastawié jej uzupelnienie
dziesigtne. Obroty nadajemy zawsze tak jak dyktuja to znaki czynnikéw.
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Zmianardézniczkowa kgta pod wpltywem zmian
réozniczkowych wspoéirzednych punktow
wyznaczajacych kat

Wiemy juz z czeSci I (str. 20) jak wyraza sie przyrost wartosci kata da
spowodowany przez nadanie wspoirzednym punktu poloznego na lewym
ramieniu kata drobnych przyrostow dx; d¥,, wspéirzednym punktu poto-
7onego na prawym ramieniu kata drobnych przyrostéw dxp dyp oraz
wspéirzednym punktu polozonego w centrum kata drobnych przyrostéow
dxcdyc. WyrazalisSmy przyrost wartosci kata jako sume trzech wyznaczni-
kow. Stosujac przyjeta obecnie symbolike nazwiemy ten przyrost iloczy-
nem wyznacznikowym i napiszemy pod postacia:

du =

de, dy, | dx, dyp ‘ da dy,

Ay B | —4p —Bp| —(4,—4p)) —(B.—B)p) |1

przy czym wartosci ,,wspétezynnikow kierunkowych® AB okre$laja réw-
nania:

Az _ cos® B Ay _ sing -

Aa? + Ay? d Ax® + Ay? d
W sieciach trygonometrycznych wyréwnywanych liczbowo wygodniej
jest wyraza¢ wielkoéci katowe nie w mierze radialnej, jak to robilismy
we wszystkich analizach, lecz w mierze praktycznej kata, a wiec w se-
kundach katowych, lub — dla prac nowszych — w setnych centrygrada
tj. w cc. Dla otrzymania przyrestu kata w mierze praktycznej nalezy wiec
zdefiniowa¢ wspotezynniki kierunkcwe j. n.

A = 206265 Ax B MH_A?/_
it 1 Aw?Ay?

lub Ace — _6366207Ax e _ 6366204y
A$2+A12 A.’L2+A'I/2

Do obliczenia wspétczynnikow kierunkowych stosuje sie rézne pomoce
rachunkowe.

Zmiana rézniczkowa diugos$ci pod wptywem
zmian rozniczkowych wspoirzednych punktéw
wyznaczajagcych dlugodé

Przyrost dtugosci dd spowodowany przez nadanie wspéirzednym punk-
tu polozonego ,na poczatku® dtugosci drobnych przyrostow day  dy,,
oraz wspélrzednym punktu polozonego ,na koncu® diugosci drobnych
przyrostéw dxy 4y, wyrazi wzor:

1 da; dy; da,, dy,

“=1—cos Cia  —Sin%y | COSPy  Sin@y | 2
w ktérym % oznacza kat kierunkowy odcinka laczacego punkt ,poczatko-
wy' z punktem ,koncowym®. Pojecie poczatku 1 konca odcinka jset tu
oczywiscie dowolne — byle by jednolite w calym rachunku.
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O stuszno$ci wzoru latwo sie przekonaé¢ rézniczkujgc zwigzek:
@* = (2 — 2)* + (Yo — ¥:)°
wzgledem poszczegélnych zmiennych i obliczajac rézniczke zupeing*).

2. Posta¢ ogélna réwnania bledu obserwacji geodezyjnej

Niech e bedzie elementem geodezyjnym ktorego warto$¢ obserwowa-
na przeniesiona na plaszczyzne odwzorowania wynosi e, za$ wartosé
obliczona z przyblizonych wspéirzednych wynosi e, Zakladamy przy-
tym, jak sie to zawsze robi w. procesach wyréwnawczych, ze wartosci
przyblizonych wspélrzednych xy dowolnego z wyznaczanych punktéow
sieci geodezyjnej tak sa bliskie wartos$ci najprawdopodobniejszych wspot-
rzednych tegoz punktu x + dx y + dy, iz wyzsze ponad pierwsza potegi
przyrostkéw dx dy jakie w wyniku wyréwnania zostang dodane do wspoi-
rzednych przyblizonych dla ich zamiany na wspéirzedne najprawdopo-
dobniejsze sa wielkosciami zaniedbywalnymi. Poniewaz warto$é¢ wyrow-
nang elementu geodezyjnego mozemy okresli¢ badz to jako sume jego
wartosci zaobserwowanej e . i poprawki wyréwnawczej v spelniajgcej
warunek minimum, badz tez jako sume wartoséci tegoz elementu obliczo-
nej z przyblizonych wspéirzednych e, i przyrostu de jakiego dozna
element obliczony z przyblizonych wspéirzednych gdy wsp6lrzednym
wyznaczajacych go punktéw nadamy przyrostki, zamieniajgce te wspoi-
rzedne na wspolrzedne najprawdopodobniejsze, przeto stuszne jest row-
nanie:

s T ¥ = €or + de.

Wiynika stad zaraz ze ogélna postaé réwnania bledu dla obserwacji nad
elementem e ma postac:

obs.

v=de+epu—e

Podstawiajac na miejsce de ¢, ¢, ~odpowiednie wartosci otrzymy-
waé¢ bedziemy réwnania bledéw dla réznego rodzaju obserwacyj geode-

zyjnych.
Rownanie bledu obserwacji kgtowe]j

Roéwnanie biedu obserwacji katowej — znane nam zresztg z badania
dokladno$ciowego — otrzymamy po podstawieniu na miejsce de przyro-
stu warto$ci kata obliczonego ostatnio. Otrzymujemy:

de dyL d:cp dyp dxc dxc dyc dyc +a -
A, B, | -4, —Bp|-(4,-4;)— (B-Bp)j1 ™ ™
dx -, —;
*) Mamy: 2d . dd = —2(x,—a;) dx; 2d . dd = —2(y,—y;) dy; tzn. Edi - ( kd 5) -
dy:  —(—y; d d
F=-——Cosy oraz (—;{l; = M =—sin¢. Analogicznie znajdziemy: .did" = cos ¢ % =
= sing.  Stad wynika: dd = — cos¢dx; — singdy; -+ cos¢dx, - sin¢dy,,

co napisaliSmy we wzorze pod postacig iloczynu kolumnowego.
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Rownanie bledu obserwacji liniowej

otrzymamy po podstawieniu do rownania ogdélnego na miejsce de przy-
rostu dlugosci obliczonego uprzednio. Otrzymujemy:

dz, dy; dux, dy,

U= + ’ll . dob

S

—COS Py, — SIN Py, COS Py, sin 9 (2

Réwnanie btedu obserwacji wspoirzednej

Gdyby wielkosci wspoirzednych punktéw nawiazania wyznaczone zo-
staly przez pomiar bezposredni wspoéirzednej x z bltedem Srednim m ,
oraz pomiar bezpos$redni wspoélrzednej y z bledem $rednim m ,, wowcezas
—- ZWazywszy ze przy przyjeciu wartosci zaobserwowanej eiementu za
warto$¢ przyblizong ostatnie dwa wyrazy w roéwnaniu ogélnym odpadna
-— otrzymalibySmy nastepujace ,,rownania bledéw obserwacji wspotrzed-
nych‘:

v, == dx o bledzie $rednim m , vy =~ dy o bledzie $rednim my
gdzie v, 1 dx oznacza poprawke odcietej, za§ vy 1 dy poprawke rzednej.

W rzeczywisto$ci wielkosci wspolrzednych punktéw nawiazania nie zo-
staly wyznaczone przez pomiar bezposredni z bledami m, i my, lecz usta-
lone zostaly w wyniku pewnych operacyj rachunkowych, a wiec na dro-
dze posredniej, w oparciu o caly uklad obserwacyjny, zas wielkosci ich
bledéw s$rednich m, i my zostaly z tegoz ukladu wydedukowane. Gdy-
by$my wiec chcieli rozwigza¢ zadanie w zupelnej zgodzie z zalozeniami
metody najmniejszych kwadratéw nalezalo by rozwazaé¢ iacznie oba istot-
ne dla zagadnienia uklady obserwacyjne: a) uklad obserwacyjny z ktoére-
go okreslono warto$ci wspoéirzednych punktéw nawiazania, oraz b) uktad
cbserwacyjny wyrownywanej triangulacji. Ltgczne wyrownanie tych
ukladéw przy postawieniu warunku najmniejszosci sumy kwadratéw po-
prawek obserwacyj dzielonych przez kwadraly odpowiadajgcych biedow
$rednich tych obserwacyj dostarczylo by nam najprawdopodcbniejsze
wartosci obserwacji w obu ukladach, przy czym zaklada sie milczaco ze
polozenie punktow nawigzania w okresie czasu ktoéry uplynagl miedzy po-
miarem pierwoinym a pomiarem nawigzujacym zadnej zmianie nie uleglo.
Tego rodzaju rozszerzenie materialu obserwacyjnego podlegajacego wy-
réwnaniu w zadnym razie nie moze by¢ brane pod uwage. Z jednej stro-
ny uniemozliwione to jest przez ogrom materialu ktéry musial, by podle-
gaé¢ lgeznemu wyréwnaniu, z drugiej strony material ten w calosci rzad-
ko jest znany. Ponadto nie bez znaczenia jest okolicznos¢, ze miedzy po-
miarem pierwotnym a pomiarem nawigzujagcym z reguly uplywa kilka
czy kilkanascie lat (niekiedy nawet kilkadziesiat), i zalozenie nierucho-
mosci punktéw nawigzania staje sie czestokro¢ zupelng fikcja.

Skoro jednak lgczne wyréwnanie ukiadu pierwotnego i nawigzanego
jest i niewykonalne i w zalozeniu niestuszne (z uwagi na ruch punktow
nawiazania), nie pozostaje nic innego jak: abstrachowanie od danych ob-
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serwacyjnych pierwotnego ukladu, potraktowanie dostarczonych przez
ten uklad wspéirzednych tak jakby to byly wielkoSci zmierzone bezpo-
$rednio z okreSlonymi a priori biedami $rednimi, i lgczne wyréwnanie
a) obserwacji dokonanych w ukladzie nawigzanym i b) wspéirzednych
punktéw nawigzania, pod warunkiem doprowadzenia do minimum sumy
kwadratéow poprawek dzielonych przez kwadraty $rednich bledéw. Ta-
kie postepowanie — warto moze zauwazy¢ — jest identyczne z zatoze-
niem stalosci ukladu osiowego XOY i przypisaniem wszystkim wystepu-
igeym w zagadnieniu elementom geodezyjnym charakteru obserwacyj,
majagcych okresla¢ polozeme punktéw w stosunku do tego ukiadu.

Uwagidotyczgce ,wagowania“obserwacji
w ukladzie

Wyréwnanie ukladu obserwacyjnego przy zachowaniu warunku [;——;]

= minimum wymaga przyporzadkowania kazdej obserwacji odpowiada-
iacego bledu sredniego. Ta czynno$¢, zwana czesto ,,wagowaniem‘ ukla-
du, nie moze oczywiscie mie¢ charakteru spekulacyjnego, lecz winna
opiera¢ sie na doswiadczeniu. Jezeli chodzi o bigd $redni kgta w sieci —
sprawa jest bardzo prosta gdyz mozemy zastosowac tzw. ,,wzdér Ferrero,
to znaczy obliczy¢ aprioryczng wartos¢ Sredniego biedu kata w sieci z
bledéw prawdziwych zamkniecia trojkatow. Bogactwo materiatu liczbo-
wego powoduje ze charakterystyka ta okazuje si¢ zawsze trafna (przy
uniezaleznieniu si¢ od bledéw statych polozenia punktéw nawigzania
warto$¢ aprioryczna bledu powinna by¢ réwna wartosci biedu obliczonej
PO wyréwnaniu).

Bledy bezposrednich pomiaréw liniowych w sieci sg tez z reguly znane
przy znajomosci metody i narzedzia pomiaru. [Okres§lanie warto$ci $red-
niego bledu pomiaru konkretnej dtugosci w oparciu o rozbieznosci otrzy-
mane z dwukrotnego pomiaru tej wilasnie diugo$ci nie jest stuszne, jako
oparte na bardzo ubogim materiale nadliczbowym. W braku innych da-
nych mozna takie okreslenie apriorycznej wartosci bledu $redniego po-
miaru liniowego z rozbieznosci zaobserwowanych przy dwukrotnym po-
miarze réwniez tolerowac].

Wyznaczenie bledéw S$rednich wspéirzednych punktéw nawigzania do-
konane bylo zazwyczaj przy wyréwnaniu sieci wyznaczajacej punkty
oparcia. Jezeli to nie zachodzi — trzeba oczywiscie generalizowaé, przyj-
mujgc za Srednie bledy wspéirzednych punktéw nawigzania wartosci éred-
nich bledéw polozenia punktu przecietne dla sieci danego typu. (W Hand-
buch der Vermessungskunde Jordana-Eggerta podaje si¢ np. jako prze-
cietng warto$¢ Sredniego biedu polozenia punktu w niemieckich sieciach
podstawowych 55 milimetréow).

Jezeli zachodzi podejrzenie ruchu punktéw nawigzania, czy to z uwagi
na charakter terenu, czy na dlugi okres czasu miedzy operacjami wy-
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ré6wnawczymi w sieci picrwotnej i w sieci nawiazywanej — woweczas
nalezy stara¢ sie o uzyskanie danych dotyczacych wielko$ci $Sredniego
bledu polozenia punktu w sieci na drodze rozwazan specjalnych (w wy-
padku posiadania starego materialu obserwacyjnego moze by¢ czasem
mozliwe nawet dokladne ustalenie co do wielkos$ci i kierunku przesunig-
cia pewnego punktu czynigee zbednym zakladanie przypadkowosci w
ruchu tego punktu — s3 to jednak raczej wypadki wyjatkowe).

W _orzypadkach watpliwych nalezy przyja¢ za zasade raczej za wyso-

kie jak za niskie szacowanie wielkosci bledu $redniego polozenia punktu.

Jezeli bowiem punkt ulegl przesunieciu, za$ zalozymy w jego polozeniu
maly blad $redni, wowczas metoda najmniejszych kwadratow mato zniek-
sztalci wspolrzedne punktu, znieksztalcajac wzamian uklad obserwacyj-
ny wbrew istotnej przyczynie niezgodnosci. Jezeli natomiast przyporzad-
kujemy duze bledy $rednie wspoirzednym, wowczas, w wypadku przesu-
niecia punktu, w procesie wyréwnania uklad obserwacyjny w malym
stopniu zostanie zdeformowany a wspblrzedne otrzymaja stusznie duze
poprawki wyréownawcze; za§ w wypadku gdy punkt przesunieciu nie
ulegl, a wiec w wypadku gdy rozbieznosci miedzy ukladem obserwacyj-
nym a wspélrzednymi punktu nie wystapia, przyporzadkowanie duzych
bledow Srednich wspéirzednym i tak nie bedzie w skutkach szkodliwe
gdyz poprawki wspéirzednych i tak bedg znikome.

W rozpatrywanej dalej sieci eksperymentalnej punktami nawigzania
byly punkty triangulacji polskiej zakladane nic dawniej jak 15 lat przed
okresem pomiaru sieci nawiazujacej, bardzo pewnie stabilizowane i po-
tozone na terenach nizinnych. W zwigzku z tym zatozono przy wyréwna-
niu $rednie bledy wspoéirzednych punktéow nawigzania réwne 5 cm, co
odpowiada éredniemu bledcwi polozenia punktu 7 cm, a wiec raczej prze-
szacowano jak niedoszacowano wartosci bledow polozenia punktéow na-
wigzania. Postgpiono tak zreszta czeSciowo i dlatego zc przeszacowano
n‘eco — dla ulatwienia rachunku — blad $redni pomiaru katowego przyj-
mujac go réwny 3,18° zamiast obliczonego z wzoru Ferrero 2,7°. Osza-
cowanie wzajemne bledéw okazalo sie zresztg trafne. Sredni blad bo-
wicm obliczeny z bledéw pezornych dla obserwacyj katcwych wyniost
2,7, za$ najwicksza poprawka wyréwnawcza wspéirzednej punktu na-
wigzania nie osiggneta 6 cm. Jedyna uczestniczaca w procesiec wyréwna-
nia dlugo$¢ otrzymata poprawke 2 milimetry.

Blizsze szczegdly dotyczgce przebiegu i efektu wyréownania sieci ekspe-
rymentalnej podane beda w rozdziale nastgpnym.

3. Rozwiazanie zagadnienia wyréwnawczego

Po zestawieniu wszystkich réwnan bledow obserwacyj katowych 1 li-
niowych, rozwinieciu umownych symboli, czyli doprowadzeniu tych row-
nan do postaci algebraicznej, oraz dopisaniu réwnan wspélrzednych do
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otrzymanego zespolu réwnan, otrzymamy uktad réwnan bledéw oznacza-
ny typowo j. n.:

ax+by+ez. . .+, = v o0 bledzie srednim m,
ax +by+ecz. . .+1lL=nv,, 5t ~ m,
ax+by+cz. . . +t,=v,, % ” m,

przy czym n oznacza ilo$¢ obscrwacyj geodezyjnych bezposrednich zwigk-
szong o podwdjng iloé¢ punktéw nawigzania. Dla obliczenia wielko$ci v;
& Y z ... spelniajacych warunek podstawowy:

LU] = minimum

mm

najwygodniej jest postapi¢ jak nastepuje:
a) Dzielimy kazde rdédwnanie przez odpowiadajacy mu bigd Sredni.
otrzymujac uklad:

L’.l,t+_b_|.y+_(l; _|,_1'A=_"_l
m, m; " m, m; m,
@ b l v,
2 2 e 5 D - 8
Lgt Lyt L, + 2
my my 2 my My
n n n o ’n —. ¥n
—r+——y+Lz. .. =
m’l m" m" m'l m"

po prawe]j stronie ktorego figuruja juz nie bezwzgledne wartosci popra-
wek obserwacyjnych, jak w zwyklym ukladzie rownan bledow, lecz sto-
sunki poprawek do odpowiadajgcych s$rednich bledow mozna by na-
zwat te stosunki ,poprawkami wzglednymi®. Jezeli oznaczy¢ taka ,,po-

prawke wzgledna" przez w; tj. gdy zalozyé w; = n:' mozna ofrzymany
»zréwnowazony* uklad réwnan bledéw napisaé pod postacia:
Adx+By+Cz. . .+ L, = w,

Ax+ B,y+Cpz- . . +L=uw,
Ax+By+Cz. . .+ L,=w,

b) Od otrzymanego tak ukladu réwnan bledéw przechodzimy w drodze
ogélnie znanego postepowania do ukladu réwnan normalnych Gaussa:

[44]z + [AB)y + |AC|z . . .+ |AL| =0
|AB|x + |BBly + |BClz. . .+|BL|=0
[AC|z + [BC|y + |CClz . . . +[CL] =0

Rozwigzanie tego ukladu — w ktérym ilo§¢é réwnan jest juz rowna ilos-
¢i niewiadomych — pozwoli nam wyznaczy¢ wielkosci wszystkich popra-
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wek wspoélrzednych: zaréwno poprawek wspéirzednych punktéw wyzna-
czanych, jak i poprawek wspéirzednych punktéw nawigzania. Przez do-
danie tych poprawek do wartos$ci przyblizonych wspéirzednych otrzyma-
my ich warto$ci wyréwnane.

c) Podstawiamy wartosci znalezionych niewiadomych do zréwnowazo-
nego ukladu réwnan bledéw, otrzymujac w wyniku tego podstawienia
wartosci ,,poprawek wzglednych®, jak nazwaliSmy stosunki poprawek ob-
serwacyjnych do odpowiadajgcych bledéw $rednich:

wi=—’:—‘i= &+By+Cz. . . .+l (=12.. . .10)

Pierwiastek z sumy kwadratéw poprawek wzglednych podzielonej przez
ilosé spostrzezen nadliczbowych n,, tj. przez réznice- miedzy iloscig spo-
strzezeh bezposrednich a podwojng iloScia wyznaczanych punktéw, wy-
znaczy blad Sredni pojedynczej obserwacji m,

Ny

Dla obliczenia warto$ci poprawek obserwacyjnych v, v. ... v, wystarczy
mnozy¢ poprawki wzgledne przez odpowiadajace bledy Srednie:
Uy =W . my

Poprawki v mozna by oczywiscie znalez¢ i bezposrednio, tj. podstawia-
jgc niewiadome do pierwotnych (niezréwnowazonych) réwnan bledéw:
w=ax+by+cz. . . +I

Poniewaz jednak poprawki wzgledne i tak musza by¢ obliczone poste-
powanie takie bylo by mniej celowe.

d) Po obliczeniu poprawek v poprawiamy warto$ci obserwowane ele-
mentéw geodezyjnych (rozumiemy je oczywiscie ciagle jako przeniesione
na plaszczyzne odwzorowania) i sprawdzamy czy sg one zgodne z war-
tosciami odno$nych elementéw obliczonymi z wyréwnanych wspoéirzed-
nych.

e) Obliczamy $rednie bledy wspolrzednych — zaréwno punktéw wy-
znaczanych, jak i punktéw nawigzania — oraz, o ile zachodzi potrzeba,
érednie bledy interesujgcych nas funkcyj tych wspéirzednych.

Przy oznaczeniu przez A krakowianu wspéiczynnikowego zréwnowazo-
nego ukladu réwnan bledéw, a wiec przez A* krakowianu wspétczynni-
kowego uktadu réwnan normalnych Gaussa, rachunek bledow $rednich:
bledu $redniego m; wspélrzednej ktéra jest i-tg niewiadomg w ukladzie,
i bledu $redniego m funkcji F (x, v, 2, ...) Wyraza znane nam juz z czescei
I wzory og6lne:

my = m, Y (4%)3 me=m, )/ F-(A) ]
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Przypominamy ze krakowian f jest kolumng pochodnych funkcji F
wzgledem kolejnych niewiadomych ukladu réwnan normalnych, to zna-
czy wyraznie:

_oF __oF _oF
h = ae f» = oy fs = s

Rozdziat XIII

Sie¢ eksperymentalna Geodezyjnego Instytutu Naukowo-Badawczego

WSTEP

WspominaliSmy juz we wstepie do pracy, ze zakonczenie jej stanowilo
przeprowadzenie wyréwnania i analizy dokladnosciowej na jednej z pol-
skich sieci triangulacyjnych, stanowigcej fragment prowadzonych u nas
prac geodezyjnych, zwanych ,triangulacjag wypelniajaca. Wyréwnana
i zanalizowana pod wzgledem dokladnoéciowym sie¢, zwana dalej ,,siecia
eksperymentalng GINBY, nie zostala zalozona w celach badawczych i przy
zakladaniu jej nie byly prowadzone Zadne konsultacje przedsiebiorstwa
wykonywujgcego prace z Geodezyjnym Instytutem Naukowo Badaw-
czym, ani tez z jakgkolwiek inng placéwkag naukows. Podkre§lamy te oko-
liczno$é z dwéch wzgledéw. Po pierwsze nie chcemy aby czytelnik sgdzil
Ze sie¢ ta daleko odbiegajgca co do ksztaltu od wskazan nauki zostala w
trakcie jej konstruowania zaaprobowana przez instytucje naukows. Po
drugie chcemy zwréci¢ uwage ze badana sie¢ jest takg konstrukcjg jakiej
dostarcza nam produkcja geodezyjna w toku normalnej swej pracy. Sie¢
eksperymentalna pokrywajaca obszar okolo 180 000 ha oparta byla na 6
punktach nawigzania triangulacji WIG.

Ilo$¢ punktéw w sieci wynosila 52, lgcznie z punktami nawigzania.
Przy omoéwionej w poprzednim rozdziale metodzie wyrdéwnania rachunek
sieci wymagal zestawienia 249 réwnan cbserwacyjnych, w czym 236 row-
nan katowych, 1 réwnanie dlugosciowe, oraz 12 réwnan wspéirzednych
punktéw nawigzania. Réwnania te doprowadzily do 104 réwnan normal-
nych Gaussa. Z uwagi na badawczy charakter pracy nie ograniczono sie
do rozwigzania tych réwnan lecz przeprowadzono catkowity rachunek
odwrotno$ci krakowianu wspoélezynnikowego wukladwy ré6wnan normal-
nych. Pozwolilo to z jednej strony obliczy¢é bledy $rednie polozenia
wszystkich punktéw sieci oraz wyznaczyé¢ elementy elips bledéw tych
punktéw, z drugiej strony umozliwilo zbadanie wplywu bledéw nieprzy
padkowych oraz obliczanie $rednich bledéw funkeyj niewiadomych wy-
znaczonych z réwnan normalnych.

Poniewaz jedna z publikacyj Geodezyjnego Instytutu Naukowo Ba-
dawczego, opracowana przez mgr. inz. S. Kasperka i M. Pietrzykowskie-
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go ktorzy przeprowadzili wyréwnanie sieci eksperymentalnej, szczego-
lowo opisuje zaréwno efckt wyréwnania tej sieci jak i przebieg rachun-
ku, ograniczymy sie tutaj do podania paru wykreséow ilustrujacych
analize dokladno$ciowa sieci, oraz do podkreslenia tego, co dla wyniku
badania wydaje nam si¢ najistotniejsze.

Jest to nieznieksztalcenie ukladu obserwacyjnego przez warunki na-
wigzania przy jednoczesnym nieznieksztatceniu punktéw nawigzania
(zmiany w granicach $redniego bledu). Blad s$redni obserwacji katowej
obliczony przed wyréwnaniem z wzoru Ferrero jest fak: sam jak biad
éredni obserwacji katowej obliczony po wyréwnaniu z bledéw pozornych
(2,67 i 2,7), maksymalne przesuniecie wspoéirzednej punktu nawigza-
nia wynosi 4,9 cm. Dowodzi to — w znaczeniu prakiycznym — zaréwno
stusznosci koncepcji jednoczesnego wyréwnania katow i wspotrzednych
nunktow nawigzania, jako tez i upewnia nas o wysokiej wartosci sieci do
kiorej pomiar zostal nawigzany.

Wykresy ilustrujace badanie dokladnos$ciowe sieci eksperymentalnej GINB
Wykres I (rys. 49).

Na wykresie I przedstawiono calos¢ sieci eksperymentalnej w skali przy-
blizonej 1:200000 i zespoél elips bledow wszystkich punktow (jezeli
uwazac je za elipsy bledu s$redniego — przyblizona skala wykresu elips
bedzie 1 : ).

Rzut oka na rysunek pozwala odrazu zauwazy¢ zalety i wady sieci. Wi-
dzimy mianowicie ze zgrupowanie pomiaru bazowego i 2/3 punktéw na-
wigzania na malej stosunkowo czes$ci obszaru sieci (lewa dolna cze$é ry-
sunku) miato za skutek malg réwnomierno$¢ w dokladnosci wyznaczenia
polozenia punktow. Elipsy bledéw punktéw polozonych w poblizu bazy
i wymienionych czterech punktéw nawigzania sa pomimo bliskosci gra-
nicy sieci stosunkowo mate. Réwniez stosunkowo male sg elipsy w $rod-
kowej czesci sieci, co cechuje jak juz widzieliSmy, sieci centralne oparte
na punktach peryferyjnych. Najwieksze elipsy bledu — zgodnie z prze-
widywaniem dyktowanym przez intuicje geometryczng — wystepuja w
poblizu granicy obszaru, zwlaszcza tam gdzie wyznaczane punkty wykra-
czaja poza linic lgczace punkty nawiazania. Jezeli wylaezy¢ z rozwazan
punkty polozone poza liniami laczacymi punkty nawigzania, wéwczas po-
zostanie w zespole trzydzieéci kilka punktéw wyznaczonych z bardzo wy-
sokg i niemal rownomierna dokladnoscia.

Elipsy bledow $rednich punktéw nalezacych do tego zespolu bedg w
przyblizeniu kotami o promieniach od 2 do 4 centymetréw. Przyjmujac
ze sg to kola o promieniu 3 centymetréw mogliby$Smy powicdzie¢ z praw-
dopodobienstwem 0,99 wychodzacym niemal na pewno$¢, ze dowolny
punkt tego zespolu polozony jest wewnatrz kota zatoczonego promieniem
9.1 cm z punktu, ktorego wspéirzedne prostokatne wyznaczyla metoda
najmniejszych kwadratéow, jako ze Srodka.
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Punkty polozone na peryferiach sieci poza liniami 1lgczacymi punkty
nawigzania wyznaczone sa jak wida¢ duzo mniej dokladnie. Pélosie elipsy
btedu sredniego sa tu wielkoéciami rzedu okolo 4 — 5 centymetrow a w
skrajnych wypadkach diugosci ich dochodzg do 6 centymetréw. Gdybys-
my znowu generalizowali, uwazajac elipsy punktow tej grupy za kola o
promieniu 5 centymetrow, mogliby$Smy powiedzie¢ z tym samym co
poprzednio prawdopodobienstwem 0,99, wychodzacym niemal na pew-

SZKIC
ANALIZY DOKLADNOSCI
SIECI TRIANGULACJI WYPELNIAJACEJ

Rys. 49

nos¢, ze dowolny punkt tej grupy polozony jest wewnatrz kola zatoczo-
nego promieniem 15,2 centymetréow z punktu, ktéorego wspoirzedne pro-
stokatne wyznaczyla metoda najmniejszych kwadratow, jako ze $rodka.
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Promignie kol przeastawiajy be:wzgledne warlosci priesunigd
punktow wywolane grubym bledem kqta rowngm 5%

Linie ciggle oznaczajy wpltyw bledu kila |- go

Linie przerywane oznaczajy wotyw biedu kata 2-go

Rys. 50 Wyrownanie eksperymentalnej sieci iriangulacyjncj GINB



Warto tez zauwazyc¢ ze blad $redni Sredniego bledu jest dla rozpatry-
wanej sieci wielko$cig zupelnie znikomg. Wynosi on mianowicie zaledwie
0,06 m.

Wszystko to upewnia nas o duzej dokladnoéci i zarazem pewnosci otrzy-
manych w wyniku przeprowadzonego wyroéwnania wspoéirzednych punk-
téw sieci eksperymentalnej i wyklucza obawe ,niespodzianek* przy na-
wigzywaniu innych pomiaréw geodezyjnych do opracowanej sieci.

Przecigtna warto$¢ bledu $redniego polozenia punktu na obszarze sieci
wynosi 5,1 centymetra, o czym zreszta wspominaliSmy juz w innym miej-
scu, i co pozwala nam pomimo wadliwosci ksztaltu geometrycznego sieci
uwaza¢ ja za wysokowartoSciows.

Wykres II (rys. 50)

Wykres II ilustruje wptyw bledow nieprzypadkowych na przebieg pro-
cesu wyrdéwnania sieci metodg najmniejszych kwadratéw. Przypomina-
my, ze jezeli w ukladzie spostrzezenn wyréwnanym metoda najmniejszych
kwadratéw zmienimy warto§é k-tej obserwacji nadajac jej niewielki
przyrostek dly po czym zmieniony tak uklad obserwacyjny znéw wy-
ré6wnamy metoda najmniejszych kwadratow, woéwczas i-ta niewiadoma
w ukladzie ré6wnan normalnych Gaussa dozna przyrostu ktérego wielkosé
wyraza sie jako iloczyn k-tego wiersza krakcwianu wspélczynnikowego
ukladu réwnan obserwacyjnych (réwnan bledéw) przez i-ty wiersz od-
wrotnoéci krakowianu wspélezynnikowego ukladu réwnan normalnych,
pomnozony przez przyrost wartosci obserwacji:

=y . gy (@)

Ten prosty zwigzek, ktéry omawialiSmy i uzasadnialiSmy w rozdzialte I
(str. 38), pozwala na drodze nieskomplikowanego rachunku (zakladamy
ze odwrotno$é (a®)-! obliczono w toku réwnania) odpowiedzie¢ na pyta-
nie: jak zmienig sie w danej sieci wartosci wspodirzednych jezeli popeini-
my bigd — oczywiscie niewielki) w pewnej cbranej obserwacji. Badanie
sieci eksperymentalnej na taki ,,wplyw bledéw nieprzypadkowych* ogra-
niczono do zalozenia popelnienia bledu raz w kacie peryferyjnym (ozna-
czono na szkicu 1), a drugi raz w kacie centralnym (oznaczono na szkicu 2).
Po zrealizowaniu napisanego wyzej wzoru dla wszystkich wierszy odwrot-
nosci otrzymano skladowe po osiach dla wszystkich wektoréw przesunieé¢
punkiow w sieci, po czym wykreslonc te wektory, przyjmujac wartosé
bledu réwng 15° . Oprécz wektoréw, ktére przy zalozeniu biedu w punk-
cie 1 wyrysowane sg kolorem czerwonym, za$ przy zalozeniu bledu w
vunkcie 2 wyrysowane sg kolorem niebieskim, wykreslono z kazdego
punktu kolo o promieniu réwnym dlugosci wektora, zachowujac te same
kolory. Kola ilustrujg wiec granice ktérych nie przekroczy ruch punktu
pizy zalozeniu popelnienia okreslonego biedu. Wykreslenie samych tyl-
ko wektoréw, udzielajgce w zasadzie wyczerpujaca odpowiedZ na posta-
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wione pytanie, wydalo sie niedostatecznie przemawiajace do wyobrazni
geometrycznej.

Poniewaz sporzadzony rysunek zostal w nastepstwie przy fotografii
pomniejszony ca 5 krotnie, widoczne na chcok zamieszczonym rysunku
wektory przesunie¢ sg ca pieciokrotnic mniejsze od swej naturalnej wiel-
kosci odpowiadajacej zalozeniu bledu o wielkosei 15

Jak wida¢ z wykresu — w zupelnej zgodzie z inluicjg geometryczng —
popelnienie btedu w poblizu $rodka sieci jest duzo mniej szkodliwe od
propetnienia bledu na peryferii. W pierwszym wypadku maksymalna war-
tos¢ przesuniecia wyniesie okoto 3 centymetréow, w drugim ckoto 10 cen-
tymetréow. Ponadto w pierwszym wypadku praktycznie ulegnie znieksztal-
ceniu tylko polozenia punktu na ktérym popetniono blad katowy, w dru-
gim i polozeniu punktéw pobliskich.

Uwagi koncowe dotyczace Srodkow rachunkowych przy wyréwnaniu wielkich sieci
triangulacyjnych

Przewaga dokladno$ciowa sieci malotrojkatowych nad sieciami wielko-
tréjkatowymi powinna by skloni¢ geodezje do cperowania raczej sieciami
matotrojkalowymi, tymbardziej, ze rozwiagzania nie wymagajace budowy
wielkich wiez obserwacyjnych sa i ckonomicznie duzo celowsze. Cokol-
wiek kosztowniejszy staje sie natomiast sam proces wyréwnania, w kto-
rvm operuje sie wiekszymi uktadami réwnan liniowych. Jezeli jednak
uprzytomnimy sobie ze budowa jednej wiezy obserwacyjnej w triangu-
lacji pierwszego rzedu jest co do kosztu réwnowazna kilkuletniej pracy
wykwalifikowanego rachmistrza, dojdziemy lalwo do wniosku, ze zwiek-
szenie ilosci pracy rachunkowej przy przejéciu do triangulacji o bokach
kilkakrotnie krotszych w ogélnym bilansie korzysci zwigzanych z trian-
gulacja matotréjkatowa bedzie bez znaczenia. Jest to zreszta wlasciwie
raczej przesuniecie terminu pracy ktéra i tak musi byé kiedy$ dokona-
na. Nikt nie poprzestaje bowiem na zalozeniu triangulacji wyzszorzednej,
ktéra przeciez stanowi tylko osnowe na ktorej musza byé rozwijane rze-
dy nizsze. Cala korzy$¢ w dziedzinic rachunkowej wynikajgca z wielo-
rzedowosci triangulacji sprowadza sie wiec w istocie rzeczy do tego ze
przy tej samej iloSci niewiadomych mozemy operowac¢ wiekszg iloscig
uktadow réwnan. Korzys¢ ta byla bardzo istotna w czasach gdy geodezja
nie rozporzadzala jeszcze nowoczesnymi pomocami rachunkowymi, i byé
moze ona wlaénie stala sie przyczyna powstania triangulacji wielorzedo-
wej, a w konsekwencji i Zréodlem legendy o ,,zasadzie naczelnej przecho-
dzenia od ogélu do szczegétu“, ocbowiazujacej jakoby w calej geodezji.

Przy dzisiejszych mozliwosciach techniki rachunkowej zagadnienie roz-
wigzania ukladu réwnan liniowych o kilkudziesieciu niewiadomych nie
stanowi zadnego problemu. Stoscwanie pigknej metody Pranis-Pranie-
wicza pozwala nam na racjonalne zorganizowanie pracy zespolowej przez
rozbicie zagadnienia o wielkiej ilosci réwnan liniowych na kilka zagad-
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nien o mniejszych ilo$ciach tych réwnan. Réwniez metody iteracyjne
nowoczesnie ujete (np. metoda pomocniczej niewiadomej Banachiewicza),
jak i rachunek na zestawach zwyklych maszyn liczacych w oparciu o ra-
chunek krakowianowy, pczwalaja na tak wydatne przyspieszenie tempa
pracy, ze i uklady o kilkuset niewiadomych nie stajg sie¢ dla racjonalnie
pracujacych zakladow straszne. Wydaje sie zreszta, ze juz bardzo nieda-
leki jest czas gdy geodezja powierza¢ bedzie swe rachunki wielkich ukla-
déw réwnan liniowych maszynom elektronowym. Panstwowy Instytut
Matematyczny w Warszawie w przysztym juz roku bedzie rozporzadzal
tego rodzaju maszyna, ktérej konstruktor, mgr inz. R. Marczynski, prze-
widuje juz opracowanie programu rozwigzania typowych dla geodezji
ukladéw rownan symetrycznych o ilosei 100 niewiadomych. Zagadnienia
o wiekszej ilosci niewiadomych moznaby na razie w ten czy inny sposéb
przeksztalcaé sprowadzajac do zagadnien o mniejszej iloSci niewiado-
mych. Jedng z mozliwych drég byloby np. stosowanie wzoru Banachie-
wicza na przeksztalcenie odwrotnosci.

173






STEFAN HAUSBRANDT

ANALIZA POROWNAWCZA DOKLADNOSCI WIELKOTROJKATO-
WYCH I MALOTROJKATOWYCH SIECI TRIANGULACYJNYCH NA-
WIAZANA DO PRAC GEODEZYJNYCH W POLSCE

STRESZCZENIE

§ 1) W pracy podaje sie ogolng metode przeprowadzania analizy do-
kladno$ci sieci triangulacyjnych w oparciu o teorie spostrzezen posred-
nich, jak rowniez ogélng metode wyréwnania bledéw przypadkowych po-
miaru w sieciach triangulacyjnych z pomiarami liniowymi i katowymi
przy zarzuceniu zalozenia bezblednosci punktéw oparcia. W szczeg6lnos-
ci rozwaza sie zagadnienie: czy z punktu widzenia dokiadnos$ci rezultatow
stuszniej jest wyznacza¢ zesp6l punktéw geodezyjnych budujac sieci z
trojkatéow foremnych o krotkich czy tez o diugich bokach, tzn. czy za-
kladajgc ,,sieci malotrojkatowe®, czy tez zakladajac ,sieci wielkotréjka-
towe‘. Omawia sie rowniez pobieznie efekt wyréwnania i analizy doklad-
nosci pewnej sieci triangulacyjnej na obszarze Polski.

Wymienione problemy ogoélne rozwaza sie wylacznie z punktu widze-
nia rachunku wyréwnawczego w oparciu o metode najmniejszych kwa-
dratow. Nie omawia sie wiec wecale zagadnien luzno zwigzanych z tema-
tem jak np. zagadnienia przeliczania ukladéw obserwacyjnych z geoidy
na elipsoidg, zastosowania takiej czy innej elipsoidy, przyjecia takiego
czy innego odwzorowania kartograficznego przy przeniesieniu zadania
wyréwnawczego na plaszczyzne itp. itp.

Niniejsze streszczenie ma na celu umozliwi¢ czytelnikowi nietylko za-
znajomienie si¢ z wynikami badan szczegélowych ale i wnikniecie w tresé
i metode pracy.

Przy przeprowadzaniu dowodéw oraz formulowaniu wzoréw w pracy
niniejszej postugiwano si¢ liczbami zespolowymi zwanymi krakowiana-
mi, ktérych tworca jest polski astronom i matematyk, Tadeusz Banachie-
wicz. Wybrano krakowiany a nie pokrewne im macierze Cayley'a-Ha-
miltona, uzywane w matematyce abstrakcyjnej, zaréwno z uwagi na ich
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wieksza przydatno$é praktyczng (mnozenie liczb zespolowych rzedami
réwnoleglymi a nie prostopadlymi), jak i na wieksze dotychczasowe
osiggniecia krakowianéw niz macierzy w metodzie najmniejszych kwadra-
tow. Dla ulatwienia czytelnikowi postugujacemu sie macierzami zapozna-
nia sie z niniejszg pracg, podajemy ponizej w skréceniu najistotniejsze
cechy odroézniajace krakowiany od macierzy: W symbolice krakowianéw
i-ta kolumne liczby zespolowej oznaczonej przez @ oznacza sie przez «;
natomiast i-ty wiersz tej liczby przez a. Element polozony w i-tej ko-
lumnie i j-tym wierszu liczby zespotowej (krakowianu) oznaczonej przez
@ oznacza sie @

Definicja dodawania i definicja liczby jednostkowej jest w krakowia-
nach analogiczna jak w macierzach. Liczbe jednostkows, zwang krako-
wianem tau, oznacza sie przez %, przy czym symbol t (bez podkreslenia)
jest symbolem funkcyjnym oznaczajacym transponowanie liczby zespo-

lowej, a wiec np. T |3 4} oznacza krakowian {Z} itp.

Definicje mnozenia krakowianu @ przez krakowian b wyraza row-
nanie: Elé =f‘, gdg Ell bl =Cj= E(L,,, l)m
skutkujace nieistnienie w iloczynie krakowianowym przemienno$ci ani
tgeznosei w zwyklym znaczeniu tych poje¢. Zastepuja je zwiagzki pod-
stawowe: ab=r(ba) oraz abe=(ab)ec=a(c.zD)
zwane twierdzeniem: permutacyjnym i asocjatywnym.

Z ostatniego zwigzku wynika @ (b¢) = a.tc . b (twierdzenie dysocja-
tywne).

Dla mnozen przez liczbe jednostkowg mamy:

a.t=aleczt.¢=1a.

Definicja odwrotnosci ™' analogicznie jak w macierzach:
aal=ga"ta= ¢z,
Teorie i osiagniecia krakowianéw podaja prace Banachiewicza i Koch-
manskiego.
§ 2) Rozwazajmy dowolny kat « (niech bedzie to np. kgt w sieci trian-
gulacyjnej) wyznaczony przez: punkt L po-
fozony na lewym ramieniu tego kata, punkt

L P P polozony na jego ramieniu prawym, oraz
punkt C polozony w centrum kata. Zakiada-
& my przy tym, ze przyblizone warto$ci wspol-

C

rzednych prostokatnych punktow LPC w do-

»Y  wolnym ukladzie s nam znane. Latwo wyka-

Rys. 51 zaé, ze jezeli wspoirzednym punktéw LPC

nadamy drobne przyrostki, ktére oznaczymy

odpowiednio przez da; dy,dxp dyp dxc dy; woéwcezas kat « otrzyma przyrost

da, ktérego wielkoé¢ przy zalozeniu pomijalnosci wyzszych ponad pierwszg
potege przyrostéw dx dy wyrazi nastepujacy wzor:

X
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dxp dyp
-4, —-B,

dx; dy;

dae dye
. B

ds = —(4;,—A4p) — (B — Bp) (0.

We wzorze tym wielko$¢ A, oznacza iloraz z podzielenia rzutu lewego
ramienia kata, tj. rzutu odcinka CL, na o$ odcietych przez kwadrat diu-
gosci lewego ramienia kata, wielko$¢é B; oznacza iloraz z podzielenia rzu-
tu lewego ramienia kata na o$ rzednych przez kwadrat dlugosci lewego
ramienia kata. Analogicznie wielko§¢ Ap oznacza iloraz z podzielenia
rzutu prawego ramienia kata, tj. rzutu odcinka CP, na of cdcietych przez
kwadrat dlugosci prawego ramienia kata, za$§ wielkc$é Bp oznacza iloraz
z podzielenia rzutu prawego ramienia katg na o$§ rzednych przez kwadrat
dlugosci prawego ramienia kata. Wartosei tych ,,wspétczynnikéw kierun-
kowych* sa tu wiec zdefiniowane odmiennie jak to sie przyjmuje zazwy-
czaj: A jest proporcjonalne do A x, za§ B do Ay, zgodnie z porzadkiem
leksykograficznym, znaki wspoétczynnikéw sg zgodne ze znakami przyro-
stow. Ta definicja wspdiczynnikéw kierunkowych, ktorg krotko wyrazaja
réwnania:

A Ax cos ¢ B Ay _ sing
Aa® +Ay? ~  d Az? 4 Ay2 d

ckazala sie i w praktyce i przy formowaniu wzoréw wygodniejsza od
klasycznej.

Oznaczmy przez o warto$¢ kata ¢ w sieci triangulacyjnej obliczong
z przyblizonych wspoéirzednych, przez a.s warto$¢é tegoz kata uzyskang
z cbserwacji, oraz przez v poprawke jaka nalezy algebraicznie doda¢ do
wartosci zaobserwowanej kata dla uzyskania jej wartosci najprawdopo-
dobniejszej, tzn. spelniajacej warunek [vv] = minimum. Niech dalej
dx dy (poréwnaj § 2) beda poprawkami ktore dodane algebraicznie do
wartosci przyblizonych wspélrzednych maja je zamienié na wartosci naj-
prawdopodobniejsze. Z okreslen tych wynika ze sluszne jest réwnanie:

Aprz + Ao = dlops + v

powstajgce przez przyréwnanie tej samej wielkoéci: warto$ci najprawdc-
podobniejszej kata wyrazonej dwukrotnie przez inne wielko$ei. Podsta-
wienie na miejsce d« wartosci podanej w § 1 pozwcli nam napisaé zwig-
zek miedzy poprawka obserwacji a posredniczacymi w wyrdéwnaniu nie-
wiadomymi dx dy, czyli tzw. ,,réwnanie bledu“ obserwacji katowej, lub
stuszniej jej ,,réwnanie obserwacyjne‘.

Ma ono postaé:

duy dy;
4, B

dap dyp
-4, —Bp

dxc (]yc

+ — (AL_AP _ (BI - BP) + Opra—Uobs =1\

Jezeli umoéwimy sie nadto, Ze napisany szeregowo zesp6l czteroelemen-
towych tabel kwadratowych zakonczony wskaznikiem oznacza suma wy-
znacznikéw tych tfabel, tj.
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ogoblnie:

a, b |ays b, a, b, ;
. =Za,d;— Zbe; (= _—
¢, dy|e, d, < | a; d e (=1, 2 n)
2 1|6 2 _
a w szczegolnosci np.: =5+30=35
3 4|16 7|4

e

Zy .7/1"3’2 Y, i B e B S D
- —5a,— 3y, itp. itp.
_2 1 |3 =5 |3 1 Jl 2

woéwczas mozemy napisa¢ rownanie bledu obserwacji katowej pod naste-
pujacy pestacia, z ktorej dalej bedziemy stale korzystac:

albo tez:

]

de, dy, | day dyp | dxe ” dyp f g ()
Al. BI. _Al’ _Bl’ _(AL—_AP) (BL_BP) 1

§ 3) Napiszmy dla kazdego kata obserwowanego, lub majgcego by¢
obserwowanym, w sieci triangulacyjnej rownanie bledu (2) wstawiajac
na miejsce symboli dx; dy, dxp dyp dyc dyc symbole aktualnych dla da-
nego kata poprawek przyblizonych wspoéirzednych punktéw wyznaczaja-
cych ten kat. W ogélnym wypadku bedg to symbole dx; dy;, gdzie ; ozna-
cza numer punktu w sieci trygonometrycznej przyporzadkowany temu
punktowi na czas rachunku. W szczegélnym wypadku, gdy ktéry z punk-
tow wyznaczajacych kat jest w procesie wyréwnania punktem stalym,
na miejsce symboli da dy podstawié¢ nalezy oczywiscie zera.

Po wykonaniu mnozen wyznacznikowych otrzymamy ukiad réwnan li-
niowych wzgledem, niewiadomych w zagadnieniu poprawek przyblizo-
nych wspéirzednych punktéw wyznaczanych w procesie wyréwnania,
napisany pod zwykla przyjeta w algebrze postacis.

W tym ukladzie réwnan ktéry zgodnie z panujgcym w rachunku wy-
réwnawezym zwyczajem zasymbolizujemy jak nastepuje:

ax+bytez. . . H+1, =01
ax+by+ez. . .+ 1,=» (7 réwnan
Fh OB YEE R 6% E £ r niewiadomych)

ax++dy+ez. . .+ 1,=0,
wielkosci wspoélezynnikow przy niewiadomych sg zawsze w zagadnieniu
znane, natomiast wielkoéci wyrazéw wolnych sg znane w wypadku wy-
réwnywania sieci, za$§ nieznane w wypadku przeprowadzania analizy do-
ktadno$ciowe] sieci, ktérej ksztalt i skala sa dane, lecz w ktérej pomiaréw
geodezyjnych nie przeprowadzono.
Krakowian wspélczynnikéw przy niewiadomych tego uktadu réwnan
biedéw oznacza¢ bedziemy przez a. Bedzie wiec — gdy napisaé to zupel-
nie wyraznie:

! ty By T eonly ! My Gy Oy .. .ay |
el i ai b o 5 Qg gy gy ...0py ll (3)
l a, b, ¢, r Qip Oop Ogp oo Opp I
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Zestawienie knakowianu @ jest czynnoscig podstawows dla analizy do-
kladnosciowej. Znajac ten krakowian i zakladajac ze obserwacje katowe
w sieci przeprowadzone zostang z bledem $rednim pojedynczej obserwacji
m, mozemy juz — posliugujac sie wylaczniealgebrg kra-
kowianowga — na drodze realizacji paru prostych wzoréw przepro-
wadzi¢ analize dokladno$ciowg dowolnej sieci oparta na metodzie naj-
mniejszych kwadratéow.

§ 4) Za zasadnicze kryteria charakteryzujace sie¢ triangulacyjna pod
wzgledem dokladno$ciowym bedziemy uwazaé:

1) Wielkos¢ bledu $redniego polozenia punktu. Wielkosé te dla punktu
ktorego odcieta jest i-tg za§ rzedna k-ta niewiadoma w ukladzie row-
nan bledéw wyraza wzor:

Mp = M, ]/(a«'-’).-_i1 + (@) (4)

2) Wielko$¢ wplywu btedéw nieprzypadkowych, tzn. wielko$¢ zmiany
dx; jakiej dozna i-ta niewiadoma w ukladzie wyréwnanym metoda naj-
mniejszych kwadratow, jezeli zmienimy k-tg obserwacje nadajac jej
przyrostek dl, i ponownie wyréwnany uklad metoda najmniejszych kwa-
dratow. Wielko$¢ tej zmiany wyraza wzér*):

dzy = dly a,w (a?);) l (5)

Pierwsze kryterium jest ogélnie znane i omoéwien nie wymaga. Dru-
gie pozwala wyznaczy¢ deformacje sieci w wypadku popeinienia w ob-
serwacji bledu nieprzypadkowego. Wprowadzenie tego kryterium wy-
daje si¢ o tyle celocwe, ze w ukladach wyréwnywanych metoda najmniej-
szych kwadratow niezawsze mamy pewnos$¢, iz rozkiad bledéw zgodny
jest z prawem Gaussa-Laplace’a, za§ wyréwnanie przeprowadzamy przy
przyjeciu tego zalozenia. Stuszne wiec bedzie w wypadku gdy dwie sieci
triangulacyjne wyznaczaja polozenie pewnego punktu z takim samym
bledem $rednim, uznaé za lepsza do wyznaczenia danego punktu te sieé,
ktéra mniej zdeformuje polozenie punktu w wypadku istnienia w ukla-
dzie obserwacji obcigzonej ,,pechowym® bledem nieprzypadkowym.

Za dalsze kryteria, nie wymagajace juz znajomosci krakowianu a, a cha-
rakteryzujace sie¢ pod wzgledem dokladnoScicwym w wylacznym opar-
ciu o parametry n (ilos¢ obserwacyj) i p (ilo§¢ wyznaczanych punkiéw,
przy czym 2 p = r) przyjmiemy:

3) Wielkos¢ $redniego btedu btedu Sredniego, okres§lona przez znany
juz od czasow Gaussa wzoér ogélny my,=m:)/2n, w ktérym =, ozna-
cza ilo$¢ spostrzezen nadliczbowych w ukladzie, a ktéry dla wypadku

*) Symbol am jest oznaczeniem mnozenia wierszowego. Wzér (5) mowi wigc po-
prostu, ze zmiana niewiadomej réwna jest zmianie obserwacji pomnozonej przez
iloczyn wiersza krakowianu (a*)-1, odpowiadajacego kolejnoscia niewiadomej, przez
wiersz krakowianu @, odpowiadajacy kolejno$cig obserwacji.
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sieci triangulacyjnej wyznaczajacej p punktéw z n cbserwacyj katowych
przybierze postaé:

m

(6)

My == f=——
y2on — 4p

4) Wartos¢ przeciging stosunku kwadratu bledu $redniego ovserwacji
ro wyréwnaniu do kwadratu bledu sredniego obserwacji przed wyrow-
naniem.

Te wielkoéé — oznaczmy jg symbolem p* — rowna, jak to wykazal
ostatnio w rachunku krakowianowym A. Otrebski, slosunkowi ilosci ob-
serwacyj niezbednych do wyznaczenia ukladu do ilosci wszystkich ob-
serwacyj dokonanych w uktadzie, dla wypadku sieci triangulacyjnej wy-
znaczajacej p punkiéw z n cbserwacyj wyrazi wzor:

é 2p
!)." = —l—
n

(7)

Najbardzicj istotne z uwagi na cel prac triangulacyjnych jest oczywis-
cie kryterium pierwsze. Stosowanie go jednak w oderwaniu od kryterium
drugiego i irzeciego moze naprowadzi¢ na bledne drogi. Ogélnie powie-
dzie¢ by mozna, ze kryterium pierwsze dotyczy dokladnosci rezultatow,
za$ drugie i trzecie ich ,realnosci” czy tez ,,pewnosci. Kryterium czwar-
te ma charakter statystyczny: opiniuje cno, nie wdajac sie w szczegoly,
w jakim stopniu dany uklad obserwacyjny speinia zasadniczy cel wszel-
kiego wyrdéwnania: zmniejszenie bledow obserwacyjnych.

§ 5) Jakkolwiek znajomoé$c bledow srednich polozenia punktéw m,
wyczerpujaco charakteryzuje sie¢ pod wzgledem dokladnosci, jednak w
literaturze chetniej rozwaza sie naogét bledy $rednie bardziej skompli-
kowanych funkcyj obserwacyj wyréwnanych metoda najmniejszych kwa-
dratéw, a w szczegdlnosci bledy Srednie diugosci czy tez katow. Bledy
te moga by¢ uwazane za bledy funkecji niewiadomych xyz... i obliczone
z wzoru ogoélnego na blad funkeji F (x, y, z..) podany w prostej postaci
krakowianowej przez Banachiewicza w r. 1936. Wzér ten przy oznacze-
niu przez f kolumny pochodnych funkeji F wzgledem kolejnych nie-
wiadomych, tzn. wyraZnie: [ = 1(_01‘, OF’ O—-F . . . | ma postaé:

. 1= <3 3 5 ) ma postae
mp=m, Y/ [(@)"f

W badaniu sieci triangulacyjnych mozna by tez positkowaé sie prze-
cietng warto$cig kwadratu bledu polozenia punktu w calej sieci. Wielkosé
te, ktérg oznaczymy przez M® i ktéra stanowi w pewnym znaczeniu ana-
logie kryterium statystycznego Otrebskiego o Ktérym moéwilismy po-
wyzej, mozna obliczy¢ nastepujacym wzorem:

¥ (a?):!
Me=m:———
4
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gdzie przez I (0®);! oznaczyliémy sume elecmentéw przekatnych w kra-

kowianie (@*)-'. Wielko$¢ te¢ mozna by, zapozyczajac terminu z algebry
macierzy, razwac ,fladem* krakowianu (ros. sled, niem. Spur, franc.
trace).

§6) Przyktad liczbowy

Zilustrujemy stcsowanie podanych wzoréw na prostym przyktadzic
analizy sieci powstajacej przez pomiar trzech katéw w trojkacie forem-
nym, ktoérego podstawa QR przyjeta jest za
bezbledng. Jezeli o§ gltéwng ukladu OX X
obra¢ prostopadle do tej podstawy, za$ za
jednostke dlugosci w rachunku przyjac
bok trojkata, wowczas wartosci wspoi-
czynnikow kierunkowych wyniosa:

(dla bcku QR) A - 0, B = 1, (dla boku
QS) A — 05y 3,B =05

(dla boku RS) A = 05) 3, B~ —- 0.5.

Te wartosci wpisaliéSmy przy bokach na zalaczonym rysunku, oznacza-
jac kierunki bokéw strzatkami. Réwnania bledow poszczegdlnych katow,
napisane w postaci tabelarycznej (2) beda:

Rys. 52

0 0 dx dy | 0 0
, ~ - + S PR T
0 —1]=05v3 05[05v3 05 i
/
da ‘ dy | 0 0 l 0 - 0 SRS —
05v3 05| 0 —1 | =053 05 |1 :
0 0 0 0 dy dy
Yy 3 ' —}_avvz—r/dﬁ:ii
-054/ 3 05 0,543 05| 0 —-1 1 !

Realizujac mnozenia wyznacznikowe napiszemy uklad rownan bitedow

poed wyrazng postacig:

05 dx+ 054/ 3 dy+ . . . =n

05 dr— 054/ 3dy+ . . .=,

-1 dx + . .=y
gdzie cpuszczamy nieznane i nieisiotne dla analizy wartosci wyrazow
wolnych.

Mozemy juz obecnie napisa¢ krakowian a, zestawi¢ jego kwadrat o,
craz odwrctnoéé tego kwadratu tj. krakowian (a?)-'. Latwo sprawdzi¢ ze
sg cne dobrze zestawione stwierdzajac przez mnozenie ze: @ . G - @’ oraz
@ . (@) =1

l 0,5 053 ’ oo | L
ot = &) (2= 17 (n*)=1=13 o

05 =05+ « :
15
l—-l 0 l i )] 0 3[
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1) Wynika stad w mys$l wzoru (4) ze blad $redni polozenia punktu S
wynicsie:

3 2 2m,

mp = m, ]/"2“4' ”é' = V?
przy czym blad ten wyrazony jest w obranej do rachunku jednostce:
malym boku sieci. Chege wyrazié go w metrach, napiszemy ostatecznie

— przy oznaczeniu przez D dlugosci boku sieci wyrazonej w metrach:
2m,D
va)

2) Dla zbadania jak wplynie zmiana wartosci kata 2,0 dl na wartosci
wspoélrzednych, pomnozymy wiersz pierwszy krakowianu a przez kolejne

wiersze krakowianu (a¢®)-' znajdujac odpowiednio: dx - _,_1;_ dl dy = .;)_

mp=

v/ 3 dl skad f = %— dl, gdzie oznaczyliSmy f przesunigcie liniowe punktu
spowodowane przez przesuniecie odcietej o —;— dl i przesuniecie rzednej

0 —13— V'8 dl. Wyrazajac wielko$¢ przesuniecia liniowego w metrach
otrzymamy:
2

/I="3‘D.(Il

przy czym wskaznik , ma przypomnie¢ nam Zze przesunigcie to spowo-
dowane jest zmiang wartoéci kata o, o dl.

Dla zbadania jak wplynie zmiana wartoéci kata v, o dl na wartosci
wspotrzednych pomnozymy wiersz drugi krakowianu a przez kolejne
wiersze krakowianu (@*)-', znajdujgc, w mys$l wzoru (5), zmiane pierwszej

niewiadomej da i zmiane drugiej niewiadomej dy. Mamy: dx = -3; dl
oraz dy = —-% v/ 3 dl.

Przesuniecie na osi odcietych jest jak wida¢ takie same jak poprzednio,
przesuniecie na osi rzednych — takie same co do wielko$ci lecz przeciw-
ne co do kierunku. Wielko$é przesuniecia liniowego — oznaczymy je te-
raz przez f. — bedzie wiec, podobnie jak poprzednio, f. - i D Al

Badajac tak samo wplyw zmiany wartosci kata «, znajdziemy w drodze
mnozenia trzeciego wiersza krakowianu a przez kolejne wiersze krako-
wianu (¢%)-', nastepujgce wartosci przesunieé: dx = — ~§~ dl oraz dy = 0.
Wielkoéé przesuniecia liniowego spowodowanego przez btad w kacie «,
wyniesie wiec, jak poprzednio f, = i D dl. Przy dl” = 2" tj. dl = 0,00001
i D = 30 klm wynioslo by to 30 cm.

3) Blad sredni $redniego bledu w badanej sieci wyniesie:

m

mpy = Va = 0,71 m

(por. wzor (6)), co jest oczywiscie wielko$cig stosunkowo bardzo duzg i co,

182



acznie z znaczng wielko$cia wpltywu bledéw nieprzypadkowych, dyskwa-
lifikuje tego rodzaju konstrukcje geodezyjne, niestety dopuszczane przez
niektére przepisy pomiarowe.

4) Zastosowanie czwartego kryterium (7) poinformuje nas ze w bada-
nej sieci przecietha warto$¢ zmniejszenia kwadratu bledu s$redniego ob-
serwacji spowcdowanego przez proces wyréwnania metoda najmniej-
szych kwadratow wyniesie 2[3.

Jako ilustracje zastosowania wzoru ogélnego na blad funkcji niewiado-
mych ukladu réwnan bledéw, podanego w § 5 obliczymy blad $redni boku
@S. Mamy:

F n
d—T =cos QS =05y 3

F=QS= o2 + 7=y skad 97
— =sin @S =05

oy
R P 0,5x/?} O {0,5\/_3“]{2/3 }05\/?}_
Bedzie wiec: — oraz f (a*™ f = / ) =
i {0,5 L@ 1 =05 "I 2/3/05

By

SIR

Ostatecznie otrzymamy: mr = m, ]/ i, albo, wyrazajac blgd sredni

boku w metrach:
mp = moD '\/5/3
Przecietng warto$¢ kwadratu btedu potozenia punktu w sieci w mysl
wzoru podanego w § 5 obliczymy znajdujac slad krakowianu (a*)-' rowny

52; ol _z- - ,:_, dzielac go przez iloéé punktéw w sieci réwna 1, i mnozac

przez kwadrat bledu sredniego pojedynczej obserwacji. Otrzymamy wigc
M? = m,? ._‘;_, lub, przechodzac do jednostek metrycznych: M* = (m,D)’

_:;_. Wynik ten zreszta w wypadku naszej sieci, wyznaczajacej jeden tyl-

ko punkt, by} zgéry znany po obliczeniu wartosci $redniego bledu poloze-

. ; 2m,D
nia tego punktu, rownego \/"-3

Analizy sieci wiekszych sg oczywiscie z punktu widzenia techniki ra-
chunkowej nieréwnie uciazliwsze w wykonaniu. Zwlaszcza zmudny jest
dla wielkich krakowianéw rachunek odwrotnoéci, ktéory w obranym przy-
ktadzie byl bardzo prosty.

Natomiast jasno$¢ mys$li przewodniej w analizie, spowodowana przej-
rzystoSciag wystowienia krakowianowego, stanowi ceche charakterystycz-
ng wszystkich analiz.

§ 7) Rozwazajmy sicci ktére wyznaczaja polozenie wierzchotka tréj-
kata foremnego @RS o znanej bezblednej podstawie QR = D przez po-
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micrzenic ze $rednim bledem m, wszystkich katow w n* tréjkatach fo-
remnych wypelniajacych trojkat QRS. Zastosowanie kryteriow (4. 5, 6, 7)
do tych sieci, dla n — 1, 2, 3, 4, ktére nazwicmy sieciami elementarnymi,
a ktore przedstawia schematycznie ponizszy rysunek, wykazuje ze:

: :
AN
A A VA RQR

Rys. 53
1) Blad $redni polozenia punktu najbardziej odleglego od podstawy jest
dla sieci clementarnych wielkoécia stala, tzn. jest niezalezny od ilosci
trojkatow n* (n =~ 1. 2, 3, 4) z ktérych zbudowanc sic¢. Wartos¢ tego
bledu wynosi:

2m,D I
Wp=— (8)
| ¥
Wynika stad ze i bledy érednic elementow wielkiego trojkata sieci, tzn.
biad $redni boku @S lub RS oraz biad ¢redni kata &, S lub R nie sg za-
lezne od ilosci tréjkatéw w sieci. Wartos¢é sredniego bledu wzglednego
boku wielkiego sieci, jak réwniez wartoé¢ $redniego bledu kata w sieci

«

wielkiej wynesi m, |/

Bledy srednie innych punktéw wyznaczanych jednoczesnie przez sie¢
zbudowana z trojkatow wielkich i sie¢ zbudowana z frojkatow matych sa
w sieci zbudowanej z trojkatéw maltych nieco mniejsze.

Wartos¢ przecietna kwadratu bledu polozenia punktu jest w sieci zbu-
dowanej z malych trojkatow mniejsza niz w sieci zbudowanej z trojka-
tow wielkich.

2) Wptyw bledu nieprzypadkowego, czyli zmiany wartosci jednej z cb-
serwacyj o wielkos¢ dl, na deformacje sieci jest dla sieci matotrojkato-
wych (tzn. zbudowanych z malych tréjkatow) duzo mniejszy niz dla sieci
wielkctrojkatowych (tzn. zbudowanych z wielkich trojkatéow). Zmiana
taka skutkuje bowiem — przy wyréwnaniu metoda najmniejszych kwa-
dratéw — przesuniecie liniowe punktu najbardzicj cdlegtego od podsta-
wy o wielkes$e f rowna:

) 27.111..1)_ 2

_2.d.D_2 9
/ 3n 3 G U o

czyli przesunigcle liniowe preporcjonalne do dlugosei malego boku sieci.
3) Wieikose bledu éredniego sredniego bledu jest w sieciach malotroj-

184



katowych duzo mniejsza niz w sieciach wielkotrojkatowych. Wynosi ona
mianowicie dla dowolnej sieci elementarnej, powstajacej z podziclznia
wiclkiego boku sieci D na n odcinkéw (bokéw matych d):

LT (10)

Vant —an + 4

m"l =

a wiec w szezegdlnosci dla
n = 1 2 3 4 b}
m,=0,707m 0,353m 0213m 0,151m 0,116 m

Z wzoru (10) jest widoczne, z¢ — przy stalej wartosci bledu s$redniego
pojedynczej obserwacji katowej m, — ze wzrostem ilosci trojkatow w
sieci elementarnej wielkcs¢ bledu $redniego éredniego bledu dazy do
zera.

To samo mczna by powiedzie¢ o wielko$ci przesuniecia liniowego punk-
tu najbardziej odleglego od podstawy spowodowanego przez popelnienic
bledu nieprzypadkowego uogélniajac wzér (9) dla dowolnej wartosci n.
Praktycznie oznacza to zdecydowana przewage sieci malotrojkatowych
nad sieciami wielkotrojkgtowymi w dziedzinie ,pewnocsci czy ,wiary-
godnosei* rezultatow osiagnietych w wyniku wyréwnania sieci metody
najmniejszych kwadratéow.

4) Przecietng wartos$¢ stesunku kwadratu sredniego bledu obserwacji po
wyrownaniu do kwadratu éredniego bledu chserwacji przed wyréwna-
niem wyraza — dla dowolnej sieci elementarnej powstajacej z podziele-
nia wielkiego boku sieci D na n odcinkéw — wzor:

] Lo v (11)

a wige w szezegolnosci dla
n = | 2 3 4 D
M2= 0667 0,667 0593 05342 0,507 itd.
Poczynajac od wartosci n = 2 wielko$é M* jak widaé stale maleje, da-

zac do granicy rownej ‘;} Kryterium . statystyczne” — jak je nazwali-
$émy — przemawia wigc, poczynajac cd n = 2, roOwniez za sieciami ma-
lotréjkatowymi.

Poniewaz zaden argument nie przcmawial w przeprowadzonym bada-
niu sieci elementarnych za sieciami wielkotréojkatcwymi, a odwrotnie,
wiekszoé¢ argumentéw przekonywala nas o wyzszosci sieci malotrojka-
tfowych, uzna¢ musimy ostatecznie sieci elementarne malotrojkatowe za
konstrukcje geodezyjnag, z punktu widzenia metody najmniejszych kwa-
dratow doktadnicjszg od sieci elementarnych wielkotréjkatowych. Nic
jest to zupelnie zgodne z tym co sie zazwyczaj wypcwiada w kolach fa-
chowych, aczkolwiek stwierdzi¢ nalezy ze w literaturze fachowej wyzszose
sieci elementarnej czterotréjkatowej przy dwoch pomiarach bazowych
(1j. dwoch liniach bezblednych) nad siecia elementarng jednotréjkatowa
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przy jednym pomiarze bazowym (ij. jednej linii bezblednej) byla sygnali-
zowana juz bardzo dawno (por. Jordan Handbuch der Vermessungskunde
rp. 1916 III 156).

Nie rozwazano tam jednak (1 cit) innych kryteriéow po za $rednim ble-
dem wzglednym boku wielkiego sieci, ktéory — z uwagi na przyjete zato-
zenie wiekszej iloéci danych bezblednych w sieci czterotréjkatowej —
okazal sie dla sieci czterotréjkatowej mniejszy niz dla sieci jednotréjka-
towej. Nie rozwazano réwniez u Jordana zagadnienia dokladnosci wy-
znaczania punktéw przez zespoly sieci elementarnych, co
rozwaza sie dalej w niniejszej pracy i co przemawia w sposob jeszcze do-
bitniejszy za sieciami malotrojkatowymi. Wydaje sie prawdopodobne ze
przyczyna niewyczerpania zagadnienia u Jordana bylo postugiwanie sie
w analizie metoda spostrzezen zawarunkowanych, nie pozwalajaca na
przejrzyste ujecie zadania w formie og6lnej.

§ 8) Wyobrazmy sobie dalej, ze z punktéw stalych polozonych na ob-
wodzie szeScioktga foremnego wyznaczamy polozenie punktu centralnego
tego szeSciokata, postugujac sie coraz te wieksza iloScig sgsiadujacych
podstaw. Powstang w ten sposob sieci ktéore nazwiemy sieciami .,okrgza-
jgecymi“ i ktére uwazaé mozna za zespoly sagsiadujgcych sieci
¢lementarnych. Sieci okragzajgce zbudowane z 1-6 sieci elementar-
nych jednotréjkalowych, oraz sieci okrazajace zbudowane z 1-6 sieci ele-
mentarnych czterotréjkatowych przedstawione sg schematycznie na po-
nizszym rysunku.

Opierajac sie na wyniku badania sieci elementarnych przewidzie¢ moz-
na ze zarOwno proces ,,okrazania‘ sieci, tzn. proces opierania konstrukeji
na coraz to wiekszej ilosci punktow obwodowych (widoczny przy poréow-
naniu sieci sgsiadujacych w wierszu pierwszym lub w wierszu drugim
rysunku), jak i proces .,zageszczania‘ sieci, tj. proces zwiekszania iloSci
trojkatow w skladowych sieciach elementarnych (widoczny przy porow-
naniu sieci sgsiadujacych w poszczegolnych kolumnach rysunku) beda
zwigksza¢ dokladnos$¢ sieci. Jezeli bowiem biad $redni polozenia punktu
najbardziej oddalonego cd podstawy wyznaczanego z pojedynczej sieci

: . 2m,D . s
elementarnej wynosi 7 tedy wyznaczajac punkt centralny szeScio-
Vi

boku niezaleznie z dwoch (lub wiecej) kolejnych sieci elementar-
nych, otrzymaliby$Smy dwa réwnowazne dokladnosciowo wyniki (lub
wigksza od dwoéch ilos¢ wynikow) wyznaczenia polozenia punktu central-
nego, z ktérych kazdy bylby dokladnosciowo scharakteryzowany przez

y - = . 2m,D
blad sredni polozenia punktu réwny rZ§_ przy czym D oznacza dlugosc
Nz

promienia ukladu centralnego.

Wyposrodkowujace z tych réznych wynikéw (dwoéch lub wiecej) war-
toé¢ najprawdopodobniejszg polozenia punktu centralnego bedziemy pod-
nosi¢ dokladno$¢ wyznaczenia go, przytym tym wydatniej: a) im wiek-
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szej iloSci kolejnych sieci elementarnych uzyjemy do wyznaczenia (pro-
ces okrgzania), craz b) im wigksze ilosci punktéw wspdlnych, powoduja-
cych powstawanie w ukladzie spostrzezen nadliczbowych, znajdzie sie
rna styku sieci tworzacych zespol (proces zageszezania).

A emmeaag

Rys. 54

Badania przeprowadozne w opisany sposob calkowicie potwierdzajg te
przewidywania, wykazujac np. ze $redni blad polozenia punktu central-
nego szescioboku bedzie malat w procesie okrazania przybierajac dla 1, 2,
3, 4, 5, 6 sieci elementarnych jednotréjkgtowych (wiersz gérny rysun-
ku) wartosci:
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1,15m,D 082m,D 0,67m,D 058m,D 052m,D 0,47 m,D
za$ dla 1, 2, 3, 4, 5, 6 sieci elementarnych czterotréjkatowych wartosci:
1,15m,D 0,70m,D 0.52m,D 042m,D 0,37 m,D 0,30 m,D
Oznaczajgc przez t ilo§¢ wielkich tréjkatéw w sieci (tzn. ilos¢ sieci ele-
mentarnych uzytych do danej konstrukcji) mozna wielko$¢ bledu Sred-
niego polozenia punktu centralnego wyrazi¢ przez nastepujgce proste
wzory:

2m,D

2 m,D
= —2 :t, l 12
o7 t=1)|(12)

przy sieciach mp = ——o— Pz sieciach NP
jednotréjkatowych \/ 3t czterotréjkgtowych

‘Wobec stwierdzenia wybitnej przewagi sieci malotréjkatowych nad sie-
ciami wielkotréjkatowymi w dokladnos$ci wyznaczenia polozenia punktu
centralnego w sieciach okrgzajgcych mozna by wlasciwie zaniecha¢ tu
stosowanie innych kryteriéw, ktore — jak latwo przewidzie¢ — réwniez
bedg przemawialy za sieciami malotréojkatowymi. Podamy jednak zesta-
wienie poréwnawcze wielkosci $redniego bledu bledu Sredniego dla sieci
okrazajgcych budowanych z 1, 2, 3, 4, 5, 6 sieci elementarnych. Wiel-
koéci $redniego bledu bledu Sredniego wyniosg tu przy sieciach:

a) jednotréjkatowych 0,71m 0,35m 0,27m 0,22 m 0,20 m 0,18 m

b) czterotréjkatowych 0,35m 0.20m 0,16 m 0,13m 0,12m 0,10 m

c) dziewieciotrojkatowych 0,21 m 0,13 m 0,11 m 0,09 m 0,08 m 0,07 m

Przy okazji warto nadmienié¢ ze cecha zmniejszania sie¢ bledu Sredniego
$redniego bledu przy zageszczaniu sieci jest cechg o gd1n g tzn. nie od-
noszacy sie specjalnie do typu sieci ckrazajacych, budowanych z tréjka-
tow foremnych, lub tp. Mozna mianowicie wykaza¢, ze jezeli jakakol-
wiek sie¢ wielkotrojkatowsg zamienimy na sie¢ malotréjkatowg w drodze
utworzenia w kazdym trojkgcie sieci wielkotrojkatowej nowych n? tréj-
katow przez dzielenie bokéw ma n czeSci, wowczas przyrost ilosci spostrze-
zen nadliczbowych spowodowany przez zageszczenie sieci nie moze by¢
mniejszy od wielkosci t (n — 1) (2n — 1), gdzie t iloé¢ tréjkatow w sieci
wielkotrojkatowej. Poniewaz — jak wida¢ z tego wzoru — przyrost ilosci
spostrzezen nadliczbowych przy zageszczeniu sieci musi byé liczbg do-
datnia, blad $Sredni Sredniego bledu musi ulega¢ w tym procesie zmniej-
szeniu.

§ 9) Podobnie jak badaliSmy sieci skladajace sie z zespolow sieci ele-
mentarnych opartych na wierzchotkach szeSciokgta foremnego, mozna
oczywiscie badan i inne sieci ,,typowe", tzn. sieci zbudowane z trojkatow
foremnych przypominajace spotykane w praktyce sieci geodezyjne. W
pracy niniejszej bada si¢ wiec jeszcze sieci budowane z zespoldow sieci
clementarnych opartych o dwa punkty state, trzy punkty stale tworzace
iréjkat foremny itp. Badania te, jak réwniez badania tu oméwione, zilu-
strowane sa przez wykresy elips bledow punktéw wyznaczanych przez
sieci.

Poniewaz wszystkie te badania wykazuja przewage sieci malotréojka-
towych nad sieciami wielkotréjkatowymi, za§ ani o wyczerpaniu wszy-
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stkich mozliwych sieci w toku badania, ani tez o ustaleniu wzoru ogél-
nego wyznaczajacego blad polozenia dowolnego punktu mowy tu byé nie
moze (przy zalozeniu przydatno$ci praktycznej takiego wzoru), przeto
poprzestaniemy na stwierdzeniu ze w zakresie przeprowadzonych badan
sieci malotréjkatowe okazaly sie dokladniejsze od sieci wielkotréjkato-
wych, w zwigzku z czym koncepcje zastepowania sieci wielkotréjkato-
wych przez sieci malotréjkatowe realizowang w geodezji polskiej od
1847 r. uzna¢ nalezy z punktu widzenia analizy dokladnos$ciowej za stu-
s2ng.

§ 10) Dla wyczerpania tematu w pracy przeprowadzono jeszcze wy-
réwnanie i analize dokladnosci dla jednej z polskich sieci triangulacyj-
nych powierzchniowych. Pomimo ze: 1) sie¢ ta byla daleka od poprawnos-
ci ksztaltu (diugosci bokéw wahaja sie od 4 do 12 kim), 2) sie¢ nawig-
zana zostala do sze$ciu bardzo nieréwnomiernie rozlozonych punktéw
oparcia (obszar na ktérym potozone sa cztery punkty oparcia i jedyna
zmierzona bezposrednio dlugo$é stanowi okolo 1/8 calkowitego obszaru
pokrytego przez sie¢), 3) poziom obserwacyj katowych w sieci byl gor-
szy od przecigtnego (blad sredni pomiaru kata 2,7° ), jednak w wyniku
wyréwnania osiggnieto przecietng wartoé¢ bledu S$redniego potozenia
punktu réwng 5,1 cm, to znaczy nieco nizsza od przecietnej wartosci ble-
du $redniego polozenia punktu 5,5 cm w niemieckich sieciach podsta-
wowych, cytowanej w Handbuch der Vermessungskunde Jordana-Egger-
ia. W pracy podano wykres elips biedéw dla wszystkich punktéw sieci,
oraz ilustracje wplywu biedéw nieprzypadkowych.

Przy wyréwnaniu sieci postawiono warunek minimum w postaci ogél-
niejszej niz to sie zazwyczaj praktykuje. Zalozono mianowicie przypo-
rzadkowanie takich poprawek v:

a) katom zmierzonym w procesie obserwacji z bledem srednim m.

b) dtugosciom zmierzonym w procesie obserwacji z btedem $rednim m,

¢) wspélrzednym znanym z uprzedniego procesu wyrownawczego z

bledami $rednimi m, my,
aby suma kwadratéw poprawek dzielonych przez kwadraty $rednich bie-
déw byla najmniejszoscia:

vV ..
— |= minimum.
mm

Tego rodzaju zalozenie nie narzuca wiec wspéirzednym punktéw opar-
cia postulatu niezmiennosci w procesie wyréwnania — zgodnie z nie-
watpliwym faktem, ze wspoéirzedne te nie s3 bezbledne. Pozwala to z jéd-
nej strony uchroni¢ dobry uklad obserwacyjny od znieksztalcen powo-
dowanych przez sztuczne i niezgodne z metods najmniejszych kwadra-
tow zalozenie bezblednoéci punktéw nawigzania, z drugiej strony pozwa-
la scharakteryzowaé¢ dokladnosciowo na zasadach ogélnych nietylko
wspbirzedne punktow wyznaczanych przez sie¢ ale, i wspéirzedne punk-
16w oparcia.
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Realizacja takiego zalozenia minimum w postaci uogélnionej wymaga:
1) Zestawienia dla kazdej dokonancj w sieci obserwacji katowej zna-
nego nam juz réwnania bledu obserwacji katowej (2), ktore tu powtarza-
my:
dae Ay
—(A,;=By) —(Al.“‘”p)

dey, dy, dep  dyp
:4, I{I —AI' —I))ll

przy czym przez ¢ rozumie sie zaobserwowanag wartos¢ kata poddang
redukcjom i przeniesiona na plaszczyzne cdwzorowania.

2) Zestawienia dla kazdej dokonanej w sieci obserwacji liniowcj na-
stepujacego réwnania bledu obserwacji liniowej:

+ Upre — Debs = VU,

1 o bledzie $rednim m..

dzy, Ay
+cos¢ +sing

dx, dy;

_ + dpr:—dors=va 0 bledzie $rednim ma
—cos¢ —sing

2

przyczym przez deis rozumie sie zaobserwowang dlugos¢ poddana re-
dukcjom i przeniesiong na plaszcyzne odwzorcwania, przez dy- rozumie
sie dlugosé obliczong z przyblizonych wspéirzednych, przez ¢ rozumie
sie kat osiowy prostej laczacej obraz ,.poczatku’ odcinka wzdtuz ktérego
przeprowadzono pomiar tj. punkt i z obrazem ,konca‘ tego cdcinka tj.
» punktem k, przez dx:i dyi dwxi dy: rozumie sie poszukiwane poprawki
wspolrzednych przyblizonych, przez v« — poprawke obserwacyjng, wre-
szcie napisany szeregowo zespél czteroelementowych tabel kwadrato-
wych zakonczony wskaznikiem . oznacza sume iloczynéw elementéw po-
tozonych w tych samych kolumnach, tzn. ogélnie:

|“‘| b la, b,

=60 itp.
¢, d, e

! S |
=Yuac 4 Xbd a w szczegélnosci np. iz 116 2|
|3 4|6 7]

3) Zestawienia dla kazdego punktu nawigzania nastepujacych réwnan
bledow wspolrzednych:

dx = v: o bledzic $rednim m. dy= v, o bledzie $rednim my
przyczym dx wzglednie vr oznacza poszukiwang poprawke odcietej, za$
dy wzglednie vy oznacza poszukiwana poprawke rzednej punktu nawia-
zania.

Jezeli bledy $rednie my my dla poszczegdlnych punktéw nawigzania
nie byly w sieci wyzszorzednej liczone, nalezy oczywiscie generalizowa¢
przyjmujac za m: my przecietne wartosci bltedéow srednich wspoéirzednych
w sieci podobnego typu.

Jezeli istnicja obawy iz punkty geodezyjne w terenie ulegly pewnym
przesunieciom, za$ wielkeéci i kierunku tych przesunie¢ stwierdzi¢ nie
mozna, pozstaje rowniez zalozy¢ przypadkowo$¢ tych przesunie¢ i prze-
prowadzi¢ wyréwnanie, zakladajac raczej zaduze jak zamale wielkosci
bledéw Srednich. Niema zreszta potrzeby operacji ,,wagowania®“, tj. przy-
pisywania a priori wielkosciom wyréwnywanym pewnych bledéw $red-
nich, przeprowadza¢ z nadmierng ostrozno$cig. W ukladzie o duzej ilosci
spostrzezen nadliczbowych operacja wagowania nie ma bowiem zbyt wiel-

¢y dy ' 2
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kiego wplywu na efekt wyréwnania: istote wyréwnania stanowi tu do-
bitniejsze znieksztatcenie tych wielkosci ktére sprzeczne sy z ukladem
cbhserwacyjnym jako caloscig.

4) Po zestawieniu wszystkich opisanych typéw réwnan bledéw dopro-
wadzamy je do zwyklej przyjetej w algebrze postaci przez zrealizowanic
umownych symboli (z wyjatkiem réwnan wspélrzednych ktére beda juz
w tej postaci napisane), po czym dzielimy kazde réwnanie
przez odpowiadajagcy biad $redni otrzymujage w wyniku
tej operacji ,,zréwnowazony“ uklad réwnan bledéw w typowej postaci:

ax + by + cz t ... 1= 1v o krakowianie wspélczynnikowym a od
ktorego w ogoélnie znany sposéb przechodzimy do ukladu réwnan normal-
nych Gaussa:
laa] x +|ably + ac]z . . . . +-[al]= 0, itd. itd. o krakowianie wsp: a®.

Po rozwigzaniu ukladu réwnan normalnych podstawiamy wartosci nie-
wiadomych do ukladu zréwnowazonego rownan bledéw, znajdujac w
wyniku tego podstawienia stosunki szukanych poprawek v do odpowia-
dajacych bledéw srednich m.

v
Suma kwadratow tych stosunkéw 2= moznaby je nazwac poprawka-

mi wzglednymi — pozwoli nam wyznaczy¢ blad $redni jednostkowy

mom

m, = ]/ [ = ] tnny, gdzie na ilo$é spostrzezen nadliczbowych w ukladzie

Mnozac poprawki wzgledne przez odpowiadajgce bledy Srednie, wyzna-
czymy poprawki v i poprawimy obserwacje.

Wzory na bledy $rednie niewiadomych zmianie formalnej nie ulegna.

§ 11) Czytelnikowi ktory zapoznal sie wylgcznie z niniejszym stresz-
czeniem wyda¢ sie moze niezrozumiale dlaczego autor operuje w pracy
pojeciem krakowianow, a moéwiac ogélniej pojeciem liczb zespolowych,
podezas gdy treseé istotnych dla zagadnienia wzoréw wyrazi¢ by przeciez
mozna w symbolice zwyklej algebry uzywajac do tego np. wyznacznikéw
a nawet symboli Gaussa tak rozpowszechnionych w rachunku wyréw-
nawczym. Powodem, kiéry sklonil autora do uzycia liczb zespolowych,
iest nieporéwnanie wieksza prostota dowodéw stuszno$ci uzywanych w
pracy wzoré6w w oparciu o pojecie liczb zespolowych anizeli w oparciu
o0 pojecia algebry liczb pojedynczych. Aczkolwick w tekscie gtownym pra-
cy przeprowadzono dowody stuszno$ci wzordéw ktorymi sie w pracy po-
stugiwano, przeprowadzimy tu dowo6d stusznosci wzoru (5) w oparciu
o pojecia rachunku krakowianowego podane na str. 147.

Pozwoli to — przy pewnym skupieniu uwagi — nawet czytelnikowi
zupelnie nieobznajmionemu z algebra liczb zespolowych oceni¢ korzysé
stosowania tych liczb.

Przypominamy, ze w zadaniu chodzi o wyznaczenie wielkosci zmiany
da; jakiej dozna i-ta niewiadoma jezeli k-tej obserwacji nadamy przy-
rostek dl,.. Jezeli kolumne niewiadomych ukladu réwnan bledéw ozna-
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czyé przez x, za$ kolumne wyrazéw obserwacyjnych tych réwnan ozna-
czyé przez i, to znaczy zaltozy¢:
B (RYE o s ) By ¢ o s Fpos B TRl o oo s by e o by)

wowcezas, jak latwo sprawdzié w oparciu o definicje mnozenia krako-
wianow, uklad réwnan normalnych Gaussa wyrazi réwnanie krakowia-
nowe: x«’= Il a (wyrazy obserwacyjne rozumiemy ustawione po prawej
stronie uktadu réwnan bledéw). Mnozac obie strony tego réwnania przez
odwrotnoéé symetrycznego krakowianu a@® ktéra bedzie rownicz syme-
trycznym krakowianem (¢?; ™' otrzymamy: wa’ (@) ™' = a (¢*)7".

Po zastosowaniu do obu stron réwnania twierdzenia asocjatywnego be-
dzie:

.jv((uﬁ’)" : tu")) = l'(u.")" T ) —! ! gdzie oznaczono ! = (@2)~Lxd .

Poniewaz z uwagi na symetrie krakowianu «* bedzie t (L"' = @ za$ ilo-
czyn (@) "' a’ jest jednostka krakowianowa ktéra napisana za krakowia-
nem nie zmienia jego wartosci, otrzymamy ostatecznie @ -/ ( ,lub, piszac
to wyrazniej: ' ]

ll Ill iil ’I‘I

%y I, lys liy lrs
."2 .

v _ 1L Lik lik Lk
.'('i ;

x, ; ; : 2

ln Iln ,in lrn

Mnozge kolumne wyrazéw obserwacyjnych czyli krakowian | przez
koleine kolumny krakowianu t otrzymywa¢ bedziemy kolejne niewiado-
me jako funkcje liniowe wyrazéw obserwacyjnych.

Wartose i-tej niewiadomej wyznaczymy tedy mnozac kolumne wyra-
70w cobserwacyjnych przez i-ta kolumne krakowianu t. Wynika stad za-
raz, ze jesli nadamy k-temu wyrazowi obserwacyjnemu przyrostek
wowezas i-ta niewiadoma otrzyma przyrostek dl; ty. Pozostaje obliczy¢
wartosé ty czyli warto$é¢ clementu polozonego w i-tej kolumnie i k-tym
wierszu krakowianu ¢ = (@*)"'.t«. W my$] definicji mnozenia krakowia-
now bedzie to jednak iloczyn i-tej kolumny krakowianu (a®)™' przez k-ta
kolumne krakowianu t a. Poniewaz za$ elementy i-tej kblumny krako-
wianu (e*)”'sg z uwagi na symetrie tego krakowianu, réwne odpowiada-
jacym elementom i-tego wiersza tego krakowianu, a elementy k-tej ko-
lumny krakcwianu ta sg réwne odpowiadajacym elementom k-tego wier-

sza krakowianu «, mamy ostatecznie dax; = I, (g-'“')““,w tq) gdzie sym-
bol W oznacza mnoczenie wierszowe.

Proponujemy czytelnikowi sprébowaé¢ przeprowadzié dowodd slusznosei
tego zwigzku w oparciu o pojecia algebry liczb pojedynczych.
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,CPABHUTEJIbHbIM AHANMW3 TOYHOCTHU TPUAHTYIALMOHHbIX

CETEH, MOCTPOEHHbIX U3 BOJIbLLMX U MAJIbIX TPEYTONTbHUKOB,

OTHECEHHbIHM K TEOAE3WYECKHMM PABOTAM, NMPOBOAWMbBIM
B TMOJIbLLE®“. Credpan XaycHpaHar.

§ 1. B pabore npuBoguTCca OO6LIMKH METOH MNpOBENEHUS aHanu3a TOou-
HOCTM TpHUaHryansuMOHHbIX CEeTeH MpPUMEHWTENbHO K TEOpWUH nocpen:-
CTBEHHBbIX WM3MEpEeHHWH, a TakKe, OTOpacbiBasg MojioxkeHHe o Ge3owwmbouy-
HOCTH OMOPHBIX MYHKTOB, MPUBOOMTCH OOLIMHA METOH YpaBHUBAHWS TpH-
aHTYyNSUMOHHBIX CETEH, B KOTOpPbIX MPOU3BOAMIIUCH JNMHEHHbIE U YriOBble
usmepeHus. B yacTHocTM pasbupaeTcs BONMpOC: YTO MpaBUNIbHEE C TOYKH
3peHHs TOYHOCTHU pe3yNbTaToB — OMNpeAeNeHHe KOMIUIeKCa reofe3nyeckux
NYHKTOB MOCPEACTBOM MOCTPOEHHSI CEeTEeH, COCTOSLMX M3 paBHOCTOPOHHHX
TPeyronbHMKOB C OJIMHHBLIMU MJIM K€ KOPJTKUMH CTOpoHaMu. Pasbupaercs
Takke Oerno 3pPerT ypaBHUBAHUA U aHanM3a TOYHOCTH HEKOTOPOH TpH-
AHTYNSIUMOHHOM CeTH Ha TeppuTopuM [lonbuim.

[lepeuncrneHHble Bbiuie oblMe npobneMbl pacCMaTpUBAIOTCI MCKRIIO-
YWTENIBHO C TOYKW 3PEHHUS YPaBHUTENIbHbIX BbLIYHUCIIEHUHA TNMPUMEHUTENBHO
K criocofy HauMeHbLIMX KBapgpaToB. Mrak, He paccmarpuBaloTcs BoobLye
BOMpPOCHI MEpPEeBbIYUCIEHUS CUCTEMbl HabNIOAEHHWH C reoupga Ha SMJIUNCOMA,
NpUMEHEHHWS TOrO WM APYroro 3JJMICOMAa, NPUMEHEHHWS TOW WK ApYrow
KapTorpaguyeckol NMpOEeKUWK NpU NepeHeceHUH 3afauyd ypaBHHMBaAHHUS Ha
NJOCKOCTb M T. M.

Hacrosuee pe3siomMe MMeeT Lesio gatb BO3MOYKHOCTb YUTATENIO HE TOJIbKO
03HAKOMHTbCS C pe3ynbTaTaMd NOApPOOHbIX MCCNEROoBaHMHM, HO M BHHUKHYTb
B COOeps:KaHWe U MeTon paboThl.

[lpy npoBepeHHH pOKa3aTeNbCTB M MOCTPOEHWU GOpMyn B HacCToOSLIEH
paboTe nMpUMeHSNMCb MaTpUlbl B BUOE TaK H3B. KPaKOBSHOB, CO3AaTeNeM
KOTOPbIX 9aBNSeTCd MONbCKUIA acTpOHOM M MaTeMaTHk BaHaxeBuuy Tapeyuu.
M3bpaHue kpakoOBSHOB BMECTO pOACTBEHHbIX MM MaTpuy Kenu-IamunbroHa,
npUMeHseMbIX B abCTpakTHOM MareMaTHKe oOycnoBneHo Mx 6onblueid npu-
FOAHOCTBIO B MpakTUKe (YMHOMKEHHE MaTPHL, NapannenbHbIMA pagaMi BMECTO
YMHOMKEHHWS NEPNeHAURYNSPHbIMH) M TEM, 4YTO JO CHX MOp NpHMEHeHHe
B crnocobe HauMMEeHbLUMX KBafpaTOB KPaKOBSHOB MoNb3yeTcs 60nwvMu

18 193



ycrnexamu yem npumeHenue matpuu. C uenbio obneryutb YWTaTesnio, nonb-
3yIOLEMYCS MaTpHLAMH, O3HAKOMHUTbCS C HacTosiled paboToH, HUKe npw-
BOASATCA B COKpAllEHHOM BHIOE XapaKTepHble OCOOEHHOCTH, OTIHYalolLUe
KPakoBSiHbl OT MaTpul: B cMMBONMKE KpaKOBAHOB &-Thiid cTONbel Kpako-
BSiHA @ 063Ha4YaeTCsi CHMBOJIOM @, i-Tyl0 CTPORY — (i) DIIEMEHT pacnosio-
JKEHHbIM B i-TOM CTONGUE M j-TOM CTPOKE KpaKoBHAa O0GO3Hauaercs ;.

OnpepeneHyWe CyMMbl M €0UHWYHOTO KpaKOBSHA aHanOTMYHO Kak B MaT-
puuax. EnWMHWYHBIA KpaKkoOB$H, 3BaHbld KpakoB4HOM Tay oOO3Hayaercs
CHMBONIOM t, npu 4éM cumBon t© (6e3 4YEpTOYKHM) eCTb PYHKUHMOHANbHbIN
CMMBOJI, O3HAYalOlUMH TPacNOHUpOBaHWE KpakoBsHa. Tak Hnp. © |3 4]

O3HayaeT KpaKOBSH {i} M T. M.

OnpepeneHne npousBeNeHHS KPaKOBAHOB « Ha b BbipaskaeTcs ypas-
Henvem: ab = ¢, rae by = c; = Zayby,. a 7

B 06bl4HOM NOHMUMaHWM 3aKOHbl MEPEeCcTaHOBOYHbIH W KOMMYTaTHMBHbIH
B MpOM3BENEHUH KPaKOBSHOB MecTa He umeloT. MX 3ameHsiior nepmyTta-
THBHBIK W accouuaTuBHbIA 3aKoHbl: @b = t(ba) u abc = (ab)c = a(c.zb).
M3 nocnepHero BeiTekaer 3aBucumMocTb a@(be) = a.weh  (gMccoumaTHBHBIN
3aKOH). e

DJISI YMHOXKEHUd Ha eOUHUYHbBIN KpaKOBdH HMME€EM 3aBUCUMOCTD :
.t =@ HO T.a = Td.

OnpeneneHMe o6parHoro KpaKOB#Ha aHalorM4Ho KakK B MaTtpuvuax .

Teopus KpaKOBSHOB W [OCTUKEHUS TNPUMEHEHWUS HX faHbl B paboTax
Banaxesuuya v KoxmaHbckoro.
X § 2. Bo3bmém npousBonbHbIN yron (nycts 310
L P OyneT HMp. yroyi TPUAHTyNSUMOHHOMW CeTH), onpe-
pensembiii Toukamu L Ha nesoit cropoHe, P Ha
& npasoi cropouue u C B Bepumne yrna. [lo-
NOYKUM NPU €TOM, YTO NMPUOIHKEHHBIE 3HAYEHUS
. y NPSMOyronbHbIX KoopauHat toyek L, P, €' s npo-
M3BOJIbHOM CHCTEME HaM MU3BECTHbI.
Jlerko poka3atb, YTO eciM K KoopaMHaTaMm
x v y Touer L, P, C npubasutb nuddepeHuranbHbie npupauieHus dx,
dy,, dxp, dyp, dz,, dy, TO TOorma yron a nonyuut npupaiienue du, Tax
4TO OTOPOCHB BENMYMHBI 2-TO MOpsAKa ManocTd, Gynem WMeThb:

dxc dyc
—A; —A4p) — (B.— By)

dxp  dyp

dx, dy,

(1)
4, B,

da =

ul

B ¢dopmyne stoit BenuuuHa A,; o3Hayaer pe3ynbTaTr AesIeHUs MPOEeKUWH
Ha ocb abcuucc neBoi cTopoHbl yrna (mpoekuus otpeska C'L) wa kappar
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LJIMHBI NIEBOM CTOPOHbI yrna, BenuuuHa B, — pesynbTaT penexus npo-
€KUHMM Ha OCb OpAMHAT NeBoW cTopoHbl yrna (npoekuus otpeska CL) Ha
KBagpaT AJIMHbI JIEBOM CTOPOHbI yria. ,

Mo ananoruu BenuuuHa Ap o3HauaeT pesynbTaT AENEHUs MPOEKUMHM Ha
ocb abcumcc npasoii cTopoHbl yrna (npoekuus otpeska CP) na kBappart
AJIMHbI MpaBOW CTOPOHbI yrna, BenuuumHa B, — pesyncTar genewus npo-
€KUMKW Ha OCb OpAMHAaT NMpaBOW CTOPOHbI yrna Ha KBagpaTt AJIMHbI NMpaBoOM
CTOPOHBI yrna.

3HayeHUs 3TUX KO3bHUMEHTOB 3[eCh AePUHUPYIOTCH HHaye, 4eM 3TO
ApuHATO 06bluHO: A — mnpomnopunoHansHo Az, B — mnponopuuoHanbHO
Ay cormacHo < nekcHKOrpapUYeCcUM MNOpSIAKOM. 3HaKW KO3PULMEHTOB
coryiacHbl 3HaKaMm npupaLLcHUH.

Sta pedUHULUMUS HanpaBiSOLIMX KOIPULMEHTOB, KOTOPYIO KpaTKO Bbipa-
RaT GopMynbi:

i Az? + Ay? d Ax® 4+ Ay? d
OKasanacb B MpPaKTUKE W MpH NoCcTpoeHun ¢opmyn Gonee BbLITOAHOM 4HeM
Knaccuyeckas.

O6o3HauumM uepes ap: 3HAYEHWE yrna o« B TPUAHTYNSIUMOHHOW CeTH,
BbIYMCNIEHHOE M3 NMPUONUKEHHBIX KOOPAMHAT, Yepes ,,, — 3HauYeHHWe 3TOTo
yrna, rnony4yeHHoe u3 HabniofeHWH, yepes v — nonpasky, KOTOPYIO HYKHO
anrebpavyeckd npubaBUTb K HabOMIOAEHHOMY 3HAuYEHHWIO yrna, 4ToobI
NoONyYyWTb €ro BeposTHellliee 3HayeHue, T. €. yOOBJETBOpSIOLIEe yCIOBUE
(vv) = minimum.

Myctb panee dx, dy (cp. § 1) saBnsOTCS nonpaskaMu, KOTOpbie OyayyH
anrebpanyecku CNOsKeHbl CO 3HAYEeHWUSIMHU TMPUONUIKEHHBIX KOOpAUHAT
pnapyT Wx BepogtHedwde 3HavyeHus. C 3TuUX onpepeneHui BbiTeKkaeT npa-
BMJIbHOCTb YpaBHEHWS :

Ax _coso B Ay __sing

Opre 4 do. = agy, + v

KOTOpOE Mojiy4yaeTcs U3 CPaBHUEHWS TOM K€ CaMOW BENHWYMHbI : BEPOSTHEMH-
Liero 3Ha4yeHus yrna, Bblpa)K€HHOro ABYKpPaTHO 4Yepe3 pa3Hble BeJIMYMHbI.

lMopncraHoBKka BMecTo da 3Ha4YeHWs NpUBEOEHHOro B § 2 no3sosseT Ha-
nucaTh 3aBMCHMOCTb MeAy TMOnpaBKOW HaOMOAEHMS M y4acTBYIOLUMMH
B ypaBHUBAaHUM Heu3BeCTHbIMU dx, dy, T. €. Tak U3B. ,ypaBHHEHUE OLUMOKU‘
yrnosoro HabniofeHuss WU MnpaBWiibHee TOBOpS ero ,ypaBHeHWe Habno-
peHua. YpaBHeHUE 3TO UMeeT BHL:

dx; dy, dzy dyp dz, dy.

4, B, —Ap— Bp — (4, —4,) — (B, — By)
Ecnu kpome TOro monoskuTb, YTO psf YETLIPEX DNEMEHTHbLIX KBagpaTHBIX

Tabnuy ¢ WHAEKCOM , O3HayaeT CyMMy oOfnpefenurened 3TUX Tabnuu,

T, €. B oObweM Buae:
la, b|ay b,|..!a, b,

|

+ Gpr: — Oobs = V

=X (a;d; — bey) (2= 12.n)

¢, d|c, tl._,l e, dp'y

195



1 .
M B YAaCTHOCTH HMp. 2 8 2 5+30=235
3 416 T
Ty Y| T Y2
WK Ke: * =2, + 2y, — 52, — 3y, U T. N.
8 g e sElp O 1 Ya

TOrAa MOKEM Hamucatb ypaBHUEHHWE OLUMOKM yrnoBoro HabnioneHus B cre-
AyIOLIEM BUOe, KOTOpbIM B fAanbHeiieM OyneM NMOCTOSHHO MONb30BaThCH :

dx, dy.
— (4L —4p) = (B, — By) s

dxp (lyp
e Ap — .Bp

de; dy,
4; B

Oprz — Gobs = V (2)

§ 3. Hanuwem gns raxpgoro Habniog€HHOro yrna, Unu yrna, KOTOPbIH
DOJIKEH 6bITb HabNIOOEHHbIM B TPUAHTYNSIUMOHHOW CEeTH ypaBHEHWe Mo-
rpewHoctu (2) momcrasnas BMecto cumBonos dxp, dy;, dxp, dyp, dx., dy.
CMMBONbI @KTyanbHbIX QAN [JAHHOrO yria MompaBOK MPUBAUKEHHBIX KO-
opaMHaT onpepensiowuMx 3ToT yron. B obiiem cnyyae 3to 6ynyT cMMBOINbI
dx;, dy;, B ROTOPbIX MHAEKC % O3HA4YaeT HOMEP MyHKTa TPHUAHTyNSUHOHHOM
ceTH, npncaoenﬁoﬁ eMy Ha BpeMs BbluucneHud. B uyactHoM cnydae, korpa
KakoOMnu60 M3 MyHKTOB, OMpenensiolMX yron, SBAsSeTcs B mpouecce ypa-
BHUBAHMS OMOPHbLIM MyHKTOM, ClEAyeT, KOHEYHO, BMeCTo CHMBONOB dz, dy
NoACTaBHUTb HYJb.

MMocne pa3BuTHS onpepenuTened Mbl MONYYUM CUCTEMY JIMHEWHbIX ypas-
HEHUW HEW3BECTHbIX MOMPaBOK K NpPUOMUKEHHBIM KOOPAWHATaM MYHKTOB,
onpenensiemMbix B MpoLEcCce ypaBHUBaHWUs, 3anucaHHy:0 B OOLle MPUHATOM
B anrebpe Bupe.

DTy CUCTeMy ypaBHEHHW 3anuwem B 0OLue NMPUHITOM B YpaBHHTENbHbIX
BbIYUCNIEHUSX BMUOE :

ax+by+ecz. . . .+, =v (rn— ypaBHeHHi
ax + by +¢z. . . . +1l,=7v, r— HEU3BeCTHbIX)
G+ by 02 o o =1,

BenuuuHbl KO3PHULUMEHTOB NPU HEM3BECTHbIX BCErAa M3BECTHbI, BEIMUUHBI
K€ CBOOOAHBIX YJIEHOB M3BECTHbl B Cllydae ypaBHWBAaHUS CETH M Heus-
BECTHbl B CJlyYe NpOBEJEHWs aHanM3a TOYHOCTU CeTH, ¢popMa W MaclTad
KOTOPOHW M3BECTHbl, HO B KOTOPOW HE MNpPOU3BOAMIIMCL reofe3uyeckue
M3MepeHUd.

Bynem o6o3HayaTb CUMBOJIOM & KPaKOBSIH KO3WUMEHTOB MpU HEU3BECT-
HbIX 3TOM CMCTEMbI ypaBHEHWii OLIMGOK.

Takum obpasom Oyper:

a;bie;. ...y I ] Gy @y o « « + . Oy '
N Guligas v a 0% Qs aslhe= 5 3 w wilhs 3)
Bl b o v 0 w0 BB Wgo = v sz 20 Gy l
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CocraBneHnve KpaKOBsSHa & SBNSETCS OCHOBHbIM AEWCTBMEM NMpH aHanuse
TOYHOCTH. 3Hasi 3TOT KpaKOBAH M fojaras, 4TO yrioBble HabnlOfeHHs
B CeTH ByayT MPOM3BOAMTLCS CO Cp. KB. OWIMOKOH oaHoro HabniogeHus m,
MOJKHO YK€ — MOoJib3ySCh WMCKMOYMTENbHO anrebpoi KpakoBAHOB — MyTEM
PELLUEHHS HECKOJIbKMUX MpOCTbIX (POPMYys TMPOM3BECTH aHaM3 TOYHOCTH
nobor cet, onupascb Ha Crnocobe HauMeHbUIMX KBafpaToB.

§ 4. B kauyecTBE OCHOBHOTO KPWUTEPHS, XapaKTepHU3YIOLLEero no OTHO-
LUEHHIO TOYHOCTU TPHUAHTYNSLUMOHHYIO CeTb OyneM cyMTaTh:

1) BenuuuHy cp. KB. OWMOKMA MOMNOKEHHUS NMyHKTa. Benuuuny a1y ana
MyHKTa, KOTOPOro abCuucca SBNAETCS 4-TOM M opmuHaTta k-Tol HeusBect-
HbIMH B CHCTEME ypaBHeHWH OLIMOOK BblpaskaeT ¢opmyna :

mp = m, l/—(az)i}l—l— (az);,_;.l (4)

2) BenuuuHa BnMSGHMS OLIMOOK Hec/sy4akHbIX, T. €. BEJMYHMHa H3Me-
HeHus dr; KOTOPOMY MOABEPTHETCS i-Tasi HEM3BECTHAas B CUCTEME, ypaB-
HEHHOW MO Crnocoby HaWUMEHbLIMX KBafpaToOB, €C/M M3MeHWTb k-Toe Ha-
6nionenne, npubaBuB K Hemy npupalieHue dl, U NOBTOPHO MpPOW3BECTH
ypaBHMBaHWE CHMCTE€Mbl MO Crocoby HauMeHbIUMX KBappaToB. Benuuuny
3TOrO M3MeHeHHs Bblpa)aeT ¢opmyna*)

do; = dly.ogy (@) (5)

Mepsbiit KpuTepuit oblienssecTed U pasbopa He Tpebyer. Bropo#
no3BonseT onpeaenvTs AepopMaumio CeTH B Clyyae AONyLIEeHHs B Habnio-
BEeHUSAX OWMOKK HecnyyarHOM.

BeepneHue atoro Kkputepus KawkeTcs ObiTb LENecQodpa3HbiM MOCTOJILKO,
NMOCKONbKO MPH ypaBHUBAHWMK CHCTEM MO CMOCOOY HAaMMEHbLUMX KBappaToB
Mbl HE BCErga yBepeHbl B TOM, 4TO pacrnpepeneHve ownboKk cornacyercs
¢ 3akoHoM [ayca-Jlannaca, B To Bpems, korpa ypaBHWBaHWE MPOHW3BOAWMM
nonaras 3TOT 3aKOH B OCHOBY.

HMTtak, Korpma nonoskeHue HEKOTOpOro TMyHKTa ONpeaendercs M3 AByX
TPUAHTYNIUMOHHBIX CETEHW C TakOW jKe CaMOW Cp. KB. OLUMOKOM, nMpaBHiib-
HbIM OyneT cyuTaTh JNy4dled AN onpepeneHyus OaHHOro MyHKTa Ty CeTb,
KOTOpas MeHblie pedpOpMHUPYET TMONOKEHWE MyHKTa, B Cly4ae Hauuvs
B cucTeMe HabmiofgeHWs, oOpeMeHEHHOro Hec/lyyalHOW OLIMOKOM.

B kauecTBe panbluMx KpUTEpHEB, He TpebyiOLIMX yyKe 3HaHWS Kpako-
BSHa @, a XapaKTEpW3yIOWMWX CEeTb MO OTHOLIEHHUIO TOYHOCTH, MPHUMEM,
onMpasich MCKIOYATENBHO Ha napameTpbl 7 (KONMYeCTBO HabmiomeHwi)
1 p (KoNMuYecTBO omnpepenseMbix MyHKTOB, NpH 4€M 2p =7):

*) CumMBONI W O3Hayaer yMHOmkeHue cTpok. Popmyna (5) rosoput Takum o6pasoM, HTO
M3MEHEeHHEe HeW3BECTHOW paBHO H3MEHEHHIO HAab/IIOeHHS YMHOXKEHHOMY Ha NpoM3BefeHHe
CTPOKM RKpakoBsHa (¢?)-1, coorTsBercTBYIOWIEH HEW3BECTHOW Ha CTPOKY KpaKoBsiHa «,
cooTBeTBylOLIEl HAGNIOAEHHIO. K
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3) BenuuuHy cpegHeit ownOKK Cp. KB. OLUMOKM, ONpeaensiemMyio U3pect-
HOM co Bpemenn laycsa o6uieii popmynoi m, = m:}/2n, B KOTOPOI 7,
€CTb KOJIMYECTBO H30bITOYHBbIX HabniogeHui B cucteme. B cnydae Ttpu-

AHTyN9LUMOHHOM CeTH, Oompenensiouwled p MyHKTOB M3 7 yrnoBbiXx HabJio-

OEHUH HMeeM :

m

Ven — 4p (6)

m n

4) CpepHee 3HauyeHWe OTHOLIEHHMS KBappaToB Cp. KB. owMOOK Habnio-

AEHWd nocne U 00 ypaBHWUBAHUA.

Benuunny a1y — 0603HauMM €€ CWUMBONOM P° — paBHylO, KaK 3TO
pokasan A. OTpeMOCKH, OTHOLIEHUIO KONMYecTBa HabniopeHUH Heobxoau-
MbIX [f1a OnpejesieHUs CUCTEMbl K KONMWYECTBY BCeX HabJIIOfEeHHH Mnpou3-
BEEHHbIX B CHCTEME, AN Clyyas TPUaHTyJaUMOHHON CeTH, onpenensiouen
p NYHKTOB M3 n HabnopeHWH, BbipaxaeT ¢opmyna:

g AP
o (@

C TouKM 3peHHs Uen2i TPpUaHryNsuUMOHHBIX paboT Haubosee CylecTBeH-
HbIM SBNSETCS, KOHEYHO, nepBbid KpuTepui. OpHako, nMpUMeHeHue ero
B OTpbIBE OT BTOPOTO WM TPETLEr0 KPUTEPHUEB MOKET MPHUBECTH K OwMbOoY-
HbIM MOHATUSAM.

B obuiem MoxHO ckazaTb, YTO MEepBbli KPUTEPUH KacaeTcs TOYHOCTH
pe3ynbTaToB, BTOPOH M TPETHH HMX ,peanbHOCTH® WM Ke ,yBEPEHHOCTH".
Kputepuii 4eTBEPTBI HOCUT CTaTUCTHYECKMH XapaKTep; OH OTBevYaeT
Ha BOMpPOC, He BAaBajiCb B NMOApPOOHOCTH, B KAKOW Mepe aaHHasg cucTema
HabnopeHui ynoBIEeTBOPSET OCHOBHYIO Lieflb BCIKOIO YpaBHUBAHHUA: yMEHb-
weHue owmbok HabnmopeHWH.

§ 5. Hecmotps Ha TO, 4TO 3HaHME Cp. KB. OLUMOOK MONOKEHHUS MYHKTOB
vcYepnbiBalOLlle XapaKTepHU3yeT CeTb MO OTHOLUEHWIO TOYHOCTH, B JIMTEpa-
Type Oonee OXOTHO pacCcMaTpWBalOTCa Cp. KB. OLIMOKM Oosiee CIOXHbIX
byHKUMIA HabnOAEHWH, ypaBHEHHbIX N0 cnocoby HaWMEeHBLUMX KBaapaTos,
B YACTHOCTH Cp. KB. OLWIMOKKA ANMH unau e yrnos. OWHWOKKM 3TH MOXHO
CYUTaTh OLIMOKRAMHU PYHRUMH HEU3BECTHBIX &, ¥, Z... U BbIYUCIHUTL W3 OOLIEH
dopMynbl cpepHei ownbku PyHrumu £ (2, y, 2,...), npuBeneHHoH BaHaxe-
suyem B 1936 r. B npocToM Bune kpakossHos. OGo3Hauas cumBonom f cTon-
6eu npo3BogHbIX ¢yHKUMK F 1Mo HEU3BECTHBbIM MOCNEefOBaTENbHO, T. €.

oF oF oF . ... )

I=\a oy’ oz
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MOKHO €Ty ¢$OpMyny HamucaTb B CNefyioLleM BHAE:

mp=m,V f (@) f

lMpu uccnenoBaHWKM TpPUAHTYNSIUMOHHBIX CeTed MOXKO Obl TOKe MNonb-
30BaThCs CPEHUM 3Ha4YE€HHWEM KBafpaTa OLUMOKH MOJIOKEHHUS MYHKTa B CETH.
BunuuuHy ety, Kotopyilo of6o3Hauum yepe3d M? W KoTOpas B M3BECTHOM
3HauyeHuu aHanoruyHa kputepun Otpembekoro (0 KOTOPOM yNOMHHANOCh
BbILLE), MOKHO BbIYHCIHTb M3 cneayiowed ¢popMynbl :

-1
h> (az)u
o —
P
o -1
B KOTOpPOH 2((1:2):'1 €CTb CyMMa D3JIEMEHTOB MO gvaroHanud B KpaKOBSAHE

(@®)-'. BenuuuHy 3Ty, MCnonb3ys TEPMHMH M3 anrebGpbl MaTpHl, MOKHO
6b1 Ha3BaTb ,CNelOM“ KpaKOBSHA..... (Hem. Spur, ¢paHu. trace).

M2 =m

§ 6. YncnosoW npumep

lMpuMeHeHHe npHBeAeHHbIX GOpPMyn NpPOCNeAMM Ha MPOCTOM NpUMepe
aHanM3a CeTH, BO3HMKAIOLLEH W3 U3MEpPEHUS TPEX YriioB B paBHOCTOPOHHEM
TpeyronbHUKE, OCHOBaHWE KOTOPOro MPHHATO Kak cBobopHoe OT oMOOK.
Ecnu rnaBHyto ocb crcteMbl OX NMpHHSTL NMEPHEHAUKYISIPHYIO K OCHOBaHHIO
TPeyroJibH1Ka, a 3a €AUHHULY JNHHbI TPUHATH
CTOPOHY TPEYroJibHHKa, TO 3Ha4YEeHUs KOIPH-
uueHToB GyayT: (ans ctoporbl QR) 4 = O,
B =1, (ana cropoubi 48) 4 =05 V3,
B =05 (ana cropousl RS) 4 = 0,5 V3,
B = —0,5, 3HaueHHs 3TH BbIMHCaHbl NpH
CTOpOHax TpeyronbHHWKa Ha yepTewxe, Ha-
npasieH1s CTOPOH 0603Ha4YeHbl CTPENKaMH.

A=05¥3

A0 81

YpaBHeHus: OLIMGOK OTAENbHbIX YIJIOB, HaNUCaHHble B TabnMyHOM BHAe (2)

bymyt: | g 0| d dy | 0 |3 E—— o
- st iy — obs = 1
0 —1]|-05Y3 05|05y 05 | !
dv dy|o of o o PR
05/3 050 —-1|-5V3 05
o o]0 0 da dy EOP——
—05/3 05|05)3 05|—-0 -1
Pewns onpepenutenyd HamuileM CUCTEMY ypaBHeHMH OWMOGOK B BMAe :
05dx+05V3dy+ . . . . .=V,
05de —05V38dy+. . .. .=V,
-1 dx + ¢ e e e g V3

B CUCTEME ONyLUEHbl HEM3BECTHbIE W HECYyLIECTBEHHbIE AN aHallK3a 3Ha-
YEHHU4A CBO6OJJ,Hle 4JIEHOB.
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Mb1 MOskeM ysre cedyac COCTaBHUTb KpaKOBsSH @, ero KBagpaT a® u obpar-
HblM KpakoBsH (a®)~l. Jlerko npoBepuTb MpPaBHUILHOCTb HMX COCT@BJIEHWS
YOOCTOBEPHBLUHCh YTO :

Gsg=a M o ) =t
2
,5 0,5l/§ 15 0 ” ’_3' 0 l
a={05 -05)/3; &= { 5 15} (@®)'= 9
1 y 0 §l

1) CornacHo ¢opmyne (4) oTciona BbITERaeT, YTO Cp. KB. OLIM6GKa nono-
seHus nyHkTa S ecTb:

mp = m, _2_ 4 E_ = 2m, npu 4ém olwubRa 31a BbipameHa B NPUHSATOK
B 3 3 '/ 3  eauHMUe, T. €. B Majoi CTOPOHE CEeTH.

/Kenas BblpasuTh e€ B MeTpax HamuiueMm, o6o3HauyuB yepe3 D anuHy
CTOpPOHbI CETH B MeTpax: 2m,D
mP= —
V'3

2) [ng vccnepnoBaHWs BNUSHUS W3MEHEHHWs 3HayeHus yrna o, Ha dl Ha

3Ha4Ye€HHS KOOpAMHAT, YMHOXHMM TNEpBYIO CTPORY KpaKOBSiHa & MOC/Eno-

BaTeNbHO Ha CTPOKW KpakoBsiHa (a°)~! HaxoAd COOTBETCTBEHHO :

(Ix:—}}—dl, dy=—1—p/§dl. Orciopa f=;dl, rae f ecTb nuHelHoe

3
1
CMelleHHe MyHKTa, BbI3BaHHOE CMelleHWMEM abCuMcchbl Ha ?dl U opau-

1/~ ..
HaTbl Ha 73—1/ 3dl. Bobipaxas BelMUMHY NUHEHHOrO CMELEHHd B MeTpax

MONYYHM : £ == %D. dl,

NpuuéM HHOEKC , AOJIKEH HarnoMHHaTb, YTO CMEllEeHWe BbI3BaHO H3Me-
HEHWeM 3HauyeHus yrna o, Ha dl.

[ns vuccnenoBaHus BNUSHUS U3MEHEHUS 3Ha4Ye€HWUs yrna o, Ha dl Ha 3Ha-
YeHUS KOOPAMHAT YMHOKHWM BTOPYIO CTPOKY KpaKOBsiHAa & MOC/efoBaTeiHO
Ha CTPOKM KpakoBsiHa (¢”)~!, Haxons COOTBETCTBEHHO cornacHo ¢popmynsi (5):

1 1 =
dz=—dl, dy= —?1/ 3dl.

Cmeiienve no ocv abcuucC Takoe e Kak Mpeabiayliee, CMeLieHue
Mo OCH OpAMHAT — TaKoe ke MO BeNH4yuHe U obpaTHOe MO HarpaBlieHMIO.

3 2
Benuuuna nuueliHoro cmewiexus f, 6yner kak v npepbigyliee f, = ?D dl.

Mccnepys takum ske ob6pa3oM BIMSHME HM3MEHEHWS 3HAYEHMs yrna o,
Hahp€M, nyTéM yMHOMEHHWS TpeTbeld CTPOKM KpaKOBsHa @ MocC/ienoBa-
TeNbHO Ha CTPOKM KpakoBsHa (a®)~! cnepgyowme 3HAYEHMS CMELLEHMH :
2 %

dx=—-§dl, dy = 0. BenuuMHa nHMHEMHOro CMELIEHHS, BbI3BAHHOIO
2 2

owHOKOW B yrne g GyneT Kak U B MpenbiayLieM fs =?dl.

Mpu di” = 2" 1. e. dl =0.00001, D = 30km. Cmewenue f =30 cm.
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3) Cpennss owmbka cp. KB. OWMOGKM B HCinegyeMoit cetw Gyper

m
M,=-—=0,71m (cm. dopmyny (6), YTO sBNAETCS BENMYHHOH OTHO-

6—4
CHTen'iHHO 3HAYMTENbHOM M YTO BMECTE CO 3HAYHUTENIbHbIM BIMSHWEM OLUH-
6ok Hecny4alHbIX AMCKBaNMPUUHUPYET TaKOro poja reofe3uyeckue Mo-
CTPOEHMS, K COXKaNEHHIO, NOTyCKAaeMble HEKOTOPLIMH MHCTPYKLMSMH.
4) lNpuveHenne uverBéproro Kputepus (7) uHbOpMHMpyeT Hac O TOM,
YTO B WUCCNEAyeMOH CeTH CpefHee 3HayeHWEe yMeHbLUEeHHUsl KBagpaTta Cp. KB.
owHOKKM HabMOAEHHs, BbI3BAaHHOTO MPOLECCOM ypaBHHUBaHHS MO Crocoby

2
HaWMeHbIUWX KBafpaTtoB, 6yne‘r§-

B kayecTBe wunnmocTpauuM MpUMeHeHHs oOwed ¢opMynbl  OLIMOKH
YHKUMM HEU3BECTHBbIX CMCTeMbl ypaBHEHHMH OWMOOK, npuBeneHHoH B § 5
BbIYUC/IMM CP. KB. OWHOKRY ctoponbl @S. Hmeem:

F =S = ]/ (® — 20)® + (¥ — yo)® oTRyma 3—5 = cos QS = 0,5 ]/3
oF
—_— i S —
Hraak, byner: oy L B2
_losys } 2}~ { 05) 3 {"‘/3 { 051 3 } _
i iO,5 : i(a) f 0,5 } 21105

515
REE4 N

OKOHYaTENbHO MONYYHM : My = M, ]/— WIH, Bblpaskas Cp. KB. OLLHMOKY

CTOpPOHbI B ME€Tpax
my= mo.Dl/—

CpenHee 3HaueHMe KBappaTa OLUMOKM TMOJIOKEHHUS TNYHKTa B CETH
cornacHo ¢ <¢opmynol, npuBeseHHoW B § 5 BblYMCIMM, Haxops cnen

G 2 4
KpakoBsiHa (a®)~! paBHbIi ?+—§=?, pasfenvB €ro Ha KOJIMYECTBO

NyHKTOB B CeTH paBHOoe 1 M yMHO:Kas Ha KBagpaT Cp. KB. OLIMOKH OTHEIb-

4
3 WM, nepexoas K met-
pUYecKMM epuHuuam M? = (moD)“‘?- Kcrat, pesynbrar 3TOT B Clyyae

Horo Habmopenus. Hrak nonquM M2=mz2.—

Hallel CeTH, onpepensioued TOMbKO OAWH MyHKT, Obll 3apaHee M3BeCTeH
nocne TOro Kak OblIO BbIYMCIEHO 3HAYEHHWE Cp. KB. OLIMOKM TOJNOKEHHS
m,D

2m,
Vs

AHanu3 6onbLUMX CETEeH C TOYKM 3PEHMUS TEXHHWKHU BbIYMCIIEHUH, KOHEYHO,
SBNJETCY HecpaBHeHHO 6onee TpynoeMkuM. OCOGEHHO TpPYAOEMKHUM

3TOro MNyHKTa paBHOE
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IBNSETCS A9 GONKLIKMX KpaKOBSHOB pacyéT o6paTHOCTH, KOTOpbIH B W3-
6paHHOM npuMepe Obinl OYEHb MPOCTbIM.

Cnepyer, oagHako, MOQYEPKHYTb, YTO aHasiu3, MPOBOAMMbIH Ha OCHOBE
KPaKOBSHOBOTO MCYMCNIEHMS, BO BCeX Cly4asx OTiu4aercs OoJbLIOH
ICHOCTbIO.

§ 7. PaccmoTpum ceTu, onpepengiolive MOJIOKEHWE BEpLUMHbI PaBHO-
CTOpOHHero TpeyronbHuka QRS, B KoTOpomM u3BecTHO 6e3owmMboyHoe
ocHoBaHHe QR = D. B certdx ObuiM M3MEpEHbl CO Cp. KB. OWMOKOH m,
BCe yrjibl 7° paBHOCTOPOHHMX TPEYroNbHMUKOB, 3aMONHSAIOLIUX TPEYroJibHHUK
QRS. Tllpumenenne rputepues (4, 5, 6, 7) npu n =1, 2, 3, 4 k 3TuM
ceTsM, KoTopble OyneM HasblBaTb 3/1EMEHTApHbIMU CceTsMu (OHM Cxema-
THYHO NpeAcTaBfeHbl Ha YepTeKe), BbIKA3biBaeT, YTO:

/I\ﬁ%éé\ﬁ y&
D D D

1) cp. kB. owMbKa NONOKEHUS MyHKTa Haubonee ynanéHHOro OT OCHO-
BaHUS B 3JIEMEHTApPHBLIX CETHAX SaBNSETCS BENMYMHOM MOCTOSIHHOM, Hesa-
BMCHMMOM OT KonuyecTBa TpeyronbHukoB n® (n = 1, 2, 3, 4), U3 KOTOpbIX
CeTb MOCTPOEHa.

3HayeHue 3TOH OLWHOKK €eCTb:

mp==—_ =} (8)

Otciona Clefyer, 4YTo M Cp. KB. OWMGKM 3NE€MEHTOB GONbLIOTO Tpey-
rofbHWKa CeTH, T. €. Cp. KB. owmMbku cTopohbl @S wnu RS, a takke
cp. KB. owmnbka yrna QR unm S He 3aBUCIT OT KONMYECTBA TPEYrOJIbHH-
KOB B CeTH. 3HayeHWe CcpefHe’ OTHOCHTENbHOW OLIMOKRK OONbLIOH
CTOpOHbI CETH, a TaKe Cp. KB. OowWwMOKa yrna B OOJNbLIOH CETHM eCTb
m,,)/—%—- Cp. KB. OWMOKK APYrUX MyHKTOB, OAHOBPEMEHHO ONpENENFeMbIX
CeTsIMH, MOCTPOEHHbIMU W3 MasbiX ¥ GOJIbLUMX TPEYroNbHHKOB, HECKOIbKO
MeHblie B nepBoM cnyyae. CpepHee 3HauyeHue KBajgparta OLIMOKM MOJIO-
YKEHHUI MyHKTa B CETH, MOCTPOEHHOM M3 Malbix TPEYroNnbHUKOB, MEHbLIE
4eM B CE€TH, COCTOsLIEeH M3 OONbLIMX TPEYrosibHUKOB.

2) Bnugnue Hecny4alHOM OLWIMOKH, T. €. U3MEHEHWsS 3HAYEHUS OFHOro
U3 HabniopeHui Ha BunMuuHy dl Ha pedopmaumio cetv, cocTosuled M3
ManblX TPeyroibHUKOB Ha MHOrO MeHblle 4YeM B CeTsX, COCTOSLMX M3
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6onbluMX TpeyronbHUKoOB. [lpu ypaBHMBaHMM MO CMOCOOY HaMMEHbLIMX
KBaZpaToB M3MEHEHWe TaKoe Bbi3blBaeT JMHEHHOEe CMeLleHHe MyHKTa,
Hanbonee ynanéHHOro OT OCHOBaHWS, Ha BENWYMHY [ paBHYIO :

2dl D 2

f= T ddl (9)

T. €. IWHelHHoe CMELEHHWE MPOMOpPUHOHANbHO AJIMHE Masnod CTOPOHbI CETH.

3) BenuuuHa cpepHel OWMOKH Cp. KB. OLWIMOKH B CETAX MOCTPOEHHBIX
M3 ManbiX TPEYrojbHMKOB Ha MHOrO MeHblle YeM B CEeTHX MOCTPOEHHBIX
u3 Gonwmx TpeyronbHWkoB. [lng no6oi 3neMeHTapHOM CeTH, BO3HHKaIO-
e nytém peneHus Gonbuwiod CTOpoHbl ceTh D) Ha 7 OTpe3KOoB (Manbix
cTopoH d) oHa WMeeT 3HayeHue:

N m
Van® —6n + 4

(10)

My,

M cliefoBaTeNbHO Ans :
n = 1 2 3 4 5
m, =0,707m 0353m 0213m 0,151m 0,116 m

M3 ¢opmynbl (10) sBcTBYET, 4TO — NpH NOCTOSHHOM 3HAYEHUH CP. KB.
OWMOGKKU OTAENbHOrO yrnoBol HabMOAEHWS M, — 3HayeHWe Cp. OWHUBKH
Cp. KB. OWMWOKM CTPEMHUTCA K Hy/l0 C BO3pacTaHWeM KOJIMYecTBa Tpey-
rONbHUKOB B JJIEMEHTapHOM CEeTH.

To e camoe MOMHO Obl CKasaTb O BenMYUHE JIMHEHHOro CMEeLLEHHs
nyHkTa, Haubonee ynanéHHOro OT OCHOBAHMS, BbI3BAHHOTO HEC/y4aHHOH
owrbroM, o606wwas popmyny (9) nna noboro 3HayeHus n. [lpakTHHeCKH
3TO O3HayaeT GeccrnopHoe MperMMyLIecTBO CeTeH MOCTPOEHHbIX M3 Manbix
TPEyronbHUKOB Hap CeTIMM M3 GONbLUMX TPEYrONIHUKOB, €CNHU pevb WAET
O ,yBEpPEHHOCTH" pe3ynbTaToB, MOJyYEHHbIX B MTOre ypaBHMBaHHWS CETH
no crnocoby HaWMeHbLUMX KBagpaToOB.

4) CpepHee 3HayeHHe OTHOLUEHMS KBafpaTOB CP. KB. OLWIMOOK Habnio-
[eHHs MOoCNe W [0 ypaBHMBAHUs B NIOGOH 3NEMEHTapHON CETH, BO3HHWKLLEH
nyTém pa3speneHus 6onblwOM CTOpoHbl cet D Ha m OTpe3KoB, Bbipa-
waeTcs POpMysIon :

n® 4 3n —2

2 _
M2 = it

(11)

W clefoBaTeibHO OJif :
n = 1 2 3 4 5
M? = 0,667 0667 0593 0542 0,507 wu 1. A.

Kak BUAHO, HauuHas oT n = 2 BenuuyuHa M*® MOCTOSHHO yMeHbLIaeTCs

1 5 o
cTpemMach K . »,CTaTUCTUUECKHIM® KPUTEPHUI — KaK Mbl €ro Ha3Banu—
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HauuHag C 7 = 2 TO K& roBOPHUT B MONb3y CeTEH, MOCTPOEHHbLIX U3 ManbIX
TPeyronbHUKOB.

[MockonbkO B MpOBEAEHHOM WMCCNAOBAHWM 3NI€MEHTApHbIX CETEHW HU OAMH
apryMeHT He BbICTynan B Mojib3y CeTel COCTOSALUMX U3 OONbLUMX Tpeyronb-
HUKOB, @ HaobopOT, DONBLUMHCTBO U3 HUX ybeaano Hac B NpeuMyLiecTBe
ceTel MOCTPOEHHbIX M3 ManbiX TPEYroJIbHUKOB, Mbl AOJIKHbI MPU3HATb
OKOHYaTeNbHO, YTO C TOYKM 3pEHUd crnocoba HaWMEeHbLIMX KBapgpaTos,
3NeMeHTapHble CETH MaliblX TPEeYroJibHUKOB SBNSIOTCS Teofae3HyecKom
KOHCTpyKuHel Gonee COBEpLUEHHOM.

DTOT BbIBOJ, HE COBCEM COrnacyercs C T€M MHEHWeM, KOTOpoe OObIYHO
NPUHATO B Kpyrax CreudajMcTOB, XOTS Hamo NOAYEPKHYTb, YTO B CMeuH-
anbHOW 5MTEpaType MpeUMylLecTBO 3JIeMEHTapHONW CEeTH, MOCTPOEHHOM
M3 YETbIPEX TPeyrosibHUKOB NpH ABYX 6a3ucCHbIx M3MepeHusx (T. e. npu
aByx 6€30MBOYHBbIX JIMHUGX) Hap 3JIEMEHTapHOW CeTbio, MOCTPOEHHOM
M3 OAMHApPHOro TPEyrofibHUKa Mpu OfLHOM 6a3MCHOM U3MepeHun (T. e. npu
ofHOW 6e30lMO0YHOM JIMHWUKM) CUrHaNM3MpOBaNnoCh YXe OYeHb AAaBHO
(cm. Jordan: Handbuch der Vermessungskunde np 1916 III 156).

OpHako, Tam He paccMaTpuBanoch ApPYyrMx KpUTEpUEB KpoMme cCpenHen
OTHOCHUTENIbHOW OLIMOKKM OOMbLIOM CTOPOHbI CeTH, KOoTOopas, HMCXoAas M3
npeanocbinky Gonbuiero KonuyecTsa 6e30WMOOYHbBIX [AaHHbIX B YETbIPEX-
YronbHUKOBOM CeTH, OKa3anacb MeHbLl€ B YEeTbIpEXYrONbHUKOBOW CETH
N0 CpaBHEHHIO C OJHOTPeyronbHWKOBOHM ceTbio. He paccmatpuBancs
Tak ke y MoppaHa BOMpocC TOYHOCTH OnpeaeneHus NyHKTOB U3 KOMIJIEK-
COB 3N1€MEHTapHbIX CeTed, KOTOpblH panblue pa3bupaeTcs B HacCTOSLLEH
paboTe 1 KOTOpbIH B ewé Gonblueil CTEMEHU BbICTYNaeT B 3aLUUTYy CeTeH,
NMOCTPOEHHBIX U3 ManbiX TPEYroJibHUKOB.

Kaercs BeposaTHbIM, UTO NpUYMHON He McuepnaHus Bonpoca y Mopnaxa
Obin $akT npuMeHeHUs MpU aHanM3e METoAa yCNOBHbIX M3MEpPEHWH, He
MO3BONAIOLIEro [OCTAaTO4YHO $§CHO paccMOTpeTh 3apavy B obuem BuAe.

§ 8. [llpencraBum, 4TO M3 TBEPABIX TOYEK, NEXKALMX HA NEPUMETPE
NPaBHUbHOrO LIECTHYrOJIbHHKA, OMpPEAEeNsieM MONOKEHHE ero LEeHTpasbHOM
TOYKHM, MONb3ySChb BCE GONBLUIMM KOJMYECTBOM CMEKHbIX OCHOBaHWK. TakuM
06pa3oM BO3HUKHYT CeTH, KOTOpble Ha30BEM ,OKaMMAAIOLMMH® CETAMM
M KOTOpbIE MOXHO CYMTATh KOMMIEKCAMW CMEKHbIX 3/IEMEHTApHbIX CETEH.

OkaiimnsaiouiMe cetH, nocTpoeHHbie U3 1—6 anemeHTapHbIX OfHOTpey-
TO/IbUKOBBIX CEeTeH, a TaKKe OKaWMIIFIOLIME CETH, MOCTpPOeHHbie U3 1—6
dN1€MEHTapHbIX YETbIPEXTPEYroNbHUKOBbIX CEeTeW MpeacTaBlieHbl Cxema-
TUYHO Ha yepTteske (54).

Onupasice Ha pe3ynbTaThl MCCNEAOBaHUsS 3NEMEHTapHbIX CETEH MOXKHO
npeaBUiaeTb, YTO Tak MPOUECC OKaMMNSHUS CeTH, T. e.— npouecc 6a3upo-
BaHUS KOHCTPYKUWHM Ha BO3pacTalolee 4YWCIO TOYEK JesKallMX Ha nepwu-
MeTpe (Kak 3TO BUAHO M3 CPABHEHUS CMEKHbIX CeTel B 1-M MAM 2-M pany
4yepTexa, Kak M npouecc ,CrylieHus“ cetu, T. €. Mpouecc yBenuduBaHus
KONM4eCTBa TPEYroJibHMKOB B COCTAB/SIOLMX 3NEMEHTapHbIX ceTdx (kak
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3TO BMOHO M3 CPAaBHEHUS CMEKHbIX CeTe B OTHeNibHbIX cTonbuax yepreska)
OynyT yBenH4MBaTh TOYHOCTb ceTU. MBo, ecnn cp. KB. owMOKa NONOKEHUS
TOYKM Haubonee ynané€HHOW OT OCHOBaHMS M OMpenenseMoOd U3 OpWHap-

N e SRkt e
o N 978 .

o ” om,D
HOM 3MeMeHTapHOM Cecu ecTb /_"_ TO Orpenenss UeHTpanbHYIy TOYRY
V3

LWIEeCTHYrONbHUKA HEe3aBUCMMO W3 AByX (MnW Gonblue YeM M3 ABYX) oue-
PBOHBLIX 3NEMeHTapHbIX ceTell Mbl mony4yunu 6bl aga (Mnu Gonblue ABYX)
PaBHOCHMLHbBIX MO TOYHOCTH pe3ynbTaTa ONpeneseHUs LeHTpanbHOM TOUKH,
Kay/bli 13 KOTOpbIX Obln Obl OXapakTe€pU3OBaH Cp. KB. OWMOKOHW mnono-
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$KEHUS TOYKM PaBHOM 2”,%‘1), npuyém D o3HayaeT ANWHY papuyca LeH-
TpaJHOW CUCTEMbI. ‘

BeposTHeiiliee 3HaueHHe MONOXKEHUS LEHTPaNbHOW TOYKHM MOJy4YaeTcs
KaK CpefiHee M3 OTAENbHbIX onpepeneHuit (aByx unu Gonblue), MpUYEM
TOYHOCTb onpepeneHus OyneT pacTH TEeM CUibHee, YeM:

a) Gonblue 3neMeHTapHbix ceTel GyAeT ucnonb3oBaHO (nMpouecc okak-

MIIEHHS),

B) Gonblie OB6LIMX TOYEK, BbI3bIBAIOLIMX B CUCTEME M3ObITOYHbIE Habmio-
OeHMs, HalWpéTCcs Ha CThiKe ceTel, co3palolux Kommnekc (npouecc
CryLUeHHs).

WcnepoBaHus, npoBegeHHbIE OMHWCAHHBIM CrnOCOBOM, MOJIHOCTBIO MOfA-
TBEPIKAAIOT 3TH MNpenBHAEHHS, [O0Ka3ys HMp. 4YTO Cp. KB. owMbKa moso-
WEHUS LUEeHTpanbHOW TOYRM LIEeCTUyFoNbHMKRA OyaeT yMeHblaTbCs B Mpo-
uecce OKMMAsHUs, npuHumas ans 1, 2, 3, 4, 5, 6 snemeHTapHbIX CeTeH,
COCTOSILIMX W3 OAMHAPHLIX TPEyronbHUKOB (BEpXHWH psn  yepTeska)
3Ha4yeHHe :

1,15m,D 0,82m,D 0,67 m,D 0,58m,D 052m,D 0,47 m,D

annna 1, 2, 3, 4, 5, 6 anemeHTapHbIX CETeH, COCTOSLLMX M3 YETbIpEX Tpe-
YroJIbHUKOB 3HauY€HHE :

1,15m,D 0,720m,D 052m,D 042m,D 0,37m,D 0,30m,D

O6o3HaunMB OykBOM ¢ KONM4YeCTBO OONbLUMX TPEYroNbHUKOB B CETH
(1. e. RONMMWYECTBO 3MEMEHTApHbIX CeTeH, WCMONb30BaHHbIX ANS [aHHOM
KOHCTPYKLWHW) MOKHO BbIpa3uTb BENMYUHY Cp. KB. OLUMOKM MOMOKEHHS
LeHTpaNbHOW TOYKM ClefylOLMMA MPOCTbIMK POopMynamu :

NPM ORHOTPEYIONBHH- 5 — 2m, D Mpy YETLIPEXYrOMHM- 4, - 2m,D t=>1)| (12
KOBBIX CETSX |/ 3f  KOBBIX CeTsX V4t

B Buay nopTBepskAeHUS BbIAAIOLIEroCs MpPeMMyLLecTBa CeTed, COoCTo-
SLUMX M3 ManblX TPEYronbHMKOB Haj CETIMU MOCTPOEHHbIMU M3 GOMLIMX
TPEYroNbHUKOB MO OTHOLUEHHWIO TOYHOCTH OMpeAeneHH s LeHTPalHOH TOYKH
B OKaWMISIOLIUX CeTIX MOXKHO Obl, COOCTBEHHO roBOpS, OTKa3aTbCs OT
NMPUMEHEHUS IPYrMX KpUTEpPHEB, KOTOPble, Kak 3TO He TPYAHO MpenBuaeTh
Toke OymyT rOBOpWTb B NOJb3y ceTed, nmocTtpoeHHbix M3 1, 2, 3, 4, 5 6
aneMeHTapHblx ceted. BenuuumHa cpepHelt owubku bymeTt 3neCb UMEThb
3Ha4YeHWe COOTBETCTBEHHO :

a) ons OgHOTPEYrofibHUROBBLIX CeTek

071im 035m 027m 0,22m 0,20m 0,18M
6) Ang YeTbIpeXTPeyrojibHUKOBBLIX CeTeM

0,35m 020m O0,06m 0,13m 0,12m 0,10™m
B) /S [€BSTUTPEYroNbHUKOBBIX CETEM

021M 0,13m 0,11mM 0,09 0,08M 0,07M
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Mpu cnyyae CTOMT MOOYEPKHYTb, YTO YMEHbLUEHME CPEAHHeN OLWMOGKM
Cp. KB. OWMWOKMU MpH CTryLIeHWH CETH ABISETCS OOLUMM NpaBUNIOM, T. €. He
OTHOCALIMMCS CMeuHanbHO K TUMY OKaWMnfioued CeTH, MOCTPOEHHOM W3
MpaBUNIbHbIX TPEYrONbHUKOB UK T. M. MOKHO UMEHHO AOKa3aTb, YTO €CIH
KaKkylo-nubo ceTb, cocTosallylo M3 OONbLIMX TPEYroibHUKOB 3aMeHWTb
CEeThIO M3 MaNbiX TPEYroJibHUKOB MyTEM pa3feneHus CTOPOH TPEYroJibHU-
KOB Ha 7 YacTeHM M CO3[aHU$ TaKMM 0Opa3oM B KaskAOM TpeyrofibHuke n’
HOBbIX TPEYrofibHWKOB, TO MpUpaLLEHHE KONMYeCTBa M3BbITOYHBLIX Habnio-
AEHWH, BbI3BaHHOE CrylLEHWEM CEeTH, He MOKET ObiThb MEHbLUe BEIWUYHHbI
t(n —1)(2n — 1) roe { — KONMYECTBO TPEyroiibHWKOB B MepBOHayYasbHOM
cet. [lockonbKo, Kak 3TO BUAHO M3 $OPMyNbl, NPUpALLEHHE KONUYECTBa
M36bITOYHBIX HabnloOgeHWit NpU  CrylieHuu ceTh obsg3artenbHo 9BRSeTcs
NMOJIOSKUTENBbHBIM YHUCNIOM, CpefHss OlWMOKa Cp. KB. OLIMOKW HEMpPEeMEHHO
6yner yMeHbWwaTbCd B 3TOM MpOLECCe.

§ 9. Takumye ob6pa3oM, Kak Mbl MCClefoBanu CETH, COCTOSLIHE M3
KOMIJIEKCOB 3N1€MEHTapHbIX CEeTEeH, ONUPAIOLIMXCS Ha BEPLUMHbI MpPaBUIib-
HOro LWeCTUYrofibHWKa, MOYKHO, KOHEYHO, UCCNenoBaTb W Apyrue ,TUMHY-
Hble“ CeTH, T. €. CeTH MOCTPOEHHble W3 NpaBWNbHbIX TPEYroJbHUKOB,
HanoMHWHaloLlMe reoae3vMyeckue CeTH, BCTpeyaemble B npakTuke. B HacTo-
guiedi pabote MccnenyloTCs eui€ C2TH, MNOCTPOEHHble W3 KOMMJIEKCOB
3NeMeHTapHbIX CeTel, OMUpalLMXCd Ha [Be TBEpAble TOYKM, Ha TpH
TBEPMbIX TOYKM (COCTaBNSIOWMX NpaBuibHbli TpeyronHuk) u 1. n. Mccne-
AOBaHW4 3TH, PpaBHO Kak Te, KOTOpble 3[eCb pacCMOTPEHbl, WIIIOCTPH-
pylOTCS rpapMKaMMu 3MUMCOB MOTPELIHOCTH TOYEK, ONpeAensieMblXx CeTIMH.
[Tockonbko Bce 3TWM MCCnenoOBaHMs AOKa3bIBAOT MPEUMYLLECTBO CeTeH
COCTOSALUMX M3 Majblx TPEyroJibHWUKOB Hapj CeTAMU U3 HONbLUMX TPeyronb-
HHUKOB, a 06 WcyepnaHWKM BCEeX BO3MOKHBIX CeTel, a Takke 006 ycTaHOB-
nenuu obuier Gopmysibl, Bbipasalolel OWMOKY NMONosKeHUs noboH TOUKH,
M peuyu 3pecb ObiTb He MoeT (monaras MpakTUYECKYlO MPUrOAHOCTb
Takoh ¢opMynbl), Mbl OCTAHOBMMCS Ha YTBEPsKAEHWH, UYTO B rpaHWuax
NpOW3BEAEHHbIX UCCNIEeAOBaHUIA CETH, COCTOSLIME U3 MalbiX TPEYroNibHUKOB
oKa3anucb 6onee TOYHbIMM, 4YeM CeTH, MOCTpOEeHHble M3 GonbluMx Tpey-
ronbHWKOB. B CBS3KM C 3TUM MbIC/Ib O 3aMeHe B CeTH OONbLUMX Tpeyronb-
HUKOB MaibiMH, peanu3yemyio B nonbCkoi reopesun c 1947 r., cnepyet
Npu3HaTh MPaBWIbLHOW C TOYKW 3PEHHUS aHaluM3a TOYHOCTH.

§ 10. [Ons vcyepnaHug TeMbl B paboTe npousBefeHO ellé ypaBHUBaHWe
M aHanM3 TOYHOCTHW OAHOK M3 MONIbCKUX TMJIOLLAfHBIX TPUAHTYNSUUOHHbBIX
cetei. HecmoTps Ha To, uto: 1) ceTb 3Ta 6bINa panexka OT COBEPLUEH-
cTBa $opmbl (anuHbl cTopoH Konebnarcs ot 4 mo 12 km), 2) ceTb npbi-
B3aHa K LUECTH MyHKTaM, OYeHb HEpPAaBHOMEPHO pa3MeLleHHbIM (nowans,
Ha KOTOPOW pacrnoJioyKeHbl YeTbIpe TOUYKHU OMOPbl U OfiHA HENOCPEACTBEHHO
U3MepeHHas CTOpOHa, sBNseTcs '/y BCeW Miouiagu, NMOKPbIBAEMOM CEThbIO),
3) ypoBeHb yrnoBbix HabNIOAEHUA B CETH HUke cpenHero (cp. KB. owwbka
M3MEpPEHHOro yrna nopsaka 2,7°), B pesynbTaTe ypaBHMBaHUsS MONY4YEHO
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cpenHee 3HayeHHE cCp. KB. OWMOKM MONOMEHUS TOYkM paBHoe 5,1 cm,
T. €. HECKONIbKO HHMKEe CpefHEero 3Ha4yeHWs Cp. KB. OLUMOKU MONOKEHHUS
TOYyku 55 CM B HeMeuKHMXx OCHOBHbIX ceTsx, npuBeaeHHod B Handbuch
der Vermessungskunde Jordan-Eggert. B pab6ote npuBopgutcs rpaduk
3NNUNCOB OWMOOK BCEX MYHKTOB CETH, a TaKKe WINIOCTPALMUIO BIU-
SHWS Hec/y4YalHbIX OLIMOOK.

[pu ypaBHMBaHMM CeTH ycnoBue MMHUMYyM paHo B Gonee obiuiem Bupe,
YyeM 3TO MPaKTHUKYeTCs OObIY4HO, @ MMEHHO TMOJIOKEHO B OCHOBY Takrue
MOMpaBKU ¥ K:

a) yrnam, U3aMepeHHbIM B rpouecce HabniofeHHs CO Cp. KB. OLUMOKOM m,,

6) cTopoHaM, M3MepeHHbIM B npouecce HabnofeHUs, CO Cp. KB.

OLLIMOKON My,
B) KOOpOMHaTaM, M3BECTHbIM M3 Mpefbidyliero npouecca ypaBHUBaHMUS
CO Cp. KB. owMbORaMu m, my,
yTobbl CyMMa KBafpaTOB MNOMpPaBOKR, pa3fefieHHbIX Ha KBagpaTtbl Cp. KB.
owrbok 6bl1a MUHUMYM :

vY 4.2
—— | = minimum
mm

[lpepnocbiika Takoro popga He HabpacblBaeT KOOpAMHATaM OMOPHbIX
NMYHKTOB MOCTyNiaTa HEU3MEHHOCTH B MpoOLECcCe YypaBHWBaHWU4, YTO Corna-
cyercs ¢ TeM 6eccrnopHbiM $HakToM, YTO KOOPAUHATbI 3TH He 62301MO60UHbI.
OHO no3BONSIET C ONHOM CTOPOHbI COXPaHWTb XOPOLWIYI0 CUCTEMY Habnio-
OeHWH oT pedopMauuM, Bbi3bIBAEMOW MCKYCCTBEHHbBIM M HECOTJIaCHbIM CO
cnoco6oM HaWMEHbLMX KBajpaTOB MoONoKeHHEM O 6e30wnboyHOCTH
OMOPHBIX TOYEK U C APYrod CTOPOHbI XapaKTepu3oBaTh Ha OOLENPUHSATHIX
OCHOBax He TOJIbKO KOOpAWHATbl TOYEK, OMpefenseMbiX CeTblO, HO M KO-
OpAvHaThl TOYEK OMopbl.

Peanusauus Takoi NpeanocbUIKK O MHHMMYM B obuiem Bupae Tpebyer:

1) CocTaBneHus M3BECTHOrO HaM ypaBHEHWS OLWMOKM yrnosoro Habnio-
[eHHUs ANS Ka)Aoro NpOW3BELEHHOro B CETU yrnoBoro Habniopenus: (2)

dz, dyc
—(4,—A4)—(B,— By)

da:p dyp
~iy =B

dx, dy,
4, B,

+ aprs — Oobs = Va
1 co cp. KB. OWMOKK m,

npu 4éM 4Yepes des MOHUHMAeTCs HabnoaeHHoe 3HauyeHue yria, Mcnpas-
NeHHOe 3a peayKUWIO M TIpUBEJEHHOE Ha MIOCKOCTb MPOEKLMH.

2) CocraBnenus cremyiollero ypaBHEHUs OLMOKM NMHeHHoro Habnio-
OEHUS ONS KasOsaro NpOW3BENEeHHOro B CETH JIMHEWHOro HabniopeHus :

dx dy; |dz, d "
! 'y, * ?f"‘ + dprs— dovs= va| CO Cp. KB. OWIMOKOH my
—cosp —sing|cosp sing |2
npu 4ém yepe3 doss — TMOHWMAeTcs HabNIOAEHHOEe 3HaYeHWe [NHWHbL,

UCMBaB/IEHHOE 3a peayRnuii W npUBENEHHOE
Ha MJIOCKOCTb MPOEKLUHH,
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yepes dp: — AJIMHA BbIYUCNIEHUS MO NPUONHUKEHHBIM ROOPAM-
HaTam,

yepes ¢ — OCEBOM yron mnpsMoH, coeauHsioLled H3obpa-
KEHUe ,Hayana“ oTpesKa, BAOJLKOTOPOro Mpo-
M3BEOEHO H3MEepeHHe T. €. TOYRy ¢ C H306pa-
JKEHWEM ,KOHLA“ 3TOro OTpe3Ka T. €. TOYKOH k,

uepes dwi, dyi, dxx, dyr, — “ckOMble NONpPaBKM K NpPUGIMKEHHBIM 3Ha-
YeHUIM KOOpAHHaT,
yepes v — rnonpaBKa HabnoOfeHUs U, HaROHEeL, 3anucaHHbIH

MOCNEAOBaTENbHO KOMIIEKC HYeThbIPEX3/IEMEHT-
HbIX KBafpaTHbIX TabfHL C MHOEKCOM , O3Ha-
YaeT CyMMy MpOM3BEAEHHH 3NIEMEHTOB, NeKalluX
B Tex e cronbuax T. e. B obuieM Bupe:

a, b 1 ’6 2

@y by

= Xac 4+ Xbd W B 4aCTHOCTH HMp. = 60

3 4|6 7

3) CocraBneHus OJis KMKAOM OMOPHOW TOYKM ClIEAYIOLIMX YypaBHEHHH
OolWMBOK KOOpAMHAT :

¢ dile, dyp

dx = v, co cp. KB. OWMOKON m, dy = vy CO C;- KB. OWIMBKON my

npu 4ém dxr unu v, O3HayaeT MCKOMYIO MonpaBRy abCcuMCChl,
dy vnu vy O3HayaeT MCKOMYIO TMOMpaBKy OpAMHATLI OMOPHOM
TOYKH.

Ecnu cp. KB. OWHOKKM m, my OMOPHbIX TOYEKR HE ObINKM BbIYUCIIEHBI
B CETH BbICLIEro Knacca, CliefyeT, KOHeYyHo, nyTéM obobiieHWs B Kaye-
CTBE€ m, W my NPHUHATb CPEfHWE 3Ha4YeHWs Cp. KB. OWMOOK KoOpaMHAaT
M3 ceTH mopobHOro Tuna.

Ecnu cywectByeT OCHOBaHHME CHYMTaTb, HYTO TrEOAE3WYECKUE MyHKTbI
Ha MeCTHOCTH MOABEPriMCh HEKOTOPbIM CMELLEHUSM, HarpaBlieHWs U Be-
JIMYUHBI KOTOPbIX YCTAaHOBUTb HENb3s, OCTAETCA TaK K& MOJIONKWUTb, 4YTO
3TH CMELLeHMs HOCST ClyyaiHbli XapakTep W MPOM3BECTU YpaBHUBaHUE,
npuHMMas cropee 6onbluMe 4YeM MeHbLUMEe 3Ha4yeHWs Cp. KB. OLUMOOK.
Brnpouem, HeT He06XOAMMOCTH OMEPaLMIO MPHUMMUCHIBAHHS a priori ypaBHH-
BaeMbiM BEJIMYMHAM HEKOTOPLIX CP. KB. OLUMOOK NMPOBOAUTL C YPE3MEPHOM
'OCTOPOKHOCTbIO, MOO B cHcTeMe C GONbIUMM KOJIMYECTBOM H3ObITOYHBIX
HabnblofeHuH 3TO He HMMeeT 0cCo6oro 3HaueHus Ansg 3¢pdexrra ypaBHH-
BaHWS; CYLIHOCTb ypaBHMBaHUY COCTABNSeT 34eCb KpynHas aedopmauus
TeX BENHWYMH, KOTOPble MPOTHBOpPEYaT cUcTeMe HabNIOfEeHHH KaK LeJIOCTH.

4) Tocne cocTaBneHUs BCEX OMMCAHbIX THIMOB YpPaBHEHWH OLIMOOK MpH-
BOOMM MX K NpPUHATOMY B anrebpe Buay MyTEM pa3BUTUS YC/IOBHbIX CHM-
BonioB 1 2 (3a MckioYeHHeM y|aBHEHWH KOOpAWHAT, KOTOpbie OymyT yike
HanucaHbl B €TOM BHWAE), Pa3fensieM KKOOe M3 ypaBHEHMH Ha COOTBeT-
CTylOLIyl0 CP. KB. ownbKy mnonyyas TakuM o6pa3oM ,ypaBHOBELLUEHHYO"
CUCTEMY YpaBHEHWH OLWMOOK B TUMUYHOM BUAE:

ax +by+cz+ . . l=7v ¢ KPAaKOBIHOM KOIPHULMEHTOB (.
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[anee oO6UIENPHUHATEIM CNOCOOOM NEPEeXOAMM K CHCTEME HOPMalbHbIX
ypaBHenuii Maycca: [aa]z + [ab]y + [ab]z +... +[ad] =0 n 1. n.
C KpaKOBSHOM KO3(pHUMEHTOB @’

PewuB cucTemMy HOpManbHbIX YPaBHEHWH MOACTABMM 3HA4Y€HHUS HEH3-
BE3THbIX B CMCTEMY YPaBHOBELUEHHBIX yPaBHEHHH OLUMOOK, HAXOOHUsS B UTOrE
OTHOLIEHWS MCKOMbIX MOMPAaBOK ¥ K COOTBECCTBYIOLIMM CP. KB. OLUMOKaM m.

.
Cymma KBagpaToB OTHOLIEHWH — (MOHO Obl UX Ha3BaTh OHOCHTENb-
m

HbIMH HOHPaBKaMH) MO3BOJIMT HaM ONpenenuTb CP. KB. OUJH6Ky enquHULUbI
BecCa

1)
m, = —| : n,, rae n, ecTb
mm

KONMYECTBO U3OBLITOYHBIX HAOMIOOEHUH B CHCTEME.

YMHOKas OTHOCHTENIbHbIE MOMPaBKW Ha COOTBETCTBYIOLIME WM Cp. KB.
OWHOKKM Mbl OMPEReNyM MOMpaBKK ¥ W CMONKEM WUCMpaBUTb HabnioAeHMs.
®opmynbl cp. KB. OWIMOOK HEHU3BECTHbIX (POPMasbHbIM H3MEHEHUSIM He
MOABEPrHyTCS.

§ 11. YwuraTtenio, 03HaKUMMBLUEMYCHd TOJNIbLKO C HacCTOSIIMM DPE3IOME,
MOSKET MOKa3aTbC HE TMOHATHBIM MOYeMy aBTOp Monb3yeTcs B pabote
MOHATHEM KPaKOBSHOB (BOOOLEe roBOps MOHSTHEM MaTpul) B TO BpeMd,
KOrga CofepsKaHWe CyLIeCTBEHHbIX ANs BOnpocia GopMyn MOKHO Obl
BbIPa3uTb CHMBOJIaMH OObIYHOM anrebpbl, UCMONb3ys A9 3TOM UeNW Hhp.
OMpenenuTeéNu U Aaxe cMMBONbI [aycca, Tak nomynspHble B ypaBHWTEJb-
HbIX BblYMCIEeHHsX. [IpUuMHOMN gBNseTCs HeCpaBHEHHO Gonbluas MpPoCTLTa
OOKa3aTeNnbCTBa MPaBUIIBHOCTH MCMOJIb30BaHHbIX B paboTe ¢opmyn, uyem
3TO uMeno 6bl MeCTO B Cliyyae MPUMEHEHWs annapara anre6pbi yucen.
XoTs B rmaBHOM TeKCTe pPaboTbl NpUBEAEHbl AOKa3aTenbCTBa MPaBUIIbLHOCTH
MCrONIb30BaHHbIX POPMyn, NpUBEAEM 3hech AoKkasaTenbcTBo $opmynbi (5)
Ha 6a3e MOHATHHA O KPAaKOBIHOBOM MCUYMCIIEHHMH, MPHBeAeHHbIM Ha cTp. 191.
5TO MO3BONHUT — MNPH HEKOTOPOM COCPEROTOYEHWH BHUMaAHWs — YHUTATENIO,
Jayke COBCEM HE3HAaKOMOMY C anre6pod KPaKOBSHOB OLEHWTb MOJb3y HX
NpHUMEHEeHHs.

HanomuuMm, uto B gaHHON 3apjaye peuyb WOET 06 ONpefeneHuH BenU-
YMHBbl M3MEHeHHs d¥;, KOTOPOMY MO[ABEPrHETCS %-Tas HEW3BECTHas EcCH,
K k-my nabniopeHuio npubaBuTb npupaieHue dl.

Ecnu cronbeu HeHW3BECTHbIX CUCTEMbI ypaBHEHHWH OWMO60K 0603HAYUTHL
CUMBOJIOM Z M cTon6el, CBOGOAHLIX YJIEHOB 3THX ypPaBHEHHH CHMBONOM
T. €. MONOkHUTb: 2z =t (xyz...)=1(2,2;...22,) .

L ==y, by Iy, I,) Torma, Kak 3TO NErko MpOBEPUTb Ha
6a3e onpeneneHWs yMHOMKEHHWS KPAKOBSHOB, CHCTEMY HOPMasbHbIX ypas-
HeHui [aycca BbIpa3uT ypaBHeHué xa?=Ilae (nop cBOGOAHBIMH YNEHaMH
NOHUMAEM BbIPAKEHHS MO MPaBOH CTOPOHE CUCTEMbI yPaBHEHHWH OLIHOOK).
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YMHO)kag o6e CTOPOHbI 3TOr0 ypaBHEeHWS Ha OOPaTHOCTb CUMMETPUYHOTrO
KpPaKkOBgHa @ T. €. CUMMETPHYHbIM KpakoBsiH (n?)~! monyumm:

za? (a?)~! = la (a®) .
[MpumeHuB Kk 06eMM CTOPOHAM ypaBHEHMS acCOLMATHBHbLIA 3aKOH UMeeM:
z|(a?)~ ' wa?] =1|(a®) " "ta] = U
[MTockONbKO B BUAY CMMMETPHYHOCTHM KPaKOBsiHA @’ MMeeT MecTo ta’=a?
v npoussenenvie (a*)™'a® gBNJETCS EAMHMYHBIM KPaKOBSHOM, KOTOPbIH

Oyoyuyd 3anucaHHbIM MOCHE KPakNBiHa HE MEHSEeT ero 3HauyeHWs, Mbl Mo-
Ny4”M OROHYaTenbHO ¥ = lf, unu Gonee yeTko:

xl ll t’l . . . . t12 . . . . tr’

x? l2 tlz . . . . tl’ . . . - tr2

! gl | _ )t tin bk
‘Tr

1, b 5 b o B o s s i

YMHoskas cronbel, cBOGOAHBIX YIEHOB MIIM KPIKOBSH [ MOCAeA0BaTeNbHO
Ha cTonbubl KpakoBsiHa ¢ GymeM nonydyaTs MOCIAEANBAaTENbHO HEU3BECT-
Hble KaK JIMHEHHbIEe cbyH;uuw CcBOOOAHBIX YJIEHOB.

3HayeHue ¢-T' HEeM3BECTHOM onpenenuM Toraa yMHoskas cronbeu CBO-
6onHbIX uYneHoB Ha ¢-TbiM cTonbeu KpakossHa f. OTciopa cnenyeTt, 4TO
ecnu K k-my cBobopgHomy uneHy npubaBuTh npupaulenve dl, To i-Tas
HeW3BeCTHas nonyyut npupaienue dlty. OcTaeTcs BbLIYMCIWTH 3Haye-
HUe 1y T. €. 3HAYEeHWE DJIEMEeHTa, fexallero B ¢-ToM cTtonbue u k-TOH
cTpoke kpakossHa t = (a?)~!.ta. CornacHo onpepeneHus yMHOMEHHUS Kpa-
KOBSIHOB 3TO OyleT, OfHAKo, MpOM3BEAEHHe i-Toro cTonbua KpakoBsHa
(@)~ wHa k-toii cronbeu KpakoBsHa ta@. [lOCKONBLKO 3N1EMEHTBI 4-TOrO
cTonbua KpakoBsHa (a?)~! SBASIOTCH, B BUAE €ro CMMMETPUYHOCTH, paB-
HbIMM COOTBETCTBYIOLUMM 3NIEMEHTAM #-TOW CTPOKM 3TOTO KpPaKOBSHA W 3Je-
MeHTbl k-Toro cronbua KpakOBsHa T@ paBHbIMM COOTBETCTBYIOLIMM 3Je-
MeHTaM k-TOH CTPOKM KpPaKOBsSHa @, WMEEM OKOHYaTeNbHO

-1
dx; = dly (a%)iy V¥ agy,
roe CMMBON W O3Hayaer MHOXeHue CTPOK.

MpennaraeM 4WTaTenio MOMbITATbCs MPOWM3BECTH AOKA3ATENbLCTBO MNpa-
BUNIbHOCTM 3TOM 3aBUCMMOCTH Ha 6a3e nOHATHH npocTor anrebpobl, 6e3
NpUMEHEHHsS KPaKOoBAHOB.
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A COMPARATIVE ANALYSIS OF THE ACCOURACY OF LARGE-
TRIANGLE AND SMALL-TRIANGLE TRIANGULATION NETS,
CONNECTED WITH SURVEYING IN POLAND
By STEFAN HAUSBRANDT

Summary

§ 1) The work presents a general method of analyzing the accuracy of
triangulations nets, based upon the theory of indirect observations as well
as a general method of compensating accidental errors of measurements
in triangulation nets with linear and angular measurements with no
assumption of the errorlessness of the junction points. In particular the
cuestion is considered whether, from the point of view of the accuracy
ctf the results, it is more legitimate to determine the group of geodetic
points by forming nets of regular triangles of short or long sides, that is
to say, by assuming ,,small-triangle* or ,large-triangle* nets. Cursorily
discussed is also the compensation and analysis of the accuracy of a cer-
tain triangulation net in Poland.

The above general problem are considered only from he point of view
of compensating computation based upon the method of least squares.
Thus the problems loosely connected with the subject are not discussed
at all; e. g, that of the transformation of observation systems from a
geoid to an ellipsoid, that of applying some ellipsoid or other, that of
accepting some map projection or other for the transfer of a compensa-
tion problem upon a plane, etc., etc.

The present summary aims at enabling the reader not only to become
acquainted with the results of a detailed investigation but also grasp the
essence and method of it.

For the demonstration and the deduction of formulae in the present
work group numbers called cracovians were used whose author is a Po-
lish astronomer and mathematician Tadeusz Banachiewicz. Cracovians
were given preference to matrices of Cayley-Hamilton’s, applied in ab-
stract mathematics, both for their greater practical suitability (the mul-
liplication of group numbers in parallel and not vertical rows) and for
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their hitherto greater achievements in the method of least squares. To
help the reader familiar with matrices become acquainted wiht the pre-
sent work we summarize here the most essential features with which
cracovians differ from matrices. In cracovians fthe i-th column of a group
number denoted by a is denoted by a; while the i-th row of this number
by a 5. The element situated in the i-th column and in the j-th row of
a group number (of a cracovian) denoted by a is denoted by a; . The
definition of addition and that of an individual number are in cracovians
like those in matrices. The indvidual number called the cracovian tau
is denoted by t, the symbol t (not underlined) is a functional symbol
standing for the transposition of a group number, e.g., © {34} denotes
the cracovian {%} etc. The definition of the multiplication of the cra-
covian a by the cracovian b is expressed by the eqation.

b =g

when a;b; = ¢;; = Zay by,
effecting the non-existence in the cracovian product of commutativity
and associativity in the ordinary sense of these terms. They are replaced
by basic relations

gb=re(ba) and.gbo= () o==nfs )

called a permutation theorem and an associative theorem respectively.
It follows from the latter relation that

gy .20, b
(a dissociative theorem). For multiplications by a group number we have

a.tT=4u

but
T.0= .

The definition of the inverse a-' is like fhat in matrices

as''=0"'a=r-

The theory and the achievements of cracovians are presented in the
works of Banachiewicz and Kochmanski.

§ 2) Let us consider any angle & (e. g., an angle in a triangulation net)

determined by point L situated on its left side, point P situated on

its right side and point C situated in the vertex

X L p  of the angle. We assume here that we know the

approximate values of the rectangular coordi-
£ nates of points LPS in any system. It is easy to
demonstrate that if points LPC are given slight

¢ increases denoted by dx; dy; dxp dyp dxg dy.
respectively, the angle « will acquire an in-
crease of d« the amount of which — the powers

> Y
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higher than the first of the increases dx dy being disregarded — will be
expressed by the following formula
da, dy, lap  dyp
d; By | |4k B @
In this formula the quantity A; denotes the quotient from the divi-
sion of the projection of the left side of the angle, i. e., the projection
of CL on the axis of abscissae by the squarc of the length of the left side
of the angle; the quantity B, denotes the quotient from the division of
the projection of the left side of the angle on the axis of ordinates by
the square of the length of the left side of the angle. Similarly the quan-
tity Ar denotes the quotient from the division of the projection of the
right side of the angle. i. e., the projection of CP on the axis of abscissae
by the square of the length of the right side of the angle, while the quan-
tity Bp denotes the quotient from the projection of the right side of the
angle on the axis of ordinates by the square of the length of the right
side of the angle. Thus the values of these ,directional coefficients” are
defined here in a way different from what is generally accepted: A is
proportional to Az, and B to Ay in accordance with lexicographical
order, the signs of the coefficients agreeeing with those of the increases.
This definition of directional coefficients, briefly stated in the equations

| | —(4,45—(B.Bp)

da = +

dag dyc

Az _ Ccos % A2+ Ay sing
A2 + Ay d - Ay T d

has proved both in practice and for the deduction of formulae more con-
venient than the classical definition.

Let us denote by 2. the value of the angle « in a triangulation net
as ascertained from the approximate coordinates, by <, its value as
obtained from observation, and by v the correction to be added alge-
braically to the value of the angle as observed in order to obtain its
most probable value, i. e., one satisfying the condition [vv] = the mini-
mum. Also let dx and dy (cf. § 2) be corrections which, added algebrai-
cally to the approximate values of the coordinates, are to convert them
into the most probable values. It follows from these definitions that the
equation

Uppe -+ dot = oy + 0,

‘formed by equating the same value: the most probable value of the angle
expressed twice by different quantities, is valid. The substitution of the
value given in § 1 for d« will enable us to lay down the relation between
the correction of cbservation and the unknowns dx and dy mediating in
the compensation, or the so-called ,equation of error* for angular ob-
servation, or, mcre aptly, its ,,equation of observation“. The following
is its representation

du, dy,

‘ dxp  dyp dre dyc
4, B,

\—Ap —Bp| | —=(4,—4)p) — (B, — B))

+ Uprz = Lobhs = v
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Moreover, if we accept that a group of square tables of four elements
each, terminated in the subindex ,, denotes the sum of determinants of
these tables, that is to say, generally

| |
al b;'“z bll ) an b"’| =_\:a1di_2bici
2 d1,cz d.’l Cn dn!1
#B=1,2 « oW
and in a paricular case, e. g.,
2 1(6 2
3 4t6 7.1-—5—}-30—35,
or also
Ty Yy (T2 Y
_2' 1' . _'/5 (=@ +2 =55 — 3y, e, e,

we can then write the equation of error for angular observation in the
following form

dz; dng! dep  dyp dxe dyc
4, B, -4, —By|—(4,~4;)—(B,—By)
which we shall always use from now on.

§ 3) Let us write an equation of error (2) for any angle observed or
to be cbserved in a trangulation net replacing da; dy; dzp dyp dxg dyc
with the symbols of the correctoins corresponding to the given angle,
of the approximate coordinates of the points determining this angle. Ge-
nerally they will be the symbols dx; 7y, i denoting the number of a
point in the trangulation net assigned to this point within the compu-
tation. In a particular case when any of the points determining the angle
is constant in the process of compensation, zeroes should, of course, be
substituted for dx dy. The multiplication of the determinants carried
through, we obtain a system of linear equations in respect of the cor-
rections, unknown in the problem, of the approximate coordinates of
the points determined in the process of compensation. The system will
be written in the form generally received in algebra.

In accordance with the custom well-established in the compensating
computation we symbolize this system of equations as follows

Pz + obs = v (2)

@x +bn +c¢z ... .+ 1 = v
@z + by +c2 . . . .+ 1, = v,
ax + by + ¢z . .. 4+l = v,

(n equations, r unknown quantities).

In the system the amounts of the coefficients by the unknowns are
always known in the problem, whereas the values of the free terms are
known in case of the adjustment of the net and unknown in case of ana-
lyzing the accuracy of a net the form and the scale of which are given
without the net itself having been surveyed.
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We shall denote by a the cracovian of the coefficient by the unknowns
of this system of equatoins of error. Thus, to write it quite clearly.

la, N W Ia“ Wpyilyy = = 0 Gy l
@ = 182 bycy o @y @y as, Ury (3)
Gy DyiCy & oo Ty iy Dy Wy o

The compositoin of the cracovian a is a fundamental operation for an
analysis of accuracy. If we know this cracovian, and angular observa-
tions in tHe net are made with the mean error of a single observation
m, we can — by applying the algebra of cracovians
only — make an analysis of accuracy, based on the method of least
squares, of an arbitrary net by means of realizing a few simple formulae.

§ 4) As basic criteria characterizing triangulation net in respect of
accuracy we shall consider:

1) Value of the mean error of the position of a point.

For a point whose abscissa and ordinate are, respectively, the i-th and
the k-th unknowns in the system of equations of error this value is
expressed by the formula

mp = m"]/(az)'u1 + (@)% (4)
2) Value of the effect of non-accidentalerrors, i e., the value oft he
change dx;, to be undergone by the i-th unknown quantity in a system
adjusted by the method of least squares, if we change the k-th observa-
tien by giving it the suffix dl and again adjust the system by the method
cof least squares. The value of this change is expressed by the formula*).
day =2l - a4, ¥ (@) ) (5)
The first criterion is generally known and needs no discussion. The
other makes it possible to determine the deformation of the net if an
accidental error of observation is involved. To introduce this criterion
seems to be appropriate inasmuch as in the system adjusted by the me-
thod of least squares we cannot always be sure that the distribution of
errors agrees with Gauss and Laplace’s law, and we make our adjust-
meent on this assumption. If, therefore, wo triangulation nets determine
the position of a point wih the same mean error, it is right to prefer, in
order to determine the given point, one that will deform the position of
the point less if there is an observation burdened with an ,,unlucky®
non-accidental error in the system.

*) The symbol av denotes linear multiplication. So the formula (5) simply states that
a change in the unknown is e ual to one in obserwation multiplied by the product
of the row of the cracovian (a®)-1 corresponding in succession to the unknown

by the row of the cracovian a corresponding in succession to the observation.
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As other criteria which require no knewledge of the cracovian a, but
characterize the net in respect of accuracy exclusively on the basis of
the parameters n (number of observations) and p (number of points de-
termined 2p being equal to 7), we shall accept.

3) Value of the mean error of mean error, defined by the general for-
mula

My =m:y/ 27,
known already since the time of Gauss, in which n, denotes the num-
ber of supernumerary observations in the system, and which in the case
of a triangulation net determining p points from n angular observations
will assume the form

= m
" V2n— ap

4) Average value of the relation of the square of the mean error of
observation after adjustment to the square of the mean error of obser-
vation before adjustment.

In the case of the triangulation net determining p points from =
observations, this quantity — let us denote it by the symbol M?* — equal,
as it has been recently demonstrated in the cracovian calculus by A.
Otrebski, to the relation of the number of observations indispensable for
the determination of the system to the number of all observations made
in the system, will be expressed by the formula

(6)

m

_2p
==L, (7)

From the point of view of the object of triangulation work the first
criterion is the most important. To apply it, however, detached from the
second and the third criteria may be misleading. It may be stated ini ge-
neral terms that the first criterion concerns the accuracy of the results,
while the others their ,actuality* or ,reliableness”. The fourth criterion
is of statistical character: without going into details it states to what de-
gree the given system of observations achieves the principal end of all
adjustment: the reduction of errors of observation.

§ 5) Although the knowledge of the mean errors of the position of the
points m characterizes a net in terms of accuracy in an exhaustive
manner, the discussion of the mean errors of the more complicated
functions of observations adjusted by the method of least squares, and
of the mean errors of the length or angles is on the whole givien pre-
ference in literature. These errors may be considered as those of the
functions of the unknowns xyz... and calculated by means of the gene-
ral formula of the error of the function F (x, y, 2...), presented in a sim-
ple cracovian form by Banachiewicz in 1936. The column of the deri-
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vative F in relation to successive unknowns being denoted by f, i. e,
clearly, foms (ﬂ a_F a_F )

= ax *ay > az © " |’
this formula has the form

mp = m, 1/1 (@®)'f.

In exmination of triangulation nets the average value of the square of
the error of the position of a point in the whole net coul also be made
use of. This quantity, which we shall denote by M?, and which, in a
sense, constitutes an analogy to Otrebski’s statistical criterion mentioned
above, may be calculated by means of the following formula

, 2 (a®)7t
M= M, —-(—P)"
where we designate the sum of diagonal elements in the cracovian (a%)-!
by Z(a®);'. Borrowing a term from the algebra of matrices we could
call this quantity ,,the trace of the cracovian.

§ 6) Numerical example.

We illustrate the application of the formulae presented by a simple
example of the analysis of a net found by measuring three angels in
a regular triangle whose base QR is accepted as errorless. If the main
axis of the system OX is drawn vertically to this base and a side of the
triangle is accepted as the unit of length
the values of the directional coefficients
will amount to A = 0, B = 1 (for the side
QR), A = 05 4/ 3 B = 0,5 (for the side
RS) and A = 0,5 4/ 3, B = — 0,5. These
values we have written down by the sides
in the figure above marking the direc-
tions of the sides with arrows. Here are
the equations of error for the angles, writ-
ten in a tabular form

+ gz — %gobs = ¥y
0 —-1|-053 05 053 05 1
dx dy| 0 0 0 0

+a — Ogobs = U
053 05 0 = —05 3 05 | 2prz 50b 3

0 00 0 0 dx dy
rz — Ogobs = V3.

-05305| 053 05 | 0 _y |y e Gaobe =%

Realizing the multiplications of the determinants we write a system

of equations of error in the clear form of

05de+053dy+ .. .=v
05de —053dy+ . . .=
—1 dx + 0 o=
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where the values of the free terms, unknown and irrelevant to our ana-
lysis, are left out.

Now we can already write the cracovian a, form its square @’ and the
inverse of this square, i. e., the cracovian @)-‘. It is easy to verify that
their formation is correct by stating that

B.g=ad and ab. @it
- 2
0,5 —05/3 1,5 0 I g 0 I
=1 05-05)3 = {0’ 15} (o) ~= 5
-1 0 ? l 0 ?I

1) Hence it follows according to formula (4) that the mean error of
the position of point S will amount to

2 2 _2m,
"'P=mo]/3 * V3

this error being expressed in the unit chosen for the computation the
short side of the net. To express it in metres we write eventually

ol 2m,D
P '/—?;
denoting by D the length of the side of the net, expressed in metres.
2) To examine how a change by dl in the value of the angle «, will
effect the values of the coordinates let us multiply the first row of the

cracovian ¢ by the successive rows of the cracovian (a*)-' finding accor-
dingly

1 1
dx—gdla dy—?dl

whence
2

f = ?dl’
where by f we have denoted the linear shift of the point, caused by the
shifting of the abscissa and the ordinate by % dl and by % 3 dl respec-
tively. Expressing the value of the linear shift in metres we obtain

g 2

g1 = —3—D - dl

the subindex , being meant to remind us of the shift having been cau-
sed by a change by dl in the value of angle ¢,.

To examine how a change by dl in the value of angle a, will effect the
values of the coordinates let us multiply the second row of the craco-
vian a by the successive rows of the cracovian (a*)-!, finding, according
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to formula (5) the change in the first unknown quantity da and that in
the second unknown quantity dy. There are

1 )
dx—gdl and dy = —?l/3dl.

The shift on the axis of abscissae is evidently the same as before, that
on the axis of ordinates is the same in extent but opposite in direction.

The extent of the linear shift — let us denote it now by f. — will the-
refore lLe
2
=—Dd
f2 3 Dd
as before.

Examining the values of angle a, in the same way we find, by multi-
pling the third row of the cracovian a by the successive rows of the cra-
covian a by the successive rews of the cracovian (¢%)-', the following va-
lues of the shifts

dx:—%dl and dy = 0.

The linear shift caused by the error of angle «; wil amount there-
fore to

g:%nw

as before. If dl = ,,2 i. e. dl = 0.00001 and D = 30 km, it would amount
to 30 cm.

3) The mean error of mean error in the net examined will amount to

My = ——ee— = 0,71 m
V6—4

(cf. formula (5)), which, of course, is comparatively a very large value
and together with the large value of the effect of the non-accidental
errors disqualifies geodetic constructions of this kind, unfortunately al-
lowed by some regulations on surveying.

4) The application of the fourth criterion (7) will inform us that in
the net under examination the averegae value of the decrease in the
square of the error of observation caused by the process of adjustment

by the method of least squares will amount to -2-

As an illustration of the application of the general formula of the
functions of the unkowns of the system of equations of error, presented
in § 5, we caltulate the mean error of the side @S.

F=QS=I/(J’—TO)2+(3/—3102

whence
aF —
e cos @S =05} 3
F
%§=stS=m5
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So

f=105V 3]
los
and
o3 ][5 |[oov3][s][2] 2
fo@) g = =3
o= ] 3lle [iFE]
3 3 2
Eventually
1
mp = Myp 3 ’
or, to express the mean error of the side in metres,
L

5 -

The average value of the square of the error of the position of a point

in a net in accordance with the formula presented in § 5 will be calcu-

lated by finding the trace of the cracovian (@*)-' equal to %-l-% =—‘;—’

by dividing it by the number of points in the net equal to 1, and by
multiplying by the square of the mean error of a single observation.
The result will be

M2 = 2

&
3

or, switching off to metrical units,
M= (m,D)? -+

In the case of our net, which determines one point only, this result
was anticipated when the value of the mean error of the position of this
point, equal to

2 m,D

Vs
was calculated.

To analyze larger nets is of course incomparably more difficult from
the point of view of the technique of the computation. Particularly
unhandy for large cracovians is the computation of the inverse, which
in our illustration wes very simple, while the clarity of the guiding idea
in the analysis due to the lucidity of cracovian expression is characte-
ristic of all analyses.

§ 7) Let us consider the nets determining the position of the vertex of
regular triangle QRS, of which errorless base QR = D we know, by me-
asuring, with the mean error m,, all angles in n* regular triangles filling
up triangle QRS. The application of criteria (4,'5, 6, 7) to these nets
-— n being equal to 1, 2, 3 and 4 respectively — which we shall call ele-
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mentary nets, and which are presented schematically in the figure below,
shows that.

s S S S
D ] D

1) The mean error of the position of the point most distant from the
base is a constant in elementary nets, i. e.,, it does not depend on the
number of triangles n* (n = 1, 2, 3, 4) of which the net is constructed.
The value of this error amounts to

e (8)
V'3

It follows hence that the miean errors of the large triangle of the.
net, i. e., the mean error of the side @S or RS and that of angle @, S or
R does not depend on the number of triangles in the net either. The
value of the mean error of the long side of the net as well as that of
the mean error of the angle in the large net amounts to

3‘
m, l/ 3

The mean errors of the other points determined ad the same time by
a net constructed of large triangles and one constructed of small trian-
gles are somewhat smaller in a net constructed of small triangles.

The average value of the square of the error of the position of a point
is smaller in a net constructed of small triangles than in one constructed
of large triangles.

2) The effect of the non-accidental error, or of a change by the value
di in the value of one of the observations, upen the deformation of the
net is much smaller in small-triangle nets (i. e., constructed of small
triangles) than in large-triangle nets nets (i. e., constructed of large trian-
gles), since such a change results — for adjustment by the method of
least squares — in the linear shift of the point most distant from the
base by the quantity f, equal to

i 2.dl .D _2
3n 3

that is to say, the linear shift proportional to the length of the short
side of the net.

-d . dl
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3) The value of the mean error of mean error is much smaller in
small-triangle nets than in large-triangle nets; viz., in an arbitrary ele-
mentary net, formed by the division of the long side of the net D into n
parts (short sides d), it amounts to

= m
\Van?—6n +4

Mm

so in particular
forn= 1 2 3 4 5
mm =0707m 0353 m (213 m 0151 m 0.116 m.

1t is obvious from formula (10) that, the value of the mean error of
a single angular observation being constant, as the number of triangles
in an elementary net grows, the value of the mean error tends to
become zero.

The same may be said about the extent of the linear shift of the point
most distant from the base, caused by a non-incidental error, genera-
lizing formula (9) for an arbirary value of n. Practically this means a
decided superiority of small-triangle nets over large-triangle ones from
the point of view of the ,reliableness* and ,credibility” of the results
obtained from the adjustment of a net according of the method of least
squares.

The average values of the relation of the square of the mean error
of observation after adjustment to the square of the mean error before
adjustment is expressed — for an arbitrary net formed by dividing the

long side of the net D into n parts — by the formula
2 — ¢
M2=% (11)

thus in particular
forn= 1 2 3 4 5
M? =0.667 0.667 0.593 0.542 0.507 etc.
Beginning with the value n = 2 the value of M* diminishes constantly

tending to the limit equal to % The statistical criterion — as we have

called it — also supports, b2ginning with n = 2, small-triangle nets.
Since no argument in our examination of elementary nets has sup-
ported large-triangle neas, and, on the contrary, most arguments have
convinced us of the superiority of small-triangle nets, we must ultima-
tely and from the point of view of the method of least squares, regard
elementary small-triangle nets as constructions geodetically more accu-
rate than elementary large-triangle nets. This does not quite agree with
what is usually maintaiend by experts although it must be said that in
the literature on the subject the superiority of the elementary four-
triangle net with two base measurements (i. e., two errorless lines) over
the elementary one-triangle net with one base measurement (i. e., one
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errorless line) was signalized long ago (cf. Jordan, Handbuch der Ver-
mssungskunde, e. g., the 1916 edition, Vol. III, p. 156).

No more criteria were however discussed there (1. cit.) than the mean
relative error of the long side of a net, which error — as more correct
data were assumed in a four-triangle net -—— proved smaller in a four-
triangle net than in a one-triangle one. Neither did Jordan discuss
the problem of the problem of the accuracy of the determination of
points by sets of elementary nets, which is discussed below
and which supports small-triangle nets in a still more striking manner.
Jordan seems not to have exhausted the problem because he used in his
analysis the method of conditional observations, which admits no clear
treatment of the problem in a general form.

§ 8). To continue cur discussion let uns imagine that from constant
points situated on the circumference of a regular hexagon we fix the cen-
tral point of this hexzgon with the help of a growing number of neigh-
beuring bases. Nets thus obta‘ned which we shall call ,,encompassing®, can
be regarded as sets cf neighbouring elementary nets.
Encompassing nets formed of 1 to 6 elementary one-traingle nets as well
as thcese formed of 1 to 6 elementary four-triangle nets are schematically
represented in the figure on page 222.

In the light of the findings of the examinaticn of elementary nets it
may be anticipated that both the process of ,jencompassing” the net,
i. e., that of basing the ccnstruction cn a growing number of circum-
ferentrial points (as it follows from a comparison of nets of the upper
row with those facing them in the lower row in the figure akove (and
the preocess of the ,,inspissation’ of the net, i. e., that of increasing the
number of triangles in the component elementary nets) as it follows from
a comparison of the nets in every two neighbouring columns in the fi-
gure above will increase the accuracy cf the net. For, if the mean crror
cf the position of the point most distant from the base, determined from
a single elementary net amounts to

2m, D
V3
then, when fixing the central point of the hexagonindependent from
2 (or more) successive elementary nets, we should obtain 2 (cr more) of the
fixing of the position of the central point, both (or all) equivalent in terms
of accuracy, of which either would be characterized in the same terms by
the mean error of the positicn of the pcint, equal to
2m,D
V3

b

D denoting the length of the radius of the central system.
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By calculating from these (two or more) different results the most pro-
bable value of the positicn of the central point we shall increase the accu-
racy of its determination, and the more so a). the larger the number of
successive elementary nets we shal use for the determinaticn (the pro-

cess of encompassing), and, b). the larger the number of common points
resulting in supernumerary observations in the system will be on the
line of contact of the nets forming the system (the process of inspissa-
{ion).
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Examinations made according to the method described wholly confirm
this anticipation, by proving, e. g., that the mean error of the position of
the pcsition of the central point of a hexameter will decrease in the process
for 1, 2, 3, 4, 5, 6 elementary one-triangle nets (the upper row in the
figure above) the values

1.15m,D 082m,D 0.67m,D 058m,D 0.52m,D 0.47m,D
an for 1, 2, 3, 4, 5, 6 elementary four-triangle nets the values:
1.15m,D 0.70m,D 0.52m,D 0.42m,D 0.37m,D 0.30m,D.

The number of large triangles of a net (i. e. the number of elementary
nets used for the given construction) being denoted by t, we can express
the value of the mean error of the position of the central pcint by the
following simple formulae

: 2m,D
for cne-triangle nets mp = ':t——
L8 2m,D
for four-iriangle nets mp<< %,-—‘t < 1).

In view of the notable superiority we have stated of smal-triangle nets
over large-triangle ones for the accuracy of determination of the posi-
tion of the central point in encompassing nets, we could in fact dispense
with other criteria which, — it is easy to antjcipate — will be in favor
of small-triangle nets. We include however a comparative survey of the
values of the mean error of mean error for encompassing nets formed of
1, 2,3, 4, 5, 6 elementary nets. These will amount for

a) one-triangle nets to 0,71m 0,35m 0,27m 0,22 m 0,20 m 0,18 m

b) four-triangle nets to 0,35m 0,20m 0,16 m 0,13m 0,12m 0,10 m

¢) nine-triangle nets to 0,21m 0,13m 0,11 m 0,09m 0,08 m 0,07 m

It is worth noting at this juncture that the feature of the mean error of
mean error decreasing with the inspissation of a net is general one,
i. e., one which does not particulary refer to encompassing sets formed of
regular triangles or the like. It is possible to show that if any large-trian-
gle set is changed to a small-triangle one by means of forming in every
triangle of the large-triangle net #* new triangles by dividing its sides
into n parts, then the increase in the nubmer of supernumerary observa-
tions due to the inspissation of the net cannot be smaller than

tn—1)(2n — 1),

t being the number of triangles in the large-triangle net. Since — as it
follows from this formula — the increase in the number of supernumerary
observations due to the inspissation of the net must be a positive number.
the mean error must be on the wane here.

§ 9) In the way we have analyzed nets consisting of sets of elementary
nets based on the vertices of a regular hexagon, other ,typical* nets, i. e.,
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nets formed of regular triangles and similar to geodetic nets common in
practice, can also be examined. Thus in the present work nets are also
examined which are formed of sets of elementary nets based on two con-
stant points, based on three constant points and forming a regular triangle
etc. These examinations as well as those discussed here are illustrated
with diagrams of the ellipses of the errors of points determined by the
nets.

As all these examinations show the superiority cf small-triangle nets
over large-triangle ones, and both exhaustively to treat all possible nets
within an asalysis and to lay down a general formula determining the
error of the position of an arbitrary point, the practical applicability of
such a formula being assumed, is out of the question, we limit ourselves
to the statement that to the extent of the analysis mode small-triangle
nets hdve proved more accurate than large-triangle one, and the conce-
ption of substituting small-triangle nets for large-triangle ones, which has
been being realized in surveying in Poland since 1947, should in this con-
nection be recognized as right.

§ 10) To exhaust the subject the compensation and the analisys of the
accuracy of one of triangulatoin surface nets in Poland has also been made.
Although 1). the net was far from being correct in form (the length of sides
vary from 4 to 12 km), 2). the net was connected with six very unevenly
distributed junction points (the area within which 4 points and the only
directly measured length are situated constitutes about one eighth of the
whole of the area covered by the net), 3). the standard of angular obser-
vaticns in the net was poorer than average (the mean errcr of the measu-
rement of the angle being 2,7°), the ccmpensation resulted in acquiring
average value of the mean error of the position of the point equal to 5.1 cm,
i. e, slightly lower than the average value of the mean error of the posi-
tion of the point — 5.5 cm — in elementary nets in Germany, quoted in
,.-Handbuch der Vermessungskunde* by Jordan-Eggert. Our work conta’ns
a diagram of the ellipses of error for all points of the net as well as an
illustration of the effect in the nonraccidental error.

For the adjustment of the net the condition of the minimum was made
in a form mcre general than usually practised and the assumption was
made of the assignment of such corrections v

2) to the angles measured in the process of observation with the mean

error m, ;

b) to the length measured in the process of observatiocn with the mean

errors md,
¢) to the cocrdinates known to the previous process cf compensation
with the meain errors m« my,
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so that the sum of the squares of the corections divided by the squares
of the mean errors was as small as posible
0—1’] = the minimum.
mm
To realize such an assumption of the minimum in a generalized form
requires
1) the formation, for every angular observation made in the net, of an
equation of error for angular observation (2), which we already know
and adduce here again

dar dyr|dxp  dap dac dyc
AL Brl—Ap —Bp —(4L—Ap) —(BL— Bp)

with the mean error m, , by 2. being understood the value of the angle
subjected to reduction and transferred on the plane of projection;

2) the formation, fcr every linear observation made in the net, of the
following equation of error for linear observation

' + T prz — Oobs = U,

da; dy; | dak day
—CcosP —sin® cos®? sino

+ d[": N doll.s = 1

with the mean error m«, by doss being understood the leng h observed,
subjected to reduction and transferred on the plane of projection, by dpr:

the leng'h calculated from approximate ccordinates, by ¢ the axial angle
of the straight line connecting the image of the ,beginning” of the line
along which the measurement was made, i. e., point i with the image of
the ,.end*“ of this line, i. e., point k, by dx: dy: dxx dy. the corrections
to be determined of the approximate coordinates, by v« the correction
of observation, and finally the linearly written group of four-element
sqaure tables terminated in the subindex . denoting the sum of the pro-
ducts of the elements situated in the same columns, i. e., in general terms

(([ bl a._, b-_] .l -
g, iyl dyla Yac + Xbd,
and in a particular case, e. g.,
2 1|6 2 , :
3 4!6 o4 e 60 ec:.

3) The formation, for every point of connection, of the following equa-
tions of error for the coordinates

dxr = v, with the mean error m«
dy = vy with the mean error my
d* or v denoting the correction to be determined of the abscissa, while
dy or vy denotes the correction to be determined of the ordinate of the
point of connection.
If the mean errors m: my were not calculated in a net of higher or-
der for every point of connection, generalizations should of course be
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made and the average value of the mean errors of the coordinates in a
net of a similar type should be assumed for m: my.

If it may be feared that the aactual geodetic points have suffered some
displacement whose extent and direction cannot be found, it should also
be assumed that this displacement is accidental and compensation ought
to ke made accepting rather too large values of the mean error than too
small ones. There is besides no need to carry out the operation of ,, weight-
ing*, i. e., of the assignement a priori to quatities being compansated of
certain mean errors, with excessive care, since in a system of a great
number of supernumerary observations the cperation of weighting has
no great effect on the result of compensation. The essence of compensa-
tion here lies in a more prominent deformation of the quantities contra-
dictory to the system of observation as a whole.

4) The formation of all the types of equations described being com-
pleted, we bring them to a form generally accepted in algebra by reali-
zing the conventional symbols , . (except for the equations of the coordi-
nates already written in this form), we then divide every equa-
tion by the corresponding mean error and obtain as the
result of this operation a ,,weighted” system of equations of errors in the
typical form

ax + by tecz+ ..1=0

with the coefficient cracovian @
from which we pass in a generally known manner to a system of normal
Gaussian equations

|aa) @ + [ab] y + [ac]z . . . + |al] =0, etc., etc.

with the coefficient cracovian a*.

After we have solved the system of normal equations we substitute
the walues of the unknowns in the sysem of the weighted set of equa-
tions of errors and find — as the result of this substitution — the rela-
tions of the corrections v which were o be determined to the correspon-
ding mean errors m.

The sum of the squares of these relations % — they could be called

relative corections — will enable us to determine the single mean error

vU
m, = —] Ny
mm

where n donotes the number of supernumerary ckservations in the sy-
stem. By multiplying the relative ccrrections by the corresponding m=zan
errors we determine the corrections v and improve the observations.
The formulae of the mean errors cf the unknowns will sustain no for-
mal change.
§ 11) The reader who has read this summary only may find it diffi-
cult to understand why the present author should have applied craco-
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vians, or more gererally speaking, group numbers, in his work to the
formulae essential to the problem, whose content could be expressed in
the symbols of ordinary algebra, e. g., the subindices and even the Gaus-
sian symbols so popular in the compensating computation. What made the
author use group numbers is that, based on the concepts of group num-
bers, the demonstration of the formulae used in his work is uncomparably
simpler than on the concepts of the algebra of individual numbers. Al-
though the demonstrations of the formulae applied were made in the
main body of the work, we demonstrate here the formula (5) on the ba-
sis of the concepts of the calculus of cracovians as presented on p. 17.

With some concentration of attention this will enable even a reader
far from being familiar with the algebra of group numbers to appreciate
the advantage of the application of these numbers.

It should be borne in mind that the question is to determine the value
of the change dx; to be undergone by he i-th unknown quantity, if the
k-th observation is given the suffix dl; To denote the column of the
unknown quantity in a set of equations of errors by x and the column

of observation terms of these equations by _l means to assume

Ei=nlayl v 5« J=%(B% s 5 5 T 5 OB

L=x@l. . . Jp. . .l

i

and then, as it may be easily verified on the bais of the definition of
the multiplication of cracovians, a set ¢f normal Gaussian equations will
express the cracovian equation

(the observation terms understcod to stand on the right-hand side of the
set of equations of error). By multiplying both sides of this equation by
the inverse of the symmetrical cracovian a’, which inverse will also be
the symmetrical cracovian (a°)”', we obtain

BEHGI=Laten)™ 5
After we apply the associative theorem to both sides of the equation,
we shall obtain

el st A = L by

where

Since because of the symmetry of the cracovian ¢’, a® = o’ and the
product (a¢*)”' @’ is a cracovian unit which, when written on the right

side of a cracovian does not change its value, we shall eventually obtain

=1k
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or, to put it more clearly

'II by 0 0y
l tis T -

= ]k fslx tik trh

. T T

By multiplying the column of observation terms, i. e., the cracovian 1,
by the successive columns of the cracovian t we obtain successively

unknowns as linear functions of observation terms.

So we shall determine the i-th unknown quantity by multiplying the
column of cbservation terms by the i-th column of the cracovian t.
It follows hence that if the k-th observation term is given the suffix
dl,, the i-th unknown quantiy will receive the suffix dl, f;. The value
14 or the value of the element situated in the i-th column and in the k-th
row of the cracovian t - (¢’)-'.t a remains to be calculated. Since, furt-
hermore, the elements of the i-th column of the cracovian (a)-' are, in
view of the symmetry of this cracovian, equal to the corresponding ele-
ments of the i-th row of this cracovian and, the elements of the k-th co-
lumn of the cracovian a are equal to the correspcndnig elements of the
I:-th row of the cracovian a, we eventually obtain

([.’l'i = (]lk ‘(i"')_i(,-)WE(b)
where the symbcl » denotes linear multiplication.

We suggest that the reader may try a demonstration of this relation,
bascd on the concepts of the algebra of individual numbers.



W razie ujawnienia w egzemplarzu ble-
du powstalego z winy drukarni, uniemozli-
wiajgcego uzytkowanie ksigzki zgodnie z jej
przeznaczeniem, nabywca ma prawo wy-
mienié ten egzemplarz w ksiegarniach ,,Dom
Ksigzki'* niezaleznie od czasu i miejsca za-
kupu. W przypadku braku odpowiedniego
egzemplarza wymiennego, ksiegarnia obo-
wigzana jest zwr6cié nabywey warto$é ksigz-
ki wedlug ceny katalogowej."
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