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Trasowanie osnowy geodezyjnej pod postacia siatki kwadratébw w opar-
ciu o podstawy rachunku wyréwnawczego i pojecie krakowianéw
transformujacych

1. W pewnych wypadkach celowe bywa zakladanie osnowy geodezyjnej
pod postaciag siatki kwadratow. Jezeli na osnowie tego rodzaju maja by¢ nastepnie
oparte pomiary o wysokiej dokladno$ci, co ma np. miejsce w realizacyjnych
pomiarach przemystowych, stuszne jest takie zorganizowanie trasowania zalozo-
nego z gory zespolu punktow, aby nieiylko osiagnieta zostala ekonomia pracy
w podjetych czynno$ciach geodezyjnych, ale jednoczeénie istniala moznosé¢
zgodnego z nauka unieszkodliwienia nieuniknionych we wszelkich czynnosciach
pomiarowych biedow przypadkowych pomiaru, jak réwniez istniala moznosé¢
i fatwo‘¢ poprawnego naukowo scharakteryzowania dokladnosci osiggnietych
rezultatow. W niniejszej pracy postaramy si¢ w sposob naukowo poprawny sfor-
mutowac¢ zagadnienie wytrasowania zespolu punktéw geodezyjnych tworzacych
sie¢ kwadratow oraz rozwigza¢ to zagadnienie w oparciu o pojecia rachunku
krakowianowego Banachiewicza. Okaze sie ze zgodne z nauka rozwigzanie zadania
staje sig¢ tu jednoczesnie—jak to czesto bywa-—rozwigzaniem najkrotszym, na co
warto moze zwroéci¢ specjalng uwage oséb kierujacych przebiegiem procesu pro-
dukcji geodezyjnej, tak czesto niestety niedoceniajgcych ekonomii naukowego
podchodzenia do spraw.

Aby niniejsza praca mogla by¢ w peilni wykorzystana rowniez przez osoby
nieznajgce rachunku krakowianowego, rozpoczynam od ogélnego sformulowania
zagadnienia oraz opisu postepowania technicznego, przenoszac na koniec dowody
wymagajgce znajomosci rachunku krakowianowego.

2. Wyobrazmy sobie, ze siatka kwadratow zostala na gruncie wytrasowana
przy uzyciu takich czy innych $rodkéw technicznych, lecz z zachowaniem wa-
runku aby réznice miedzy nominalng t. zn. zalozonag dlugosciag boku kwadratu
a zmierzong dilugoscia boku byla w kazdym wypadku dostatecznie matla, izby
mozna drugg potege tej réznicy pomnozong przez 10 i podzielong przez diugos¢
boku kwadratu uzna¢ w danym postgpowaniu za wielkos¢ zaniedbywalng.

Tak np. przy trasowaniu sieci 100 metrowych kwadratow dopuscimy takie
jej pzyblizone wytrasowanie, aby réznica miedzy dowolnym zmierzonym bokiem
a 100 metrami nie przekraczala 0,10 metra w tym wypadku jezeli uznajemy za
wartos¢ zaniedbywalng (0,01. 10) : 100 = 0,001 metra tj. 1 mm.



Niech znaki geodezyjne przy trasowaniu zostang przy tym zrealizowane —
zgodnie zreszta z istniejagcym zwyczajem — pod postacig kamieni betonowych, na
gornej plaszczyznie ktorych umieszczono plytki metalowe z wkreslong siatkq
centymetrowa zorientowana do tyczonego ukladu kwadratéw (osiagna¢ to najwy-
godniej przez naklejenie na metalowej tabliczce zastabilizowanego juz znaku
— siatki centymetrowej wykreslonej na kawatku kodatrasu; przyczym dostatecznie
doktadne zorientowanie do tyczonego ukladu kwadratow osiggnie sig przy uzyciu
kieszonkowej busoli).

Rys. 1

Po ukonczeniu czynnosci przyblizonego trasowania przeprowadzamy dokladny
pomiar zaréwno katéw jak i bokéw w kazdym kwadracie, przyjmujgc za punkty
geodezyjne punkty Srodkowe siatek centymetrowych. Nazywamy je dalej krétko
wpunktami zerowymi kamieni” Doktadno$¢ pomiaru bokéw i katéw koordynujemy
przy pomiarze tak, aby warto$¢ sredniego bledu wzglednego pomiaru boku byla
réwna wartosci radialnej $redniego bledu pomiaru kata.

Je$li wiec np. pomierzono katy z btedem S$rednim rzedu 20", to znaczy
w mierze radialnej 0,000 005.20=0,0001, wodwczas dlugosci bokéw powinny
by¢ mierzone ze Srednim bledem wzglednym rzedu 0,000 1, to znaczy bok 100
metrowy winien by¢ zmierzony z bledem Srednim rzedu 1 cm.

Podkreslamy, ze nie jest intencja autora sugerowanie tu takich czy innych
dokladnosci pomiaru w sieciach kwadratow, powyzszy wiec przyklad, ani tez
podany dalej przyklad liczbowy wyréwnania sieci o jednym kwadracie nie maja
na celu sugerowania takiego czy innego normalizowania dokladnos$ci; jakkolwiek
normalizowanie uwazamy tu za wskazane.

Poniewaz rezultaty przeprowadzonego po przyblizonym trasowaniu pomiaru
katéw i bokow obcigzone sg bledami przypadkowymi tego pomiaru, za najpraw-
dopodobniejsze warto$ci wspoétrzednych X i Y punktéw zerowych kamieni odnie-
sione do obranego ukladu osiowego XOY, (ktérego poczatek przyjmiemy w jed-
nym z punktéw zerowych kamieni za$ kierunek osi gléwnej wyznaczymy przez
ten i sasiedni punkt zerowy kamienia) uzna¢ musimy takie wartosci wspdirzed-
nych, z ktérych obliczone wartosci katéw i bokow dadza uklad obserwacyj
poprawionych o najmniejszej sumie kwadratow poprawek obserwacyjnych, dzie-
lonych przez kwadraty btedéw srednich:

V.V

] = minimum
my - My



Z uwagi na zalozona réwnos¢ bledow srednich wszystkich obserwacyj, waru-
nek ten napisa¢ tez mozna pod postacig:

[vv] +[w w] = minimum

przy czym v oznacza poprawke radialng kata za$ w poprawke wzgledna boku.
(Blizsze uwagi na temat poprawek podajemy dalej w czeéci teoretycznej).

Oznaczmy przez X. y. przyblizone wartosci wspoéirzednych punktu zerowego
pewnego kamienia. Niech przy tym te wspoirzedne bedg identyczne z nominal-
nymi, to znaczy zalozonymi w liczbach okragtych wspoéirzednymi tego punktu.
Oznaczmy dalej przez dx dy drobne poprawki, jakie w wyniku wyréwnania
opartego na warunku minimum dodaé¢ nalezy do wartosci wspoétrzednych nomi-
nalnych punktu zerowego kamienia dla otrzymania warto$ci najprawdopodob-
niejszych wspoéirzednych tegoz punktu. Wartosci

x,+dx oraz y.+dy

charakteryzowa¢ nam beda liczcbowo najprawdopodobniejsze — z punktu
widzenia dokonanych obserwacyj — polozenie punktu zerowego kamienia w odnie-
sieniu do obranego ukladu. Wynika stad jednak, ze chcqc wyznaczyé na
gruncie najprawdopodobniejsze z punktu widzenia dokonanych obserwacyj pofozenie

punkfu o wspoéirzednych nominalnych -— o co w zagadnieniu chodzi — wystarczy
od punktu zerowego kamienia przesungé sie w kierunku osi OX, o odcinek
skierowany dx=-—dx, oraz w kierunku osi OY o odcinek skierowany Oy =-—dy

co uzmysiawia zalqczony ponizej rysunek, a co wykonujemy w terenie przez
uderzenie punktakiem w odpowiedni punkt siatki centymetrowej na danym kamieniu.
Odcinki 0x dy nazywamy dalej , poprawkami trasowania’.

Rys. 2 Rys. 3

3. Wyznaczanie poprawek trasowania w oparciu o kazdorazowe formuto-
wanie zagadnienia w jezyku metody najmniejszych kwadratéw, to znaczy o ukta-
danie i rozwigzywanie uktadu réwnan normalnych Gaussa, bytoby bardzo ucigzliwe.
Ponadto musieliby$Smy tu zaklada¢ $wiadome operowanie rachunkiem wyréwnaw-
czym u osoby przeprowadzajacej trasowanie, co nie zawsze moze mie¢ miejsce.
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Poniewaz jednak potrzeby praktyki wyczerpuja tu kilka zaledwie rodzajow
siatek, wystarczy opracowanie kilku tabel liczbowych, odpowiadajacych obranym
typom siatek, pozwalajacych na czysto mechaniczne rozwiazywanie zagadnienia
wyznaczenia poprawek trasowania na drodze mnozenia kolumny ,rdznic obser-
wacyjnych”, to znaczy kolumny 1) réznic migdzy wartosciami teoretycznymi
katow % a ich wartosciami uzyskanymi z pomiaru « mnozonych przez dlugosé¢
boku kwadratu k, i 2) réznic miedzy dlugosciami bokow nominalnymi a otrzy-
manymi z pomiaru I, przez kolumny tabeli, ktérg nazywamy dalej , krakowianem
transformujgcym”. W wyniku pomnozenia kolumny réznic obserwacyjnych przez
pierwsza kolumne krakowianu transformujacego otrzymamy pierwsza poprawke
trasowania; w wyniku pomnozenia kolumny réznic obserwacyjnych przez druga
kolumne krakowianu transformujgcego, otrzymamy drugg poprawke trasowania itd.

Pomnozenie wreszcie kolumny réznic obserwacyjnych przez ostatnig, oddzie-
long punktami od poprzedzajacych ,kolumne sumowgq” krakowianu transformu-
jacego da wielkos¢, ktora — w wypadku bezbtednego wykonania wszystkich
mnozen — bedzie réwna sumie wszystkich poprawek trasowania.

Wartosci liczbowe réznic obserwacyjnych nalezy oczy-
0’ l2 A wiscie pisa¢ w takiej kolejnosci, w jakiej wypisano je we
_"y @ wzorze 1 oznaczono na umieszczonym obok wzoru szkicu
wyjasniajgcym. Otrzymane w wyniku rachunku poprawki

b Iy trasowania nalezy wpisa¢ na szkic polowy uwaznie obserwu-

jac kolejnos¢ ich oznaczenia we wzorze i na szkicu wyja-

:«R ﬂ $niajacym. Ponizej podajemy wzdr liczbowy i szkic wyjasnia-

e ly . jacy dla wypadku trasowania najprostszej siatki: pojedynczego
Rys. 4 kwadratu. (Rys. 4)

|
R

k| |—0,1667 —0,4167 0,1667 —0,5833 —0,1667 : —1,166 7

5

;=)

g‘—az)k —0,1667 0,4167 —0,1667 0,2500 0,1667 = 0,5000
=

2

- ~m)k| | 01657 —0,0833 —0,1657 00833 01667  0,1667
gx _J(F—a)k| | ote67 00833 01667 02500 —0.1667 - 05000

gxs (k—1,) 06667 0.5000 0 0,166 7 0 1,3334

YB (k— 1) 0 —0,1667 06657 —0,1667 0,3333 0,666 6

(k—1) 03333 05000 0 01667 00,6666

(k—1, 0 01667 03333 01667 06667  1,3334

Przyklad liczbowy

Po przyblizonym wytrasowaniu kwadratu zmierzono starannie jego katy i boki
otrzymujac dane uwidocznione na szkicu: (rys. 5)

Obliczone ze szkicu elementy kolumny roznic obserwacyjnych wyniosa
odpowiednio:
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0, A -+ 30".0,000004 848 . 200 = 0,029 1

ROBOIT g 000" — 100,000 004 848 . 200 = —0,009 7
- —70". 0,000 004 848 . 200 = —0,067 9

200,02 polowy 200,00 +20".0,000004 848 . 200 = 0,0194
pomtoru 200,00 — 200,02 = —0,0200

89°59°30" 89°5940° 200,00 — 199,97 = 0,0300
o 200,04 5 200,00 — 200,00 = 0,0000
Rfi5 200,00 — 200,04 =—0,0400

Mnozenie kolumny réznic obserwacyjnych przez kolejne kolumny krakowianu
transformujgcego najwygodniej wykona¢ piszac na pasku kartonu kolejne ele-
menty kolumny réznic i umieszczajgc ten pasek przed kolumnami krakowianu.

W wyniku mnozenia otrzymamy:

0’ A
dx;’ =—0,0247 \[ 0.028
1 ]
d x4 =—0,0306 i 0,041
dya= 0,0277 Szkic polowy
dxg = —0,0352 poprawek trasowania
dys — — 0,037 7
kontrola sumowa: —0,100 4 0.038
0 K 7
0,035
Rys. 6

4, W szczegdlnych wypadkach zachodzi¢ moze potrzeba scharakteryzowania
dokladnosci wyznaczenia punktoéw siatki kwadratow. Jezeli zalozymy ze bledy
wyznaczenia poprawek trasowania sa réwne zeru, co z uwagi na mate wielkosci
tych poprawek bedzie zupelnie usprawiedliwone, woéwczas doktadno$¢ wyzna-
czenia punktow w siatce kwadratow beda nam charakteryzowac srednie biedy
wsp6trzednych tych punktéw. Srednie bledy wspéirzednych m. m, mozna wyra-
zi¢ pod postacig iloczynéw statych dla danego punktu czynnikéw — oznaczmy
je przez Cx oraz C,— przez pierwiastek z sumy kwadratéw poprawek obserwa-
cyjrych [vv]. Dla rozwigzania zadania znalezienia bledéw $rednich wspéirzednych
punktu:

mx=cx-l/[—V—‘7] my=cy'l/[V_V]

wystarcza wigc zna¢ wartosci czynnikéw C dla kazedgo punktu siatki, oraz war-
tosci bezwzgledne poprawek v. Wartosci wspotczynnikow C najwygodniej napisa¢
przy kazdym punkcie na szkicu wyjasniajgcym. Wartosci poprawek obserwa-
cyjnych oblicza sie mnozac znang nam juz kolumne réznic obserwacyjnych przez
kolejne kolumny krakowianu ', ktéry moze by¢, podobnie jak krakowian {, dany
pod postacig gotowej tabeli liczbowej. ") B

‘) Nie odrézniamy tu poprawek obserwacyjnych od bleddw obserwacyj, gdyz nie chodzi nam
o wartosci v lecz o sume kwadratow [vv]. Chcac uzywac obliczonych wielkosci v do poprawiania
obserwacyj nalezaloby przy nich zmieni¢ znaki na przeciwne, co wynika z przyjetych oznaczen.
Taki rachunek nie jest jednak potrzebny w zagadnieniu trasowania.



Ponizej podajemy wzér liczbowy i szkic wyjasniajacy, rozwiazujacy zagad-
nienie wyznaczenia Srednich bledow wspotrzednych w wypadku trasowania naj-
prostszej siatki: pojedynczego kwadratu.

vi (i_a,)k —0,417 —0,250 —0,083—0,250 —0,167 0,167 0,167 —0,167 1

- az) k [|—0,250 —0,417 —0,250 —0,083 — 0,167 —0,167 0,167 0,167 —1

v (% - as)k —0,083 —0,250 —0,417—0,250 0,167 —0,167 —0,167 0,167 —1
b

"—ad)k —0,250 —0,083 —0,250 —0,417 0,167 0,167 —0,167 — 0,167 —1

Vd T

vy k—1, |[—0167—0,167 0167 0167—0333 0 0333 0 0

Ve - 0,167 —0,167 —0,167 0,167 0 —0333 0 0333 0

v, ko=, 0,167 0,167 —0,167—0,167 0,333 0 —0333 0 . 0

vy k—1, J|—0167 0167 0167—0167 0 0333 0 —0333 0
Cr=04F g §  C¥=0.55

C,=0 /) L \as| ¢, =047
I ly

C:=0 Cx=0.44
X ) /' X
Cy — 0 h 4. of %y B C_v o 0.47

Rys. 7

Przyklad liczbowy
Obliczymy $rednie bledy wspéirzednych w opracowanej uprzednio (str. 4)
siatce. Mnozenie znanej nam juz kolumny réznic obserwacyjnych:

0,0291 0,006 3
—0,009 7 0,004 0
—0,0679 0,008 7
0,0194 przezkolejne kolumny 0,0110 Stad: [vv]= 0,0003066
—0,0200 napisanego powyzej —0,0047 V [vv]==+0,0175
0,0300 krakowianu daje: —0,002 3
0,000 0 0,004 7
—0,0400 0,002 2

kontrola: 0,0300

Mnozenie pierwiastka z sumy kwadratéow poprawek obserwacyjnych -+ 0,0175
przez wziete ze szkicu wyjasniajacego wspoiczynniki daje.

mxo’ =+0,0175.0,47 = +0,008 My, = 0
Mea ==0,0175.0,55=£0010  mya=:-0,0175.0,47 =+ 0,008
M =00175.0,44=+0,008  mys=+0,0175.0,47 = =-0,008



Uzasadnienie teoretyczne

5. Zadanie sprowadza sie¢ do wyrazenia zespolu wartosci poprawek dx dy,
jakie doda¢ nalezy do zespotu przyblizonych wartosci wspéhrzednych x y wierz-
chotkéw siatki kwadratow, aby suma kwadratow znieksztalcen obserwacyj kato-
wych plus suma kwadratéw wzglednych znieksztalcen obserwacyj liniowych byla
najmniejszoscia ).

Znajac posta¢ rownania bledu obserwacji katowej.

dx. dyi|dxe dyp | dxc dyc

Iprzyb — %obs — V
AL B l—AP —Bp|—(AL— Ap) — (BL— Bp) T prare .

1

oraz posta¢ rownania bledu wzglednego obserwacji liniowej:

Lprays = Lobs

L

dx; dyi ‘de dyk
— Ak —Bik| Aix  Bix

mozna napisa¢ takie rownania dla kazdego zaobserwowanego kata i dla kazdej
zaobserwowanej linii w zatozonej sieci kwadratow™). Przy obraniu osi glownej
uktadu O X zgodnie z kierunkiem jednego z bokow obranego za wyjsciowy (00°)
i przyjeciu za jednostke dlugosci boku siatki kwadratéow, wartosci wspoéiczynni-

T : ’ v v 1A ) N A i - .
) Ogdlnie powinno by¢: [mn mo] [md md] = minimum, gdzie v i m, poprawka i sredni

btad obserwacji katowej, za$ v' i my poprawka i blad $redni obserwacji liniowej. Wprowadzajac
pojecie poprawki wzglednej obserwacji liniowej w = v':d, oraz bledu wzglednego obserwacji linio-
wej (Sredniego) M = my:d mozemy napisa¢ warunek minimum pod postacig:

v v w w
[ ] - [ ] = minimum,
my m, MM

Jezeli — zgodnie z przyjetym zalozeniem — $redni blad kata (rozumiemy go oczywiScie ciagle w mierze
radialnej) rowny bedzie $redniemu bledowi wzglad :emu pomiaru liniowego, to znaczy my = M, wow-
czas ostatnie réwnanie przybierze posta¢: [v v]-[w w]= minimum, ktérg to postacia poslugujemy
sig w tekscie gtownym.

*) dx; dyp, dxp dyp, dx; dyc sa tu poprawkami przyblizonych wspolrzednych punktow poto-
zonych odpowiednio: na lewym (L), prawym (P) ramieniu kata, oraz w jego centrum (C). Analo-
gicznie A; B; oraz Ap Bp sa wspolczynnikami kierunkowymi lewego i prawego ramienia kata-
Wspélczynniki kierunkowe zdefiniowane sg przytym jako stosunki przyrostow na osiach do kwadratu
odleglosci, to znaczy wyraznie dla kierunku z punktu ,i" na punkt , k" bedzie:

. (x —x;) i (ve—v)
T ey T e— X0 e

aprzyb — Cobs Oznacza roznice miedzy wartoscia kata obliczona z przyblizonych wspolizednych (w na-
szym wypadku przy przyjeciu wspélrzednych nominalnych siatki za przyblizone bedzie to kat prosty),
a wartoscia kata zaobserwowana. Innymi slowy bedzie to poprawka jaka nalezatoby doda¢ do wyniku
obserwacji dla otrzymania kata prostego.

Analogiczne sa oznaczenia dla réwnania bledu observ}acji liniowej, dokonanej miedzy punktami
i oraz k: dx; dy; dx; dy, sa poprawkami wyréwnawczymi przyblizonych wspolrzednych punkty,
poczatkowego (i) i koncowego odcinka i— k, A i B sa wspotczynnikami kierunkowymi odcinka i—k.

]przyb I,ps ~—— Oznacza roznice migdzy wartoscia nominalng i zaobserwowang odcinka.



kéw kierunkowych A B beda badz zerami, badz tez jedno$ciami lub mniej jed-
nosciami, co ogromnie utatwi zestawienie rownan bledéow. Tak np réwnanie
biedu obserwacji kata «; w sieci przedstawionej na rysunku mie¢ bedzie ksztalt:

A 8 4 4 D
0oz I apfa; o
l} i3
p o'r, I, ey o y dxc dyc|dxu dyu|dxc dyc F s e
Rys. 8 .

czyli pod postacig algebraiczna: —d yc— d xu+dx¢+dyc+ A, =va,. Oznaczyliémy
tu A« poprawke jaka nalezy doda¢ do zaobserwowanej wartosci kata dla otrzy-
mania jego wartosci obliczonej z przyblizonych wspoétrzednyeh: Ao = oy,pp — Gobser
czyli, przy przyjeciu za wartosci przyblizone wspoéirzednych ich wartosci ,,nomi-
nalnych”, Aa oznacza poprawke jaka nalezy doda¢ do wyniku obserwacji dla
otrzymania kata prostego. Podobnie réwnanie obserwacji linii I, w tejze sieci
mie¢ bedzie postac:

dxc dyc
1 0

dxc dyc

Iprzyb . 'Iobs
‘ —_—— —w
— 0

i L “ %

a wiec: —dx¢+dxc+Al,=w,, przyczym przez Al oznaczyliémy poprawke jaka
nalezy doda¢ do wartosci zaobserwowanej linii dla otrzymania jej warto$ci nomi-
nalnej, podzielong przez dlugos¢ linii:

A 1 ____lprzyb o Iobs

Znaczenie uzytych w roéwnaniach pomocniczych symboli operacyjnych ,iloczynu wyznaczniko-
wego” i ,iloczynu kolumnowego” wyjasniaja okres!enia:
a, bl
¢ 4

a, bgi....

s dz ’1=ald1—b1C1+02d2—bQC2...

oraz |a, b,|a, b,

o dx[Cz . ... 2=alcl+bldl+02c2+b2d2

Celem posiugiwania sie tymi symbolami pomocniczymi jest nadanie rachunkowi — zaréwno
liczbowemu jak i literowemu — wigkszej przejrzystosci.

Dla uzasadnienia stuszno$ci wzoréw na réownanie btedu obserwacji katowej oraz na réwnanie
bledu obserwacji liniowej najproéciej is¢ klasyczng drogq: wyrazi¢ warto$¢é wyrownana raz jako sume
warto$ci zaobserwowanej i poprawki obserwacyjnej, drugi raz jako sume wartosci przyblizonej i przy-
rostu jaki osiggnie rozwazana wielkos¢ (kat ew. dlugosc), gdy nadamy wspolrzednym okreslajacym te
wielko$¢ rozniczkowe przyrosty d x dy zamieniajace przyblizone wartosci wspolrzednych na ich
wartoséci najprawdopodobniejsze.

Przebieg potrzebnego tu rachunku rézniczkowania funkcyj:

¥ Yi—Yi
£ arc tang — < oraz 1= ]/ (xp—x)* (v —vi)?
X — X

Yp

o = arc tang —

Xp— Xc

nie wymagajgcy omoéwien pomijamy. Blizsze szczegély dotyczace lacznego wyrownywania ukiadu obser-

wacyj katowych i liniowych, oraz symboli pomocniczych i ich zastosowan podaje w publikacjach
Geodezyjnego Instytutu Naukowo Badawczego: N 13 i N 16, Warszawa 1952.
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Poprawki wspétrzednych punktu 0 obranego za zero ukladu beda oczywiscie
zerami: dx,=0 dy,=0. Réwniez zerem bedzie poprawka rzednej punktu 0’
dy, =0, gdy za kierunek osi giéwnej ukladu obrano prosta 00'. Po napisaniu
wszystkich réwnan bledow obserwacyj katowych i liniowych i doprowadzeniu ich
do postaci algebraicznej otrzymamy uklad réwnan liniowych o ilosci rownan
réwnej ilosci obserwacyj i o ilosci niewiadomych rownej podwdjnej ilosci punktow
w sieci, pomniejszonej o 3.

6. Dla wyrazenia z takiego ukladu ,réwnan bledéw’ symbolizowanego
zazwyczaj:

aix+biy+tciz....=Ltvi (i=12,...n),

niewiadomych jako funkcji liniowych wyrazéw wolnych, przy zalozeniu warunku
minimum, oznaczmy przez x krakowian kolumnowy niewiadomych, przez I krako-
wian kolumnowy wyrazc')w— wolnych, przez v krakowian kolumnowy poprawek
obserwacyjnych, oraz przez a krakowian wspotczynnikéw uktadu rownan btedow,
uszeregowanych tak, jak népisano je w tym ukladzie. Uktad réwnan biedow
napiszemy wiec krakowianowo jak nastgpuje:

X G=IT¥

za$ uklad rownan normalnych Gaussa wyrazi sie jak nastepuje:

Xoi =40

Po przemnozeniu obu stron ostatniego réwnania przez odwrotno$¢ (,inwers”)
krakowianu @® — zasymbolizujemy te odwrotno$¢ przez (a®)~' otrzymamy:

2{-92-(02":1-9-(02)“'

Zastosujmy do obu stron réwnania twierdzenie o laczeniu czynnikow w ilo-
czynie krakowianowym (,twierdzenie asocjatywne"”). Pamietajac Ze z uwagi na
symetrie krakowianu a@* bedzie: ta* = a@*, otrzymamy:

x -[(@®)" @ =1[(@)~" -<d]

Poniewaz (a“)— a-—'l: (okreslenie odwrotno$ci), za$ pomnozenie krakowianu
przez t nie zmienia jego wartosci, otrzymamy ostatecznie:

x=1[(a)"".7a]l lub: x=1.t, gdzie: t=(a%)'.7a I

Miedzy zespolami: niewiadomych dx i poprawek trasowania 0x zachodzi
zwiazek dx =— 0x. Poniewaz jednak w réwnaniach bledow obserwacy] katowych
i hmowych plsahsmy wyrazy wolne z lewej strony réwnan (str. 7), nie za-
chodzi tu potrzeba zmiany znaku, jezeli pozostawi¢ przyjete tam okreslenie
wyrazow wolnych.
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Dla znalezienia krakowianu przeksztalcajacego kolumne wyrazéw wolnych
ukiadu réwnan bledéw na kolumne poprawek obserwacyjnych vV zZwro¢my sie
do napisanego krakowianowo ukladu rownan bledéw:

x.ta=I+v czyli y=x.va—1

Podstawiajgc x =1.t otrzymamy: v=I1.t.ta—1 i ostatecznie:

v=I.(catt—1) lub: v=1.t' gdzie t'=ra.tt—1 l II

Dla obliczenia $rednich bledéw wspélrzednych punktu skorzystaé mozna

z tego, ze wyraziliSmy juz wspohrzedne jako funkcje liniowe spostrzezen. Mamy

mianowicie — jezeli odcieta X jest dla pewnego punktu g¢-ta za$ rzedna Y

r-ta niewiadoma. w ukladzie, i jez:li oznaczymy przez: ty; tgs lg; ... . elementy

q-tej kolumny krakowianu ( oraz przez tr tr, tr, ... elementy r-tej kolumny

krakowianu t, na wyrazenie od_ciqtej i rzednej tego punktu nastgpujgce réwnania
liniowe:

Xx=Xo+1lq -+ tgg-lo+tggls ... Y=VYot+ty Lt Lh+tyl; ...

gdzie xy oznaczajg najprawdopodobniejsze za$ X,y, przyblizone wartosci wspoél-
rzednych. Wynika stad zaraz ze kwadrat bledu s$redniego odcietej bedzie rowny
iloczynowi kwadratu $redniego bledu pojedynczego spostrzezenia m,> przez kwadrat
g-tej kolumny krakowianu {, zas kwadrat bledu sredniego rzednej bedzie rowny
iloczynowi kwadratu éredniego_ btedu pojedynczego spostrzezenia przez kwadrat
r-tej kolumny krakowianu t:

mx2=m02-t_qz my2=m02.£ra

Wielkosci t,® t*, oznaczane w symbolice Gaussowskiej dla kolejnych niewia-
domych ukladu przez [a«] [BF]... lub Q,; Qs ..., mozna zreszta otrzymaé bez
sumowania kwadratow kolumn krakowianu {. S3 one nam juz znane przez obli-
czenie krakowianu odwrotnosciowego (a®~'. Musza bowiem byé¢ roéwne elementom
glownej przekatnej tego krakowianu, to znaczy wyraznie:

Ly=@h'.... =@, =@

Wynika to z réwnosci krakowienéw (a*)~' oraz t*. Bedzie mianowicie:
£=[a)" caP=(a)".a - (@) = (@) @] ()" =(a)"
gdzie postuzyliémy si¢ znanym wzorem na kwadrat iloczynu dwéch krakowianow:
(A-BF=A (:BY).A
Ostatecznie wiec wzory na s$rednie bledy wspolrzednych punktu, ktérego odcigta
jest g-ta, za$ rzedna r-ta niewiadoma ukladu, napisa¢ mozna pod jedng z nastg-

pujgcych postaci:

7o T oy —1 e [T —1
mx=1In, '/ tq- my = mo '/ t-* lub: myx = m, ]’/(a-)qq] my = m, " (Cl )"I
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Poniewaz dalej miedzy srednim bledem pojedynczego spostrzezenia m,, suma
kwadratow poprawek obserwacyjnych [vv] oraz iloscig spostrzezen nadliczbo-
wych n, zachodzi znany zwigzek:

my, = ]f-l/nn—'[vvl

moiemy tez napisaéi my = CXI /[VYV] my = C,:-] ‘/.[V V]
(a®) ! 21
gdzie: Cy= La Vg &, ___]/(G o p
n, I

przy czym n, jest iloscig obserwacyj (katowych i liniowych lgcznie) zwigkszong o 3
i zmniejszong o podwojng ilo$¢ punktow w sieci.

7. Zilustrujemy teraz cate postgpowanie rachunkowe uzasadnione powyzej,
przeprowadzajac kompletne postgpowarie rachunkowe zwigzane z opracowaniem
krakowianéw stuzgcych do wyréwnania najprostszej sieci: pojedynczego kwadratu.

Przyjmujgc oznaczenia podane na zalgczonym rysunku: napiszemy rownania
bledow opierajac sie na wzorach podanych na str. 7. Poprzestajemy przytym na

wypisywaniu elementéw wspoétczynnikowych rownan bledow, Ao o,
zaznaczajac punktami miejsca wyrazéow wolnych dla oblicze- y %
nla odwrotnosci nieistotnych. i 7
Piszemy najpierw wszystkie rownania obserwacji kato- ! %
wych w kolejnosci katéow 1 2 3 4, potem wszystkie rownania r_’% ﬁ
obserwacji liniowych w kolejnosci linii 1 2 3 4. Otrzymamy: 0 lq 8
Rys. 9
dx,, 0 |dxs dys| O 0 0 0 |dx,, 0|
1 0] 0 =1 }—1 1|y =1 B 4 g
dxa dya| O 0 |dx,, O dx,” 0 |dxa dya|
0 1 1 0 |—1 —1 |, 0 —1 0 1],
dxg dysldx,’, 0 |dxa dya dxa dya|dxs dys|
—A 0 0 1 1 —1 |, 1 0 |—1 0 |,
0 0 |dxa dya|dxs dys dxg dys| O 0
6 —1 |—t 0 . g [ eres 0 4 I 0 —1 |,

Przepisujgc ten uklad pod postacig tabeli wspoétczynnikowej otrzymamy:

dx,, dxa dya dxs dys

0 0 0 =i 0
— 1 0 0 0 3 —2 —1 0 1
1 —1 —1 0 1 l—z 3 1 —1 —1
0 0 1 1 4 X =fF & B3 % —2
=y 4 4 0 0 skad a*= | O =1 T F e
0 0 1 0 0 l 1 —1 —2 —1 3}
0 1 0 ~—i 0
0 0 0 0 1
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Odwrotnos¢ ostatniego krakowianu wynosi *)

24 18 0 6 0

18 33 — 6 15 6 1

0 —6 24 — 6 12 36

6 15 — 6 21 6

0 6 12 6 24
Mnozac znaleziona odwrotnos¢ (a*) ' przez transpoze krakowianu wspétczyn-

nikowego ta znajdziemy krakowian (a*)~'.ta=1t shuzacy do transformowania

réznic obsefwacyjnych na niewiadome poprawki w mys$l rownania x=1.1.
Znajdujemy: =

(a‘z)—l i

24 18 0 6 0) ( 00— 1 0 1 0 0 0
L |18 B —6 15 6 I o 1t -1 0 0 0 1 ol
10 —6 24 —6 12!.J 0 0 —1 1 0 1 0 ol=r
36]6 15 — 6 21 6 —1 0 0 1 0 0 —1 o
| 0 6 12 6 24 06 0 1 <=1 9 0 @ 1
- 6 —3i =—=§ 2wl el A =
6 15 = B 9 6 —2 &5 -2 B8 3
6 3 — B 3 6 2o -3 1 2
6 3 6 9 611 _ 1 8 1 2 § =3
=) 24 18 0 6 0f3 120 8 6 0 2 0
8 —6 D —6 12 O =% B =8 i
12 18 0 —B 0 & B8 0 =2 0
0 6 12 6 24 0 2 4 2 8

Tym krakowianem, ktérego elementy napisano pod postacia utamkoéow dzie-
sigtnych, postugiwaliSmy si¢ w przykladzie liczbowym na str. 4:
Dla obliczenia krakowianu ' przeksztatcajacego roznice obserwacyjne na

poprawki v zrealizowa¢ musimy dzialanie: t’=rg.rt—£. Otrzymujemy:

0—1 1 0 1 0 00 [-=2—2 2 2 8 0 4 0

0 1—1 0 0 0 10[=5 5—1 1 6-—2 6 2|
=) 0 0—1 1 0 1 o ot 2—2-2 2 o0 8 o 4l’_
—1 0 0 ¥ 0 o0— ol =2 3 1 3 p—p_p =12

G 6 11—t 0 0 0 ill2 2 2-2 0 4 0 8
7—3—4 82 2 P9 LB feBed 9 P3

—3 #—3—1—2-—2 2 2 —3—-5—3—1—2—2 2 2
=3 B8 =02 2 —1—3—5—3 2—2—2 2
348 3 9 PP . |—3—1-3-5 2 2-—2-2|1
=Tl—2—2 2 2 8 0 4 of®U=\ 2.2 2 24 0 4 ofiz
2—3—3 2 0 & 0 4 X%aP -2 2 0—4 O #

g 29-—3—3 4 0 B 0 2 299 4 Pl P

—9 B8 29 0 & O 8 ~9 2 9-=2 0 4 0—4

*) Obliczyliémy tu odwrotno$¢ w oparciu o pojecia wyznacznikowe, to znaczy jako tabele mi-
nordw wyznacznika, ktérego tabela jest identyczna z tabela danego krakowianu, dzielong przez war-
tos¢ wyznacznika. Dla duzych tabel takie obliczanie odwrotnosci staje sie niestychanie ucigzliwe
i lepiej jest oblicza¢ tam odwrolno$¢ w oparciu o pojecie rozkladu krakowianu na czynniki.
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Tym krakowianem, ktérego elementy napisano pod postacig utamkoéow dzie-
sietnych, postugiwaliémy sie w przykladzie liczbowym na str. 5.
Poniewaz kolejnymi elementami przekatnej krakowianu odwrotnosciowego
(@)~ sa odpéwiednie liczby:
24 38 24 2 2

36 36 36 36 36
za$ ilo$¢ spostrzezen nadliczbowych wynosi: 8 -+ 3 — 8 = 3, przeto warto$ci wspot-
czynnikéw C dla kolejnych niewiadomych:

X, Xa ya Xs ys beda odpowiednio réwne:

24 21 24
Cya=1/ Cus= l/ Clie=s ) =2
l/loa ]/108 =V 108 w08 TV 108

Cxy= 0,471 Cxa=0,553 Cya=0,471 Cyp==0,441 Cys=0,471
Tymi wspolczynnikami postugiwalisSmy sie przy rachunku na str. 6.

8. W niniejszym zeszycie ,Prac Geodezyjnego Instytutu Naukowo Badaw-
czego' znajduje sie zesp6t krakowianow transformujacych dla trasowania sieci
kwadratéow opracowany przez pracownik6w naukowych Instytutu inz. Jana Pana-
siuka i inz. Ireneusza Gombrycha. Wydaje mi sie ze ten zesp6l powinien wyczerpa¢
potrzeby praktyki i Zze raczej nie bedzie zachodzi¢ potrzeba opracowywania
krakowianow transformujacych dla poszczegdlnych wypadéw nieobjetych wyzej
wspomnianym zbiorem. Gdyby jednak koniecznos$¢ takiego rachunku zaszla—reali-
zujacy ten rachunek rachmistrz pamieta¢ powinien o konieczno$ci nieustannej
kontroli. Specjalng uwage, jak zawsze w rachunku wyréwnawczym, zwrocic
nalezy na poprawne zestawienie tabeli wspotczynnikowej ukladu rownan bledow a.
W toku rachunku nalezy natychmiast po obliczeniu sprawdza¢ zwigzki: a*(a*)™ =
oraz t*= (a*~', upewniajace nas o bezblednym obliczeniu odwrotnosci i krako-
wianu transformujqcego W kazdym mnozeniu krakowianowym nalezy oczywiscie
stosowa¢ kontrole sumowa.
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CTE®RH XAYCBPAHOT

PA3BWBKA M'EOJE3MYECKOM OCHOBbI B BWMIOE CETU KBALPATOB C [PH-
MEHEHWEM YPABHHTEJIbHOIO BbIHHUCIIEHHWA W NMOHATHUYA TPAH CHPOPMU-
PYIOLLIMX KPAKOBSHOB

COOEPXAHHE

Onwupaack Ha OCHOBAX ypaBHUTENLHOTO BbIYUCIEHWH, aBTOP 3aHWMaeTcsd npobne-
MOW pa30WBKM CeTM KBaapaTOB, $BNSIOLMXCA OCHOBOHM reofe3vvyeCckoi CbEMKH Ha
TEPPUTOPHUK MPOMBILINEHHbIX npeanpusatuid. [locne npudnukeHHoW pa3dbusBku M CTa-
6unusauuM 3HaKOB, MPOMU3BOAMTCS TOYHOE M3MEPEHHWE YINOBbIX U JIMHENHHbBIX 3NIEMEH-
TOB CETH, NMpPUHUMAZd 3a reofe3uyeckue TOYKW ,HYJNIE€Bble TOYKW 3HAKOB', T. €. TOYKH
nepeceyeHMs oCeit CAaHTUMETPOBbIX CETOK, HAHECEHHbLIX Ha 3HAaKaX U OPUEHTHUPOBAHHbIX
OTHOCHUTENIBHO TpacHMpyeMoir cucTembl kBampatos (puc. I).

[Tpy 3anoskeHnn MMHMMYyMa CymMbl KBAnpaTOB MOMPaBOK BBIYMCAIETCH B MONY-
YEHHOW CHCTeMe KOMMIeKC BekTopos Ox 4 Oy, AAIOWMX MEPEMELLEHHUS MPUHATBIX
reoge3nyeckux Toyek no ocsm X M Y ON9 MOJiyyeHUs BEpPOATHEHILHX MOJIOKEHHWH
BEPLUMH CETH KBafpaTOB OTHOCHTENbHO TOYKY W HanpaslieHWs, MPUHATBLIX 32 HMCXOA-
Hble (puc. 2 u 3).

Briuucnenne BekTopos monpasok Ox M Oy CBOAMTCA K BbINOJHEHWIO OLHOrO
YMHOEHHs MO MpaBuiaM YMHOKEHHWS KpakoBAHOB (Mnu mMaTpuu):

Xl

roe X — KpakossH (ctonSeu) uam martpuua (CTPOKa) MCKOMbBIX BEKTOPOB MOMpPAaBOK,
] — ecTb kpakossH (cTonbeu) wmi maTpuua (CTpoka) NMOMpaBOK, KOTOPbIE ClEno-

Bano Obl BBECTM B MTOrM YrioBbIX HaOMIOAEHWH AN MONyreHus NpsMoro yrna 2,
YMHOXa€EMbIX Ha ANHMHY CTOPOH WM KBajpaTa M MOMNpPaBOK, KOTOpble ClefoBano Obl
BBECTH B MTOrM JIMHEMHBIX M3MEPEHMH, YTOOb!I NONYYUTb HOMUHANbHYIO AJIMHY CTOPOH
KBappaTOB, HaKOHel t eCTb KPakOBAH (WA MaTpuua), 3N1€vMeHTbl KOTOPOro 3aBUCAT
TOJIbKO OT 4YMCNa KBaApaTOB B HanpasneHun obeux ocel cucTeMbl. [IpHHAT nipu
3TOM MOCTYNST TaKOro COrnacoBaHWs TOYHOCTHU YIJIOBBIX W JIMHEMHBbIX HabnogeHud
B CeTH, 4TOoObl cpeaHds owubka HabnogeHWs yria, BblpameHHas B panquaHax, pasHi-
nacb cpefHed OTHOCHTENbHOH OLUMOKE W3MEPEHUS ASIMHBI.

Ecnu HysHO, MOKHO Takke JNerko BbIYUCIUTb CpeaHHWE OLWMOKU OMNpeaeseHus
TOYEeK CeTH Mo ocCsaM cucTembl. [lns 3TOH Uenu BbIYUCAYEM CyMMbl KBagpaToB nonpa-

BOK HabnepeHwui:
vvl=(.0)

rae I — ysKe OroBopeHHas Bblllle BEJIMYMHA, a { — 3TO KPAKOBSH, 3/IEMEHTbI KOTO-
pOro 3aBMCST MCKIIOYMTENIbHO OT YWC/ia KBapaTOB CETH MO OCIM CHUCTEMbl. YMHO-
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asg KOpeHb W3 CyMMbl KBaJpaTOB WCMPaBNSiOWIMX TONPaBOK Ha HEKOTOopble,
NOCTOSHHbIE NS KaskQOH TOYKM B 3apaHHOM ceTH, Koadpduunentol Cx u C,, nonyyaem
cpepHUe OWMOKM OrnpeneneHus TOYKH:

me=V[vvl.Cx  my=V[vv].C,

Yucnosble Tabnuubl t ¥ ' ang camor mpocToi $HOpMbl CETU: OOMHOYHOrO KBagpara,
BBIYMCAEHBI C TpUnoskeHnem obuied Teopuu. [laH 4uCnoBoOM nMpuMep ypaBHHUBAHMS
B cnyyae opvHouyHoro ksappata (puc. 4 u 5).

lMpunaratorcs Takke 4WCIOBble TabnWLbl BeNWYMH t U I ANg TUMHYHBIX, BCTpeYa-
€MbIX Ha TpaKTHKEe CeTeM.

(Boluncnenus npousseny uHxk. 9. MNanaciok u uHk K. Tom6pbix).

STEFAN HAUSBRANDT

TRACEMENT DE LA CHAINE GEODESIQUE SOUS LA FORME D'UN RESEAU
DE CARRES A L'APPUI DES PRINCIPES DE CALCUL DE COMPENSATION ET DE
NOTION DES CRACOVIENS TRANSFORMABLES.

RESUME

L'Auteur discute le problemé de tracement du réseau de carrés constituant
la base des mesures géodésique sur les terrains industriels a l'appui des principes
de calcul de compensation.

Aprés un jalonnement approché et une stabilisation des pierres on exécute
l'arpentage précis des, éléments angulaires et linéaires du réseau en prenant
comme points géodesiques les ,points zéro des pierres”, c’est a dire points
d'intersection des axes des réseaux de carrés (de 1 centimétre) qui sont tracés
sur les pierres et orientés au systéme jalonné. (fig. 1)

En se basant sur le postulat minimum de la somme des carrés des correc-
tions d’'observations dans le dit systéme on calcule l'ensemble des vecteurs
d0x, dy, des quels il faut déplacer les points géodésiques déja mesurés soit
vers l'axe X soit vers l'axe Y pour fixer la position la plus probable des points
angulaires de réseau de carrés et cela en rapport au point et a la direction
de départ (fig. 2 et 3)

Le calcul des vecteurs de correction dx Jy se réduit & une seule multipli-
cation cracovienne (soit a la multiplication de matrice):

x=1.t

ou le x est un cracovien de colonne (soit une matrice de ligne) des vecteurs
recherchés, le 1 est un cracovien de collonne des corrections les quelles doivent

étre ajoutées aux resultats des observations angulaires pour avoir un angle droit %,
multipliés par la longeur du co6té de carré et corrections laquelles il faudrait
ajoutér aux resultats des observations linéaires pour avoir la valeur nominale
du coté de carré; enfin le t est un cracovien (soit une matrice) dont les éléments

dependent uniquement de la quantité de carrés qui se trouvent dans deux direc-
tions des axes perpendiculaires.
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Il faut tenir compte qu'on part de tel principe que la correction d’exactitude
desmesures angulaires et linéaires de réseau doit étre fait de telle maniére que
I'erreur moyenne relative de la mesure de longeur.

En cas de besoin on peut facilement calculer les erreurs moyennes de fixa-
tion des points de réseau en direction des axes de systéme.

Ainsi on obtient en calculant la somme des carrés des corrections d'obser-
vation:

vvl=(.t)*

ou le I a une signification ci-dessus expliquée et le t' est un cracovien, dont les
éléments dependent uniquement de la quantité de carrés qui se trouvent dans
deux directions des axes du systéme.

En multipliant la racine de la somme des carrés des corrections compensa-
trices par les coefficients stables pour chaque point dans le réseau donné C. C,
on obtient les erreurs moyennes de fixation des points:

mi=}[vvlCc my=V[vv] Cy

Les tables numériques t et t' pour un cas le plus simple de réseau: un simple
carré, on a calculé avec l'explication de la théorie en lignes générales.

On a inseré aussi un exemple de calcul de compensation se rapportant
au carré simple. (pages 4 et )

Les valeurs des tables numériques t et ¢ pour les systémes des réseaux de
carrés typiques qu'on rencentre en pratique sont publiés dans ce volume a part.

(Elaboration de calculs — ingénieur Jan Panasiuk et ingénieur Ireneusz
Gombrych).
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