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WSTEP

Jezeli w pewnej dziedzinie prac rachunkowych zachodzi czesto potrzeba wykonywania dzialai o tej
same]j tredci formalnej staje si¢ celowe wprowadzenie symbolu pomocniczego zast¢pujacego zwykla
symbolike algebraiczna. Tak np. jezeli czesto zachodzi potrzeba obliczania wielkodci x, zwiazanej
z danymi cyfrowo wielkoéciami a b ¢d réwnaniem:

x =ad—be
celowo jest wyrazaé zwiazek pod postacia wyznacznika:
a bl

c d

gdyz posta¢ ta dzigki symetrycznej budowie jest latwiej przyswajalna pamigciowo i mniej rozprasza-
jaca uwage rachmistrza. Dzigki ustalonej raz na zawsze przez definicje wyznacznika zmianie znaku
w jednym z iloczynéw, wystepujacych w omawianej operacji rachunkowej, rachmistrz wykonuje te
zmiang, w sposéb zupelnie automatyczny nie analizujac za kazdym razem jej algebraicznej treéci.
Rzut oka na zespél elementéw liczbowych:
b

c d
napisany pod postacja tabeli, oraz na zasymbolizowany tak czy inaczej ,,rozkaz* wykonania dziala-
nia wyznacznikowego sugeruje juz rachmistrzowi mnozenie elementéw polozonych na gléwnej prze-
katnej tablicy zgodnie z regula znakéw oraz mnozenie elementéw, polozonych na drugiej przekatnej
tablicy niezgodnie z regula znakéw. Jezeli dzialania wykonano na arytmometrze — co w nowoczesnych
rachunkach zawsze ma miejsce — nie kasujac w czasie rachunku licznika rezultatowego, pozostaje
odczytaé na tym liczniku warto$é obliczonej sumy iloczynéw.
Analizujac rachunki geodezyjne z punktu widzenia formalnego mozna zauwazyé, ze wiele z tych ra-
chunkéw daje sie latwo sprowadzié do nastepujacej postaci: dany jest zespol wielkodci

b . o . &~ b 2 b-)

d wzglednie kilka takich zespolow :: d: i; d;
za$ wielkoéci poszukiwane w zagadnieniu wyrazaja si¢ badz to pod postacia wyznacznika tabeli danych
elementow:

ad —be  wzglednie sumy wyznacznikow: a;d; — bye; + aydy — baes ...

badz tez pod postacia sumy iloczynéw elementéw polozonych w tych samych kolumnach:
ac4{-bd wzglednie a,c; + byd; 4 ase, +bod, ...

Obliczenie wartoéci tych dwéch podstawowych funkeji elementéw zespolu: ,,iloczynu wyznaczniko-
wego“: ad—bc i ,jiloczynu kolumnowego: ac-tbd stanowi zreszta przewaznie pierwsze stadium ra-
chunku. Wielkoéci, ktére sa ostatecznymi niewiadomymi zagadnienia wyrazaja si¢ badz to jako sto-
sunek iloczynu wyznacznikowego lub iloczynu kolumnowego do sumy elementéw jednego z wierszy
zespolu, wzglednie do sumy kwadratéw elementéw jednego z wierszy zespolu, badz tez jako stosunek
iloczynu wyznacznikowego do iloczynu kolumnowego. Te okolicznodci sklonily mnie do wprowadzenia
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kilku symboli zastepczych, ktérych znaczenie wyjaéniam szczegélowo na poczatku pracy, i ktérych
uzywam nadal zaréwno w konstrukecji wzoréw jak i w rozwigzywaniu przykladéw liczbowych. Przy-
pisujac wprowadzonym symbolom wylacznie znaczenie porzadkujace — zaréwno w dziedzinie pojeciowej,
jak i w dziedzinie rachunku liczbowego — unikam zdecydowanie nawiazywania do rachunku wektorowego.

Takie nawigzywanie przyniostoby wprawdzie korzyéci pod postacia wybitnego skrécenia niektérych do-
wodéw; jednoczeénie jednak zdecydowanie zmniejszyloby przejrzystoéé formalno rachunkowa przez wpro-

wadzenie wicksze] iloéci liczb zespolowych (po dwa wektory dwuelementowe zamiast jednej tabeli cztero-
elementowej).



DEFINICJE I TWIERDZENIA PODSTAWOWE

Zespol wielkodei uporzadkowany pod postacia tablicy kwadratowej o czterech elementach, lub pod
postacia kilku takich tablic, zestawionych szeregowo, a wiec np.

| AX AY

4. |1 5 2 3]0 2 )
zespol. '2 7‘]ubl4 l | cOSe SIN(pi't'P'

7 5‘ Iub

bedziemy nazywali ,forma rachunkowa lub krécej: ,,forma* i symbolizowali gloska f wzgl. F ¢ itp.

Te¢ umowe mozna w sposob ogélny wyrazié wzorem:

ap byjag bp|----- ‘an by | 1
e dyfecy dy|----- len dnl
gdzie znak = jest symbolem identycznodci, stwierdzajacym, ze wybrana gloska f wzg. F ¢ oznaczamy

w skréceniu zespél tych, a nie innych wielkodci, i tak, a nie inaczej uporzadkowanych.
W rachunkach geodezyjnych celowo jest rozwazaé kilka prostych funkeji elementéw takiego zespolu.
Funkcjami tymi sa:

1) funkcja pierwsza f; lub ,,iloczyn wyznacznikowy*, czyli suma wyznacznikow drugiego rzedu, utwo-
rzonych z tablic kwadratowych zespolu:

I fi = ajd; —bye; + agdy — bye, 4 - -+ - apdy, — byey =27 (ajd; — byey) I N

2) funkcja druga f, lub ,,iloczyn kolumnowy*, czyli suma iloczynéw elementéw, tworzacych poszcze-
gélne kolumny:

|f._, - aje; 4 byd, +a2cz.,t.b._.dg+--..a,,c,,+bnd,,:x';(aic,+|,idi)| T

3) funkeja zerowa f, lub ,jiloraz gléwny*, czyli stosunek funkeji pierwszej do drugiej:

f_rl __ Y (ajdi — byc)) et 1t B lom® w8 oo RS0 SN
077 £, 7 X (agei 4+ bidy

4 i 5) funkcje wzgledne proste: pierwsza i druga, czyli funkeje fi i f, dzielone przez sume elementow
wiersza zespolu. Funkeje wzgledne proste bedziemy symbolizowaé umieszezajac przy symbolu zespolu f
wskaznik 1 lub 2 otoczony kétkiem: (1) (2) ; przy ezym dla zaznaczenia dzielenia przez sume elementéw
wiersza dolnego umieszczaé bedziemy wskazniki u-dofu, za$ dla zaznaczenia dzielenia przez sumg elementéw
wiersza gérnego-u géry przy symbolu zespolu. Bedzie wice wyraznie:

f| f’.’
foy= s (¢; + dj) fo)— s (¢; -+ dj) 5
O___h N B
i (a,+ bj) b= (aj + bj) T I

6 i 7) funkcje wzgledne kwadratowe: pierwsza i druga, czyli funkeje f, f, dzielone przez sumg¢ kwadra-
téw elementéw wiersza zespolu. Funkeje wzgledne kwadratowe bedziemy symbolizowaé przez umieszezenie
przy symbolu zespolu f wskaznika 1 lub 2 w malym kwadracie:



Dla zaznaczenia dzielenia przez sume¢ kwadratéow elementéw wiersza dolnego — umieszczaé bedziemy
wskazniki u dolu, za$§ dla zaznaczenia dzielenia przez sume¢ kwadratéw elementéw wiersza gérnego —
u gory przy symbolu zespolu. Bedzie wiec wyraznie:

fin it i
T S d) s iy
¢ SO | S 2 .- f2

S(a2 4 b?) X (a2 4 b?) S s

Nalezy dobrze sobie uswiadomié, ze symbol f (wzglednie F ¢ i t.p.) oznacza forme, tj. caly zespél;
podczas gdy symbol fi (wzglednie F; ¢i itp.) gdzie i jest jednym z wskaznikéw: 1.2.0. (1) 2) [
oznacza liczbe algebraiczng.

Z identycznoécei symboli f i :l' 3: ’ ﬂ": ({: wynika inny sposéb pisania f;
i ragas isaé mozemv: |2 Pi|-ccc|a ba
Tak np: zamiast f napisaé mozemy: ¢ i ’ sl el
. ool : " a; by ' ---|lay, by|
zamiast f, napisa¢ mozemy: |t | o d|, 1 tP

2. W celu przyswojenia podanych pojeé pozytecznie jest przerobié kilka przykladéw liczbowychs
przyjmujac za elementy form niewielkie liczby calkowite. Oto przyklady, w ktérych wypisujemy wyraznie
poszczegolne etapy rachunku, co oczywiscie przy rachunku maszynowym, wymagajgcym jedynie zapisania
rezultatow koricowych, jest zbedne.

Przyklady

3 4

Obliczajac funkeje f; f, fy formy: [ = ‘6 _ o | znajdziemy: f; =3(-2) ~4.-6 =30 f=3.6-}4(—2)=10
fi +'—30 . R . . |3 4 an [ B .
fo= —t;_ = 79 =3 Moze to by¢ tez napisane pod postacia: ’(, 2 LZ —6—24=—30 l 6 2 !2= 10 itp.
Dla obliczenia pierwszej funkeji formy podwéinej: F—|* 59— 7lnosemy stosowaé rézna kolejnoéé
P ) ) Y P Jnej 2 1|2—3 ) ]

poszczegdlnych etapéw rachunkéw:

1) mozemy obliczyé najpierw wszystkie iloczyny elementéw polozonych na przekatnych dodatnich:
4.1+46(—3)
5°2—T7+2=—4; skad fi= — 14 — (—4) = — 10. Przy rachunku maszynowym w pierwszym stadium

14 po tym — wszystkie iloczyny elementéw polozonych na przekatnych ujemnych:
tego rachunku nadajemy obroty w sensie zgodnym z algebraiczna regula znakéw; w drugim stadium —
w sensie przeciwnym. Zapisaniu podlega oczywidcie tylko koricowy rezultat rachunku f; odezytany
w okienkach rezultatowych arytmometru po ukonczeniu calego rachunku.

2) mozemy prowadzi¢ rachunek w granicach poszczegélnych tabel kwadratowych, znajdujac najpierw
wyznacznik: 4°1 — 52 = — 6, po tym wyznacznik: 6 (—3) 4 72=—4 skad: fi= — 6 —4=—10.

W pracy maszynowej ten sposéb postepowania jest naogél mniej wygodny ze wzgledu na wigksze
prawdopodobiefistwo omylek w znakach. Jednak w wypadkach, gdy celem rachunku sq jednoczesnie funkcje
J1 Jo elementéw pierwszej tablicy formy podwéjnej: F= (f¢) jak i funkeje Fy F elementéw calej tablicy F ra-
chunek w granicach poszczegélnych tablic skladowych bedsie oczywiscie wygodniejszy. Pozwala on bowiem za-
pisa¢ w trakcie rachunku wartosé fi za$ po jego ukoriczeniu wartosé F .

4.1—5-2—4-347.2

24+14+2—3 g

2

7
3

Funkcje wzgledne proste formy: F = ‘3 ‘lr’

‘ wynosza Fj)=

4248+ 144 <247-3. @
2 S

Foy=
Rachunek maszynowy funkeji wzglednych prostych rozpoczyna si¢ od zesumowania elementéw wiersza
dolnego (wzglednie gornego). Po zapisaniu sumy, kasujemy okienka rezultatowe arytmometru, obliczamy
warto$é f; ewentualnie: f; po czym — bez kasowania okienek rezultatowych, odezytywania i zapisywania
— dzielimy bezpoérednio rezultat przez zapisana sume elementéw wiersza.

Liczniki obrotow przed dzieleniem musza byé oczywidcie skasowane.



sk . p—[10 15 5—20 o _ —10—30410—20 —50
Funkcje wzgledne, kwadratowe formy: F—I 2 _1l—1 2| Wynosza: FII!" e ey E—"‘S
20 —15—5—40 —40

Rachunek maszynowy funkeji wzglednych kwadratowych rozpoczynamy od znalezienia sumy kwadra-
téw elementéw wiersza dolnego (wzglednie gérnego). Po zanotowaniu wartoéci sumy kwadratéw, kasujemy
okienka rezultatowe arytmometru, obliczamy wartoéé f; ewentualnie: f; po czym — bez kasowania okienek
rezultatowych, odczytywania i zapisywania — dzielimy bezpoérednio rezultat przez zapisang sume kwa-
dratéw elementéw wiersza. Liczniki obrotéw przed dzieleniem musza byé oczywiscie skasowane.

Wydaje si¢ sluszne zilustrowaé na niewielkim przykladzie celowosé wprowadzenia proponowanej symbo-
0 liki. Zagadnienie orientacji osiowej peku prostych (patrz rysunek obok) mozé byé
1 rozwigzane przez zastosowanie ponizszego wzoru, podanego przez Délambréa:

o (i =Yy etgoy — (Xg — Xg) — (Yo —Y)) cotg ap + (X5 — X)
2 tg(:O (X; — Xj) cotg o) - (Y] — Y) — (X2 — Xp) cotg as — (Yo — Yy)

Wzér ten, prosty i efektowny z punktu widzenia trefei (wyraza on wielkoéé szukana bezposrednio
w funkcji wielkoéei danych, tzn. bez wprowadzenia wielkoici pomocniczych), nie jest prosty z punktu
widzenia formy. Wystarezy jednak wyrazié ten wzor przez proponowane uprzednio symbole, aby nadaé
mu forme przejrzysta i przydatna w rachunku liczbowym. Otrzymamy np:

o |AYg AXp [AYg2  AXp P

5 | AXgr AYq | AXy2 AY
tg CO = 1 cotgoy | —1 —ectgaz|o lub tez: —tg CO =

cotg o; 1 —cotgay —1 |o itp.
g o -] P

Niewatpliwie jedynie nieprzejrzystoéé wzoru Délambréa ujetego w ramy zwyklej symboliki algebrai-
cznej spowodowala, ze dzi§ jeszeze wielu rachmistrzow unika stosowania tego prostego wzoru i rozwiazuje
zadanie orientacji sztucznymi metodami i przy poérednictwie dodatkowych pojeé geometrycznych, obeych
istocie rachunku liczbowego i przedluzajacych czas pracy.

3. Z definicji (1-6) wynikaja oczywidcie rézne wlasnodci funkeji fi dajace si¢ zuzytkowaé do przepro-
wadzania dowodéw slusznoéci wzoréw, operujacych tymi funkcjami. Pomimo, ze nie uwazamy za celowe
badania wlasnoéci funkeji fi gdyz do ich wprowadzenia nie sklaniaja nas wzgledy natury poznawczej, lecz
korzy$ci rachunku liczbowego; podamy kilka wlasnosci funkeji zerowej f, uwazajac te wlasnoéci za intere-
sujace i pozyteczne.

1) funkeja f, formy f nie zmienia swej wartosci przez pomnozenie elementéw ktéregokolwiek wiersza
formy przez dowolna, rézna od zera, liczbe:

ab
cd

ka kb
c d

| a ])l

= |l Revdse

.
2) funkcja f, formy f nie zmieni swej wartoécei jezeli wszystkie elementy polozone na przekatnych
wzajemnie zmienia swe miejsca:

a b

‘ - d el
c djy

b aj

3) jezeli funkcje zerowe dwich form f i ¢ sa sobie réwne: f, — @y, wéwezas jest im tez réwna funkcja
zerowa formy: F=|f qzl lub F= ¢ f| otrzymanej przez szeregowe zestawienie form danych:

fy = 9o—— |f<P ]0 - !‘Pf’u = fo = o
4) Kazda liczba t moze byé napisana pod postacia:

b
a b
t 1i2lo

b a b .
T |(a—bt) (b4-at)|y b

1}

a
[a
t

gdzie a i b sa dowolnymi, réznymi od zera, liczbami.

5) Jezeli formy skladowe f¢ formy zlozonej: F=|f¢| maja odpowiadajace sobie polozeniem ele-
menty jednego z wierszy réwne, wéwczas forma, ktéra otrzymamy zestawiajac ten wiersz o iden-
tycznych elementach z wierszem, otrzymanym w drodze zesumowania odpowiadajacych sobie polo-
zeniem elementéw pozostalych wierszy, mie¢ bedzie t¢ sama funkcje zerowa (jak réwniez te same
funkcje pierwsza i druga), co forma F:
la b
cd

ab
cpdy o

ab
c

d

l lub
0

a b al])l‘ _|tad4-ay) (b+b1)l
(ccp) (d-+dy) cdly c d |,



Wiasnosci (1,2,4,5) wynikaja bezposrednio z definicji. Dla wykazania wlasnosci (3) mamy:

f.
|f<p |0 —fite lecz: f; =1, f, oraz @; =9,9, skad | fo !0 = fifzz-?i-*__%o;;’_z_ Z réwnoéci fy =

B2t
f.
wynika wige: |£¢ o —fo fzizz = fo = %o

4. Zastosowania geodezyjne funkeji fi podane dalej, moga byé uwazane za wnioski z nastepujacych
twierdzeni:

A. Tangens réznicy dwéch katéw (2—8) réwny jest funkcji zerowej formy, ktérej wiersz gérny tworza
B . z 5 . it
dwie jakiekolwiek liczby oxg oyg ktérych stosunek TSZ% réwny jest tangesowi odjemnika, za$ wiersz dolny

B 2 P .
tworza dwie jakiekolwiek liczby 8x, 8y, ktérych stosunek 8—1 réwny jest tangesowi odjemne;j:

gdzie —2\1—' =tgi(i= ap)
0 1 . . . . . . . . 1

| rele—ti= |22

B. Wartoéé niewielkiego przyrostu dx kata o w funkeji niewielkich przyrostéw: dx; dy, dx dy  dx,
dy_ wspélrzednych punktéw wyznaczajacych ten kat (punkt lewy, punkt prawy, punkt centralny) okresla
réwnanie:

i dxy, dyp | -dx, dy, dx. dyc

AL BL | —Ap, —B, | —(AL—Ap) —(BL—By) | s, Bl el g
gdzie A i B — z wskainikiem | dla lewego ramienia kata, oraz z wskaznikiem =dla prawego ramienia

kata — sa funkcjami przyrostéw wspélrzednych, okreslonymi przez réwnania:

= Ax . Ay
A_Ax:_}__\yz B_‘,hz.{_gyz LT OE RO S B R B3R O9
. g pAx . edy

lub przez réwnania: A = &% 1 Ay? B= A2 T By? T O A Y T

jezeli kat da chcemy otrzymaé wyrazony w sekundach (¢ = 206265” p= 636620°) '

ZASTOSOWANIA

5. Rachunek katéw. Niech LP C (lewy, prawy, centralny) beda trzy punkty, wyznaczajace kat o (rys).
Znajac wspélrzedne prostokatne tych punktéw, obliczymy warto$é kata z réwnania:

1) Oto dowody shisznodci twierdzen (7) i (8):

szwis & dyp _ : : :
(7) Podstawiajac e oraz ——- na miejsce 1g ¢ i tg 8 do znanego wzoru goniomelrycznego na tangens réznicy otrzymamy:

(> d3xp
dya _ dyp 3ya dxp — Byp8Xa
X 8X1 3, dxp dyadx3 — dyg qu 5x5 Sye
- = 2 AP B OYp
tg(a—B)= 3ya Bdys T 8xu 05 4 dyadyp | OXudXz + Oyadyp 3Xe OYa
Tdxa " dxp 34 8xp l o cand.

Wzér (7) moze wiee byé uwazany za ogdlnicjsze sformulowanie wzoru na tangens réznicy:

tga — tgf
%*—B) =Tt tga- tgp
) o) Y, - Y D) S, A z
B. Przyrost kata «, réwnego réznicy katéw kicrunkowych: CP i CL o — aretg ————— — arctg = -moze byé,
X, — X X, — Xc¢

przy zalozeniu dostatecznie malych wiclkoSci przyrostéw dxp, dxp dxc dyp, dyp dyc odpowiadajacych przyrostowi de kata o,
uwazamy za rézniczke zupelng:

oa oc o O o
da = \de L+ 5, 9% + "x < Faxc + 5y L +; .‘dep+ 2y
Ze za$ réiniczkowanie daje:
oo YL—Y YI —YC AYLC

- 0™ — =B, itd. itd.
o [H( x” Xp—Xpr X FOL-YPR T axiiavy

(analogiczny rachunek pozostalych pochodnych opuszezamy), otrzymamy ostatecznie:

[xp, dyp| dxp dy, dx, dy.

Qe B ARty Ay BB ek iy ) By oty < B, st mekipcs(Be Bl e
p P | o, —Dp), cn.d.
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— |8xr, Ayp
= | Ax, Ayp

0 S B OBV CRE B 2 &I

w ktérym -Ax; Ay, sa przyrostami wspélrzednych wzdluz lewego ramienia
P za$ Ax Ay  sa przyrostami wspéhrzednych wzdluz prawego ramienia kata o,
tzn. zupelnie wyraznie:
c Axp=xp—Xc Ayp=yL—VYc
Axp = xp — % Ayp =Yp—VYc =+ - + -+ + -+ - 12
Zespol giﬁ- i)yf; zestawi¢ mozna najpredzej przy pomocy podwijnej maszyny do rachowania. Wzér (11)
znajduje zastosowanie rachunkowe przy kontroli obliczenia wspéhrzednych w typowych zagadnieniach
triangulacyjnych, jak réwniez przy okresleniu wartosci ,.katéw przyblizonych* w zagadnieniach wyréw-
naweczych. Z punktu widzenia pojeciowego wzor 11 pozwala na szybkie algebraiczne formulowanie wielu
zagadnienn postawionych pod postacia geometryczng. 2)

%) Wezmy za przyklad tzw. zadanie Pothenota czyli zadanie wyznaczania wspélrzednych punktéw C (rys. obok),
-
(0] na ktorym zmicrzono kat ¢,, pod ktérym widoczny jest z punktu C odcinek 01, oraz
1 kat 4, pod ktérym z tego punktu widoczny jest odecinek 02. Oznaczajac przy x i y rzuty
-
odcinka CO na osi ukladu wspélrzednych napisaé mozemy dwa nastepujagce rdéwnania

typu (11):
b x y x y
t e az tg o, =
j" = £ M) (r Ao o 8“7 [k Axoa) (v Aoslo

c to znaczy w postaci algebraicznej zwyklej:

cotg a,-Ayp, x—cotg a,-Axgp, -y = x2 4 y2 - Axg,-x 4+ Ayo,-y 1 Jest to z punktu widzenia algebry ,,jednorodny*
oraz: cotg oAy, X—cotg oy Axpy+y = X? 4 y2 4 Axga-X 4 Ayge'y | uklad dwéch réwnaii- drugiego stopnia.

Rozwigzaé go najwygodnicj wprowadzajac jako pomocniczy zmienng stosunck niewiadomych %‘, =t (geometrycznie be-

—
dzie to tangens kata kierunkowego CO, Podstawiajac y = tx otrzymujemy uklad dwéch réwnan o zmiennych t, x:

cotg o, Ayp, X — cotg o, - Axgy - tx = x2 - t2x2 4 Axgy-x - Aygy-tx |
cotg ay Aygs X — cotg oy+ Axgy-tx = X2 - t2x2 4 Axgo- X - Ayga-tx | lub, po odjeciu i podzieleniu
przez X =0

cotg ay-Ayg, — cotg oy Aygy — COLE ay- Axgy-t - cotg - Axg, - t =Axgs — Axgy |- Ayge- t—Ayp, -t
t(Ax, cotg a; + Aygy — Axg, cotg ay— Ayg,) = colg ay Aygs — Axg, — cotg «y Ayyz —+ Axq,

cotg o, Ayq, j}\’fm — cotg a,Aygs + Axqy
Axg, cotga, + Aygy — Axo, cotga, — Ay,

stad t =

Jest to znany wzér Délambre’a na orientacje peku Pothenota. Po podstawieniu t do ktéregokolwiek z réwnan ukladu,
znalezé mozemy x. Jezcli wprowadzié forme¢ podwéjng:

i __| Axqy Ayou Axg, Ayos |
I‘—;_, fug | cotge, 1 |—cotga, —1
bedzie, jak latwo odczytaé: — =t = - Fy, czyli y =— Fyx. Pierwsze z réwnai ukladu po wyniesieniu przed nawias x

i pomini¢ciu nieinteresujacego nas rozwigzania daje:
—f, = x(1 4 Fy2) — Fo(Ayo, + Axg, cotg o) = x(1 4 Fp?) — Fy f,

Stad przyrost odcigtej migdzy danym punktem O i szukanym C wyniesie:

= £, —Ff, f, £,

@ =S Fo 1

thenota rozwiazuja wicc ostatecznie wzory, ktére uzywamy dalej (14): zauwazymy, ze wzdr na orientacj¢ peku Pothenota

Axpe = —x lub przy przyjetym oznaczeniu: Ax,.= za§ Ay, = —y = Fox = — F,-Ax,.. Zadanie Po-

Axg, Ayo, | Axg, Ayo, { f, £, l
= = g = 5 Ayoe = — Fqy A
Fo=|fo|m= cotgo, 1 —— cotga, —1 | AXoc Fo 1| Yoc g=2oc
mozna — wprowadzajac zamiast przyrostéw wspolrzedne punktéw na zerowym pierwszym i drugim ramieniu peku —
napisaé j. n.
F. = X0 Yo Xy 1 X2 Y2
8 Po = Yo = —(cotgu, —cotga,) o | cotga; 1 | —cotga, —1 g




Przyklad liczbowy

Ze znanych wspélrzednych punktéw 30.15.20 obliczymy wartoéé kata <7 30.15.20 = «

— 141050 899.95 6

15 *e872860 — _ 2 _ 399209 skad a= 84.53745
Y2 731645 —1908.20 —1804.35 |, 1067691

Przebieg rachunku jest tu przy poslugiwaniu si¢ pojedynczym

arytmometrem nastepujacy: 1) wprowadzamy odci¢ta punktu cen-

tralnego ruchem lewoobrotowym korby. 2) wprowadzamy odcigta

x :7375'-3 punktu lewego prawym obrotem korby i 3) odeczytujemy wartoé
ey przyrostu Ax (—1410,50) po czym. 4) przez lewy obrét korby wy-
20 ;’::Z‘;: prowadzamy wartoéé odcietej punktu lewego z licznika rezultatéw.

5) wprowadzamy odci¢ta punktu prawego prawym obrotem korby
i odczytujemy w okienkach rezultatowych wartoéé przyrostu Ax, (—1908.20). Analogiczne postepowanie
z rzednymi pozwoli nam zestawié¢ druga kolumne: 12?)91?;; zespolu. Dalszy rachunek objasnien
nie wymaga.

7. Weigcie wprzéd. Znajac wspohrzedne prostokatne punktéw A i B oraz katy « i w tréjkacie
ABC rys. mozemy obliczyé wspohzedne punktu C, realizujac wzor:

B ¢ F= | ¥a Xa | XB YB
I—l cothl 1" eotg ol | s 85 @@ &% %0853 13
x = I y =F

A

Przy zestawianiu formy nalezy pamigtaé, ze: 1) kotangensy katéw « i  wpisuje si¢ w porzad-
ku odwrotnym (ctg P pod Y, za$ ctg = pod Y), oraz 2) jednostka ujemna—1 napisana jest
pod odcigta tego punktu podstawy weciecia, ktéry bedzie poczatkowym punktem podstawy dla obser-
watora poruszajacego si¢ po obwodzie tréjkata zagadnienia ruchem prawoskretnym. Uzasadnienie
wzoru w odsylaczu '). Niezalezna kontrol¢ rachunku stanowi obliczenie wartodci kata C znanym
wzorem (11).

1) Sluszno$é wzoru na weiecic wprzéd (13) mozna krétko uzasadnié, opierajac sie na zwiazkach migdzy przyrostami
xA AY wspélrzednych prostokatnych, odniesionych do osi gléwnej ukladu a przyrostami Ad Ab wspélrzednych prostokat-
nych odniesionych do osi odniesiénia, tworzacej z osia gléwna OX kat @. Zwiazki te, ktérych slusznoéé uzasadnimy dalej
omawiajgc transformacje wspélrzednych, maja postaé (p. rys.).

C cos @ sing cosQ sing
AX = Ay =
Ad Ab |, Ad  Ab |,
Obierajac bok AB tréjkata wecigcia za o pomocnicza, ktérej poczatek znajduje si¢ w punkcie A, mieé
d P P jau) P
bedziemy:
AXap AYap AXap  AYap .y AXap  AYap
cOS QAR Sin QAR AB AB analogiczrie AYac =
AXpc = = = 1 ctga | 1 ctg o
ClC ACl _AB AB STICSERPESS S | TR
2 ctg X etg ctg.« 1 Y ctg 2z ctg

gdzie T cotg = cotg « -}~ cotg (. Otrzymane wzory mozna latwo doprowadzi¢ do postaci (13): Piszac je pod postacia alge-

braicznag mamy:

Xp—Xp) tga—(Yp—Ya) . . _Xateotga+cotgh)+ Xp—Xa) ctga— (Yp—Ya) _

X—Xp= ¥ cotg 3: X ¥ cotg
XacotgftXpotga—Yp+¥a _ .. o |Xa¥a | XsYs
I Y ctg =) B T L eogt Bl 1 cotg a

XB—XA—I—(YB—YA) ctg o 9 et Yalctg a—-}— ctg B)—f—XB-—XA—}-(YB—YA) ctg o
Y—Ys= 5 ). Xi= =

Y ctg & Y etg

~YactgP+ Ypetga+Xp—Xp

Y ets ) c. ud.
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Przyklad liczhowy
ctg 6391210=0.65416

) snalézieniu wartosei. kot oo
30 ;z:;/‘]i Po znalezieniu wartoéci kotangenséw: ctg 5281750 =0.93391
0
2 ; | 4270.15  3542.10 | 5754.77 4671.18 |
x= 42707 4 zestawiamy forme: f |
y=3542.0 | —1 0.93391 1 0.65416 |

skad, po zapisaniu wartoéci sumy elementéw dolnego wiersza: 1.58807 obrachujemy bezpoérednio:

Xy = 4170.72
Yy, = 4942.05

99.43 —1399.95 | 2190658

Kontrola rachunku daje: tg &= | 1505 _ 979,87 |,= S36707
e b . 0

= 4.0816¢, skad: oy, = 8477042
zamiast: 200%63% 1210 — 52% 1750 = 84% 7040
8. Wecigcie wstecz (zagadnienie Pothenota). Znajac wspolrzedne prostokatne punktéw 0 1 2, oraz

wartosci katéw o, i g, pod ktérymi z poszukiwanego punktu C widoczne sa odcinki 01 i 02 (rys.)
mozemy obliczyé wspolrzedne X Y punktu C realizujac wzory:

o ¥ I £ | - \’ AXOx AYO] i AXO-.: '-\YOz
Py =% 1 ctg ) 1 |—ctga, —1
e S ‘ 14
£, BT wen | e o RS REREAES
2 ‘-\Xoc—‘ Fo 1 ‘m AYoe = — Fo-A X

Niezalezna kontrole rozwiazania stanowi obliczenie wartodci kata 1 C 2 znanym wzorem (11).
Dla wygody rachunku za o odniesienia katéw C O przyjmowaé nalezy promien peku mozliwie
zblizony kierunkowo do osi gléwnej ukladu OX.

Uzasadnienie wzoru podalismy w odsylaczu na poprzedniej stronie.

Przyklad liczbowy

x= 495516 Po znalezieniu wartodci kotangenséw:

2 y= 575435
ctg 7455020 = 0.42341 ctg 127%8630 = — 0.46794

oraz obliczeniu przyrostéw wspolrzednych wzdluz odcinkéw widoczno-

7 @ 127 663 @ Sci 01.02 mamy:

5020,
o R Caaa
y=582042 | 727.05 —534.83 | 1505.06 —600.90 | — 270.372 }
F=|fo|= — = —0.25077
| 0.42341 1 | 046794 —1 1078.188
X=3450,10 0
y:635525 @ Realizujac wzory (14) nie nalezy zapominaé, ze najwygodniej bedzie

tu rachowaé w granicach form skladowych. Pozwala to na zapisanie
wartoéci funkeji f, f, w czasie rachunku, oraz funkeji F, F, po zakoficzeniu rachunku w granicach
calej tablicy. (Wartoéci funkeji F, oraz ich ilorazu F zapisano za tablica F).

953.50 - 226.99 |

=843.53 A Y, =+ 0.25077. 843.53 = 211.53
— 0.25077 1 m

AXoe =
X=4293.63
Dodajac do otrzymanych przyrostéw wspélrzedne punktu: 0=15, otrzymamy: Y::=6566.78

Sprawdzenie daje:
| 11648 — 746.36

= 1.11158, zamiast tg 5373610 = 1.11159
661.53 812.43 |y

g oyg.30.10 =
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9. Zagadnienie dwéch punktéw. Niech op oq op s beda wielkoéciami katéw dyrekeyjnych, odnie-
sionych do osi AB, ktére charakteryzuja polozenie punktéw A B w stosunku do ukladu punktéw zna-
nych. Rozwigzanie zagadnienia wyznaczenia wspélrzed-
nych prostokatnych punktéw A i B przeprowadzimy naj-
pierw w postaci ogélnej t. zn. zakladajac cztery rézne
punkty nawigzania P Q R S, a nastepnie dla szezegol-
nego wypadku podwdjnej identycznodci punktéw P=R
Q =25, zwanego zadaniem Hansena. W tym nieco waz-
niejszym praktycznie wypadku stosowanie ogélnej metody

rozwiazania niepotrzebnie przedluzaloby czas rachunku.

Rozwiazanie zagadnienia rozbié mozna na dwa etapy: a) zorientowanie peku, t.j.: obliczenie kat-
kierunkowego AB w odniesieniu do osi gléwnej ukladu OX, wzglednie tangensa tego kata, oraz b) wya
znaczenie wspélrzednych. W wypadku ogélnym zadanje orientacji rozwiazuja wzory:')

X Y, X Y X Y Xe W sy fr1y—
| 22 Yp o Yo R Yr s Ys | T ) -
cotgop 1 | —cotgaq—1 cotgor 1 |—cotg ag —1| f2) — 22

—>
Znajac kat kierunkowy osi AB (watpliwoéei przy okredlaniu kata z tangensa wyklucza szkic
—y — —> —>
sieci) obliczymy przez proste dodanie katéw dyrekeyjnych katy kierunkowe prostych AP AQ BR BS:
—_ —> —_— — — —> —> >
AP=AB+op AQ=AB+ 29 BR+AB4op BS=AB+ g
co pozwoli na znalezienie katéw przy podstawach w tréjkatach PQA oraz SRB i wyznaczenie wspol-
rzednych punktéw A i B w drodze dwukrotnego rozwiazania weigcia wprzéd wzorami (13).
Przyklad liczbowy zagadnienia dwéch punktéw w postaci ogélnej pomijamy.

Zadanie Hansena wygodnie mozna rozwigzaé¢ obliczajac kat utworzony przez przekatne czworoboku
wedlug wzoru: %)

AR | cotg A cotg B |
(e g
‘V COtg Yo= ,,7("0}%(:77 cotgD [ m v te e eme s s e e e 15A
X cotg

1) Obierzmy mna osi AB punkt O (X)Y,) i napiszemy dwukrotnic wzér na orientacje peku Pothenota, przyjmujac za
punkt zerowy punkt O za punkty pierwszy i drugi: raz P. Q i raz R, S

<

X Yo Xp Y X Y
— g AR = . N 2| oraz—tgoap =
—(ctgap—ectgq) O | ctgap 1 |—ectg o —1jp
. | XO Y, | XR YR » XS YS ‘
]—(ctg aR — ctg ag) 0 ctgar 1 |—ectgag —I1 »‘0
Mnozac dolny wiersz pierwszej z form przez ctg ar — ctg &s = S, zaé dolny wiersz drugicj formy przez —(ctgap—ctgarq)= —S,;

(ilorazy zmianie nie ulegna) , oraz laczac te formy w jedna (poréwnaj wlasnoéci funkeji f, str. 7 N. 3) wyeliminujemy
nieznane wspolrzedne X Y, otrzymujac:

e Ye] ¥ %
Spetgar —S)

—1goAB =

Xp Yp Xq Yo
S;etgap S, | —S,

clg ag —S, Syetgas  S; o

co dzielac dolny wiersz przez S; S, napisaé mozna w postaci (15).
2). Obierzemy przekatna czworoboku, od ktérej liczymy kat +y za of glowna ukladu i niech wspélrzedne punktéw
okreélajacych te¢ przekatng beda: X =1 Y =0 oraz X =0 Y =0 (rysunck).

Dwukrotne weigcie wprzod z tych punktéw pozwoli znalezé wspélrzedne punktow 1 i 2

X, —X

i okreéli¢ kat osiowy prostej 1 — 2 réwny katowi y wzorem: ctg y = ?' Y_l Rachunek weigé
s R
prowadzony wzorem (13) daje:
ctg C " —1 ctg D 1
X, = — b Y, = Xym——— Y=
ctg A ctg C ctg A - ctg C ctgB -} ctgD ctgB -+ ctgD
ctg Dctg A4 ctg C) —ctg C(ctg B4 ctg D) cotg A cotg B
stad: ctgy = ——— e e =| cotg C cotgD
ctg A 4-ctg B+ ctg C+ctgD —"ct"—l
o ]
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przy czym oznaczenie katéw wyjasnia zalaczony obok rysunek. Znajomoéé kata miedzy przekatnymi
pozwala na obliczenie katow przy podstawie weigé laczacej punkty dane w zagadnieniu i sprowadzenie
zadania Hansena do dwéch weigé wprzod.

Przyklad liczbowy

@ x= 638750 Dla wyznaczenia polozenia punktéw 32 i 36 zmierzono katy

Y= 690012  ograniczone na szkicu lukiem podwéjnym (pozostale wielkodei ka-
towe wpisywano przy rachunku w miar¢ ich obliczania). Obli-
czenie kata Y miedzy przekatnymi 32—36 i 24—16 daje:

ctg 9275260 ctg 56 ¥ 2350
ctg ¢ — | ctg 3972010 ctg 6675010

¥ ctg 2933191

0.117944 0.821073

1.413349 0.580825
= —0.372276

X
1=

a2 Obliczajac katy przy podstawie 24.16 w tréjkatach 16—24—36
= 5520.60

,;‘ %780 75 oraz 24—16—32 znajdujemy:
200 — 56, 2350 — 12276880 = 21" 0770
12276880 — 9275260 = 3071620

oraz:
122 ¥ 6880 — 66 " 5010 = 56,7 1870 i 2007392010 — 1226880 = 38" 1110

Rozwiazujac zadania weiecia wprzéd dla punktéw 36 i 32 z podstawy 24—16 (wzér 13) otrzymamy:

X, = = 5586.66 Y. = 6876.59

(1) = 009892 Yy, =1

(o) = 605142 Xy

=) =30

10. Zagadnienie wielu punktéw wyznaczonych z obserwacji katowych

Niech bedzie do wyznaczenia p punktéw w dowolnej sieci trygonometrycznej. Znajac wartoéci 2p
niezaleznych katéw, okreélajacych polozenie wyznaczanych punktéw w stosunku do ukladu punktéw
znanych, rozwiazaé mozna zagadnienie obliczenia wspolrzednych punktéw wyznaczanych w nastepujacy

sposob:
1) po obliczeniu przyblizonych wartodci wspélrzednych punktéw wyznaczanych — co osiagnaé
mozna np: na drodze konstrukeji graficznej — zestawiamy dla kazdego kata ,,ré6wnanie obserwacyjne‘:

dXL (lyL de dyp ch (]y(;

oprz—%bs =0 |. . . . ...
ki, By by | sphyisny B [ T e 16

w ktérym: dx dy sa poszukiwanymi poprawkami, jakie nalezy dodaé¢ do przyblizonych wartosci wspol-
rzednych dlla ich przeksztalcenia na wartoéei wspélrzednych spelniajace zalozone warunki (przy czym
jak zawsze wskazniki | odnosza si¢ do punktu na lewym ramieniu kata, wskazniki 8 do punktu
na prawym ramieniu kata, wreszcie wskazniki . do punktu wierzcholkowego kata) ¢
kata obliczona z przyblizonych wspélrzednych:

oz JeSt wartocia

=‘ Axp  Ayp ‘

tg opr
prz = | .
| Axp  Ayp o

s JeSt wartodcia kata. uzyskana z obserwacji.

Wielkosci A B (z wskaznikami | i, dla lewego i prawego ramienia kata) sa funkcjami przyrostéw wspoél-
rzednych wzdluz ramion kata, zdefinjowanymi przez réwnania (9). Wartodei liczbowe wielkodci AB naj-
wygodniej zreszta okreélaé¢ z nomogramu siatkowego wedlug argumentéw Ax Ay odezytanych na osiach.

2) Po zestawieniu dla kazdego kata réwnania obserwacyjnego w postaci tabelarycznej (16) — przy
czym oczywidcie wartoéei ABy podane sa liczbowo — otrzymamy uklad 2p réwnani liniowych o 2p
niewiadomych, ktéry rozwijamy, t. zn. wyrazamy pod postacia przyjeta w algebrze symbolizowana
ogolnie:

a;x —-|— l)iy + ¢z + ,,,,,, + L= O 2wt 6 @ NN e R B W R 18

i rozwiazujemy znajdujac poszukiwane poprawki wspélrzednych przyblizonych.
Najpelniejsza kontrole stanowi obliczenie wartodei katéw z poprawionych wspélrzednych.
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X:4509 1ds,

Przyklad liczbowy

Przebieg rachunku widoczny jest ze schematu: katy przyblizone i réinice %, — %, obliczone
w pierwszych czterech kolumnach. W piatej kolumnie wpi-

204 5% fg% 1 X® 509246 A 21 sano wartosci wspélezynnikéw AB. Wartosci te mozna spra-
y #4982 | &x Bt
wdzié obliczajac dla kazdego kata wyrazenie: | A B

p Bp o

ktérego wartoéé winna okazaé si¢ réwna tangensowi kata.

Szésta kolumna zawiera réwnania obserwacyjne poszezegdl-
4360 + dxg nych katéw napisane w postaci tabelarycznej (16). W ‘dal-
> y4623 . dy, szych kolumnach réwnania te doprowadzono do postaci al-
gebraicznej, tzn. napisano je pod postacia tabeli wspélezyn-
nikowej ukladu réwnan liniowych. Rozwiazanie tego ukladu

Z +)
y.4004 2

x:4009 + dxy
y: 3874 « dy,

réwnan daje:
Xy, = 4509 4 dx; = 450846 Y,, = 4003.86 X, = 4350.16

y.3190 10 Y,, = 4623.12 X,, = 4009.12 Y,, = 3874.21

x=3212 40 5 s y
18 )\y: 408235 Sprawdzajac wartodei katéw otrzymamy z dostateczng
dokladnoécia:
' — 158.30 619.26 —341.04 — 74891 | | 499.34 129.65
tg oz, = 3 tg oga = tg o33 =
® | —499.3¢ —129.65 ¥ 158.30 —619.26 | | 341.04 74891 |o
oy = 1007239 zamiast 1007241 oy = 437137 g5 = 567 624 zamiast 567 623
Rachunek katow WSPQI'. Réwnania obserwacyjne katéw
czynniki :
‘ £ o i [ o postaé tabelaryezna R | postac algebraiczna (tuhlicn wspélczynnikéw)
AXy AY 1 prz N @ = |
j| L L 3 Oobs AL BL \de d)’l dxp d)’p dxc d)c a§ -:n". .."2 agd| = = Lls
|AXp AYp|ls —¢o = | Ap Bp | B | -Ap -B ¥ éo'ré‘o—é"%"'-é”- 5
I I ’()=tg"~prz‘aprz—aobs‘ L | =4 P '"l"l‘) (nl B?)"‘f‘ | i S S| TS| e S
| i B 5 7_77 B = - - ] -
|—196.60 203.35{1 ?:Z;ﬁ ‘ gj-w-‘:’:’-’ﬂ |— w8 196]|0 o | 0 0| dry dy, | \ | j I
%1 | _358.95 —683.90 p i ‘ \ 1188 i——‘JZ() —365| 188
| | 4319180 | 4 188 383 —730 || -748 196 ) 383 7300 365 —926|, ‘ n l
U 205287 | 146. 9636 | _ags 730 o i e - = 1 k-1, - .
| [ —383 —730( 0 0 dxy dy) dyy dy, ] |
1:|; 3;:: z; f‘;’iz Z:; —268382 | 146. 9440 | 196/ —310] 1193 f 1040/ —1576/ 196
| ks TN 1100249 | 196°¢ | 1193 310 ||—383 —730|—1193 —31011576 1040 |, [ [ [
B T667701 | 11079124 | a91 708l de dv. | e e A [ ]
: o] ‘ 321 704|| dx, dy, ' 0 0 ‘ dxy dy, |
O‘a" :::,23 .,:,;9:,-]01’1 =998 o 0. ":f(’",,,\ | l —236, 708 —321| —508) 1069, —236
_omnna Ml | —5.77666, ’ — 236 [—m8 1% || 321 mu 748 —196 11069 —508], ( | [
e 130346 | 169.7 0103 i o | O, S e e G
_ ; 1193 —310|| dx; dys [ 0 0 | dy dy )
oy “;‘(:0‘1’2 *:;‘;‘7’2 —265171 ‘ 169. 0590 | — 487]  58/—2260 —310| 1193/ —487
(20 Rs I B _0.52926 | — 487¢¢ | 1067 —252 »-1193-31«»l_mc.7 252! 2260 58 |, |
VS o 328501 | 130.° 8027 | 1067 —952 || 0 coae 1 g a L i s e e G
1067 —252 || 0 0 dx, dy dxy dy
5 | : . 2 2 1 M
)| ;6;:; _:jg;; —l22652 | 130. 7000 | 11027 1217 1315|—965| —248 1027
e ; —1.902909 | - 1027¢¢ :_243 965 || 1067 —252| 248 —965'—1315 1217|,
= [T swer21 I‘F' 6935 | 228 965 || @er dys | © o law avet | | | | |
S ooy 248 —965 vy dyy o T Y |
16| .].:z'zg :(;;2'(4’2 ol L] H2a 650 | —715| —965 —248| 1301 -—447] —115
|l = ) —4.94868; | — 715¢¢ | 695 336 || 248 —965 —695 —336 447 1301 |, |

11. Zagadnienie wyréwnania bledéw w katowych sieciach triangulacyjnych

Jezeli iloéé obserwacji katowych w sieci jest wigksza od podwdjnej iloSci wyznaczanych punktéw

powstaje ,,zagadnienie wyréwnania bledow w sieci®, ktére moze byé uwazane za uogélnienie rozpa-
trzonego uprzednio ,zagadnienia wielu punktéw*. Oznaczajac przez v poprawki, ktére trzeba dodaé

do wartodci zaobserwowanych katéw — przy utrzymaniu bez zmiany znaczenia symboli dx dy A B

o

obs Zprz Przyjetych uprzednio (str. 13) — mieé¢ bedziemy dla kazdego kata w sieci nastepujace réwna-

nie obserwacyjne (,réwnanie bledu obserwacji katowej«).

wi

dxp dyp | dxc dyc

| dxp  dyp
_‘AP —-Bp . ——(AI —Ap) —(BL—-—BP)

AL Bp

+“prz_%bs=v o e e v e wm RO

Poniewaz ilo$¢ réownaii bedzie tu wigksza od ilodci niewiadomych otrzymamy w wyniku roz-
nigcia symboli (19) uklad réwnai (stosujemy ogélnie przyjeta symbolike): ax +byy ezt Hl=
Vi . .. 20 nie posiadajacy — przy zalozeniu v =0 — jednoznacznego rozwiazania. Pozostaje prze-
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ksztalei¢ ten uklad w znany sposéb na uklad réwnad normalnych Gaussa spelniajacy warunek
minimum sumy kwadratéw poprawek obserwacji Xv; = min, wglednie warunek minimum sumy iloczynéw
kwadratéw poprawek v; przez odpowiadajace im wagi p; tj. 2 pv,v,=min. Tablica wspélczynnikowa
takiego ukladu, tj. tablica:

[aa] [ab] [ac].[al] dla obserwacji [paa] [pab] [pac]-[pal] dla obserwacji
[ab] (bb] [be]-[bl] o réwnej do- t.....2], lub tablica [pab] [pbb] Jpbc]:[pbl] o réinej do- | ««+e--n 21,
[ac] [be] [ee] «[cl] kladnoéci [pac] [pbe] [pee] « [pel] kladnoéci

pozwala wyznaczyé wielkoSci poszukiwanych poprawek wspéhrzednych, jak tez scharakteryzowaé liczbowo
dokladnoéé osiagnigtych rezultatéw. Posilkujac si¢ symbolika wyznacznikowa otrzymamy dla punktu P,
ktérego odcigta jest i za$ rzedna k'* niewiadoma ukladu nastepujace wzory-

Di Do
dx = — L B : my = mo\/ coct o
dla poprawek D dla érednich D lub dla l)lgdo‘w ér. § T 25
wspolrzednych; bledow o wyznaczenia m, = m, \/ SRR o o
s . Dy wspolrzednych; e Dy punktu ;
dy = D g my = m, =)

D jest tu wyznacznikiem glownym ukladu réwnad normalnych, D, oraz D, sa wyznacznikami,
powstajacymi z zastapienia w wyznaczniku gléwnym jego i'' waglednie k'J kolumny przez kolumne
!ego

wyrazéw wolnych. Dy oraz D,, sa minorami powstajacymi z wyznacznika gléwnego przez skreélenie i
wiersza i i'? kolumny, wzglednie k'**° wiersza i k' kolumny. Symbol m, oznacza blad $redni obser-

wacji o jednostkowej wadze m, = [ﬁl , gdzie S iloéé nadliczbowych obserwacji.!)
ji o j ’ o 8 y j

1) Oznaczmy przez do przyrost , jakicgo dozna wartodé kata oy, obliczona z przyblizonych wspélrzednych, gdy
wspélrzednym tym nadamy poprawki dxp, dyp, dxp dy, dxc dyc zamieniajace wspélrzedne przyblizone na najprawdopo-
dobniejsze przy danym ukladzie spostrzezen. Jezeli oy, - dx ma byé najprawdopodobniejszy wartoScia kata, musi byé
Opry —F do = ogps - v, gdzie oy, warto$é zaobserwowana kata, za$ v poprawka spelniajaca warunek minimum (Zvv
wzgl. Tpvv). Mamy wige do - oy, — oo = v, skad po skorzystaniu z twierdzenia o przyroécie wartodci kata (8),
otrzymamy réwnanie (19), wzglednie, przy zastosowaniu ogélniejszej symboliki (x y z.. niewiadome zadania, a b ¢
wspolezynniki, wyrazy wolne), réwnania (20). Przejscia od réwnai bledow (poprawek) do réwnai normalnych Gaussa
i réwnain wagowych, jako znanego z rachunku wyréwnawezego, nie omawiamy.

Stosujac do ukladu réwnan normalnych Gaussa rozwiazanie wyznacznikowe otrzymamy odrazu wzory na niewia-
dome. Dla wykazania slusznoSei wzoréw na Srednie bledy niewiadomych napiszmy uklad réwnai wagowych, np. dla
pierwszej niewiadomej;

[aa]Qy; + [ab]Qyp + [ac]Qyg . . =1
[ab]Qy; - [bb]Qys 4+ [bc]Qyg - . =0

. . . . . . . . . .

przy czym Qg jest wspolezynnikiem wagowym pierwszej niewiadomej, tzn. zachodzi zwigzek m, = mol/ Q> gdzie m,; blad
$redni niewiadomej, za§ m, blad &redni poszczegélnego spostrzezenia.
Obliczajac miewiadoma Q,, otrzymamy przy oznaczeniu przez D wyznacznika gléwnego ukladu:

1 [ab] [ac] . . *
1|0 [bb] [b] . . .

Qn:ﬁ 0 [be] [ec] . . .
Oicaranmmmremsmsis
. : z 1 \_Du
co po rozwinigeiu wyznacznika wedlug clementéw pierwszej kolumny daje Q; = B(I-Du + 0Dy, + O‘Dal) =3

/
D“, ogdlnie m; = m, \/ ?ﬂ Jezeli odcigta pewnego punktu jest i'?, za$ rzedna k' niewia-
D D

Mamy wige: my = ’"o\/

Dj; 2Dy mo\/Dii + Dik |

doma ukladu, blad wyznaczenia punktu m, bedzie: m, =| m? -+ m'l': =\/m: 5 4 mg n >

Uklad réwnan wag mozna bylo oczywiicie mapisaé w ogélniejszej postaci: [paa...], co w niczym nie zmieniloby dowodu
(m, bedzie wtedy bledem spostrzezenia o wadze = 1).
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Przyklad liczhowy (tzw. wielokrotne weciecie

w przéd)

Rachunek katéw Wepsteynnikt Réwnania bledow obscrwacji katowych
kncrunkm\c N oW Pl M o
| a. 3 ost.\c tdl)cldrvczna | posl'\é algebral(vne
o g gl “:‘r’z“ Be. o ldxp dy p 1 lyp |dxc dyc |+H1]| @ ’VVdﬁ‘ Y P
kata| | 4 s ldxy, dyp|dxp dyp|dxc dyc x ’
v axp Ayp [fo—tg %prz L—“prz"'“obs Ap Bp l A Bp|-Ap -Bp ‘ -(ALAp)-(81-8p) |, | 0,040 /- 0,207 1 ® I Y
ol 1677066 3387121 . 1
L | 21604 __3.0,3.§ 2045070 3387037 22 —38 || 0 o0 |dx dy 00 , 7:‘78_‘) i l sl sax I8
123454 494,03 0,58531 TF i | M5 178 [—45 —178] .. 11 T I SR W
o = | 3780093 | 72,85634 . o T &
o | 49382 2716,05  J7ag0ay 7285741 41 227 U \ dx dy | 0 0 ’._101 iz | —8ie | —ion]| —cosl —ased
—1234,60 86440 217486 T_ 107rc —346 242 | 346 —242| 11 s e
P Do v s 3901400 18,86575 . o BT s
g [—2222:22 12345 (ococte 5 “27’; —286  —16 0 0 l dx  dy { 00 ’+1 i leam s L o
—1728,42 —1851,65, 0,95869 T de | 112 184 w | 172 184 11 , R W
P T e earer | a0 TA00, | (BS;EBIAY: - |- eq—mai = o ' %
4] AOBBONTBN Tgpioes | gSkaisg i ! 4 dy %, e ‘ 30 [+1 ' —341 | —97 1 |—437 | 350
22222 12345| amez | T 1 286 16 || 97381 |8 I e W .
"3333333 21-0385 5951 10785 (257121)
Y= 345333 5951 356734 74133 (436818)
xX:28395;
' |2404 60 | _ 10g.0c7. e | =108 60 [ _ o s
Y= 73728 D =10¢| %69 35(7’ = 1088575 . Dyl | ot 3567 — 1004
. _ 104, 2404 —108| _ o5
O 72 %5741 Dy = 104 I 6 4| = - 1081774
177 4

X, =1604,97

—34
(]X;“ == 0,040; (]y3| =

—0,207; mg = l/ _26292= 4 37°

Y0 1601 68 857 é 7
N ’ e T—
~3) =374/ 3010 _ (97 1/0.042 = + 0,08;
@ = \/857 108 ' =
339 ’ _ 24 .10+ = / _
370371 Xa 141,79 my = 37 \ a57-108 = 037 V 0,028 = + 0,06
y=332988 Wspolrzgdne
Obliczenie przyblizonych wspélrzednych p. 31 _wyréwnane:
7?) o | 333333 3453,33 | 1111 11 332088 | X9 =f(5) = 160491 |~ 004  Xa1 =1604,387 81
T x= 3703 = [$izz00, _ [ AW
fgaﬁggé | —1 022653( 1,04309 | * x§, =f(5) =1601,68| — 0,21  ya —.1_'.301:4_7

Przyklad liczbowy (t.zw. wielokrotne wecigcie wstecz)
Wspélezynniki |

Rachunek katéw Réwnanie bledow ol)scrvmcp katowych

kierunkowe

poetac algebraiczna

\ postaé tah(]aryuua

NNI leL Ay fl | 2= AL BL _postaé tabelar _ e ‘
kat 003 (l‘q dyp|dxp dyp|dxg dyg|+L  dx dy
E Axp Ay ‘?°=tg“pr7L—ag—L aps| Ap Be HAL By |-Ap -Bp | g0 |p)|l 0,124 00027 oo |V
N 3261565 76,8808 e :
o |06 —1m2san | 7EEC | Teaits ;m - m 0 o)o 0 ddy | g 5 I e o -
1358,11 —1234,48 7'27,39231'7| T 34¢c 257 — 233 l_mx —311]—257 233 | 390 78 |1 | '_¥
o | 185811 —1231.48 s ;gf}g:g 257 —233 || 0 u\ 0 0 | dx dy dli Nl el Tl ot
197539 987,74 | 73258296 T 258 129 257 —233—258 —129 | 1 362 1 [
=7 | 35362 3 T SR R e T S R e e T
3| 197530 osnm | PR 1360185 mow [0 o[ 0| | af asr| s —a2| s1| 28
—123,37 172848 | 341618 — e | —26 366 (| 238 120 26366 |24 2371 |
e L S B R T T TS T P St R, AR, Reesd
g | AT LIEAN ;32;311 75,8306 =2 S 010 0 fdedy ool _oar| 40| 28| 187 —6e
—1357,93 370,46 | 28483 F o | =36 0 ;_»(, 366| 436 —119 _nu —27 |1
= | yacqea asaar| 2021309 | 9181803 | me 11 . T R R s T,
g | 135793 37046 | 365495 ’ 9181698 —4% 19 || 0 } 0 ¢ ’ de dy '-9 105 —430 | —303 | 105 | —628 510
—740.66 —172831 | 717194 | G 103ec | —133 —311 ||—436 119 133 311 | 303 —30 1 |
439206 65546 — 54928 (449824)
65546 492666  — 9281 (548931)
X: 370270 4392 655 | _ e 1ne| 549 655 _ 2
@ P 7B p=100|182 5] 1002121 Dx=104 549 190y | = 100-264;
= 3086,42 / | 4392 549
. Ag~ 86540 ’ Dy =10t. } 655 03 |= 108.489
264 5895
dxpg=_—-=0,124; dysp=_.-=0,002; my= /2 =444
5’43‘6‘ /729 37 20 () B} Y20 b ’
7 402269598 2121 12/1 e “Vs
2 3 75%0ss @ s 16;04 9% my —'1-4\ IR 108—0,44'/ 70,023 = -+ 0,07
70517 R8T 57502 I [ M100 gy G021 = o 0,07
2 m, = 4 = 0,44 1/ 0, = X
@ . ’ / 2121108 )
A/ Obliczenie przyblizonych \v&;pz.’;_]_rzc@nycln p. 20 Wepéhrzedne
x= 987 65 b | 617,28 2222,22| - 1481,48 2962,96| . — 1867,85 _wyréwnane;
Y=37087  ac37038 \ F=l038715 1 | 1,00837 —1 |° —303100= 20897
-247034=©) (0, ) — 2054,90
Y=24703% X0 = 1728,43
—243,05 2461,20' et Juk
by = —135811 Ay =1231,48
2 : Y20 = 2099,88

X3, = 1728,31 Y3 = 2099,88
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Przyklad liczbowy (t.zw. wielokrotne wciecic skombinowane)

Rachunek katow

' Wspoélezy nniki

|

Réwnania bledow 0]).:(3!'“3(!]! katowych

y: 758826

55,

£7986 X 3 =

kierunk owe
_ﬁ:;, AXy AY[ f, \ Oprz Xy T ‘} p(_)sta(, mbel‘_nrygn«_l - B post'\é ul"cbmgcum -
: |I= __%obs [ Tdxpdyr | dxpdyp | dxc dve |+1 | ‘ Vi
g 2 k L pdyj ; y
S| |8XpAYp |l —tgupe,[Faprngel P PP | [ALBL o) -Ap -Bp | -(H-h- L in‘ dx [ dy | 1| S | pyunitin
[t v | BT o [ axdy [0 o [0 o % mr || oe | e0 | e
| 76445 239081 | 5351502 | Tggee  —71 201 ‘ | 222193 !, ‘ i =~ | Whaiad i '
g || 76445—2391,81 415 s341 5323333 =24 } [0 o [dx dy | o 92 i 228 | 38 | 282 | —130%
[ 2396,85— 971,26 || 3555000 gl 228 —02 ‘[ \ —28 92 | ... . A | o o
R 314 6037 | 56.879: e P e PRy
" ‘ 1287.15 — 999,73 || 503 299 | okt 308210 |) } o o |o o | dx dy ’ L W N B [ ‘ g
2413,58 + 5""'5(’l 1.239948 — aged] 230 39 [ | 308—210 | —250 —59 | —s8 209
I 57 ¢ » || 540 4168 | 70,89029 T N e = i e |
4 ’ ::Z;Z; f;::, :: ‘[ 265 7819 ' 70.89050 132- 201 Ll o |o 0 ‘ dx ‘l‘ "“' 27 | 215 —_21] 281 | - 4,8
i 21| 2033399 | T— 2ic] —143 234 ||| 132 207 | 143 —231 | =215 27|, [
43@ x: 943358 135843 2897 —..0878 117862 [‘( /] =113
& K y= 7786,56 2897 180257 8361 174793 1
x=8397, 4
-55/7;/;‘ / @ DR . D= | 135843 89T | = 24478105 D)y = 0,180:106 D, = 0,136'107
s % ! ' -
A\ y- 980857 _|20878  2897| _ snagqas 1. o | 135843 20878 _ . ooci0g
4 1 = “g361 180257 | = 3713910° Dy =| 5497 “g361 | = 107510
stads dx'= g' =0152, dy= :;= =0,0139 X, = 7020,15 Y,, = 6417,04
07905 D
& Sreed 0,180 + 0,136 P —— _
m, =m, - ] St = Mo \ 0,0000129 = m, - 0,0036
Jezeli przyjaé wartosé Sredniego Dbledu  jednej obserwacji katowej réwng

'"o=\' [::l (przy malej iloéei obserwacji nadliczbowych S=4 — 2 =2 wzér ten
nie posiada wigkszego realnego_znaczenia), tzn. m, = ‘l@ =+ 19,cc blad m,

wyznaczenia punktu bedzie: my, = + 19:0,0036 = -0, 07
Poprawione wartosci obserwacji l\:)tm\\ch WYNosza:

X1 =7451064 X2 =

56,2 7985 < 4 =

70,2 9045

Przyklad liczbowy (t. zw. grupa dwupunktowa)

Rachunek katdw

Wspolez

Réwnania obserwacyjne katow

| kierunk
= £ - | ! postac tabelaryezna postaé | algebreiczna
= / 1 7 -_ e e
Ilp=aXo AV g ags | ALBr A Ixidys | Ak dys. | i, 4 B0 L G 4 . |8
= Z -~ S | . 7 - =
& AXp AYp ) e . Ap Bp ,( Xr, t]u ‘ (gp (I)gp t(i‘“A l((; ) _‘,p | dx, | dy, [dx, | dy, | 1 (V)ee
b \ e"r| Cpr L | -Ap By L L #obs 0,151 | 0,201 | 0.110 | 0.158 I
' 13891926 | ,1 ; -
1 |—1891.25 —617,84 189,,, (, m 91780 —304 _0(;‘1 0 0 0 0 I dx) dy, {146 il i 1 — 589
133440 —1025.23 - Ligee| 300230/, |301 —99 | —300 230 | 604 —131 1 ‘ (3,0)
N | 4235731 | 8695936 | | = s T —‘— T Bk 0_
9 1334_4(3 — 1025, _,;’ 905274 86.96050 300230 0 00 0 dyg dy) — 94 390 12 g4 408
1960.15 lhﬁs..’ni Iﬁ;w"q' Y 188 160, | 300230 |—188 -—160 --112 390 1 \ (-12,3)
— - 5 & | eS| PSS | P P (P S L
g | 3300313 58.49207 Il " A 5
3 1960,15  1668,26 2181378 58.29210 148 160, : 0 0 dxy dy, | dxy dyy ~ 32 236 212 396 04| — 33 -5
—96,00 1002.0(" T.ﬁnz(: T ~ 24 396/ | 188 160 | 23 —396 —212 236 1 ‘ (-1.5)
| 3089095 | 11692011 — N -
4 —96,00 1602,00/ __gooang 1620 |~ 20 396 | dxy dys 0 0 dv,  dy, L g \ sl seel sl et 988
—1891,25 —617,84 = Loce| 308 —99 24 396 | 304 99 —-280 —495 I ‘ (10,7)
=T | s0sv9s | azoios - R ] ' i iRl N ‘l
5 1795,25 — 2219,84 3353340 47.21030 140 173 0 0 l "\1 'I~"| dx, dy, +1 306 2 093] 164 1 3
96,00 —1602,00 o | - Tjee| 21--396 10173 | —24 396 168 223 : (15,2 )
= | 3300313 | 98,9210 . | S =ai i P e
6 |1l 26:00 '“’“3""" 9121188 | 9892350 20396/ | dv dy, |0 s drg dvy |5 g 24| 406 —285| 54|
2056,15 66,26 AT ==l 30 a0 24 —396 | —309 —10 25 406 |, (-11,1)
|TTaze8813 | 16.02700 E— i =& L ° " 555
7 |2056,15 66.26) 1669237 | 7692760 | 309 0] |0 % = ol g [ 2s9| 214| —oof **°
LIS 2100000 Sooes | o] 95 209f| | 309 10 | —95 —269 —214 259 i (2,3)
] . 2116311 | 178,93865 r o ‘ R i
& S =N ) 5 —202
g| 74015 210010 599782 | 17893860 | 95 269|| 0 | O dry dvy | +5 ' —a2| 235 5
i'*“‘hlo ~-2219.81 0333180 | —140 m: 95 269 |[140 173 | —235 —442 I (-6,1)
783614 53244]-538560] 30372[-75157(253513)
@ Q Xz ;72046 40 A @ X: :;'33527-2 vwil=6776 lsonas(, 11832]  4536|-112300(45916'
S 77 L L 7€ m, :1/6775 - 790642-108574| 9495164835
I o i A Sy " —ac
% 210294|-26883 /109745
/"/.fpaflzedne 20 x=287215 y=227020 [ 38144 |-166701
wyrownane . 2F Xz 2776' I A 3812 76 ' 60,15(-608,39| 34,31| -84,90| 286,38
705,80 68.61) 3,50(-151,86] 626,10
D 3520 15 ’ 614,82(-136,38] -19,22( 459,21
X0 22872 00 5 ree) ﬂ 5.9 1270 136.47| -69,08| 367,39
Yo = 22/0 oo g @ 0= 2776 00 ‘ Vv 2601 258
popr dx, o’" ; / Yo 387200 |
popr de, o
A, . x= 98075 -5
ye 75, -92 76 17



Pare uwag dotyczacych sieci katowych

Jako przyklady wyréwnania fragmentéw sieci katowych wybralismy wielokrotne weigcia: wprzod, wstecz
i kombinowane, oraz wyréwnanie laczne dwéch punktéw. Podkredlamy specjalnie, ze sposéb postepowania
jest zawsze ten sam: po obliczeniu przyblizonych wspélrzednych wyznaczanych punktéw sieci zestawiamy
dla kaidej obserwacji katowej réwnanie bledu (19), po czym od otrzymanego ukladu réwnai bledéw, prze-
pisanego w postaci algebraicznej, przechodzimy w wiadomy sposéb do ukladu réwnan normalnych:
Gaussa (21). Potrzeba pamietania réznorakich zasad postepowania w zaleznosci od tego, czy kat zmierzono
na punkcie znanym, czy nieznanym (t.zw. zewngtrzne i wewnetrzne celowe) nie istnieje. Za réwnowazne
dokladnoéciowo obserwacje katowe z merytorycznego punktu widzenia najstuszniej jest przyjmowaé katy,
zawarte miedzy sasiadujacymi w obserwacji celowymi. Jezeli kto chee uwazaé za réwnowazne dokladno-
$ciowo katy taw. ,kierunki®, czyli katy zawarte miedzy jedna z celowych a kazda pozostala celowa,
sposéb postepowania bedzie zupelnie analogiczny. Piszac réwnania obserwacyjne katéw dla pewnego sta-
nowiska, mieé bedziemy w tym wypadku stale to samo ramie¢ lewe. Przyjecie réwnowaznoéei kierunkéw
uzyskanych z pomiaru seryjnego jest jednak pojeciowo tak nieuzasadnione, ze trudno je zalecaé. 7 tego
wzgledu w przerobionych przykladach liczbowych przyjmowano stale za réwnowazne dokladnosciowo katy
zawarte miedzy sasiadujacymi w obserwacji celowymi.

Zagadnienie techniki rozwiqzania ukladu réwnaii normalnych w sieciach o znaczniejszej ilodei punktow
jest zagadnieniem ogromnej wagi. Najcelowsze przy rachunku maszynowym jest niewatpliwie stosowanie
metody pierwiastka krakowianowego, zwanej tez czesto ,, algorytmem Banachiewicza®.

Zagadnieri tych nie omawiamy, odsylajgc czytelnika do odnoénej literatury np.: T. Kochmanski ,,Zarys
rachunku krakowianowego‘— Warszawa 1948, Gléwny Urzad Pomiaréw Kraju, lub: S. Hausbrandt ,,Alge-
braiczne ujecie algorytmu Banachiewicza® (Warszawa 1947, Przeglad Geodezyjny N 11.12). W sieciach
o malej iloéci punktéw stosowanie takiej czy innej metody rozwiazania ukladu maly ma wplyw na czas
calkowitego rachunku sieci. W przykladach stosowano rozwiazania wyznacznikowe, ktére oczywiscie przy
duzej iloéci punktéw bylyby bardzo nieekonomiczne.

Jakkolwiek nie jest tez zadaniem niniejszej pracy rozpatrywanie zagadnienia wyréwnania sieci na
wielkich obszarach, wydaje si¢ sluszne zaznaczyé, ze wicksze sieci katowe nawiazywane do punktéw wyz-
szorzednych o danych wspélrzednych prostokatnych Gauss — Kriigerowskich, mozna z powodzeniem wy-
rownywaé jako sieci plaskie opisana wyzej metoda. Jezeli dlugosci bokéw sieci nawigzywanej nie
przekraczaja 10 km, wystarczy najzupelniej przeliczyé kazdy zaobserwowany w terenie kat, dodajac don
algebraicznie czterechsetna cze¢éé rzednej wierzcholka pomnozona przez réznice odeigtych lewego i prawe-
go punktu celu, przy czym dla otrzymania poprawki kata w sekundach wyrazamy tu wspélrzedne — oczy-
wiscie Gauss-Kriigerowskie — w kilometrach.

Przeliczanymi tak katami postlugujemy si¢ nastepnie tak jak katami plaskimi. Przy oznaczaniu o kata
zmierzonego w terenie, zas o kata poprawionego do rachunku na plaszezyznie wyrazimy operacje przeli-
czenia réownaniem:

Y,
400

o= o (X —Xp) v omm wimo s o mon xomorn v w2y

lub nieco $cislej:

o° = U-+0,00253 YC (XL - .X]))

Blizsze szczegoly podaje w pracy: ,,Pare uwag dotyczacych mozliwosci celowych uproszezei rachun-
kowych przy przeliczaniu katéw z elipsoidy na plaszezyzne odwzorowania Gaussa-Kriigera®.

Jest charakterystyczne, ze metoda najmniejszych kwadratéw, wkraczajaca w coraz to nowe dziedziny
zagadnienn w innych galeziach techniki, w geodezji bywa przez nicktérych zarzucana na rzecz takich
czy innych uproszczonych sposobéw postepowania wyréwnaczego. Takie uproszezone sposoby — z punktu
widzenia nauki wadliwe, gdyz niedostarczajace najprawdopodobniejszych wartoéci niewiadomych — by-
waja usprawiedliwiane wzgledami natury ekonomicznej, t.zn. nieco mniejszym kosztem pracy rachun-
kowej. Nie czas i nie miejsce na dyskusje w tej sprawie. Wydaje si¢ tylko celowe przestrzegaé przed
podnoszeniem réznych dowolnych sposobéw wyréwnania do rzedu metod i nadawania im mocy obowiqzu-
jacej. Kazdy taki sposob bedzie dobry i usprawiedliwiony, jeieli poprawki, jakie trzeba nadaé obserwacjom
w wyniku wyréwnania nie przekroczq granic, okreslonych. przez cele gospodarcze danej pracy. W tym wy-
lacznie kierunku powinno i$¢ wszelkie instruowanie w dziedzinie przyblizonych sposobéw wyréwnania.
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Przeksztalcanie wspolrzednych prostokatnych plaskich przy dwéch punktach dostosowania

Dane sa wspélrzedne prostokatne pewnego zbioru n punktéw (n = 2) w jednym ukladzie — nazy-
wamy go dalej ,,ukladem pierwotnym'*— oraz wspélrzedne prostokatne dwoch punktéw tego zbioru,
odniesione do innego ukladu — nazywamy go dalej ,,ukladem wtérnym*. Wspélrzedne w obu ukladach
moga byé¢ przy tym wyrazone w innych miarach. Zadanie polega na przeliczeniu (transformacji) wspél-
rzednych ukladu pierwotnego na uklad wtérny. Oznaczamy przez:

I AXp AYp przyrosty wspolrzednych migdzy dwoma dowolnymi punktami w ukladzie pierwotnym.

AX,, AY,, 45 . o tymi samymi punktami w ukladzie wtérnym.
IQXI-J AYp przyrosty wspélrzednych migdzy punktami dostosowania w ukladzie pierwotnym.

AXy AYy » » » » » w ukladzie wtérnym.

przy czym przez ,,punkty dostosowania® rozumiemy te punkty, ktérych wspélrzedne znane sa w obu

ukladach.

Dla rozwiazania zadania nalezy obliczyé wspolezynuiki przeksztalcenia u v wedlug wzoréw:

u=f

AX AYp
f= P I vzf@...............24

| AX,, AY,

po czym przeliczaé przyrosty w ukladzie pierwotnym na przyrosty w ukladzie wtérnym wedlug wzoru:

AXp AYp
u v

AX, =F

5 X
F_I AYy =F, o e e ey mn o e K m s e e v O

Rachunek przeliczenia rozpoczynamy oczywiscie od jednego punktu dostosowania, a koiczymy na drugim;
sprawdzajac przed obliczeniem wspéhrzednych poszezegdlnych punktow w ukladzie wtérnym, czy sumy
przyrostow miedzy punktami dostosowania sa réwne przyrostom miedzy tymi punktami:

SAX,, =AX,, TAYy =AY,

Wielkodei charakteryzujace przeksztalcenie pod wzgledem geometrycznym, to znaczy wartodé ,kata
przejécia p, czyli kata o ktéry nalezy zwickszyé kat osiowy dowolnej prostej w ukladzie pierwotnym
dla otrzymania kata osiowego tej prostej w ukladzie wtérym, oraz wartoéé ,,wspoélezynnika redukeji+
r, tj. liczby przez ktéra nalezy mnozyé dowolna dlugo$é w ukladzie pierwotnym dla otrzymania odpo-
wiadajacej dlugosci w ukladzie wtéornym, wyrazaja wzory:

A @
= ;xz_i_ AYZ‘"— Sin p = =

P P

2

tg p=1{, r

Rzutujac czworobok 12 3 4, w ktérym (1--3) jest dowolnym odcinkiem, (3 -4) i (4-1) sa réwnolegle do osi ukladu

pierwotnego, za$ (1 -2) i (2 -3) réwnolegle do osi ukladu wtérnego, otrzymamy dwa réwnania (por. rysunek i zestawienie):

(X) AXy—AXp recosp+AYp-r-sinp=0 (Y) AYy—3Xp - r-sinp—AYp - r-cosp =

lub po wprowadzeniu oznaczeii: u =r - sinp V=1r"cosp
AX = AXp cv—AY, cu AYy = AX, - ll+-\Yp wp e s GEx e ¥ i -(A)
By wpromaTeet o B =1AXP AYp; nupiszcm?‘ te r(’n\;nunia po(l, po_sta‘ciq:
{ u v [ A}\w =" A‘\v =1
Zastepujac w réwnaniach (3) symbole AXAY przez symbole AX AY (réwnanie jest ogdlne,
a wige sluszne i dla przyrostéw miedzy punktami dostosowania) i rozwiazujgc te réwnania
wzgledem u i v znajdziemy po prostych przeksztaleeniach:
2 = = I il | o |
| P aeng 0 L wiserein o it gL, 5%, &Y,
- 1 i i = 1__,2“' “'J;, e ,7;’2“' 7“1\; ezyli u=f y=¢[], gdzie f= \ AX,, AY,,
‘ 5| am 00 X+ AY: 3X: 4 Y.
3 AYy 90° | Slusznoéé wzoru na r’> wynika z okreélenia r (tekst)
l:l-‘ o ‘ 180°+p | com=sn O _rEI _ sinp _u _fm__ fy i
]l‘ AY,-r \ 270° +p | SR = T tgp_cosrpi_T_f@_'fg =lo
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Przyklad liczbowy

|0-0478 01583 0.9989 88806|

NN Uklad pierwotny ‘| Uklad wtéry
pan= Wspélrzedne Przyrosty Przyrosty \,V'Sp()lrzcdnc Uwagi
Kty XP YP AXP Ayp AXW AYW ‘ Aw w
g 55 o .86 | 43569.90
—(E)« ‘5_856_%'1 419—34i —— ~| SE— - | “804 g " ~| Wartoéci liczbowe
R i 1288.54 R 2958.89 ) '_“ilf_(l? - 3013 63 l wspélezynnikéw
1 | 4567.89 | 1234.56 41 !_‘)' 3650.19 1!0_57() .27 | przeksztalcenia na-
R e | = 66.94 | +4617.96 | —273.76 | -+4610. 2 TR ) Jisas o parkel pa-
3 | 4500.95 | 5852.52 i) ¥ o I | 33376.43 | 15166.57 pieru
T T T T =1669.74 | — 642,05 | —1639.2 9 | — 71621 1 | =
B T T TE ] e e e 31737 YT NCT2 u
4| 283121 | 5210.47 RS | |31%73 (w5036 | | "
[ T | T— 90529 | —3680.71 | — 739.47 | —3717.55 | | R
6 | 1925.92 | 1529.76 5 o] B | | 30997.66 | 40732.81 | Lrgeliczane pray-
B P —1279.18 +2216.34 1547 18 | +2156.79 | | rosty tworzace for-
5) | z 746.10 B S| i 29620.48 | 42889.60 | mY
@) T e | et | | —| | XN
325 | —5209.69| —447.35 | SA—5209.69 | — 447.35 |SA 518437 | —680.31 525 - 5T88.38| —680.30) [u V]
- 40 -
—5209.69 —447.35 | [ 1224 919.714 ) 2] 273 13344.847
—5184.38 — 680.30 = TRHa09L, 10 A 1563 V== 973 50991919 = 0-9989 88806

Przeksztalcenie wspélrzednych prostokatnych plaskich przy ilosci punktéw dostosowania wiekszej od
dwoch. Jezeli iloéé punktéw dostosowania przekracza dwa, zagadnienie przeksztaleenia wspélrzednych
wymaga postawienia dodatkowych zalozei. Przyjmijmy za nowy punkt dostosowania (,,biegun prze-
ksztalcenia”) punkt, ktérego wspélrzedne w ukladzie pierwotnym sa $rednimi arytmetyeznymi wspol-
rz¢dnych punktéw dostosowania w ukladzie pierwotnym i ktérego wspélrzedne w ukladzie wtérnym
sa $rednimi arytmetycznymi wspélrzednych punktéw  dostosowania w ukladzie wtérnym i uwazajmy
za réwnowazne miedzy soba wartoici wspélezynnikow przeksztalcenia u, u,...uy “Vigos
ktére obliczyé mozna przyjmujac kolejno za punkty dostosowania: 1) biegun i pierwszy z danych
punktéw dostosowania, 2) biegun i drugi z danych punktéw dostosowania itd., wreszeie k) biegun
i ostatni z danych punktéw dostosowania. Wspélrzedne ukladu pierwotnego X' Y' przeksztaleimy
na wspélrzedne ukladu wtérnego X” Y” stosujac znane wzory przcksztaleajace (24 i 25) i uwazajac
ze najprawdopodobniejszymi wartodciami wspélezynnikow przeksztalcenia u v sa érednie arytmetyczne
z wartoéci tych wspélezynnikéw otrzymanych w drodze opisanego wyzej rachunku:

wzglednie v, v,..

k
\ P
S u

U=

Yi=

K
" re
1

K

Zalozenie réwnowaznoéei dokladnodciowej wielkodei  wspélezynnikow  przeksztaleenia  obliczanych
z réznych odcinkéw dostosowania jest oczywiscie nacechowane pewna dowolnodcia, ma jednak zalete
prostoty, co czyni je wygodniejszym w rachunku w poréwnaniu z innymi zalozeniami, zreszta tez
dowolnymi. O stosowaniu metody

oczywiscie byé mowy.

najmniejszych  kwadratow w  sposéb  scisty nie moze tu

Przyklad liczbowy

Przeksztalcié wspéhrzedne punktow 1.3,5,6,8, ukladu I na wspélrzedne tych punkiéw w ukladzie
IT, opierajac si¢ na znajomofci wspélrzednyeh punktow 24,7, w obu ukladach.

Wspélrzedne bieguna wyniosa:

1) wukladzie I X'=1/;(3150.124+1977.80+2612.10) = 2580.00 Y'=1/;(3320.46+2915.60+1615.25)=2617.10

2) w ukladzie IT X" =1/3(8750.561-7636.0318424.00) =8270.20 Y"-1/,(9790.82+9246.16-+-8032.60)=9023.19

g

Wartosci wspélczynnikéw dostosowania u v
dostosowania bedq :

odcinkow 0.2 0,4 0,7 lqczqeych biegun

z punktami

—| 57012 70836 . _ o[1] _ 714 1 7
=| Gi012 T8 w = -0121714 v, =@ = 0992718
— | —602.20 298.50 o i
=" MW wm= 0121810 vi- 0992710
- 32.10 —1001.85 " - .
| 68t —owas 0121710 vi=  0.992660
Stad érednie: u = 0.121745 V= 0.992696
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Dalsza praca polega na przeksztalcaniu przyrostéw w ukladzie pierwotnym na przyrosty w ukla-

dzie wtérnym przy uzyciu obliczonych érednich wartoéci wspélezynnikéw przeksztalcenia.

Rachunek rozpoczyna si¢ od bieguna i koiiczy na biegunie. Wspélrzedne punktéw dostosowania
w ukladzie wtérnym (punkty 2, 4, 7) wykazywaé beda rozbieznodci, ktérych wielkoéé scharakteryzuje
niezgodnosé ukladéw. W naszym przykladzie rozbieznosci nie przekraczaja 0.04 m.

NN Uklad pierwotny Uklad wtérny
E;’: v:' Wspélrzedne Przyrosty Przyrosty Wspolrzedne Uwagi
X’ Y AX’ AY’ AX”  AY” X" Y
) | 2580.00 | 2617.10 = ©8270.20 | 9023.19
335.10 253.05 | 301.84 | 292.00
1 | 2915.10 | 2870.15 8572.04 | 931519
235.02 |  450.31 | 178.48 | 475.63
@) | 315012 | 3320.46 o 8750.56(52) | 9790.82(82)
T _199.95 |  —19.54 |—791.73 | —116.79 T
3 | 235017 | 3300.92 AT 7958.79 | 9674.03
, 372,37 | —385.32 |—322.74 | —427.84
) | 197780 | 2915.60 N ere s 7636.03(05) | 9246.16(19)
\ 262.30 | —1243.45 | 411.77 | —1202.43
5 2240.10 | 1672.15 g 8047.82 8043.76
—489.70 | —246.05 |—456,17 | —303.87
6 | 1750.40 | 1426.10 | 7591.65 7739.89
= ' { 861.70 189.15 832.38 | 292.68
) | 261210 | 1615.25 8424.00(03)| 8032.60(57)
¥ 486.16 601.45 | 40939 | 636.24
T8 | 3098.26 | 2216.70 q 8833.42 | 8688.81
i —183.16 653.45 | —261.38 | 626.38 1
1 | 2015.10 | 2870.15 8572.04 | 931519
' T 33500 | - 253.05 | —301.84 | —292.00 P [
@y | 258000 | 261710 | S | 827020 | 902319
0121745 | 0.992696 3 i R

Przeksztalcenie wspélrzednych prostokgtnych lokalnych na terenowe i terenowych na lokalne

W szczegdlnie waznym w praktyce geodezyjnej wypadku przeksztalcenia wspélrzednych prostokat-
nych jednego ukladu na wspohzedne prostokatne innego ukladu: w wypadku przeliczenia lokalnych
wspélrzednych prostokatnych d i b (miara domiarowa i miara biezaca), uzyskanych ze zdjecia taémo-
wo-wegielnicowego, na wspoélrzedne terenowe X 1Y — lub odwrotnie — mozna poslugiwaé si¢ wzorami:

f=

Iub
F=

| cosg sing

| Ad Ab AX =f, AY =f,
cos@ sing Ad=F e
AX AY‘ ; . 2

26

We wzorach tych Ad i Ab oznaczaja: przyrost miary domiarowej i przyrost miary biezace]
miedzy dwoma punktami, AX i AY przyrosty odci¢tej i rzednej miedzy tymi punktami, wreszcie
@ oznacza kat kierunkowy (,,azymut*) osi lokalnej, na ktéra rzutowano punkty przy zdjeciu.
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Wzory (26) wynikaja bezpoérednio z wzoréw ogélnych na przeksztalcenie wspélrzednych (24,25)1)
Przebieg rachunku i kontrole ilustruja przyklady liczbowe.
Przyklad liczhowy

Poslugujac si¢ danymi liczbowymi szkicu przeliczyé wspolrzedne lokalne d b zdjecia ta$émowo-
wegielnicowego punktéw 18, 19, 29, 21, 22 na wspélrzedne terenowe X Y tych punktéw.

Xz

¥ Uklad lokalny Uklad terenowy
NN ;
Uwagi
PP Wspélrzedne przyrosty przyrosty wspolrzedne
d b Ad Ab Ax Ay X X
—0.35413] 0.93517 .
an 0 0 ] 1514.20 2874.55 _ 95.58
— 7,15 | +30.50 | — 4.11 | 3105 COSQ = TTH560.00 —
18 — 115 | 4 30.50 e _lil‘().OQ : 2905.60
+16.35 | +41.90 | —30.13 | 3339 . = —0.33413
19 |+ 9.20 | + 72.40 | 141996 | 2938.99
-+ 4.30 +35.7_5 _—16.68_ +,31’91_ A . ) 252.40
20 | +13.50 | +108.15 . 1463.28 | 2970.90 | sine = —gegg5~ =
—21.95 | 484.45 | — 9.38 | +86.75 o B
21 | — 8.45 | +192.60 B C | 1453.90 | 3057.65 =0.93517
) _— 405 | +47.90 | —13.18 | +46.23
22 | —12.50 | +240.50 - | 144072 3103.88
HE ) +12.50 | +29.40 | —22.10 i23. 7 ;
(23) 0 +269.90 _ ALH?.62 7 3126.95 )
Kontrole:] 0 | 269.90 | —95.58 | +-252.40 | —95.58 | 252.40
o A17—23
1) Przyjmijmy uklad XOY za uklad pierwotny, zaé uklad - d b za uklad wtérny i niech A B bedzic osia ,,Y” ukladu wtérnego
o b * Jest wige przy przyjetych uprzednio oznaczeniach:
. AX,=AX  AY,=AY AX,=AXap AY, = AYap
" y otz AX, = Ad A ¥ wAD BX w0 AY, =1 gdzie 1 jest dlugoscia linii AB
Wspélezynniki przcksztalcenia u v obliczymy z wzoru ogélnego (24) znajdujac:
Sl IA XaB AYap
o 1
AXpg -1 AXap AYap -1 AYap .
- - — S - T ) [ = ek ST A L 4
u=f[1] AXinp+A Yirg 1 cosg v ==f[2] AX'ap+AY 50 1 sin @ Jest wige: — Ad = AX,
AX AY AX AY ) | coso sing cosg sing
= | cosq sing|, °% Ab=AYy = cosg Sil’lq)2]Ub tez: +Ad = AX AY|[ o°rez Ab = AX AY|,

Jest to drugi z wzoréw (26). Dla uzasadnienia slusznoéci pierwszego z wzoréw (26) wystarczy napisaé otrzymane wyra-
zenia na Ad i Ab pod postacig algebraiczng i rozwiazaé otrzymany uklad dwéch réwnai wzgledem AX i AY,

Przykiad liczhowy

Opracowaé szkic odnowienia na gruncie granicy, wyznaczonej przez punkty 1, 2, 3, 4, 5, ktérych
wspélrzedne prostokatne sa znane. Na gruncie zachowaly si¢ znaki 2 i 5, ktére przyjaé mozna za
punkty wyznaczajace kierunek osi pomiaru odnawiajacego.

Przyjmujac za poczatek osi lokalnej punkt 2, zaé kierunek dodatni
osi —kierunek 2 — 35, znajdziemy cos i sin osi lokalnej:

D, R —63.70

cos ¢ = = ———= — 0,62926
VAaX?,., + AY%., 101.23

‘ AY s + 78.67

sm<P=7__.,. = —— = 4 0,77714
VaXe,. ., +AYS, ..  101.23
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Pozwala to na przeliczenie przyrostéw wspélrzednych terenowych Ax Ay na przyrosty wspolrzed-
nych lokalnych Ad Ab przy pomocy wzoru (26).

NN Uklad terenowy Uklad lokalny
Uwagi
PP Wspélrzedne Przyrosty Przyrosty Wspolrzedne
x y Ax Ay Ad Ab d b
—0.62926 0.77714 |
(@) | 8210 84.45 0 N
—12.90 —34.30 +31.61 —18.54
1 69.20 50.15 N e +31.61 — 18.54
T =29.60 | +52.00 — 0.72 +59.04
3 39.60 | 102.15 R o +-21.89 + 40.50
+10.65 | +39.95 —3341 | +24.35
4 | 50.25 142.10 | — 11.52 + 64.85
—31.85 +21.02 F11.52 +36.38
S (G) | 1840 | 16312 | 5 0 +101.23
" | —63.70 | +78.67 | —63.70 | +18.67 0 710123 0 l'?lol.zs
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Pare uwag dotyczacych rachunku na arytmometrze podwéjnym

Arytmometr podwé6jny pozwala na jednoczesne obliczenie obu iloczynéw: wyznacznikowego f, i ko-
I i J 1

: o ; - ] :

lumnowego f,. Dla jednoczesnego obliczenia obu iloczynéw formy: f=|_ =~ 4| ustawiamy elementy
gérnego wiersza na licznikach nastawien — w kolejnoéci zapisu, t.zn. a na lewym liczniku, b na
prawym — po czym nadajemy obroty dla wymnozenia obu liczb przez d. W wyniku tej czynnoéci

mie¢ bedziemy na licznikach rezultatowych liczby: ad bd
Nastepnie, nie kasujac licznikow rezultatowych, zmieniamy kolejnoéé liczb na licznikach nastawien,
t.zn. przenosimy b na lewy licznik zaé a na prawy, po czym przesuwamy hebelek nadajacy lewej ma-
szynie bieg przeciwny i nadajemy obroty dla wymnozenia obu liczb przez c. W wyniku tej czynnoéci do
figurujacych na licznikach rezultatowych liczb:

ad bd
dodane zostana liczby: —be ac
i na licznikach rezultatowych znajda sie: iloczyn wyznacznikowy i kolumnowy:

[, =ad — be f2=ac+bd.

Po odczytaniu nie nalezy zapomnie¢ o przywréceniu normalnego polozenia hebelka (na bieg zgodny obu
maszyn).

Nalezy pamietaé, ze zarowno mnozenie przez d jak i przez ¢ wykonujemy tu w tym kierunku w jakim
dyktuja to znaki tych czynnikéw. Zmiane znaku w drugim mnozeniu dla iloczynu wyznacznikowego do-
konal bowiem juz mechanizm wskutek przestawienia hebelka na bieg przeciwny.

Jezeli ktora z wielko$ci ustawianych na liczniku nastawieri (a lub b) jest ujemna, nalezy ja ustawié
pod postacia uzupelnienia dziesigtnego (t.zn. np. liczbe: 127,15 ustawimy na dziesi¢ciomiejscowym liczniku
jako: 9999987285).

Rézne sposoby rozwiazania weieé przy pomocy podwoijnego arytmometru opisuje prof. dr Cz. Kamela
w ,,Geodezjic (Warszawa 1951).

Wydaje si¢, Ze rozpatrzone w niniejszej pracy zastosowania przyjetych symboli pomocniczych
w dostatecznej mierze uzasadniaja potrzebe wprowadzenia tych symboli.

Czytelnik zechce uprzytomnié sobie jak wielka iloéé zagadnienn rachunkowych Ilacznie z przykla-
dami liczbowymi i dowodami teoretycznymi zdolaliémy tu rozpatrzyé.

Dla uniknigeia nieporozumien uwazam za wskazane podkreélié, Ze wiekszo$é przytoczonych tu
rozwigzan jest w literaturze geodezyjnej znana i nie roszcz¢ sobie bynajmniej prawa do ich autorstwa.
Istot¢ mego wkladu pracy stanowi wylacznie uporzadkowanie pojeciowe materialu, osiagnigte przez
wprowadzenie odpowiedniej — jak mi si¢ zdaje — symboliki.
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