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UWAGI WSTEPNE

Jest prawdopodobne, ze zagadnienie Scistego wyrdwnania ukiadow
obserwacji geodezyjnych, w ktérych obserwowano zaréwno elementy
katowe jak i elementy liniowe bedzie sie stawato coraz aktualniejsze.
Z jednej bowiem strony posrednie pomiary diugosciowe, czy to oparte
na zjawisku interferencji, czy nawet na zjawisku prostoliniowego roz-
chodzenia sie Swiatta — zaczng w miare ich doskonalenia sie wspot-
dziata¢ z pomiarami kgtowymi w sieciach triangulacyjnych; z drugiej
strony prace geodezyjne o doktadnosci najwyzszej (pomiary odksztatcen)
unikajace jeszcze pomiardow dtugosciowych zaczng je prawdopodobnie
stosowac¢ jako czesto jedyny mozliwy Srodek na usztywnienie swych
specyficznych sieci, ktére zwykle muszg ze wzgledow terenowych
bardzo odbiega¢ od foremnosci geometryczne,j.

Réwniez sieci poligonalne o charakterze podstawowym jak i kon-
strukcje mieszane katowo-liniowe w zwyklych sieciach trygonometrycz-
nych, noszace tak niefortunng nazwe ,famanych celowych"”, domagajag
sie zarzucenia spekulacyjnego podejscia do tematu i postawienia sprawy
wyrownania i scharakteryzowania doktadnosci na gruncie metody naj-
mniejszych kwadratow.

W niniejszej pracy rozpatrujemy zagadnienie $cistego wyréwnania
uogolnionej sieci geodezyjnej — to jest sieci, w ktérej mierzono i ele-
menty katowe i elementy liniowe— w spos6b zupetnie ogdlny, to znaczy
bez narzucania jakichkolwiek ograniczen, dotyczacych czy to ksztattu
sieci, czy ilosci punktow nawiazania, czy wzajemnego ukiadu elemen-
tow katowych i liniowych (oczywiscie poza zrozumiatym z natury
rzeczy warunkiem, aby rozwazana sie¢ byla siecig geodezyjng podlega-
jaca wyroéwnaniu, to znaczy siecig, w ktorej dla okreslenia potozenia p
wyznaczanych punktéw zmierzono wiecej niz 2p elementéw charakte-
ryzujacych potozenie tych punktow).

Aby zatozenie ogoélnosci nie kolidowato z wykonalnoscig praktyczno-
rachunkowa nalezalo wyrzec sie metody réwnan warunkowych tak
wygodnej w najprostszych przypadkach zagadnienia (np: wyréwnanie
poligonu opartego o dwa punkty state, sieci centralne itp.), a tak nie-
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stychanie uciazliwej w przypadkach ogélniejszych i operowa¢ metoda
spostrzezen posrednich, przyjmujac za posredniczace elementy wspot-
rzedne prostokatne wyznaczanych punktéw. Metoda ta poza prostotg
pojeciowg posiada, jak wiadomo, jeszcze te cenng zalete, ze pozwala na
drodze nieskomplikowanego rachunku znalez¢ btedy Srednie wspotrzed-
nych wyznaczanych punktéw.

Wyrdwnanie sieci geodezyjnej w postaci ogolnej jest, badz co badz
pod wzgledem techniczno-rachunkowym zagadnieniem bardzo ucigzli-
wym. Aby rachmistrz panowat nad tym zagadnieniem w kazdym etapie
swej pracy koniecznym staje sie zastosowanie przejrzystej symboliki,
operujacej zespotami liczbowymi i w wyrazny sposob podkreslajgcej
podobienstwo formalne dziatan. Uzylem do tego celu symboli pomocni-
czych, ktorych blizsze oméwienie podaje w pracy ,.Symbole pomocnicze
w rachunkach geodezyjnych”. Istotg rzeczy jest tu oparcie sie¢ na
spostrzezeniu, ze wiele rachunkéw geodezyjnych na ptaszczyznie daje
sie sformutowac jn.: dany jest zespdt liczbowy — nazwijmy go ,forma
rachunkowg” — typu:

+ hi @ ~2
d b F i gt o @

za$ poszukiwane sg nastepujace funkcje elementdéw tego zespotu:

fl =ad—bc lub: + =a, dj—b+j+ckdg—b2c? — ,iloczyn wyznacznikowy"
f—ac+bd , Fl2=alcl+bldl+a2c2+b2c2— iloczyn kolumnowy"

A 112 u F}F> — ,iloraz gtéwny".)

Przyswojenie tej symboliki pozwala z jednej strony realizowac¢ w spo-
sob mechaniczny dziatanie wyznaczenia liczbowego wielkosci /¢ ze zna-
nych elementéw zespotu; z drugiej strony pozwala ono przejs¢ od tatwej
do zapamietania dzieki symetrii postaci rOwnania algebraicznego napi-
sanego w ksztalcie ,formy” do tradycyjnej postaci réwnania napisanego
W wierszu.

’) Bedzie wiec np.: dla

/=,,13 i; b =2114513=8 o _ .0, 1109

Mozna to tez pisa¢ pod postacia:

2 51 _ . L 2 5
=13 G =¥ 13 12! 1"



Zauwazymy jeszcze — cho¢ nie wydaje sie aby byto to dla rachunku
istotne, ze jezeli pare liczb (ab) uwaza¢ za skladowe jednego wektora
na plaszczyznie, za$ pare liczb (cd) za skladowe drugiego wektora na
tejze plaszczyznie, woweczas iloczyn wyznacznikowy i kolumnowy formy
|““d] bedg wartosciami bezwzglednymi iloczynéw: wektorowego i ska-

larnego danych wektoréw, za$ iloraz gtéwny bedzie tangensem kata
utworzonego przez wektory.

Celowos¢ wprowadzenia oméwionej symboliki zechce czytelnik osa-
dzi¢ po zapoznaniu sie z niniejszg praca.

OPIS POSTEPOWANIA WYROWNAWCZEGO

Problem tgcznego wyrdwnania obserwacji katowych i liniowych w sieci
geodezyjnej przez doprowadzenie do minimum sumy kwadratéw
poprawek obserwacyjnych v mnozonych przez odpowiadajgce obser-
wacjom wagi p:

[p vVv] = minimum ()]

sprowadzi¢ mozna do wykonania nastepujacych czynnosci:.

I. Obliczone zostajg przyblizone wartosci wspotrzednych wszystkich
wyznaczanych punktéw sieci.

Wspotrzedne te nalezy oblicza¢ z petng doktadnoscig rachunkowa
zatozong dla danego zadania i w oparciu 0 materiat obserwacyjny.
Spowoduje to, ze w nastepstwie dla 2 p obserwacji — gdzie p
ilos¢ wyznaczanych punktéw sieci — roéznice miedzy wartosciami
elementow geodezyjnych (linii i katow), obliczonymi z przyblizo-
nych wspdtrzednych, a odpowiadajgcymi wartosciami tych elemen-
tow uzyskanymi z obserwacji, beda zerami; co utatwi prace ra-
chunkowg przy zestawianiu rownan btedéw i rownan normalnych
Gaussa.

Il. Dla kazdej dokonanej w sieci obserwacji katowej zestawione zo-
staje nastepujace

rownanie bledu obserwacji katowej:
dxL dyr dxp dyp dxc dyc
A1 B —AP —Bpl—(a1—A) -(B1 BM) Sobs—v

1

Symbole dx dy oznaczajg poprawki, jakie nalezy doda¢ do. przybli-
zonych wartosci wspotrzednych xy dla zamiany ich na najprawdopo-
dobniejsze wartosci wspotrzednych (tzn. na wartosci spetniajgce warunek
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minimum (1), przy czym wskazniki i odnoszg sie do punktu na lewym
ramieniu kata, wskazniki p do punktu na prawym ramieniu kata, za$
wskazniki ¢ do punktu wierzchotkowego kata.

Symbole aprz i aohs oznaczajg wartosci kata: obliczong z przyblizonych
wspotrzednych i zaobserwowana,

Symbole A i B — z wskaznikami / dla lewego i p dla prawego ra-
mienia kata oznaczajg wspotczynniki kierunkowe zdefiniowane przez
rownania:

-  AXx —AY
A= AX- 4+ AY? 8 AX2+ AY3 Pl

gdzie AX i AY przyrosty wspohzednych wzdtuz ramienia kata (a wiec
np. AX1 = - Xc4-Xi. itd).

Jezeli rachunek katéw prowadzony jest nie w mierze radialnej
kata, lecz w mierze mianowanej o0 zamienniku p, wartosci wspo6t-
czynnikow kierunkowych beda:

e e B=_0Y o (3)
- I

przy czym p” = 206265” p** = 636620 p’==3438'. Potrzeba efektyw-
nego obliczania wartosci wspotczynnikéw kierunkowych nie za-
chodzi, gdyz mozna je znajdowa¢ wedlug argumentéw AX Ay
w odpowiednich tablicach cyfrowych lub nomograficznych, a nawet
odczytywac bezposrednio naktadajagc odpowiedni nomogram sporza-
dzony na przezroczystym materiale na szkic sieci geodezyjnej.
Rézne pomoce rachunkowe do wyznaczenia wspotczynnikéw kie-
runkowych opisane s3 w Handbuch der Vermessungskunde Jor-
dana-Eggerta.

Zwracamy uwage, ze wspotczynniki kierunkowe zdefiniowalismy
w odmienny od ogolnie przyjetego sposéb: A proporcjonalne do AX,
za§ B do Ay zgodnie z porzadkiem leksykograficznym; znaki
wspoétczynnikéw zgodne ze znakami przyrostow.

Celowos¢ tej definicji, wykluczajgcej przestawienia i zmiane
znakéw, tatwo stwierdzi¢ w rachunku praktycznym.

Wartos¢ kata obliczong z przyblizonych wspoétrzednych mozna oczy-
wiscie obliczy¢ w sposob klasyczny przez wyznaczenie kata kierunko-
wego prawego ramienia. ® = arc tg AX'\ kata kierunkowego lewego
ramienia: ®£=arc tg ﬁY/ i znalezienie rdznicy tych katow: apn=®p—7/.
Mozna tez postuzy¢ sie symbolami pomocniczymi i obliczy¢ odrazu
tangens poszukiwanego kata jako iloraz gtéwny formy, ktorej wiersz
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gorny tworzg przyrosty wspotrzednych wzdluz lewego ramienia Kkata,
wiersz dolny — przyrosty wspotrzednych wzdtuz prawego ramienia kata:

AX1 AYI
W= axp AYP 0
Ill. Dla kazdej dokonanej w sieci obserwacji liniowej zestawione zo-
staje nastepujace

rownanie btedu wzglednego obserwacji liniowej:
dx, dy- dxk dyk lpn lobs (4
—A —B A B Ipn J

Symbole dx dy oznaczajg poprawki, jakie nalezy doda¢ do przybli-
zonych wartosci wspotrzednych xy dla ich zamiany na wartosci naj-
prawdopodobniejsze.

Symbole Ipn i lobs oznaczajg wartosci odcinka 1K: obliczong z przybli-
zonych wspo6trzednych i zaobserwowana.

Symbole AB oznaczajg wspotczynniki kierunkowe odcinka IK.

Jezeli wspotczynniki kierunkowe w danej pracy zdefiniowalismy
przez réwnania (3) wyrazy wolne réwnan obserwacyjnych wyrazaé
nalezy jako liczby niemianowane, a wiec wyraznie:

dla obserwacji katowych — w mierze radialnej
dla obserwacji liniowych — w stosunku diugosci.

W konsekwencji poprawki v beda liczbami niemianowanymi.

Jezeli wspotczynniki kierunkowe mianujemy—por. rownanie (3')
— nalezy to uczyni¢ zaréwno w réwnaniach obserwacyjnych kato-

wych, jak i liniowych. Wyrazy wolne w réwnaniach obserwa-
cyjnych liniowych pomnozymy woéwczas przez zamiennik p:
p ()
Ipn

~W konsekwencji poprawki v w réwnaniach liniowych bedg

woweczas iloczynami poprawek wzglednych przez zamiennik. Dzielgc

poprawke obserwacji liniowej przez zamiennik przeliczymy ja na

poprawke wzgledna. Przejscie od poprawki wzglednej do bezwzgled-

nej nastepuje zawsze tak samo: w drodze pomnozenia przez

dtugos¢ odcinka.

IV. Rownania obserwacyjne zaréwno katowe jak i liniowe napisane

pod postacig tabelaryczng (2 i 4) doprowadzamy do postaci algebraicznej,
realizujagc umowng symbolike:

=a, dt—bjct a2d2—b2c2...

= a, C| 4-b, d1-\-a2c2~\-b2d2...



W wyniku tego postepowania otrzymamy ukitad réwnan liniowych

0 niewiadomych dx dy oznaczany w rachunku wyréwnawczym w Spo-
so6b ogdlny jn.

aix+ bly +clz...4-1l = v!

ax bhbly4aclz..—~-Hl=w

Jezeli obserwacje katowe i liniowe sg doktadnosciowo skoordynowane,
to znaczy jezeli btad sredni obserwacji katowej wyrazony w mierze radialnej
jest rowny Sredniemu bledowi wzglednemu obserwacji liniowej:

otrzymany uklad réwnan (7) bedzie réwnowagowym ukitadem réwnan
btedow, od ktérego w znany ogdlnie sposéb przechodzimy do uktadu
rownan normalnych Gaussa.

V. Jezeli — co w praktyce czesto ma miejsce — skoordynowanie
doktadnosciowe obserwaciji nie zachodzi, nalezy kazde réwnanie uktadu (7)
pomnozy¢ przez stosunek bledu wzglednego przyjetego za bitad jedno-
stkowy do bledu wzglednego obserwacji reprezentowanej przez dane
rownanie. Praktycznie najwygodniej przyja¢ za btad jednostkowy biad
obserwacji katowej. W nastepstwie réwnania bledéw obserwacji kato-
wych zadnej zmianie nie ulegng, za$ rOwnania bledéw obserwacji
liniowych trzeba bedzie pomnozy¢ przez stosunek btedu Sredniego
obserwacji katowej wyrazony w mierze radialnej do $redniego biedu
wzglednego danej obserwacji liniowej:

ma |
] ©)
/ 1

Od przeksztatconego tak uktadu — mozna go np. zasymbolizowaé jn.:

ai'x + bl'y + cl'z...4-1," = vl
(10)
axXa44yaaq4z44 =

przechodzimy w zwykly sposéb do ukiadu réwnan normalnych Gaussa,
pozwalajacego wyznaczy¢ najprawdopodobniejsze wartosci niewiado-
mych i scharakteryzowaé¢ dokiadnos¢.
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UZASADNIENIE

Jednoczesne wyrownanie bledéw obserwacji katowych i liniowych
w oparciu o metode najmniejszych kwadratéw wymaga doprowadzenia
do minimum funkgcji:

Vi g Wi
Vi 14- WowWh -
im imJ . pf P F (11)

gdzie v sg poprawkami obserwacji katowych; w poprawkami obserwacji
liniowych, za$ m i p. oznaczajg bledy Srednie obserwacji katowych (m)
i liniowych (p) — okres$lone oczywiscie a priori. Aby zrealizowac to
réwnanie, ktérego stuszno$¢ omawiamy w odsytaczu 2), a ktére Helmert
uwaza za uogolnienie warunku minimum:

[p X X] = minimum

dla wypadku obserwacji niejednorodnych, nalezy zestawi¢ réwnania
btedow dla obserwacji kgtowych, oraz réwnania btedow dla obserwacji
liniowych i przyporzadkowa¢ im odpowiednie biedy Srednie.

Ksztatt rownan bledéw przy przyjeciu za elementy posredniczace,
w procesie wyrownania wspo6trzednych prostokatnych punktéw sieci

2 Z niejednorodnosci obserwacji katowych i liniowych (niech np.: pierwsze wyrazone
beda w mierze radialnej, za$ drugie w mierze metrycznej) wynika oczywiscie niemoznos$é
sumowania kwadratéw poprawek tych wielkosci bez postawienia dodatkowych zatozen.
Zatozenia dodatkowe muszg by¢ tak obrane aby w wypadku jednorodnosci obserwacji
prowadzity do warunku [pXX] = minimum, gdzie p wagi /. poprawki. Pomnézmy kwadraty
poszukiwanych poprawek v obserwacji katowych przez czynniki K, kwadraty poszuki-
wanych poprawek w obserwacji liniowych przez czynniki C i rozwazajmy funkcje:

f=1[V; V. A;] + [w; Wi c]]

Aby oznaczone wzorem sumowanie bylo wykonalne wystarczy aby czynniki k miaty
wymiar odwrotnoséci kwadratu obranej jednostki katowej, za$ czynniki ¢ wymiar odwrot-
nosci kwadratu obranej jednostki liniowej. By ponadto funkcja ta w wypadku spostrzezen
jednorodnych (a wiec np. w wypadku istnienia tylko poprawek v) osiggata minimum dla
tych samych wartoéci poprawek, dla ktérych osigga minimum suma kwadratéw poprawek
mnozonych przez odpowiadajgce im wagi wystarczy przyja¢ za czynniki k odwrotnosci
kwadratéw btedéw $rednich obserwacji katowych m, za$ za czynniki c odwrotnosci
kwadratéow btedéw $rednich obserwacji liniowych |x.

N=J C;
Hit HIj py Xy

Podstawiajac sprecyzowane tak wartosci czynnikéw k i ¢ otrzymamy wiec funkcje (11),
ktéra spetnia zatozone warunki i moze by¢ uwazana za uogélnienie funkcji [p XX] aktu-
alnej dla szczegdlnego wypadkku: jednorodnosci spostrzezer. Dowdd stusznosci wzoru (11)
mozna tez oprze¢ bezposrednio na ,,prawie btedéw" Gaussa-Laplace'a.



zalezny jest oczywiscie od zwigzku funkcjonalnego miedzy wartoscig
kata a wzglednie boku ! a wartosciami wspoétrzednych wyznaczajgcych
kat wzglednie bok. Postugujac sie przyjetymi juz oznaczeniami napisac
mozemy réwnania btedéw obserwacji katowych8) i réwnania biedéw
obserwacji liniowych ') pod postacia:
(réwnanie btedu obserwacji kagtowej)
dxt dyi dxp dyP dxc
A.  Brl —ap —Bp-_(ai —Ap)
(réwnanie bledu obserwacji liniowej)
d xj dyj d XK dyx
cosbK  sinfjK cos ?jk sin fjK

d
—Er—sp)| (12)

(13)

3)  Jezeli wspoéirzedne trzech punktéw wyznaczajacych kat a: punktu L na lewym ramieniu
kata, punktu P na prawym ramieniu kata oraz punktu C w centrum
kata otrzymajg niewielkie poprawki réwne odpowiednio dxL dyL dxp
dyp dxc dyc kat zmieni sie otrzymujac niewielki przyrost da, ktéry
traktowa¢ mozna jako rézniczke zupeina:

Rézniczkujac zwigzek miedzy wartoscig kata a wartosciami wspotrzednych punktéw

) Yp Yc Yl. —Yc L.
wyznaczajacych ten kat: a = arctg— — arctg _ yy otrzymamy wartosci po-
XP' " xc X177 Xe
. i _ba YI.—Yc Yi.- Yc

chodnych. Bedzie wiec np.: dxi (<~ xc)2 4 (Y1 YTy
. . . da o da

tj. przy przyjetych oznaczeniach (str. 6): U x- N analogicznie: <— = — AL
da da da da

dxp = Bp Vy,=Ap oxc= Ave = Przyrost wartosci kata

mozemy wiec przy przyjetych oznaczeniach napisa¢ pod postacia:

Wyrazajac warto$¢ kata po wyréwnaniu raz jako sume wartosci tego kata obliczonej
z przyblizonych wspétrzednych a i wartosci jego przyrostu da spowodowanego wyrow-
naniem; za$ drugi raz jako sume obserwacji aobs. i poprawki wyréwnawczej v mamy:

+d*“ = “obs + v+ Stad, podstawiajgc warto$¢ da, napiszemy:

Jest to réwnanie btedu obserwacji katowej (12).
) Jezeli wspotrzedne punktéw J i K wyznaczajagcych odcinek JK =1 otrzymajg
niewielkie poprawki réwne odpowiednio dxj dyj dx”~ dyp dlugos¢ odcinka
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Zwigzek podstawowy (11) wymagatby podzielenia réwnan obserwa-
cyjnych kagtowych przez wartosci btedéw srednich obserwacji kgtowych m:
Y
m

podzielenia réwnan obserwacyjnych liniowych przez wartosci bledow
$rednich obserwacji liniowych |i:

w

p.
i postapienia z otrzymanym ukiadem tak, jak postepujemy z jednorod-
nym uktadem rownan btedow przy doprowadzaniu do minimum sumy
kwadratow poprawek.

Jezeli jednak — co zawsze sie zaklada — bledy Srednie obserwacji
katowych sg sobie réwne, bedzie wygodniej ze wzgledéw rachunkowych
pozostawi¢ uklad réwnan bledéw obserwacji katowych bez zmiany,
zato rownania btedow obserwacji liniowych mnozy¢ przez stosunki:

m m
P, [lo

co sprowadzi sie do przyjecia obserwacji katowej za obserwacje o wadze
jednostkowej.

zmieni sie otrzymujac niewielki przyrost dl, ktéry mozemy uwazaé
za rézniczke zupeina:

dl e dl dl
dl = dxJdx] + 6yjdV] + dxKdxK + d—KdyK

Wartosci pochodnych znajdziemy rézniczkujac zwigzek miedzy diugosciag odcinka a war-
tosciami wyznaczajacych go wspétrzednych: 7= Xk - Xj32+ (Yk -Yj)2

—2(xk  */)

Rézniczkowanie daje: 2 K xIM (YK Y.

.. d d |
analogicznie: = - sin™K, = cos , d-j- = sin?JK, gdzie przez <rK ozna-

czyliSmy kat kierunkowy odcinka J K w obranym uktadzie wspétrzednych.
Przyrost dblugosci odcinka mozemy wiec przy przyjetych oznaczeniach napisa¢ pod
postacia:
dx7 dyj  dxk dYK

di= | cos?JK  sin <K cos FIK sin A/K

Wyrazmy warto$¢ odcinka po wyréwnaniu raz jako sume wartoéci tego odcinka obli-
czonej z przyblizonych wsp6étrzednych I,rzy(, i wartosci jego przyrostu dl spowodowanego
wyréwnaniem; za$ drugi raz jako sume obserwacji lobs i poprawki wyréwnawczej w.
Bedzie: Ipn -|- d1= -|- w. Stad podstawiajagc wartos¢ dl otrzymamy réwnanie biedu
obserwacji liniowej (13):

dx7 dYj IdxK dyK]
—cos --sing|cosq sin |

11



Wykonanie opisanego dziatania nad dowolnym réwnaniem btedu
obserwacji liniowej przy jednoczesnym pomnozeniu i podzieleniu tego
rownania przez dilugos¢ odnosnego odcinka ] (dla wprowadzenia i tu
wspoétczynnikéw kierunkowych:

cos 1 sing\
oo
Ax2+Ay) 1 Aax+Ay?, T |

. d xj j —
daje: X] dyj dXK dyK K m | lIpn Iob_s lj m m
—Ajk —Bjk  AK  Bjk Puk 1 bIK pJK
Oznaczmy krétko przez vjk poprawke wzgledng obserwacji liniowej,
tzn. stosunek wartosci tej poprawki do dtugosci odcinka:

Rownanie btedu obserwacji liniowej napisa¢ teraz mozemy pod postacia;

dxj d.yj'dxK dyx i Ipn  lobs i

—A -B| A B ° i —/ (14

A wiec: réwnania bledoéw obserwacji katowych zestawia sie pod
postacig (2), zas rownania btedéw obserwacji liniowych mozna zestawi¢
pod postacig (4), po czym pomnozy¢ przez stosunek btedu wzglednego
przyjetego za jednostkowy (blad sredni kata m) do btedu wzglednego

danej obserwacji liniowej. Jezeli tzn. btedy wzgledne obser-

wacji liniowych sg réwne wartosciom radialnym btedéw Srednich kato-
wych poprzestajemy oczywiscie na postaci (4).

OBJASNIENIE PRZYKLADU LICZBOWEGO

Przykiad liczbowy podany na str. 17 jest wyréwnaniem uktadu siedmiu
obserwacji katowych i jednej obserwacji liniowej dokonanych dla
tacznego wyznaczenia potozenia punktéw S i T, przy czym T jest punktem
pomocniczym umozliwiajgcym nawigzanie wyznaczanego punktu S do
trygonometru R (celowanie bezposrednie wzdtuz prostej RS nie jest
mozliwe). Mamy tu wiec do czynienia z typowym przykladem tzw.
,famanej celowe;j”.

Obserwacje katowe wykonano teodolitem poligonalnym Wilda T. |,
odcinek R T pomierzony zostat zwyktg taSma stalowa na niesprzyjajgcym
pomiarom liniowym terenie.

12



Mozna wiec przyja¢, ze bledy S$rednie pomiaréw kagtowych sg
rzedu + 10", za$ blad pomiaru liniowego jest rzedu + 0015 |/ L, gdzie L
dtugos¢ mierzonego odcinka.

Wspoitczynniki kierunkowe AB przyjeto wedtug definicji 3’ co—zgodnie
z uwagami podanymi na str. 7 — wymagato mianowania odchyitki
wzglednej liniowej ~~n~j—— w drodze pomnozenia jej przez zamiennik.

Po zestawieniu rownan biedéw, ktérych opracowanie widoczne jest
ze schematu rachunkowego, pomnozono roéwnanie bledu obserwacji
liniowej przez stosunek btedu $redniego obserwacji katowej wyrazonego
w mierze radialnej:

107 = 0.000048
206265"

do btedu wzglednego obserwacji liniowej:

oNMM=0.00064
546,7
to znaczy przez:

0'000048 =0.075.

0.00064
W schemacie rachunkowym znalazto to wyraz w skresleniu wspot-
czynnikow réwnania btedu: 349 — 143 0
i napisaniu na ich miejsce: 26 — U 0

Przejscie od uktadu rownan bledéw do uktadu réwnan normalnych
zadnych omowien nie wymaga.

Rownania normalne rozwigzano przy pomocy algorytmu Banachiewicza
w pelnej postaci, to znaczy z tagcznym wyznaczeniem wspotczynnikéw
wagowych.

Po obliczeniu poprawek obserwacyjnych v przez podstawienie wyzna-
czonych niewiadomych dx dy do réwnan btedéw obliczono biad
Sredni obserwacji o jednostkowej wadze, to znaczy btad Sredni obser-
wacji katowej po wyrdéwnaniu. Wymagato to znalezienia sumy kwadra-
tow poprawek sprowadzonych do jednostkowej wagi:

[pvVv]= 134

Poniewaz ilos¢ spostrzezen nadliczbowych wynosi 4 (dokonano ich 8,
za$ ilos¢ niezbedna dla wyznaczenia 2 punktow jest 2X2 = 4), wartos¢
btedu Sredniego spostrzezenia o wadze jednos¢ bedzie:

m0 = ==+58

13



Mnozgc wspotczynniki wagowe przez otrzymany bigd Sredni wyzna-
czono btedy $rednie wspoétrzednych réwne odpowiednio:

dla punktu wyznaczanego S: +- 0.02 +0.04
dla punktu pomocniczego T: + 0.17 + 0.07

Jak wida¢ mato dokiadny pomiar liniowy nie wplynagt ujemnie na
doktadnos¢ wyznaczenia punktu gtébwnego S, co jest zresztg geome-
trycznie jasne z rysunku (im blizszy kata péipelnego bedzie kat RTS,
tym mniejszy bedzie wptyw biednosci pomiaru odcinka RT na wyzna-
czenie punktu S).

Pare stbw omowienia poswieci¢ moze nalezy obliczaniu poprawek
obserwacji. W stosunku do obserwacji o jednostkowej wadze sprawa
jest prosta: podstawiajgc niewiadome cix dy do réwnania bledu obser-
wacji otrzymujemy bezposrednio poprawke — oczywiscie w takich jedno-
stkach, jakie obraliSmy przyjmujac te, czy inng definicje wspotczynnikéw
kierunkowych AB (3 lub 3j, Rownania bledow obserwacji o wagach
réznych od jednosci figurujg w podwadjnej postaci — nazwijmy je krotko
postacig pierwotng (réwnanie skreslone) i wtorna.

Podstawienie niewiadomych dx dy do rdéwnania btedu w postaci
pierwotnej dostarczy nam warto$¢ poprawki obserwacji — oczywiscie

znowu w obranych jednostkach. W naszym wypadku otrzymalismy -{—5.1
co po przejsciu do poprawki wzglednej, a nastepnie liniowej w mysl
uwag na str. 7 daje poprawke odcinka —- 0.01j m. Podstawienie niewia-
domych dx dy do rownania btedu w postaci wtornej daje ,,wartos¢
poprawki sprowadzong do jednostkowej wagi”, to znaczy liczbe v/p,
ktéra w operacji sumowania kwadratow dla wyznaczenia btedu S$red-
niego iry jest rownorzedna poprawkom spostrzezen o jednostkowej wadze.

UWAGI KONCOWE

Obierajac ten a nie inny przykiad liczbowy mieliSmy na oku pod-
wojny cel. Z jednej strony chodzito o zilustrowanie w krotki, a jedno-
cze$nie wszechstronny sposob rozwigzania podjetego zadania. Nalezato
wiec obra¢ uktad, w ktérym wystepowatoby niewiele obserwacji lecz
zagadnienie wag nie bytoby uproszczone, to znaczy obserwacje diugo-
sciowe nie bylyby dokladnosciowo skoordynowane z obserwacjami
katowymi. Ma to wiasnie miejsce w ukiadach o ,famanych celowych".

Z drugiej strony chodzito nam o wykazanie, ze ukiady o ,famanych
celowych” moga by¢ bez trudnosci czy to pojeciowych, czy rachunko-
wych wyréwnywane w sposéb naukowo poprawny, to znaczy przez
oparcie na warunku minimum bez uciekania sie do nieuzasadnionych
zatozen czy niezdefiniowanych poje¢. Uzyskuje sie przy tym bez wie-
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kszych trudnosci charakterystyke doktadnosciowg rezultatéw, ktorej
w pracach geodezyjnych pretendujgcych do Scistosci trudno sie przeciez
wyrzec.

Czytelnik, ktéry przeczytat opis postepowania wyrGwnawczego i uwaz-
nie przesledzit rozwigzanie przyktadu liczbowego z catg pewnoscig nie na-
potka zadnych trudnosci pojeciowych w zastosowaniu opisanej metody
do wyrdwnania innych postaci sieci geodezyjnej, czy to operujacej
tacznie obserwacjami liniowymi i katowymi, jak zwykle sieci poligo-
nowe; czy tylko obserwacjami katowymi, jak klasyczne sieci triangu-
lacyjne; czy wreszcie tylko obserwacjami liniowymi, jak sieci triangu-
lacyjne nowego typu, ktérych wnikliwg analize i spos6b wyréwnania
metoda réwnan warunkowych podat niedawno prof. E. Warchatowski.
Schemat postepowania bedzie zawsze taki sam: obliczenie przyblizonych
wspotrzednych, zestawienie rownania bledu dla kazdej obserwacji spro-
wadzenie réwnan btedow do réwnowaznosci wagowej w drodze mnozenia
kazdego réwnania przez stosunek btedu spostrzezenia o wadze przyjetej
za jednos$¢ do bledu przypisanego obserwacji odpowiadajgcej danemu
réwnaniu.

Wieksze sieci geodezyjne nalezy przed wyrdOwnaniem przenies¢ na
ptaszczyzne odwzorowania. Sprowadza sie to jak wiadomo do Scistego
przeliczenia wspo6trzednych geograficznych punktéow nawigzania na
wspoétrzedne prostokatne tych punktéw w obranym odwzorowaniu;
pobieznego obliczenia przyblizonych wspétrzednych wszystkich wyzna-
czanych punktéw sieci (dokiadnos¢ ca £50 m) i przeliczenia w oparciu
o te wielkosci katdw a i odcinkéw L obserwowanych w terenie na
katy a i odcinki L, ktére zaobserwowanoby na ptaszczyznie odwzoro-
wania w razie wystgpienia tych samych btedéw przypadkowych.
W przyjetym u nas odwzorowaniu Gaussa-Krugera zwigzki miedzy
wielkosSciami a i L, oraz a i L mozna napisa¢ pod postacig;

Y1 —Xp —Yp
a ==a4- 0.000 844
Xe  (2Yc+ Y1) Xe (2Yc+ Yo j

(15)
L = L[1 4- 0.0000 0000 409 (Y=  YjiYk-f-Y\)
lub z dostateczng przewaznie dokladnoscia:
a=« 000253 Yc (X/.— Xp)
L = L(1 --0.0000 000123 Y2) (16)

przy czym XY sg wspotrzednymi Gaussa-Krugera wyrazonymi w kilo-
metrach (w ostatnim wzorze Y oznacza rzedng srodka odcinka).
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Po przeniesieniu na plaszczyzne odwzorowania catego zespolu obser-
wacji a L postepujemy z zespolem obserwacji zredukowanych U L
W sposéb juz opisany.

Jezeli w sieci zachodzi potrzeba zachowania Scistej wartosci pewnego
kata kierunkowego lub odcinka (nawigzania azymutalne, bazy o najwyz-
szej precyzji) najprosciej jest napisa¢ zwigzek funkcyjny miedzy wspoét-
rzednymi okreslajgcymi ten element i po okresleniu z tego zwigzku
pewnej wspotrzednej przez pozostate podstawi¢ okreslong wartosé
wspotrzednej do wszystkich réwnan btedéw, w ktérych ta wspétrzedna
wystepuje.

Wyréwnywanie wielkich sieci operujgcych spostrzezeniami katowymi
i liniowymi nie ma zreszta jeszcze dzi$ znaczenia praktycznego. Dotkne-
liSmy tego tematu jedynie dla podkreslenia zupelnej ogélnosci omo-
wionej w niniejszej pracy metody postepowania wyréwnawczego.
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Zespoty liczbowe do obliczenia
wartosci elementu sieci ze
wsp6trzednych przyblizonych.
Elementy katowe
/ AR 4
JAXP AYP
«pn = arc tg fQ
Elementy liniowe

Jpon — + /A X- + AY?2

415.14 337561
— 5093.88  1783.26
a = 25° 25' 50"

—1009.02 —1592.35
415.14 —3375.61

a = 25°21' 00"
593.88 —1783.26
1009.02 1592.35

a— 129° 13" 10"
1009.02  1592.35
—1391.34 173.85

a = 115° 14' 20"
—1391.34 173.85

593.88 - 1783.26.
a = 115° 32" 30"
1391.34 — 173.85

— 505.62 207.92
a = 164° 46' 08"

505.62 — 207.92™
2905.98  1210.58'

a = 44° 58'10"

505.62 —207.92
1 =546.70

PRZYKLAD LICZBOWY:

Wartosci 5 iki RG ia btedéw w postaci tabelarycznej:
Rachunki obserwowane Wyrazy W:?:poiczynnlkl ownania (5] P Y ]
. . wolne kierunkowe i
pomocnicze elementow réwnan Obserwacje katowe:
sieci ; p Ax pAyYy d d
A btedow Xe y
aob lob Ax2-IAy) A2+ Ay ”
f2 ) p b - (W*“ A)- (Bt
Poprawki arn  ao
L vV i Obserwacje liniowe:
] Ipn ~"ob 1j
AX2 -j-Ay- Wartosci { A B dy, |dxr dy,.
wyréwnane
274 5010 25°25'50" 0 7 60
577 3047 0" — 35 104
0.47549 25° 25' 50"
274 5010 25° 21' 00” 0 - 59 — 92
579 4037 + 17 60
0.47376 25°21°07”
274 5010 129° 13' 00" 10" 35 —104
—*224 0337 + 2" 59 92 35 - 104
— 1.22527 129° 13 02"
239 0918 115° 14" 40" - -20" 59 92
. . xr dyT
— 1127060 —4 —146 18 146 — 18 205 — 74
— 2.12138 11.+=4 36"
237 7875 115° 32 20” 10 —146 18 dxr dy-
— 113 6309 +2 35 —104 —146 181 —122
— 2.09263 115° 32" 22"
20 1385 164° 46' 10:: — 2 146 — 18 xr dyn
— 739636 —5 —349 143 349 —143
— 0.27228 164° 46'05"
121 6305 44° 58' 10" 0 349 —143 dy/
121 7618 — 6" 60 25 143 - 60 — 25
0.99893 44° 58' 04"
349 —143
29 8882 546.70 ol-=0 dxT dyr
0.01 ’
546 349 —143
~546.71
x. 4630.24 Obliczenie przyblizonych wsp6trzednych.
y. 5400.75 /e | 421510 2025.14 | 4630.24 5400.75 |
Punkt S ! 2.11075 | 1 2.10310 |
(4.21385)
Xs = 3621.22 YSo = 3808.40
° 1210.58
Punkt T R Q =arctg = arctg 0.41658 RQ = 22° 36'56"
360
382° 36' 56"
_s — 44°58' 10"

RT = 337" 38'46"
XTo = 1724.26' + 0.92485.546.70 = 2229.88
Yro 4190.17 — 0.38032.546.70 = 3982.25

Srednie btedy zatlozone dla ustalenia wag: ma = +10”m/ = ==0.015/1.

S i inii i __ 546.7
Sredni btad wzgledny linii RT wynosi:»™ — 0.00064
546.7
0.000048
Stosunek btedu $r. kata do btedu ér. linii g/joo64 = ()A75.

Réwnania bledow w postaci algebraicznej z rozwiniecia tabel

Réwnania btedow sprowadzone do jednostki wagowej
Réwnania normalne

dy S v
—139 0.4
-- 33 +170
182 + 26
- 18 -146 53 —42
18 146 —129 -+ 16
161 495 490 —54
—143  —349 —452 —54
no;&; iélt‘f 15 + 51
+ 04

78380 3048 — 3762 - 15918 2256 54004j 64004 [pvv] =

101384 —30454 —128626 5858 —10000 70506 — 60506
47694 134572 218 10000 133268 148268
409579 3390 10000 392997 402997
279.96 10.89 13.44 — 56.86 8.06 - -35.72 192.89
318 22 95.24 —A402.26—18.68 1.22 31.42 -228.16
196.07 487.05 —7.41 — 186 —15.26 —51.00 607.59
8553 - 0.67 — 7.42 —60.88 290.42 116.92 190.06
niewiadome: —0.029 0.074 0.018 0.008
wspotczynniki wagowe Q 0.1336  0.4926 8,6945 11,3670 . io-4
Btedy Srednie: 0.37m0 0.70m0  2,95m0 1.17mo0. 10- -
a przy przyjeciu m0) = =+ 5.8 +0.02 +0.04 +0.17 =+0.07
wyréwnane wartosci wspoétrzednych 352119 380847 2229.90 3982.26
S T

°-°00048 0075
0.00064 - '

51
V=p—547=0.01

134
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