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WSTEP

Glownym zadaniem geodezji jest wyznaczenie fizycznej po-
wierzchni ziemi.

Poniewaz wyznaczenie tak skomplikowanej powierzchni nie
da sie¢ wprost wykona¢, dlatego w geodezji operujemy zastep-
czymi prostszymi powierzchniami. Jedna z takich powierzchni
jest geoida. Jest to powierzchnia prostopadla w kazdym punkcie
do kierunku linii pionowej, przechodzacej przez ten punkt
w ogdélnym swym przebiegu i zawierajgca w sobie powierzchnie
wolnych wéd moérz i oceanéw w stanie spoczynku. Wiemy, ze
kierunki pionéw sa styczne do linij sil pola grawitacyjnego: odrzu-
camy przy tym wplyw ciat niebieskich (ksiezyca, stonca, gwiazd)
na wielko$¢ i kierunek przyspieszenia ziemskiego oraz wplywy
wiatréow, pradow itd. Przy takim zalozeniu przyspieszenie sity
ciezkosci, bedzie wylacznie funkcja miejsca.

Mimo to, rdwniez geoida jest tak skomplikowang powierzchnia,
ze nie da sie wyrazi¢ przez prosta funkcje analitycznag. Wiadomo
jednak, ze geoida jest powierzchnia zamknieta, ciagla, bez kantow
i ostrzy.

Powierzchnie wyznaczona przyblizonym réwnaniem geoidy
nazywamy czesto sferoidq. Sferoida niewiele odbiega od elipsoidy
obrotowej (ziemskiej).

Wyznaczenie geoidy pozwala nam w dalszej kolejnosci wy-
znaczy¢ fizyczna powierzchnie ziemi.



VIII

Do rozwigzania tego zadania stuza: pomiary geodezyjne
(triangulacja, niwelacja), pomiary grawimetryczne i pomiary astro-
nomiczne. Koordynacja tych pomiaréw prowadzi do wyznaczenia
geoidy.

W niniejszej rozprawie bedziemy rozpatrywali jedynie wy-
znaczanie geoidy z pomiaréw grawimetrycznych, przy pomocy
ktéorych wyznaczamy przys$pieszenie sity ciezkosci.

Na poczatku omowimy w krotkosci pomiary grawimetryczne
oraz ich redukcje, w dalszym za$ ciagu — sposoby wyznaczenia
geoidy z pomiaréw grawimetrycznych, ich doktadnos$¢ i praktycz-
nos¢ zastosowania, oraz zmiany geoidy w czasie.

Zadaniem pracy niniejszej jest przeanalizowanie dotychczaso-
wego dorobku geodezji w tej dziedzinie oraz wysnucie uwag
i wnioskow dla dokladniejszego wyznaczenia geoidy.



ROZDZIAL I

POMIARY GRAWIMETRYCZNE

a. Metody

Wiadomo, ze pomiary grawimetryczne wykonujemy dla roz-
nych potrzeb: dla geodezji, geofizyki, gornictwa itd.

We wszystkich tych pomiarach, mimo zZe beda one przeprowa-
dzone jedynie dla jednej gatezi nauki, musimy mie¢ na wzgledzie to,
azeby z ich wynikéw mogly korzysta¢ i inne galezie wiedzy.
Musi wiec by¢ Scisla wspoélpraca geodetow z geofizykami, sejsmo-
logami, geologami, inzynierami goérnictwa itd.

Pomiary grawimetryczne, wykonywane przez geodetéw w celu
wyznaczenia ksztattu i wielkos$ci geoidy, sa przeprowadzane zasad-
niczo dwiema metodami: metodq dynamiczng i metodq slatyczna.

Do metody dynamicznej naleza pomiary wykonane przy po-
mocy réznych wahadel, oraz te wszystkie pomiary, ktore podle-
gaja prawom dynamiki.

Do metody statycznej naleza pomiary wykonane metodq ba-
rometryczng i metodami opartymi na prawach elastyczno$ci.

Obecny stan rozwoju budowy przyrzadéw grawimetrycznych
daje nam duzy wyboér sprzetu do celéow wyznaczenia geoidy;
wystarcza jednak przyirzady, ktére daja przys$pieszenie silty ciez-
kosci z dokladno$cia -+ 0,1 mgala, co odpowiada zmianie okolo
-+ 0,33 m w sensie wysokosciowym.

Musimy by¢ przygotowani, ze odstepow geoidy od po-
wierzchni odniesienia nie wyznaczymy z duzq dokladnoscia.

Zauwazymy, ze wplyw przyciggania ksiezyca na pomiary
grawimetryczne wynosi maksymalnie okolo 0,11 mgala, a wiec jest
na granicy osiggalnej doktadnosci pomiarowej, wplyw za$ przycia-
gania przez slonce wynosi maksymalnie 0,05 mgala.

Cz. Kamela, Wyznaczenie geoidy 1



Oprécz zmian wywolanych tymi czynnikami, wartos¢ sily cigz-
kosci w tym samym miejscu zmienia si¢ w czasie, wskutek
wplywu réznych przesunig¢ lokalnych mas wewnatrz ziemi oraz
innych zjawisk.

W pierwszej cze$ci naszej rozprawy przyjmujemy, ze takie
czynniki jak wplyw ksiezyca, slonca, przesunie¢ mas wewnatrz
ziemi itd. nie wystepuja, lub tez ze ich wplyw jest znany i da
sie rachunkowo uwzglednic.

Tymi wplywami zajmiemy sie w drugiej czeSci rozprawy.

Jezeli chodzi o rodzaj pomiaréw grawimetrycznych, to roz-
rozniamy: pomiary bezwzgledne, pomiary wzgledne i pomiary inter-
polacyjne.

Pomiary bezwzgledne wykonujemy na glownych (podstawo-
wych) punktach obserwacyjnych ziemi; ich ilos¢ obecnie nie jest
duza, a rozklad niekorzystny.

Pomiary wzgledne wykonujemy na punktach giéwnych
wzglednych w nawigzaniu do punktéw bezwzglednych. W kazdym
kraju winien by¢ co najmniej jeden punkt gléwny wzgledny.

Pomiary interpolacyjne wykonujemy na punktach pozosta-
tych, przez zageszczenie sieci punktéw grawimetrycznych w na-
wigzaniu do punktow gléwnych wzglednych.

b. Wzory podstawowe

Pomiary bezwzgledne wykonuje sie przy pomocy aparatow
wahadlowych, umieszczonych w specjalnych obserwatoriach;zmudne
prace obserwacyjne trwaja czesto od kilku do kilkudziesieciu lat.

Z pomiarow tych obliczamy przySpieszenie sily ciezkosci
w danym punkcie (wraz z jego bledem $rednim), przyjmujac uzy-
skana warto$¢ za podstawe do dalszych pomiaréw wzglednych.
Znajac polokres wahania T i diugos¢ wahadla | wyznaczamy
g w danym punkcie ze wzorow:

T=T(-,(1— v J—)

16
Mierzac T, wahadlem do pomiarow wzglednych na stacji

gtownej, oraz znajac g, na tym stanowisku z pomiaréw bez-
wzglednych, wyznaczymy dlugos¢ wahadla do pomiarow wzgled-
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nych. Idac na punkt dalszy, mierzymy tym wahadiem T,, skad
mozemy obliczy¢ g, na tym punkcie ze wzoru:

9

2 B . T y
g.:9,=T,":Ty, czyli g, = TT‘!; gp.

Oczywiscie zakladamy, ze przyrzad w miedzyczasie nie ulegl
zmianie.

Przyrzad powinna wiec cechowaé statos¢, latwosé przeno-
szenia, mata wrazliwo$¢ na czynniki zewnetrzne (temperatura,
wilgo¢ itd.) szczegdlnie przy pomiarach interpolacyjnych.

Pomiary grawimetryczne naleza do pomiaréw bardzo precy-
zyjnych i zmudnych. Przede wszystkim przy pomiarach wahadto-
wych musi byé wyznaczony z bardzo wielkg dokladnoscia okres
wahania wahadla, o ile chcemy uzyska¢ wymagana dokladnos¢
-+ 0,1 mgala, lub nawet wieksza.

Przy zalozeniu, ze do pomiaréw wahadlowych korzystamy
z wahadla o potokresie wahan 1 sekunda, mozemy przyja¢ doklad-
nos¢ wyznaczenia czasu wahania 1-107° sek. (azeby osiggnac
dokladnos¢ —+ 0,02 mgala).

Przy pomiarach wahadtowych — zaréwno na punktach glow-
nych, jak i na posrednich — musimy uwzgledni¢ wplyw powietrza,
ruch statywu, wplyw temperatury, wplyw ruchu zegara, wplyw
amplitudy wahania, mikrosejsmiczne ruchy ziemi, i wiele innych
czynnikéw. A wiec surowe pomiary musimy poprawi¢ ze wzgledu
na te wplywy, a otrzymang stad wielkos¢ T mozemy wykorzystac
do wyznaczenia g.

Oczywiscie, kazda stacja grawimetryczna musi mie¢ znang
wysokos$¢ ponad poziomem morza i (o ile to mozliwe) dos¢ dok-
tadne wspolrzedne geograficzne.

Pomiary grawimetryczne powinny by¢ rozlozone symetrycznie
wzdtuz réwnoleznikoéw i potudnikow oraz (ze wzgledu na pozniejsze
redukcje) rozmieszczone tak, azeby byl mozliwy podzial na stacje
ladowe, przybrzezne i morskie, lacznie ze stacjami na wyspach.

c. Instrumenty i ich doktadnos¢

Pomiary bezwzgledne oraz wzgledne wykonywujemy tylko
przy pomocy wahadel (rewersyjnych, 4-wahadel Sternecka itd.).

Na punktach poérednich, do pomiaréw interpolacyjnych uzy-
wamy rozmaitych grawimetrow interpolacyjnych, ktérych istnieje
caly szereg, o dokladnosci od 1 do 0,01 mgala. Wymienimy nie-
ktére z nich:



Grawimetr Haalcka, oparty na zasadzie barometrycznej; przy-
rzad ciezki — wymaga dobrych droég do transportu, i daje war-
tos¢ g z dokladnoscia 1 mgala. Zaleta tego instrumentu jest to,
ze mozna go uzywa¢ do pomiarow grawimeirycznych na morzu.

Grawimetr Norgaarda, oparty na zasadzie barometrycznej,
moze by¢ stosowany do pomiaréw na ladzie i na morzu.

Okoto 10 grawimetrow (opartych na zasadzie statycznej),
przy pomocy ktorych otrzymuje sie g z dokladnoscia wigksza,
niz 1 mgali (grawimetry: Isinga i Ureliusa, Trumana, Mott-Smitha,
Thyssena, Lindblada, Wrighta, Gulf Oil Refining Company, Humble
Oil and Refining Company, Grafa).

Grawimetr Grafa daje dokladno$¢ okolo - 0,1 mgala, jest
latwy do transportu, zabiera malo czasu na wykonanie obserwacji,
a wiec ma wszystkie cechy wymagane od przyrzadu interpolacyj-
nego na ladzie stalym. Zasiezgiem swoim moze objaé¢ obszar pan-
stwa s$redniej wielkoéci, jak Polska, Francja, Rumunia itd.

W krajach mato uprzemystowionych, na pustyniach i w kolo-
niach przyrzadami uzywanymi do wyznaczania g sa grawimetry
P. Lejaya lub F. Holwecka. Doktadnoé¢ osiggana tymi instrumen-
tami zawiera si¢ w granicach od =+ 1,0 do -+ 3,0 mgala.

Wymienione wyzej instramenty nadajg sie jedynie do wyko-
nywania pomiarow na ladzie (z wyjatkiem grawimetru Haalcka
i Norgaarda).

Powierzchnia ziemi jest jednak w przewazajacej czesci po-
kryta wodami. Mimo to, dzieki F. A Vening-Meineszowi, mozemy
przy pomocy jego podwojnego wahadla wykonywaé¢ pomiary
przyspieszenia sity ciezkosci, montujac przyrzad w todzi podwod-
nej, ktéora w czasie pomiaru zanurza si¢ okoto 20— 40 m pod po-
wierzchnie wody. Takie pomiary musza doznawac szeregu popra-
wek, np. ze wzgledu na ruch fal, kurs todzi podwodnej i wiele
innych przyczyn.

Dokladno$¢ osiagnieta podczas pomiaréw podwodnych przez
Vening-Meinesza wynosi okolo -+ 4,0 mgala.

Moim zdaniem grawimetry Haalcka i Norgarda powinny
pozwoli¢ na wyznaczenie przyspieszenia sily ciezkosci na morzu
z doktadnoscia okolo + 1,0 — -+ 2,0 mgala.

Dotychczasowe grawimetry sa oparte badz na metodzie dy-
namicznej badz tez statycznej; nie wprowadzono jeszcze w zycie
przyrzadu pracujacego na zasadzie dynamiczno-statycznej (procz
proby w Szwecji).
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Teoretycznie wydaje mi sig, ze przyrzad Grafa mozna by
przebudowac, opierajac sie o zasade dynamiczno-statyczna, lecz
nie wiadomo, czy nie wyniklyby jakie$ trudnosci konstrukcyjne.

Wiadomo jest, ze kazdy dobry przyrzad grawimetryczny
w ostatecznej formie uzytkowej musial ulec szeregowi prébnych
doswiadczen i przerébek, wymagajacych kilku, a nawet kilku-
nastu lat.

Taki instrument mozna bedzie wmontowa¢ do todzi podwod-
nej, jako podwojny grawimetr Grafa, o czym blizej bedzie mowa
w rozdziale VI. (Proby w Szwecji nie byly wykonywane przy po-
mocy grawimetru Grafa).

Do lokalnych zageszczen mozna uzywa¢ wagi skrecen, lecz
efekt pomiarowy bedzie bardzo maly z powodu trudnosci tran-
sportowych narzedzia i uciazliwych przygotowan na stanowisku.

Dla konstrukcji instrumentu, z géory musimy zatozy¢, ze dany
przyrzad interpolacyjny musi pracowa¢ na okreslonym obszarze
(np. jednego panstwa), azeby warunki klimatyczne, transpor-
towe itd. byly mniej wiecej jednakowe.

Osobnym zagadnieniem bedzie rozwigzanie tego problemu
dla obszaréw oceanicznych.

d. Gesto$¢ punktéw grawimetrycznych

Przy obecnej gestosci punktéow gléwnych z pomiarow bez-
wzglednych i wzglednych, musimy stwierdzi¢, ze liczba ich powinna
by¢ wieksza, za$ rozklad odpowiedniejszy.

Gestos¢ punktow grawimetrycznych powinna zaleze¢ od roz-
ktadu mas w skorupie ziemskiej. Pomiary powinny by¢ wykonane
i w miejscach o znacznych anomaliach przyspieszenia sity ciez-
kosci.

Na postawie dotychczasowych materialéw grawimetrycznych,
mozna juz mniej wiecej okresli¢ polozenie przysztych stanowisk grawi-
metrycznych. W pierwszym etapie na powierzchni ziemi powinno by¢
12 500 punktow interpolacyjnych, co daje jeden punkt na okoto
40 000 km* Gestos¢ ta, w krajach w ktorych przeprowadzono
triangulacje, bedzie odpowiadala mniej wiecej gestosci punktow
Laplace’a.

W drugim etapie powinno sie dazy¢ do osiggniecia okoto
25000 punktow. Materiat z pierwszego etapu zezwoli nam juz
na dos¢ dobre wyznaczenie geoidy, co jest glownym zadaniem
geodezji.



ROZDZIAL 11

REDUKCJA POMIAROW GRAWIMETRYCZNYCH
NA GEOIDE

a. Metody, ich dokladnos¢ i zastosowania

Punkty grawimetryczne, na ktérych wyznaczylismy g, zazwyczaj
nie znajduja sie na powierzchni mérz (w poziomie $rednim morz)—
lecz w réznych wysokosciach, i to na ladzie zazwyczaj ponad,
zas na morzach (i w depresjach) ponizej poziomu morza.

Wartosci g uzyskane z pomiaréw, przed uzyciem ich do wyzna-
czenia geoidy, musza dozna¢ poprawek redukcyjnych.

Metod redukcji jest wiele, ale nie wszystkie nadajg sie do
celéw geodezyjnych: niektére ze wzgledu na niewystarczajacy
stopien dokladnosci, inne — gdyz nie spelniaja wymagan teorii
potencjatu; niektére znowu nie znalazly zastosowania w geodezji
ze wzgledu na ucigzliwos¢ ich stosowania w praktyce.

W niniejszym rozdziale omowimy w skrécie metody redukcji
z zaznaczeniem, ktoére z nich nadajg sie do wyznaczenia geoidy
i w jakim wypadku.

1. Redukcja Faye'a (redukcja wolno-powietrzna)

Przypusémy, ze stacja grawimetryczna znajduje sie w po-
wietrzu na wysokosci h ponad poziomem morza, t. zn., Ze pomiedzy
stacjg i poziomem morza nie ma zadnej masy ziemi, Uwzgled-
niajgc wowczas tylko gtéwny wyraz rozwiniecia dla g, otrzymamy
przyspieszenia g, dla poziomu morza:

M
go=k—
22
gdzie k jest stala grawitacyjng, M jest masa ziemi, r jest odlegtosciq
rzutu punktu na poziom morza od srodka ziemi.



Tak wiec na wysokosci h nad poziomem morza bedziemy
mieli:
= e i R
gh=k = e o B (B
(r+h)*
2gn, _Sgh ...=zg£|1_ 3h+...]

el e R R
r o I

a w przyblizeniu

go—g= gk 0,000 308 6 h cm/sek? (h w metrach),
r

lub
g, — g = 0,308 6 h mgala, (h w metrach).

Dokladniejszy wzo6r ma postac:
Ag =g, — g =10,000308 6 — 0,000 000 21 cos 2 %) h cm/sek®.

Przy zalozeniu, ze pomiary grawimetryczne zostaly wykonane
z dokladnoscia #+ 0,1 mgala lub wieksza, nalezy przy tej redukcji
zna¢ wysokos¢ stacji grawimetrycznej nad poziomem morza
z dokladnosciq okoto =+ 0,30 m lub wieksza.

2. Redukcja Bouguera i redukcja topograficzna

Pomiedzy stanowiskiem grawimetrycznym w wysokosci h
a poziomem morza znajduja sie jednak masy ziemskie.

Uwzgledniajac wplyw tych mas na wartos¢ g, otrzymuje sie
wraz z poprawka Faye'a:

‘ ; 2gh 3 o 2gh 3 ¢
Ag:g”———g=—‘g————-—~w\——gh= g (1—— e )l
r 2 0p 1 r 4 oy
gdzie 0 — gesto$¢ mas ponad poziomem morza, zas ¢, — érednia

gestos¢ ziemi. Jest to pierwszy przyblizony wzor Bouguera.

Poniewaz w okolicy stanowiska na ogél teren nie jest rowny,
przeto trzeba jeszcze uwzgledni¢ redukcje topograficzng. W tym
celu teren w okolicy stacji dzielimy (na mapie) na walce o coraz
to wiekszych promieniach i podzielimy na 8 sektorow. W kazdym
sektorze poszczegbdlnego walca wyznaczamy sredniag wysokos¢ i obli-
czamy wplyw na g mas, znajdujacych sie ponad stacja, o ile
srednia wysokos¢ sektora jest wieksza niz h, albo tez obliczamy
wplyw ubytkumas, gdy $rednia wysoko3¢ sektora jest mniejsza niz h.
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Sumujgc wplyw mas we wszystkich sektorach otrzymamy
redukcje topograficznq, ktéra po dodaniu do redukcji Bouguera
daje tzw. poprawionq redukcje Bouguera:

~

gu"—g=2g—h(1—i : )—Hg'—g).

=
4 o

gdzie
Agt=g'—g

jest redukcjq topograficzng.

Widzimy, ze redukcja Bouguera bedzie wtedy dokladna, gdy
bedziemy znali doktadnie ¢ i 0, , tj. gesto$¢ mas ponad poziomem
morza i Srednia gestos¢ ziemi. Redukcja ta bedzie bardzo niedok-
tadna gdy h jest duze, a przyjete wartosci ¢ i 9, nie odpowiadaja
rzeczywistosci.

3. Redukcja Poincaré’'go lub Preya

Biorac pod uwage ry-
sunek obok, na te reduk-
cje skladaja sie nastepu-
jace czynnosci: Najpierw e
obliczamy  topograficzna Pk . i
redukcje Ag", nastepnie '
odejmujemy wplyw plyty, Ryst
czyli uwzgledniamy reduk-
cje Bouguera Ag's, w dal-
szym ciggu uwzgledniamy redukcje Faye'a Ag. Nastepnie zas
z powrotem uwzgledniamy wplyw plyty, czyli ujemna redukcje
Bouguera Ag'y i redukcje topograficzng Ag'y.

Redukcja Poincare'go bedzie wiec wynosita:

A gPoincaré = A g + A g's (ujemne) + A g.s' (ujemne) + A g”s "l— A g”s’ (ujemne) «

Ostatnie dwa wyrazy mozemy pomina¢, poniewaz Ag”' >~ —Ag's.
Ostatecznie otrzymamy:

Masy ponad slacja

S /st gran]

290 ib4B)

A Jpoincare =—

gdzie
b~b =Ag.

Widzimy, ze przy tej redukcji pozostajg nieuwzglednione
masy ponad poziomem morza, nie bedzie zatem mozna stosowac



10

prawa Greena do wyznaczenia geoidy, czego nie wzigl pod uwage
F. Hopfner.

Dokladnos¢ omawianej redukcji zalezy od wielkosci h i od
przyjetych wartosci dla & i o, .

4. Redukcja Rudzkiego

Metoda Rudzkiego daje mozliwos¢ rachunkowego przesu-
niecia mas, ktore znajduja sie ponad geoida, na geoide lub do jej
wnetrza, w taki sposob, ze ksztalt geoidy przez te operacje
nie zmieni sie (lub zmieni sie tak matlo, Ze zmiane te mozna pomina¢);
innymi slowy potencjat sity ciezkosci ziemi na powierzchni geoidy
nie zmieni sie. (Natomiast zmieni sie potencjat zewnatrz geoidy,
oraz zmienia si¢ przyspieszenie sity ciezkosci na samej powierzchni
geoidy).

W nastepstwie tej redukcji masa ziemi bedzie nieco mniejsza.
Poniewaz ksztalt geoidy malo sie rézni od ksztattu elipsoidy obro-
towej, lub nawet kuli, mozna wyprowadzi¢ wzory dla tych po-
wierzchni zamiast dla powierzchni geoidy.

Dla kuli

Niech bedzie dany
zewnatrz geoidy punkt
P o masie dm. Wyo-
brazmy sobie, Zze mase
te przesunelismy wzdtuz
linii PO do punktu P,
i niech teraz ta masa
wynosi dm'. Z rysunku
widzimy, ze potencjat
masy dm w punkcie P
na dowolny punkt Q
wynosi:

Rys 2

kdm

VP4 R*—2rR cos )
za$ potencjal masy dm w punkcie P na dowolny punkt Q,

P kdm'
Y r*F R —2r Rcos )
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Jesli przez taka zamianeg powierzchnia geoidy i potencjat na
jej powierzchni maja by¢ niezmienione, musi zachodzi¢ ré6wnosé

B kdm Lt kdm'
VrP-ER®—2rRcosh V1* = R*—2r R cos A

czyli
2
dm' = Bdm ir=—--:
r r

Dla elipsoidy

Jezeli geoide zastapimy elipsoida i przyjmiemy, ze V jest
potencjalem ciezkosciowym ziemi, A jest potencjalem mas zew-
natrz geoidy, I jest potencjalem mas przeniesionych do wnetrza
albo potencjalem mas rozlozonych na powierzchni geoidy,
W jest funkcjg sil mas zamknietych geoida po catkowitej ich
translokacji, to bedziemy mieli:

W=V—A-|I.
Oznaczajgc
IV
dz

otrzymamy wedlug Rudzkiego:

- _‘?9,_(‘” _9__5).

= dn dz dz
Poniewaz
gn
oraz

01 _d0A_d(I—A) _0(1—A) dp,
dz 0z dz - dp dn

gdzie n — normalna do powierzchni, zas p — promien wodzacy,
wiec mozemy obliczy¢ dla kuli:

1=f£n’_=gfgﬂ"_; A___fd_m.
o 1 i Tl i
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Dla elipsoidy zas:

h=c>

- E & %)} S (P Melp) s () ﬁ”sa (6°) My (o) Ni (") die
h—=co
A=ZFMNMMNMMI&MMN”MWWm+
k=0 &
h=—ca

3 Sk (0 M () N (v) [ Re () M (] N () dim
k=0

M,

Wielkosci tu podane zostana objasnione w III rozdziale.

Metoda Rudzkiego dotychczas nie znalazla jeszcze praktycz-
nego zastosowania, lecz ostatnio w Czechoslowacji zaczeto ja sto-
sowac.

5. Dwie metody kondensacji Helmerta

Pierwsza metoda Helmerta

W tej metodzie wszystkie masy,
znajdujace sie¢ na zewnagtrz geoidy, zo-
staja przesuniete rachunkowo do gte-
bokosci 21 km (co mniej wiecej odpo-
wiada splaszczeniu potudnika). W tym
przypadku potencjal wynosi:

V=k o ez e

[ 42 B ' ) = ) e 2
Vrr4r 2rr cos r,l/l_‘ z'rcosl—}-(—r;)
r r

przy czym r' >r.

Takie przesuniecie mias nma t¢ wade, ze powierzchnia badanej
geoidy, po dokonaniu jej kondensacji, nieco si¢ zmienia: wedtug
oszacowania Helmerta odstep miedzy powierzchniami wchodzgcymi
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w rachube wynosi okolo 10 m. Zmiana sity ciezkosci z tego po-
wodu jest znaczna. Redukcja wedlug metody kondensacji Helmerta
jest jedna z redukcji izostatycznych.

Druga metoda Helmerta

Wedtug drugiej metody redukcje przeprowadza sig na geoide;
te redukcje przeprowadzal juz Stokes. Po dokonaniu redukcji,
otrzymana geoida odbiega od rzeczywistej maksymalnie o 3 m,
przecietnie tylko o 1 m.

Obie metody Helmerta nie znalazty praktycznego zastosowania.

6. Metoda Brillouina

Brillouin przyjmuje taka réwnolegla powierzchnie, ktéra znaj-
duje sie w odleglosci okolo 10 km

—— ki

( 100 m/sek® )
g (w m/sek?

ponad powierzchnie geoidy, i na te powierzchni¢ redukuje obser-
wowane wartosci g. Metoda ta nie nadaje sie do naszego zadania.

7. Metoda Brunsa i Bowie'go

Po dokonaniu redukcji g na geoide otrzymamy g,, zas ze
wzoru normalnego na przys$pieszenie sity ciezkosci na sferoidzie
mamy Y.

Wedtug uchwaty Miedzynarodowej Unii Geodezyjno-Geofi-
zycznej, wzoér do obliczenia ¥ ma postac:

To = 978,049 (1 4 0,005 288 4 sin® ¢ — 0,000 0059 sin* 2 ¢).

Réznice miedzy tymi wartosciami (g, — ¥) nazywamy anomaliq
przyS$pieszenia sily ciezkosci. Lecz tych wartosci nie mozemy
ze soba poréwnywaé, gdyz naleza one do dwoch réznych po-
wierzchni (geoida i sferoida).

Pierwszy Stokes, a za nim Bruns, podal wzor na obliczenie
odstepu N geoidy od sferoidy na podstawie anomalii przyspie-
szenia sily ciezkosci (g, — 7).
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Zmajac N, po dodaniu do warfosci g na geoidzie redukcji
Faye'a z przeciwnym znakiem, otrzymamy warto$¢ g na sferoidzie.
Taka redukcje nazywamy popularnie redukcjq Brunsa.

W podobny sposob przeprowadza redukcje Bowie, lecz prze-~
nosi on przyspieszenie sity ciezko$ci z rzeczywistej geoidy na izo-
statycznie zdeformowana.

Pomijajac fakt, ze wzory majg odwrotne znaki, zaznaczamy,
ze obie metody nie znalazly praktycznego zastosowania ze wzgledu
na nieznajomos¢ wielkosci N, ktéra pragniemy uprzednio wyzna-
czyc.

8. Metoda izostazji

Obecnie przy wyznaczaniu geoidy z pomiaréw grawimetrycz-
nych stosuje sie w geodezji tylko hipoteze izostazji, réznie sfor-
mutowang przez poszczegoélnych badaczy.

Wielu geologoéw, sejsmologéw i geofizykow zarzuca (stoso-
waniu przez geodetéw tej hipotezy) zbyt formalne podejscie do
sprawy, trzeba jednak stwierdzi¢, ze hipoteza izostazji zostala
zaadoptowana przez $wiat geodezyjny, gdyz dotychczasowe obser-
wacje grawimetryczne w ogolnosci potwierdzajg jej stusznosc.

Obecnie w geodezji istnieje rozbieznos¢ pogladow, ktoéra
z hipotez jest lepsza: Pratta-Hayforda, Airy-Heiskanena, czy
Vening-Meinesza; oraz czy hipoteze izostazji mozna przyjmowac
na calym obszarze ziemi.

Przed przystgpieniem do opisu metod redukcji podamy za-
sade izostazji.

Przyjmuje sie, ze na pewnej glebokosci T pod powierzchnig
ziemi istnieje stan rownowagi, skad wynika, ze pod gérami znaj-
duje sie niedobor mas, za$ pod oceanami nadmiar mas.

Zalozenie Pratta-Hayforda
Przyjmuje sie tu, ze:

1) Kompensacja jest réwriomierna w tym sensie, ze€ gestosé
pod gérami jest mniejsza, niz pod roéwninami.
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2) Kompensacja jest catlkowita, tzn. ze kazdemu wzniesieniu
i kazdej dolinie, chociazby one byly male, odpowiada
kompensacyjny podziemny niedobor lub nadwyzka mas.

3) Warstwa kompensacyjna lezy bezposrednio pod gérami.

4) Glebokos¢ powierzchni wyréwnaczej jest wszedzie jedna-
kowa.

5) Glebokos¢ kompensa-
cyjna jest liczona nie s Pl iore
od poziomu morza, lecz ==
od powierzchni fizycz-
nej ziemi; wedlug tego T
zalozenia pod goérami
0 wysokosci, na przyk-
tad 4 km, powierzchnia b 5.5
wyréwnawcza lezy o
9 km wyzej niz pod
powierzchnig morza o Rys &
glebokosci 5 km.

|
|

1

!

i
e

e -—f

Koncepcja Hayforda

Niech ¢ oznacza gesto$¢ masy gorskiej, H wysokosé, T gle-
bokos¢ do powierzchni wyréwnawczej, ' ujemna gestos¢ kompen-
sowanych niedoboréw mas. Wéowczas:

i

Z=2k=ro h‘erg"*_le = l’erz""fzg —} I'il'z__{__fl3 + I/TH12+I22"

gdzie Z oznacza pionowe przycigganie pierscienia walca o promie-
niach r, i r, oraz wysokosci H, — H, .

Wz6r ten mozemy zastosowa¢ do wyznaczenia wplywu za-
rowno rzeczywistych jak i kompensacyjnych mas wewnatrz pier-
Scienia walca.

Oznaczajac przez Z; pierwsza czesC (rzeczywista) przycia-
gania i przez Z, druga cze$¢ (kompensacyjng), mamy:

Z,= 27k?d {I‘V—H:L’"i"fl? —} “.H‘zz"}‘r;’g i l‘r.Hlé‘*‘}Tj i 'i‘ll'):f:;:li '

Z; =~2nk—T—oh‘T~+r.~—1 T +r —V He 2 +VH2 .
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Lgi= 2‘51{’3{) Bt —y B —4 ‘i‘rzir
H\ ) >
Z._,”—:—ZTI{-T'JHIT 1t =¥ T2y ‘11_*_}"}

Gdy r,=0 (tj. gdy walec jest pelny) i przy oznaczeniu
r,=r, oraz H, = H, otrzymujemy:

Z, = 2nksd {H4r— lf‘/_Hz—}—r'-’},
H . -
z,=—2zk_ 2 {T+r1—VT+r).

Po wprowadzeniu oznaczen pomocniczych:

T
tgx=-H i tgy=—
r r
bedziemy mieli:

Z, = 2zka=1—tg ;‘}H

zA,—_—_—zr.ka{1 — tg ;’}H

W praktyce obliczenie przeprowadzamy w sposob nastepu-
jacy: dzielimy obszar wokol stacji grawimetrycznej, jako srodka,
na strefy przy pomocy kot wspoétérodkowych. Strefy z kolei dzie-
limy na sektory przy pomocy promieni wychodzacych ze stacji grawi-
metrycznej, i wyznaczamy srednig wys_ko$¢ obszaru dla kazdego
czworoboku podziatowego.

Hayford obliczyt tablice poprawek na redukcje topcgraficzna
oraz kompensacje izostatyczna dla kazdego sektora wedlug argu-
mentu wysokosci odnosnego sektora. O ile chodzi o obszar morz,
to trzeba uwzgledni¢ ujemny wplyw niedoboru mas woéd i do-
datni wplyw kompensacji nadwyzki mas stalych pod morzami.

Widzimy ze przy metodzie izostazji nie mamy zadnego po-
miniecia mas, lecz tylko ich przemieszczenie, co powoduje mate
zmiany powierzchni geoidy, i na tej podstawie mozemy wykonac
redukcje wokol stacji grawimetrycznej na calej powierzchni ziemi.
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Dla poczgtkowych stref (od A do 0) rachunek wykonuje sie
na plaszczyznie, dla dalszych (od 18 do 1-ej strefy) uwzglednia sie
krzywizne ziemi.

Oznaczajac przez © odleglosé
katowa pomiedzy stacja A a kom- -
pensacyjnym elementem masy B,
przez a tuk odpowiadajacy kato- 2098
wi O, przez h glebokos$¢ kompen- BY-—-—-——=——-1 '
sowanego elementu masy oraz
przez D odlegtos¢ A B, to skla-
dowa pionowa przyciagania wy-
niesie: o

D R-/R-h/cos B

__dm.sin§
D2

dZ Rys 5

©
h cos —

Zatem
dZ=E.dm,
gdzie
>
— h cos ©
2R T

9 @ "
(a‘—{-h‘*’ — 2 a h sin ?)

Jezeli wiec E pomnozymy przez 2% ko, albo E' przez 2z kd',
to otrzymamy wplyw pierScienia walca na przyspieszenie sily
ciezkosci.

W. D. Lambert i G. Cassinis obliczyli glowne tablice izosta-
tyczne, w ktérych wielkos¢ E, albo E', jest rozwinieta, za pomoca
funkcyj kulistych, z uwzglednieniem wplywoéw malych wyrazen
pominietych w pierwotnych tablicach o doktadncsci 0,005 mgala.
W praktyce jednak liczymy przy pomocy starych tabel, ktore dla
obecnych pomiaré6w sa wystarczajaco dokladne.

Ostatecznie wiec mamy:

2H
gi=g+-—g+A4g+4g,

Cz. Kamela, Wyznaczenie geoidy
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gdzie jest g zaobserwowang warfoScig przyspieszenia, ¢: izosfa-
tycznie zredukowana,

2H

— g

I
redukcjg Faye'a, A g, poprawka topograficzng, oraz 4 g; poprawka
tzostatyczng.

Obecnie specjalny Instytut Izostatyczny w Helsinkach pod
kierownictwem prof. dr, W. Heiskanena opracowuje tablice do
redukcji izostatycznej, wprowadzajac miedzy inoymi drobne po-
prawki w metodzie, podanej przez Hayforda, a mianowicie stosuje
inny podzial ma strefy. Procz tego Hayford do teoretycznego
przyspieszenia 7, (na sferoidzie) dodawal poprawki z odwrotnym:
znakiem, i otrzymywatl g. dla miejsca obserwacji, wartos¢ g — g.
dawalo miu anomalie przyspieszenia sity ciezkosci; wartos¢ ta
w niczym nie rézni sie od gi — 7,, gdyz anomalia przyspieszenia
sity ciezkosci jest ta sama w obu przypadkach.

Hipoteza Airy

Airy przyjmuje,ze bloki gor plywaja w magmie, jakby w plastycz-
nej masie, przy czym im gory sa wyzsze, tym sg glebiej zanurzone.
Tu rowniez dzieli sie caty
obszar wokot stacji grawi-
metrycznej na strefy i sek-
tory, jak wmetodzie Pratta-

T morza Hayforda.
Dla stref od A do O

wykonuje sie rachunek jak

poprzednio, bez uwzgled-

L nienia krzywizny ziemi.

{ 4

i f Dla zewnetrznych stref od

}- :_—_f————— 18 — 13 nalezy uwzgled-

' Gestosc 327 ni¢ krzywizne ziemi, jak

w koncepcji Pratta-Hay-

forda. Dla najdalszych

stref, od 12 do 1, redukcja

wedlug hipotezy Pratta-

Hipoteza Airy Hayforda (przy gtebokosci

powierzchni wyréwnaw-

czej 2 T) jest prawie

rowna redukcji Airy (przy sredniej kompensacyjnej glebokosci
T), tak ze mozna uzywaé poprzednio wspomnianych tablic.

— v — -

f
—
)
£
[
!
I

S0 km Gastost 12,67
|

_...—.—._..._..,..-,,.,._

e e oy e > o
o e — i, o — —

1
_._L

Rys. 6



19

Zatozenie Vening-Meinesza

F. A. Vening-Meinesz podal inna metode redukcji izostatycz-
mej. Wedlug niej, masy lezace zewnatrz powierzchni morz prze-
inieszcza sie rachunkowo do wnetrza skorupy ziemskieji z powodu
dodatkowego obcigzenia masy zanurzajg sie wiec tak gleboke
'w warstwie magmy, az nastapi rownowaga hydrostatyczna.

Dalej Vening-Meinesz przyjal, ze skorupa ziemska ped cie-
zarem g6ér zachowuje sie, jak rieskenczenie rozlegla plyta, ktora
ma stala gesto$¢ i swobodnie pltywa w gestszym ptynie, zgodnie
z prawami elastycznesci.

Wedlug tego zalozenia, {. zw. regionalnego, warstwa kompen-
sacyjna nie tylko oddzialywa w kierunku pionowym, lecz i w po-
ziomym i to tym dalej, im grubsza jest skorupa ziemska.

Niech bedzie »

i / m’ : . i Eh“—‘
]x m* — 1 n(dn—ds

gdzie m eznacza wspolczynnik Poissena, E modul elastycznosci
skorupy ziemskiej, d,. gestos¢ warstwy magmy, d. gestos¢ sko-
rupy ziemskiej, h grubo$¢ skorupy ziemskiej. Wowczas maksy-
‘malne zanurzenie Z, skoncentrowanej pod punktem P masy wynosi:

- dy
J 8 ‘dm dh) 13
zas
w odlegtosci x = 0 zanurzenie Z = Zy,
w odleglosci x =/ zanurzenie Z = 0,647 Z,.
w odleglosci x = 31 zanurzenie Z = 0,066 Z,, .

w odlegtosci x = 3,887 / zanurzenie Z == 0,000 Z, .
P

h

!
|

I
e
Fys 2

W wiekszych odlegiosciach amplitudy odksztalcen sa bardzo
mate, tak ze mozna je pominac.
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Na podstawie tych warunkéw poczatkowych, pionowe przy-
cigganie wywierane przez zanurzone masy bedzie funkcja wyso-
kosci ladu.

Vening-Meinesz robi dwa zaloZenia.

1. ze gestos¢ skorupy ziemskiej jest stala, tak ze izostatyczna
kompensacja zachodzi podobnie, jak w zalozeniu Airy-
Heiskanena;j

2. ze gestos¢ skorupy ziemskiej stopniowo wzrasta, az osigga
gesto$¢ magmy.

Izostatyczna kompensacja zachodzi w calej skorupie ziem-
skiej, od goérnej powierzchni az do warstwy magmy; pod goérami,
w pewnej okreslonej glebokosci, gestos¢ jest mniejsza niz pod
réwninami.

Vening-Meinesz przyjat za Jeffreysem, ze grubos¢ skorupy
ziemskiej wynosi 25 km i obliczyt dla obu zalozen zanurzenie sko-
rupy ziemskiej w warstwie magmy, jego wplyw na przyspieszenie
sity ciezkosci, oraz podat wspdlczynniki F,;, Fg—s5: Pos+ Po—os,
przez ktore nalezy pomnozy¢ $rednie wysokosci rozmaitych stref
Hayforda, lub izostatyczna redukcje Hayforda, aby otrzymac
wplyw regionalnej kompensacji.

Vening-Meinesz podaje tablice dla

odzie Fy oznacza kompensacje Hayforda dla T = 114 km.

W tych tablicach dla stref 18 — 1 jest zawarty wplyw re-
dukcji topograficznej i kompensacji.

Na podstawie otrzymanych rezultatow sejsmicznych mozna
stwierdzi¢, ze kompensacja wedlug pierwszego zalozenia jest
stuszniejsza. Nalezy rowniez zauwazy¢, ze przyjmowanie wartosci
25 km na grubos¢ skorupy ziemskiej jest za mate.

Karol Jung z Poczdamu w swej publikacji zaleca calkowita
redukcje izostatyczna, ktora jednak wedlug T. Niethammera daje
tak mate poprawki, ze praktycznie sq one bez znaczenia.

Interesujace uwagi o izostazji podaje rowniez Lambert i inni
autorowie,.
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b. Uwagi

Wedlug Heiskanena, na dokladno$¢ izostatycznej anomalii
przyspieszenia sily ciezkosci oprécz struktury skorupy ziemskiej
maja wplyw.

1) dokladnos¢ wyznaczenia wysokosci stacjii

2) wybor wzoru uzytego do obliczenia 7i

3) rodzaj zastosowanej redukcji izostatycznej (Pratta-Hayforda,
Airy-Heiskanena, Vening-Meinesza);

4) wartos¢ przyjetej grubosci skorupy ziemskieji
5) dokladnos$é¢ stojacych do dyspozycji mapi
6) dokladnos¢ wyznaczenia z map wysokosci i glebokosci;

7) dokladnos¢ uzytych tablic redukcyjnych;
8) dokladnos¢ redukcyjnych map izostatycznychi

9) odstep geoidy od sferoidy, ktéry musi by¢ uwzgledniony
przy wyznaczeniu wartosci anomalii przy$pieszenia silty
ciezkosci.

Obserwacje wykazuja, ze na Kaukazie, w Alpach, w Ameryce

Potnocnej lepiej odpowiada hipoteza Airy-Heiskanena, niz Pratta-
Hayforda.

Procz tego z materialu obserwacyjnego wynika, ze glebokosc
powierzchni wyréwnawczej w metodzie Pratta-Hayforda, oraz
gestos¢ skorupy ziemskiej wedlug zalozenia Airy'ego, nie sa jed-
nakowe we wszystkich miejscach.

Pomiary sejsmiczne wskazuja, ze pierwsza nieciggltos¢ gestosci
ziemi wystepuje miedzy 40 — 50 km pod poziomem morza, druga
zas na glebokosci okoto 2900 km.

Geologowie nie moga dostarczy¢ geodetom danych o rozktadzie
mas skorupy ziemskiej do takiej glebokosci, jaka jest im potrzebna.
Wyznaczenie rozktadu mas powinni dokona¢ wspdlnym wysitkiem
geodeci, geofizycy, seismolodzy, geolodzy itd.

Metoda izostazji jest tylko srodkiem pomocniczym. Jezeli bo-
wiem cala ziemie pokryjemy punktami grawimetrycznymi i wy-
konamy izostatyczne redukcje dla wszystkich wyznaczonych war-
tosci g, to w ostatecznym efekcie suma tych redukcyj powinna
wynies$¢ zero.
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Zalozenie ze T jest stale jest nieuzasadnione.

Obserwacje wskazujg, ze nie wszedzie jeszcze nastapil ide-
alny stan izostazji. Trzeba poza tym stwierdzi¢ zmiennos¢ T wraz
z szerokoscig geograficzng, oraz wzig¢ w rachube niestalos¢ ge-
toéci skorupy ziemskiej i zaklécenie na obszarach wulkanicznych.

W celu zebrania dokladniejszego materialu do wyznaczenia
rozkladu mas nalezy wykona¢ przy uzyciu bardzo dokladnych in-
strumentéw pomiary grawimetryczne w tunelach i kopalniach
w réznych glebokosciach; nalezy takze przeprowadzi¢ podobne
pomiary w lodziach podwodnych réwniez w réznych glebokosciach
o ile mozliwe, na tych samych pionach. Roéwnoczesnie powinny
by¢ przeprowadzone pomiary sejsmiczne.

Wyzej opisane redukcje dostarcza nam anomalij przyspie-
szenia sily ciezkosci, lub wartosci przyspieszenia sily ciezkosci,
ktére nastepnie wykorzystujemy do wyznaczenia geoidy.



ROZDZIAE III

WYZNACZENIE GEOIDY Z POMIAROW
GRAWIMETRYCZNYCH

a. Podstawowe pojecia z teorii potencjaltu.

Przed omowieniem metod wyznaczania geoidy na podstawie
pomiaréw przyspieszenia sily ciezkosci musimy w skrocie podac
niektore podstawowe pojecia z teorii potencjalu, majgce zastoso-
wanie przy rozwigzywaniu naszego zadania.

1. Funkcje harmoniczne

Funkcje V (x, y, z) nazywamy harmoniczna w obszarze T,

jezeli w kazdym punkcie we wnetrzu tego obszaru speinia ona
roOwnanie Laplace’a:

02V 02V V2
A X i
ox* T dy* F 97

2. Wz6r Greena

Pomiedzy dwiema funkcjami % (x, y, z) i % (x, y, 2 wedtug
wzoru Greena zachodzi zaleznosé:

frwas ;A':J)d:=f(v:49~'f— fm)d m
¥ !

5\ dn

-5

gdzie d< oznacza element objetosci obszaru T ograniczony po-
wierzchnia S, ds-element powierzchni S.
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3. Funkcje kuliste

Rozpatrziny harmoniczny wielomian P, (x, y. z) n-ego stopnia,
bedacy jednorodna funkcja zmiennych x, y, z, czyli wielomian
spelniajacy nastepujgce réwnania:

_0*p, , 0P,
ox* dy? 0z?

AP, =

(1)
P, (Kz:, Ky K:) = K" Py (x, Y, z).

Ilo$¢ takich wielomianéw n-go stopnia, liniowo od siebie nieza-
leznych, wynosi 2n - 1.

Najogélniejszy harmoniczny i jednorodny wielomian n-go
stopnia posiada postac:

P, = )\n“) Pn(l) + )‘n(g) Pu(e) + )‘n(ﬂ) Pn(:-‘) + Gl + )‘"(211—{—1) Pn‘2n+”l e (2)

gdzie »,/¥ oznaczajg rzeczywiste wybieralne wspoélczynniki.
Powyzsze wielomiany, przy obrocie ukladu wspéirzednych,
zostaja harmoniczne i jednorodne.
W uktladzie wspoirzednych biegunowych bedzie:

Pu(x, vy, z) =1"Y, (sin ¢ cos ¢, sin ¢ sin ¢, cos 8) =
{ ¢
fa. a2 /3 D s
=1Y,()Y1—tcose,}1—1sing, t),
przy czym t = cos ¢, czyli mozemy napisac:
Y. (sin @ cos @, sindsin @, cos 8) =Y. (3, ¢)=Ya (t. ¢)

Wielomiany Y, jako funkcje zmiennych ¢, %, nazywamy
funkcjami kulistymi.

Funkcja kulista posiada warto$¢ harmonicznej i jednorodnej
funkcji P, (x, v, z) = 1Y, = Y, na kuli jednostkowej, a wigc jest
funkcja miejsca na tej kuli.

Najogolniejsza funkcja kulista n-go stopnia ma postac:

Yo =AM Yo 0,0 Y, 0,0 7,8 L - 2,BHDY,EHD, o (3)

a wiec sklada sie z 2n -+ 1 funkcyj Y./ od siebie liniowo nieza-
leznych, o 2n-+1 wybieralnych rzeczywistych wspoéiczynni-
kach %,",
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Wartosci funkcji kulistej pozostaja niezmienione na kuli jed-
nostkowej przy obrocie uktadu wspolrzednych kartezjanskich lub
biegunowych; a wigc warto§é funkcji Y, jest niezalezna od wy-
boru uktadu wspoétrzednych 4, ¢ na kuli jednostkowej.

Poniewaz wielomian
P (X, Vs Z) =71" Yn (5, 'f'\)= ™Yn (tr ?)l

jako funkcja harmoniczna, powinien speinia¢ réwnanie Laplace’a,
zatem funkcja kulista musi spelnia¢ réwnanie:

s 1.0 oY 1 0¥,
it e D fppedtal £ 1 OV 6
e sinaaa(sm aa) sin®2 O¢°
lub )
0 5 D ¥y 1Y,
+ Ve — (1= ) 2% B _ s
e ot [( T ]+1—12 d¢*

Rozwiagzanie réwnania rézniczkowego (4) daje wielomian n-go
stopnia Y, , ktory jest jednorodny wzgledem

sin 0 cos @, sin ¢ sin¢, cos ¥
lub wzgledem
V1 —Fcosg, J1 —tsing, t.

Wyrazajac wspolrzedne kartezjanskie x,, y,, z, na kuli jed-
nostkowej przez:

ei? e i el? - g—i?

X, == sin ¢ cos® = sin ¢ ,
2 2
i e . ei?—e™i? el o—i?
y;=sin¢ sin © = sin o - =y l1—p——
Z, = COSC=C0S0 =1
otrzymamy:
p,—:—:—n
2’1 s
P" (Xl r Vi Z]) = Yn == X"lﬂ) e'r? 3 W & (5)

p=-—n

gdzie X, zalezy tylko od ¢ albo od {, a mianowicie jest wielo-
mianem od cos ¢, albo od ¢, oraz sin ¢, albo od}) 1 —1#*.
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Wyrazy o parzystej potedze p zawieraja sin ¢, albo ]'fl—-tf;
zas wyrazy o nieparzystej potedze zawierajg cos ¢, albo t.
Jesli wartos$¢ (5) wstawimy w réwnanie (4), to otrzymamy:

=n

E ln (n 4 1) X,» +§_t [(1 — )

p=—n

dX"(p)
dt

2
]_—p Xn(P)}eip"?=0'
1—¢2

(6)

Poniewaz rownanie to powinno by¢ niezalezne od ¢, wiec

d pXa p® :
n(n-I—l)X,."’)—{——d—t [(1—[2) T l— i X, =0, (7)
jest to réwnanie rézniczkowe 2. rzedu.

Ogoélna catka tego réwnania jest przestepna. Lecz istnieje
catka szczegdlna, ktéra jest wielomianem wielkosci ]fﬁ,iktéra
jest szukanym rozwigzaniem.

Poniewaz rownanie rozniczkowe przy zamianie p na (— p) nie
zmienia sie, wigc zachodzi relacja X, 7 = k X,».

Biorac za p liczby calkowite pomiedzy —n i n, otrzy-
mamy 2n -} 1 podstawowych funkcyj kulistych

Y,") = C X,\P) eir?,
A wiec dla p=0, 1, 2, 3,..., n bedzie n+ 1 funkcyj o postaci:
X0, X,Me?, X, | X, gin?
zas dla p=—1, —2, —3,..., — n bedzie n funkcyj o postaci
X,Me—i?, X, e—i29, .., X, e—in?,

Przez dodanie lub odjecie tych (n-} 1) i n funkcyj, otrzymu-
jemy 2n-1 podstawowych funkcyj kulistych Y.!”, ktore sa
znane, pod nazwa funkcyj Laplace’a:

Xn(o) ' Xn(l) COoSs 9, an) cos 2 Foeeen X"(P) COSPPyves X"(") cosnge.
' ! 8)
XM sing, Xo®sin2¢,..., XaPsin p@,..., Xo™sinneg.

Dalszym zadaniem jest znalezienie calki szczegdlnej X,
rownania rézniczkowego (7), ktora jest jednorodnym wielomianem
wielkosci )/ 1—t* oraz (.
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Poincaré podal rozwigzanie tego rdéwnania, przedstawiajac

wielomian X,? jako funkcje od X,”. Podstawiajac w réwna-
niu (7) p=0, otrzymamy liniowe réwnanie rézniczkowe 2. stopnia:

d v AXn 0
g 5 1'_‘-, L n Ill IXIK(())ZO. 9
dt[( ) dt_]+ (n+1) )

Latwo sprawdzi¢, ze rownanie (9) jest identyczne z nastepujacym
rownaniem:

2 0) (0)
(#—1) ’d’ft’?— 421957 () %®=0, (©9)
dla ktérego wyrazenie ‘
X, =C a(E—1) (9b)
atr
jest calkag szczegbélng. Po wyznaczeniu stalej C, mamy:
X, = 1 @ (f—t)r (10)
2".n! dt

Te funkcje nazywamy wielomianem Legendre’a.

Rownanie (10) jest prosta funkcja kulista; przy pomocy pro-
stych funkcyj kulistych dadza sie wyrazi¢ funkcje kuliste Lapla-
ce'a.

Pierwiastki rownania X,® =0, ktére jest rownaniem n-go
stopnia, sq rzeczywiste i leza miedzy + 1 i — 1; latwo to udo-
wodni¢, stosujac do rownania (t*—1)" = 0 twierdzenie Rolle'a, przy
czym n pierwiastkbw ma wspolng wartos¢ - 1, za§ pozostate
n pierwiastkéw ma wspolng wartos¢ — 1.

Rézniczkujac kolejno réwnanie (* — 1)*, otrzymujemy row-
nania, ktore maja tylko pierwiastki rzeczywiste, lezace w prze-
dziale -1 i — 1. Jest to wazne dla réwnania

dn (—1) B
d

a wiec i dla rownania X, = 0. Pierwiastki tej funkcji sa po-
nadio rézne od siebie. Mozna udowodni¢. ze X, (f) znika dla
t| < 1 przy n— oo, poniewaz dla kazdej warto$ci o wskazniku n
X4 1) =+ 1, a wiec X, (- 1) dla n- o> ma graniczha war-
tos¢ - 1; natomiast X, (— 1) = (— 1)* nie ma zatem okreSlonej
wartosci granicznej.
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Jesli w rownaniu rézniczkowym (9) dopuscimy dla t wartosci
wieksze, od 1, to bedzie mozna poda¢ druga calke szczegdlng,
ktéra dla t=11it= —1 bedzie logarytmicznie nieskonczona,
znikac¢ za$ bedzie dla t ~> co.

Ta calka szczegoélna definiuje funkcje kuliste 2. rodzaju,
ktére oznaczamy przez Q..

Funkcja kulista Q.(” musi spelnia¢ réwnanie (9a), a wigc:

2 0) (0)
d Qn 21 dQn

— 1) Q¥ =0 1
7 ey n(n+1)Q (11

W ostatecznym rozwigzaniu otrzymujemy:

Qu® = X, el A
i “2 — ) Xn(O):’.

Dla t » c© mamy:
1

Q= ———— 0
(2n4-1)mH1

Wartosci funkcyj kulistych X,?’ maja posta¢:

PSP — A i R
2"(n+ p)! at
lub (13)
A0 R Sy LR i Uit S FE O Y
2 (n—p)t gL

(14)

14
Qn”” = X"(P) J. —gl g
oo “2 e 1) Xn(P)2

Jesli sa dane dwie ogélne funkcje kuliste Y. (2, 9) i Ya'(2,%),
rzedu n, i n' odpowiednio (n # n’), to catka rozpostarta na pole
S na kuli jednostkowej wynosi:

n on

fYnYn'd5=f fYn Y:' Slnadad'?—-——‘o. (15)
5 0 0
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Przy pewnych zatozeniach funkcje f (¢, ¢¥) mozna rozwing¢ na
szereg wedlug ogélnych funkcyj kulistych Y, w formie:

(@, =Y+ Y, + Yo +...4Ya8 @) +..., (16)
gdzie og6lny wyraz jest podany przez rownanie:

p=n
~ 'j -
Ya(8,9) = Z‘ (An” cos p o -+ B sin p ) X, (¢). (17)
p=0
Wartos¢ spolczynnikow A, i B,”) bez trudnosci mozna po-

da¢, o ile funkcja f(9, ) na kuli jest wszedzie jednoznaczna,
skonczona i ciggla. Spotczynniki A.7 i B, sa okres$lone wzorami:

- 2n
—p)! |
An(ll)= (_I}P 2_I12+1 (n = p()lif—i’ﬂ f‘ ff(alffr)xn(l')cosp(? sin adadf‘g'
L n)” 0 0

(18)

, 2n+1 (n—p)!(n+p)!

B, =(—1}) A
2% (n!)*

~ 2%
f fi(a,ao)X,.‘P’sinpcp sinddads.
o 0
(19)
4. Funkcje Lamé’go

Wedlug okreslenia Poincaré'go funkcje Lamé'go pierwszego
rodzaju sa podstawowymi funkcjami dla elipsoidy, podobnie jak
funkcje kuliste pierwszego rodzaju sa podstawowymi funkcjami
dla kuli.

W szczegolnym przypadku elipsoidy obrotowej funkcje La-
mé'ego przechodzg w funkcje kuliste.

Rownanie Laplace’a we wspoitrzednych eliptycznych (o, p., v)
posiada forme:

= et B L DU T e DN
n—v2) A < 2 __ p? B
(v v)Aap(AaO)T(v ) B ap( a,,‘)+

)

) IV
¢ —p?) C— (¢ LX) =o,
T ¥ bv( Ov)



gdzie
Al _(92 — a?) (p* — b?) (p* — 92)_'
= =
32 = ("J‘? ) a‘l) “"'2 Sl b2) ({’-2 - c2) 1
p
o = W—a) vV =F) (P =) .
v2
X 2P o I8 Wil —f)
(P2 —a®)? ' (p2—b?)?  (pP—c?)? (p*—a?) (p® — BP) (PP —c?)

Odszukajmy dla réownania Laplace'a rozwigzania o postaci:
V =R (p*) M (p*) N (v*).

Kazda z funkcyj R (p%), M (p?), N (v*) nazywamy funkcjg Lamé'go.
Najogoélniejsza funkcja n-go stopnia zawierajaca funkcje La-
mé'go posiada forme.

i=—2n-4-1
Qu (x, v: 2) = 2 A; R M, N9, (3)

i=1

gdzie A; oznacza staly rzeczywisty wybieralny wspolczynnik.

Funkcje Lamé'go drugiego rodzaju, ktoére odpowiadajg funk-
cjom kulistym drugiego rodzaju, maja postac:

g ndno
s=p[22Hl_____ P ______. g
4, B —yipt—a) (B =) [P~

Mozna udowodni¢, ze jest

MN = Yn = >1 Ai Mn(“ Nll(“r (5)
dnd

i=1
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Dla splaszczonej elipsoidy obrotowej (b = c) otrzymuje sie

o1 AP (1 — £2)" a®—p?
M=h(1—pprt—-—"1 ;4—q/ 2%, (6)
( ) ditp l/ a®—¢?
N = cos p?, (7)
lub
R=h (14 s)rh gkl | o 8)
dsvir
przy czym
[ a® — r,'-"

—— =18, h= stala.
& —&

Z réwnania (4) dla b= c przy zastosowaniu réwnania (8(
mozna wyprowadzi¢ dalsze wzory.

Wezmy pod uwage dwie funkcje:
Vn = Rm(k) Mm(k) Nm(k)

oraz
Vr == Rr(i) Mr“) Nr(” '

przy czym zaklada sie m s r, lub jezeli m=r, to k #1i.

Stosujac do tych funkcyj twierdzenie catkowe Greena otrzy-
mujemy:

f(vm -\Vr —V; AV,,,) de = J (Vm VO’VL —V: wm) ds,
S

T

a poniewaz
AVn=0iAdAV,=0,

to catka po lewej stronie znika, i otrzymujemy:

fl ( Rm(m Mm(h) Nm”') Rr(“' Mr(i) Nr(“ _er Mr(i) Nr“) Rm(k)' Mm(h) Nm(k)) do= 01
E,

gdzie E, oznacza pole powierzchni elipsoidy, okreslonej przez p=p,,
zas
1

(p* — p2) (p* —V?)

=
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Poniewaz R.,"®, R, jak rowniez ich pochodne, sa stafe na po-
wierzchni elipsoidy p=p,, za$ dla tego przypadku [* przechodzi w

1

102 o 9 B 2 0” !
((’0- G l’-‘) (i"u- T T V"i

wiec otrzymuje si¢
(Rm(k) er'_ R’(” R"l“”') flo Mm(’l) Nm(m Mrm Nr(“ do= Or
éo

skad

J Mm(k) Nm(h) Mr(j) Nrm [U deo=0,
E,

przy zalozeniu, Ze m#r, oraz gdy m=r, to rownoczesnie
jest k # 1.

5. Zagadnienie Dirichleta

Istnieje w obszarze T jedna i tylko jedna funkcja harmo-
niczna, ktéra (na swym brzegu) przyjmuje zadane wartosci brze-
gowe.

Zagadnienie to jest wazne w przypadku, gdy obszar T znaj-
duje sie zewnatrz zamknietej powierzchni S i rozcigga sie do
nieskonczonosci. Wtedy takze w zewnetrznym obszarze T istnieje
jedna i tylko jedna funkcja harmoniczna, ktéra na zamknietej
powierzchni S przyjmuje zgdane wartosci i znika w njeskonczo-
nosci.

6. Wyznaczenie funkcji harmonicznej z warto$ci brzegowych

Pierwszy przypadek

Niech bedzie funkcja harmoniczna U w obszarze T ograni-
czonym ze wszystkich stron. Niech na jego brzegu S, w kazdym
punkcie, beda podane wartosci funkcji U i jej pierwsze pochodne

o

d

Szukana jest warto$¢ funkcji U w punktach wewnatrz obszaru T
wzgledem S.
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Rozwigzanie wuzyskuje sie¢ przy pomocy wzoru Greena,
w ktorym kladzie sie ¢ = U oraz

gt 1

T Yk~ R b Ha—cF

przy czym (a, b, c) sa to wspolrzedne punktu A wewnatrz
obszaru T.

W tym przypadku wzoér Greena prowadzi do wyrazenia:

d¢ Ad
pAdp—oAd)dr= ||¢ ———¢——|do—4xg, 1
J}e p—9A44¢) !(»an ?on) (1)

przy czym ¢ =U(a, b, c).

Poniewaz wszedzie w obszarze T jest AU = 0 oraz

AC)=&

1 1 U d (1
U s b’ = = — w— '—'U Sy | P dﬁ- 2)
(a 3 AT f I_r dn, n, (f)] :

to

Wzor (2) podaje wyrazenie U w punktach wewnatrz obszaru T
wzgledem S, w zaleznosci od wartosci brzegowych U i

U,
dn

r oznacza odleglos¢ elementu powierzchni ds od punktu A (a, b, ¢).

Drugi przypadek

Niech bedzie dany zewnetrzny obszar T zamknietej po-
wierzchni S, oraz niech bedzie dana funkcja harmoniczna U w ob-
szarze T, przy czym sa podane wartosci U i

ou

on
na brzegu S.

Szukana jest wartos¢ U w punkcie A(a, b, ¢) (punkt przy-
ciggany) w zewnetrznym obszarze T wzgledem S.

Cz. Kamela, Wyznaczenie geoidy
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Dla szukanej wartosci U (a, b, c) otrzymujemy podobny wzdr,
jak w poprzednim wypadku, jesli funkcja U i jej pochodne

U
on

znikaja w nieskonczonosci w ten sposob, ze wyrazenia

RU, R* O—U
on
sa skonczone dla R~ co,
U
dn

oznacza pochodna wzgledem normalnej zewnetrznej do obszaru T,
skierowanej do wnetrza obszaru S. Ostateczny wzor ma postac

vas 9= [0 2 (e
47 ¥ | -

7. Pierwsza funkcja Greena

Wewnalrz obszaru

Jesli funkcja U, harmoniczna w zamknigetym powierzchnig S
obszarze T, jest okresSlona na brzegu tego obszaru, to wedlug
zagadnienia Dirichleta mozna okresli¢ funkcje U wewnatrz ob-
szaru T.

Wzér
1 1 U 0. 1\ !
Ula, b, e)=— | |- =2 —vu-=(*}|ds @ (pkt. 6
e c) 4x :f r dn dn (r)l @ e :

podaje wyrazenie Uf(a, b, ¢) dla punktéw wewnatrz obszaru T,
w zaleznosci od wartosci brzegowych U i

U
on
dla powierzchni S.

Przy poprzednim wiec zalozeniu zadanie nie da si¢ rozwig-
za¢ przy pomocy zagadnienia Dirichleta
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Green zauwazyl, ze wzér (2) prowadzi do rozwigzania prob-
lemu Dirichleta, jezeli podana zostanie pewna funkcja

HY (a, b, €X. Ve 2)

o nastepujgcych wilasnosciach:

1) H{V jest funkcja harmoniczna wewnatrz obszaru T,

2) H{" na brzegu S przybiera wartosci takie, jak funkcja

1 1

r Vx—aPF(y—bPF+(z—c)

Miedzy funkcja H{"” i funkcja harmonicznag U zachodzi

zwiazek:

. i

lei“)_O_U_UOH, ]d3=0, (4)
o | on on

ktory wynika z wzoru catkowego Greena:

Oﬂ\ Ol')
b Ao —oAd)dr = hb—T —p—"\da, 1
1[(99 pAd)de ;{(Van Pa) (1)

n
jesli wstawimy $ = H{", przy czym z zalozenia
AHM=0.1AU=0.

Mnozac réwnanie (4) przez
l *
4%

i odejmujac od rownania (2), z uwagi, ze H{" na powierzchni S
jest rowne 1/r, otrzymujemy:

1 O HM ) 1\]
Ula, b, ¢)= U . X
ta i 4% -! I on dn ( )

1 o (o — 1) go
4z g dn r

(5)
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Przez wprowadzenie t. zw. pierwszej funkcji Greena

G = HM — ! 5
r
zamiast rownania (5) otrzymujemy:
G
Ule, b, o) =-1 v 28 qq, (6)
4% $ dn

Funkcja ta zezwala na obliczenie wartosci U w punkcie
(@, b, ¢) wewnatrz obszaru T, o ile jest znana pierwsza funkcja
Greena G{" dla wewnetrznego obszaru T, i o ile sa dane war-
tosci brzegowe funkcji U na powierzchni S.

Ze wzgledu na podane dla funkcji H{" warunki, pierwsza
funkcja Greena dla wewnetrznego obszaru bedzie scharakteryzo-
wana przez nastepujace wartosci: GV jest — z wylaczeniem jej
bieguna (a, b, ¢), w ktérym funkcja staje sie nieskonczona —
wewnatrz obszaru T wzgledem S harmoniczna oraz znika na brze-
gu S obszaru T.

Zewnatrz obszaru

W podobny sposob rozwiazuje sie problem Dirichleta dla
obszaru T, ktory rozciaga sie zewnatrz zamknietej powierzchni S.
W tym celu dla stalego punktu (a, b, ¢), wprowadza sie po-
mocniczg funkcje H." (a, b, ¢i x, y, 2), ktéora w zewngtrznym
obszarze T jest harmoniczna i znika w nieskonczonosci w spo-
sob, jak

1
Vvt 2
a na brzegu powierzchni S przyjmuje wartos¢
A 1__ = i
r Y {x—aP+y—BP+z—¢)®

zas jej pierwsze pochodne powinny znika¢ w nieskonczonosci, jak

1
> od o s o
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Pomiedzy ta funkcja H." a harmoniczng funkcja U zachodzi

zaleznosé 1
(&)

f(Ha“’aU—U 4 He )do=0.
3 dn dn

Pomiedzy tg funkcja H.," i funkcja harmoniczna U zachodzi
zwigzek

~

(1)
J(Ha")au _y 2t )dc=0.
3 dn dn

Funkcja Greena G," jest, z wylaczeniem jej bieguna (a, b, c)
gdzie staje sie nieskonczong, wszedzie w zewnetrznym obsza-
rze T harmoniczna, znika w nieskonczonosci, jak 1/r, a w kazdym
punkcie na brzegu powierzchni S jest zerem.

Pochodna tej funkcji G." jest wzieta wzgledem normalnej
zewnetrznej do obszaru T w punktach na powierzchni S.

8. Druga funkcja Greena

Zewnaqtrz obszaru

Z wzoru (3)

L b

Ula, b, c) =
( ) 4z ¢ | r On dn \r

mozna wyeliminowa¢ pochodng

przez dobér odpowiedniej funkcji harmonicznej H,". Rowniez
funkcja U daje sie wyeliminowa¢ przez dobor innej odpowiedniej
funkcji harmonicznej H,*.

Niech bedzie H.,* (a, b, ¢i x, y,2) funkcja o nastepujacych
wtlasnos$ciach:

1. H.” jest w zewnetrznym obszarze T harmoniczna i znika
w nieskonczonosci jak 1/ri jej pierwsze pochodne znikaja w nie-
skonczonosci, jak 1/r%

2. Na zamknigtej powierzchni powinno by¢:

OHS (1 20‘[___ 1 o) A1 o
du On(r) onl Vix—aP+(y—bP+(z—c)®
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Pomiedzy ta funkcjg H.® i funkcja harmoniczng U zachodzi zwigzek

U dH,®
Hal‘-’) o S I e
I‘( dn dn

)d3=0.

S

Mnozac te rownanie przez 1/47 i odejmujac je od réwnania (3)
otrzymujemy:

\ 0
Ula, b, ¢) = — 1‘4:((H,,"-’>—- i) Ui,
&\ r/dn
Przez wprowadzenie drugiej funkcji Greena G, = H,” — 1/r dla
zewnetrznego obszaru, bedzie:
~ , a
Ula, b, c)=—1/4%| G® LT (8)
$ On

Druga funkcja Greena G,” dla zewnetrznego obszaru posiada
nastepujace wlasnosci: jest harmoniczna zewngtrz zamknietej po-
wierzchni S z wylaczeniem jej bieguna (a, b, ¢) — w ktérym
sama funkcja staje sie nieskonczona, znika w nieskonczonosci,
jak

1

—
9

£
jej pochodna
3G
dn

znika w nieskonczonosci jak 1/r*, a w kazdym punkcie powierzchni
brzegowej S funkcja jest zerem.

Wewnqtrz obszaru

Jedli chcemy obliczy¢ wartosci funkcji harmonicznej U wew-
natrz obszaru T zamknigtej powierzchni S na podstawie wartosci
brzegowiych pochodnej

U
on

na powierzchi S, to najpierw nalezy wyznaczy¢ funkcje

Hi¥a, b, i % Vo 2)
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o nastepujacych wlasnosciach:
1. H#® jest harmoniczna wewnatrz obszaru T.
2. Na brzegu S jest
OH® d
E 8 e,

dn dn
gdzie

zas$ ¢ okresla rownanie
c {d c=4=%,
S
W wyniku otrzymuje sieg:
U(a,b,c)=C———1—JG,-"~”roqd3... )
a7 § dn
przy czym

1
r

G = H® —

Druga funkcja Greena G/* dla wewnetrznego obszaru T po-
siada nastepujace wiasnosci: G/® jest harmoniczna wewnatrz ob-
szaru T (z wylaczeniem jej bieguna, w ktérym sama funkcja
staje sie nieskonczenie wielka), na powierzchni S pochodna

OGN o AE
dn S

gdzie S oznacza powierzchnie brzegu T.
Pochodne
oU
dn
znika w kazdym punkcie powierzchni S, zatem

U = Const.

Funkcja U jest harmoniczna wewnatrz obszaru T.
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9. Funkcje Greena dla kuli

Wewnatrz obszaru

Niech bedzie dana kula o promieniu a oraz wewnatrz tej
kuli punkt A(a, b, ¢), jako biegun funkcji Greena.

Oznaczajac
PA=1; OA=l; PA'=r; PA=r;i PA=r1;i OA =,

oraz wprowadzaja warunek

OA . OA" =7,
bedzie
2y b
r,_ a
lub
I S
r'y g
Przyjmujemy ze
H=,a. 1'
L
a wiec
G — B IR [ U
T 1 r r
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Zewnalrz obszaru

W podobny sposéb, jak wyzej, mozna skresli¢

lecz w tym przypadku punkt A znajduje sie zewnatrz kuli.

Wzory catkowe Poissona dla kuli

Wprowadzajac funkcje Greena dla kuli do réwnania

AG;

Ula, b, c)=—1-fU—dc
4z dn

i uwzgledniajac, ze na brzegu kuli r =r,, i I' =1r,’, calkowy wzor
Poissona dla obszaru wewnarz kuli wyrazi sie¢ w formie:

3. ]2
v N fUudo,
4na y ®

Dla obszaru zewnatrz bedzie:

Ula, b, ¢) = - : fU Ig—-_—a“—ds,
47a 5

przg czym w tym przypadku punkt A(a, b, ¢) znajduje sie zew-
natrz kuli.

10. Zagadnienia warto$ci brzegowych teorii potencjalu

Zewnglrz obszaru

Niech bedzie dana powierzchnia S zamknieta ze wszystkich
stron. W wewnetrznym obszarze T: tej powierzchni niech znajduje
sie masa przyciagajaca; niech funkcja potencjalna V tej masy
bedzie funkcja harmoniczng w zewnetrznym obszarze T. wzgle-
dem S.
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1. Pierwsze zagadnienie wartosci brzegowych

Jezeli jest dana wartos¢ funkcji potencjalnej V na po-
wierzchni S, to wartos¢ potencjatu w punkcie (a, b, ¢), znajdu-
jacym sie w zewnetrznym obszarze T, wzgledem S, wyraza sie
przez nastepujace réwnanie:

a 1
Va; by €)= 1 }V~agﬁf»ds, (10)
47y d n;
gdzie
GM{a. b, ¢i x, ¥; 2)

oznacza pierwsza funkcje Greena dla zewnetrznego obszaru T,
wzgledem S z biegunem w punkcie Afa, b, ¢), za$ n; oznacza
wewnetrzng normalng do powierzchni S.

2. Drugie zagadnienie wartosci brzegowych

Jezeli jest podana warto$¢ pochodnej

_O.V_
0 n;

na powierzchni S, to warto$¢ potencjalu V w punkcie (a, b, ¢,
znajdujacym sie w zewnetrznym obszarze T, wzgledem S, oblicza

sie¢ wg wzoru:

s By
il bl |G® -~ ds, (11)
47:3- On,-

przy czym G.”(a, b, ¢) oznacza druga funkcje Greena dla zew-
netznego obszaru T, wzgledem S z biegunem w punkie (a, b, ¢).

3. Trzecie zagadnienie wartosci brzegowych dla kuli

Jesli V jest potencjalem pewnej niewiadomej masy rozlozo-
nej na Kkuli, oraz gdy sg dane warto$ci powierzchniowe V, to
mozna obliczy¢ wartos¢ V w zewnelrznym punkcie (a, b, ¢)
wzgledem kuli przy pomocy wzoru catkowego Poissona:

1 [ (r— A
V(a,b,c}=4zAJ—(r—R§’-d7. (12)

przy czym R oznacza odleglos¢ elementu powierzchni ds od
punktu (a, b, ¢, r oznacza odleglos¢ punktu (a, b, ¢) od $rodka
kuli, zas A oznacza promien kuli.



43
Wewnalrz obszaru

Niech bedzie dana powierzchnia S, ze wszystkich stron
zamknieta, w zewnetrznym obszarze ktorej lezy przyciagajaca
masa, to funkcja potencjalna V tej masy w wewnetrznym ob-
szarze Ti wzgledem S jest funkcja harmoniczna.

1. Pierwsze zagadnienie wartosci brzegowych

Niech bedzie dana warto$¢ funkcji potencjalnej V na po-
wierzchni S, to warto3¢ funkcji potencjalnej V w punkcie (a, b, ¢)
wewnetrznego obszaru 7; wzgledem S okresla nastepujace row-

nanie:
(1
Via, b, ¢)= fV 3G —ds (13)

4”
przy czym
G.Y(a; b ¢i X, ¥, 2)

oznacza pierwsza funkcje Greeaa dla wewnetrznego obszaru T
wzgledem S z biegunem w punkcie (a, b, ¢}, za$ n oznacza zew-
netrzna normalna do powierzchni S.

2. Drugie zagadnienie wartosci brzegowych

Niech bedzie dana warto$¢ pochodnej

av
dn

we wszystkich punktach powierzchni S, to warto$¢ potencjatu V
w punkcie (a, b, ¢) wewnetrznego obszaru T; wzgledem S wyraza
sie wzorem:

Vila; b; ¢)=1¢-

Onu “4)

przy czym
G®(a, b, ¢ci x, v, 2)
oznacza druga funkcje Greena dla wewnetrznego obszaru Ti

wzgledem S z biegunm w punkcie (a, b, ¢), c¢ jest pewna stala
ktora w ogolnosci nie jest podana.
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3. Prawo o stacjonarnym stanie temperatury kuli jednorodnej

Jezeli jednorodna kula o powierzchni S znajduje sie w stacjo-
narnym stanie temperatury, przy czym temperatura V kuli jest
znana we wszystkich punktach powierzchni S, to jej tempe-
ratura w ktérymkolwiek punkcie (a, b, ¢) bedzie wyrazona przez
nastepujace rownanie:

1 (V@—a) .

Via, b, c)=- .
47 Ay R*

: (15)

gdzie A oznacza promien kuli, r odlegto$¢ punktu P(a, b, ¢) od
srodka kuli, R odlegto$¢ punktu P (a, b, c¢) od elementu ds.

b. Metody rozwigzania zadania

Przypus¢my, ze mamy wystarczajacq ilos¢ pomierzonych
punktow grawimetrycznych, odpowiednio rozmieszczonych po
catej powierzchni ziemi. Wowczas po przeprowadzeniu redukcji
dla g wedtug sposobéw, podanych w rozdziale II, bedziemy mogli
wyznaczy¢ geoide wzgledem obranej powierzchni sferoidy.

Do rozwigzania tego zadania stuza 3 sposoby:

1. Zastosowanie wzoru catkowego Stokesa,

2. Zastosowanie rozwiniecia Ag przy pomocy funkcyj kuli-
stych i nastegpnie obliczenie wzniesienia lub depresji geoidy
wzgledem przyjetej powierzchni sferoidy.

3. Rozwigzanie rownania catkowego.

1. Wzér calkowy Stokesa

G. F. Stokes w swej pracy ,,On the variation of gravity of
the surface of the earth" Trans. Cambridge Phil. Sec. 8.1849,
podal metode wyznaczenia geoidy przy zatozeniu, ze pomiary
grawimetryczne zostaly wykonane na calym globie ziemskim.

Na podstawie pomiarow przyspieszenia sily ciezkosci mozna
wyznaczy¢ Srednia warto$¢ G, oraz anomalie przys$pieszenia sily
ciezkosci A g w kazdym punkcie, przy czym

Ag=g— e,

za$ ¢g. oznacza przyspieszenie sity ciezkosci, obliczone na pod-
stawie miedzynarodowej formuly na elipsoidzie ziemskiej, g ozna-
cza przyspieszenie sily cigzkosci, pomierzone i zredukowane
na geoide,
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Niech r oznacza promien wodzacy geoidy, ktory wyraza sie
(wedlug Helmerta) przy zastosowaniu funkcyj kulistych za pomoca

r=R[1 —Yyc (Ys—sin® @)+ Ko+ Yo Ks. + /s Ki .. ]

w ktorym R oznacza $redni promien wodzacy geoidy, przy czym
Ko
R=—-(141Yc).
Wo( + )

Niech dalej promien sferoidy r. wynosi:
re=R[1+a (', — sin® ¢)],
przy czym z twierdzenia Clairauta mamy:

a=5,c—b
gdzie

. a=h. . - : ' 0’ a
a =— —1 b :—-gﬂe-gf gréwn4| C = e

a Jréown. Grown.

Zatem
N=r—r1.=RAU

jest wzniesieniem geoidy ponad powierzchnig ekwipotencjalnej
sferoidy. Nie jest to wyrazenie caikiem $cisle, poniewaz istnieje
roznica kierunkéw normalnej do geoidy i normalnej do sferoidy.
Roznica ta jednak wyraza sie zaledwie w milimetrach, wigc
w praktyce ja pomijamy.
Z roéwnania
N=r—r.=R.AU
widzimy, Ze

AU = (b' ”—2C') (1‘3 = Sin‘:‘?)+ K-z + I‘v‘sz + I/:-s K-l + vie s

Z drugiej strony, wedlug Helmerta, A g, wyrazone za pomocq
funkcyj kulistych wynosi:

Ag=G{b —2¢) ("/y—sin’¢) + K.+ Ky +Ki+.. .} =G . F (9, 9),

jest zatem funkcja miejsca, przy czym ©, ¢, sa wspélrzednymi
biegunowymi.
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Wezmy pod uwage funkcje f(9, »), ktéra w élad za Dirichle-
tem mozemy przedstawi¢, wedlug teorii funkcyj kulistych, w na-
stepujacej postaci:

g +%/2
Bl )= V‘ 2"+1 fd) [pnf(qx, X) cos ¢ d ¥,
n:‘—O —T/2

gdzie ¢ i } oznaczaja geocentryczng szeroko$é¢ i dlugosc.
Poniewaz element powierzchni na kuli o promieniu jednost-
kowym wynosi:

zatem bedziemy mieli:

n=—co

bl

n=0

Zastosowanie powyzszego wyrazenia do wzoru na Ag daje
nam:

_ \2n+1 fPA T
= n gas,
P 4=
n=0

przy czym calkowanie jest rozciggniete po powierzchni kuli jed-
nostkowej.
Okre$lmy funkcje

r A
K i 2,",:*'_!_‘ Ag de’

4= J G
Jezeli wartos¢ K, wstawimy do réwnania:
N=R-AU=R{(b'—2¢) ("/;—sin®¢) + Ko+ /s Ky +.. .},

to ofrzymamy:

N ‘12n—i—1fP Ag, ..
4% n—1
112

Wezmy teraz pod uwage szereg

n-—co
S = Zz.ﬁ_l_ 1 Pi :n—l'
n—1

n=2



czyli
S=5Pt+ ", P, 2+ P2+ ..

Zatem dla N otrzymamy wyrazenie w postaci:

A
N=—R— —gSf”zl ds’
4% G

Z réwnania dla S wyprowadzamy:

Z§=5P2+7P3c+9p4:2+...,
oraz
1E dsS
*‘j Gh——dl=P, {4 P+ P, 0 +...
2, dd
Lecz

1
/1 —2%cos ¢ -+

wiec
_1. ( L fi? dt = ]::‘ (f~ — _i—.f;_;:; —1 — Pl ﬁ) '
2. dé V1—2Ccos¢ -+ ¢
przy czym
P, =cos?
Oznaczajgc
= == 1 —— = e 1_‘ Plt
)1 —28 cosd’ 4 &
mamy:
e L2 at=yTzs
2 dq
0
zatem

dS=2¢"td(ZV)¢).

— =1+P1:+P2:2+P3:3+P4:4+...
¢2

47
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Calkujac przez czesci otrzymamy:

s=2§+3fz:~‘-’d
-
[\

Wobec tego
1 ¥_o§
Sici=2 | ——"= (1. < cosd*} |+ 3[2-, tdi=
! [ V 2—2cos ¢’ 1+ J a
1 1
=———2(1+cos ¢ +3jz:—‘~'d:.
sin /2 2
Poniewaz

[zz2az= t —y/1—20cos§ 2 _
-

— cos ' In{2--2Ccos ¢'+211—2C cos ¢ + 22} + e,
wiec bedzie:
S¢_1 = cosec §'/2 — 2 (14 cos §') +
(l—cos

+3 {1 — 2 sin $'/2 — cos ¢ — cos ¢’ In ¥ -+ sin ‘?',"2)}'

Ostatecznie otrzymujemy:

N = —J d) f— {cosec ¥'/2 +1 —6sin /2 — 5 cos &' —
— 3 cos 9" In (sin ¢'/2 [1 + sin ¢'/2])} sin )" d¢".

Widzimy, ze wyrazenie w nawiasie jest zalezne tylko od ¢,
a wiec dla Ag mozemy wzig¢ warto$¢ $rednig dla réwnolez-
nika ¢'i oznaczmy te $rednia przez Agy, wtedy dla N otrzymamy
wyrazenie: '

R .. rAgy 2 k) i
= — ‘fdl»{ {cosec ¢'/2 -1 —6sin /2 — 5 cos §' —
=) J G
: FAgy
~——3cos ' In(sin’2[1-}sin® /2])] sin 'fJ'd'-]J'=Rf—G*— {cosec ¢'/2 -

-
+1—6 sin 9'/2—5 cos 9'— 3 cos ¥’ In (sin §'/2[1-}+ sin Y’ 2])} -s"; ? dy’,
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lub

€ Kool
N=Rf T¥ Rié
2+ TG

gdzie F oznacza funkcje Stokesa,

F = {cosec 9'/2 + 1 — 6 sin §'/2 — 5 cos §'/2 —

— 3 cos ¢'/2 In [sin ¢'/2 (1 - sin 9/2)]} siny

Wzdr Stokesa zezwala nam na wyznaczenie ksztaltu geoidy
bez znajomosci rozkladu mas wewnagtrz ziemi, co jest duza zaleta
meatody. Dokladno$¢ wyznaczenia geoidy ta metode wynosi okoto
44 m Do tej pory przy stosowaniu tej metody postepowano
w ten sposéb, ze wartosci funkcji F () byly brane z odpowiednio
obliczonych tablic. Zatem obliczenie N sprowadzalo sig¢ do calki
liczbowej.

2. Trzecie zagadnienie wartosci brzegowych jako rozwiazanie
problemu Stokesa

Zadanie to rozwigzali i podali N. Idelson i N. Malkin z Le-
ningradu w rozprawie ,Die Stokessche Formel in der Geoddsie
als Losung einer Randwertaufgabe' Gerlands Beitrdge zur Geophysik
Bd.20.1931 S. 156 — 160. Leipzig.

Zachowujac okreslenia autorow, oznaczmy przez W potencjal
geoidy, przez U potencjatl elipsoidy ziemskiej i przez T r16z-
nice W -— U, za$ ¢ niech oznacza promien wodzacy geoidy.
Mozna zauwazyé¢, ze jezeli poczatek ukladu przyjmiemy w srodku
ciezkosci ziemi. to w rozwinigciu wymienionych potencjatow,
ktore dotycza tej samej masy ziemskiej, wyrazy 1/p sa sobie
rowne. zas wyrazy

1
p*
znikajg.
Jest wiec .
Iimp*T=0.
mp_,) | 0 (1)

Jezeli przez 7 oznaczymy normalne przyspieszenie sity cigzkosci
na elipszoidzie ziemskiej (odniesienia), przez g na geoidzie, to na

Cz. Kemcla, Wyznaczenie geoidy 4
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podstawie zasadniczego twierdzenia teoretycznej grawimetrii, sfor-
mulowanego przez Poincaré'go i Rudzkiego (juz uprzednio zostato
ono podane przez Stokesa, lecz nie w wyraznej formie), otrzy-
mujemy:

21 i oF

T = =——~A _
g gy +ap

(2)

Jezeli na catej powierzchni ziemi znamy 4g (o ile zostaly wyko-
nane pomiary grawimetryczne) i jezeli wyrazimy T, jako
funkcje Ag otrzymamy rozwiazanie zadania odwrotnego wzgle-
dem (2), o ktére nam chodzi.

Poniewaz A g jest funkcja (@, ¢), mozemy napisa¢

214+2T =10, 9). @3)
dp

Zadanie wiec redukuje sig¢ do wyznaczenia funcji T, ktoéra
na zewnatrz jednostkowej kuli jest funkcja harmoniczng i znika
w nieskonczonos$ci, za$ jej wartos¢ na powierzchni tej kuli, w po-
laczeniu z pochodng wzgledem normalnej na podstawie wzoru (3),
sprowadza sie do znanej funkcji spoirzednych biegunowych (0, 9).

Jest to specjalny przypadek trzeciego zadania na wartosci
brzegowe, tatwy do rozwigzania wedlug metody podanej przez
Dini‘ego.

Rozwazmy funkcje:

214030 =L O (ery=v(s, 0, )
dp p Jdp

ktéra jest funkcja harmoniczng, o ile T jest funkcja harmoniczng.
Na kuli jednostkowej sprowadza sie ona do postaci:

QT_]l_,gT:v(l, 0, 0) =1(9,9):

¢

Wedtug znanego wzoru catkowego Poissona dla obszaru zew-
nglrznego mamy':

vip, 0, ¢)= ok l”f((-)', ,)'_":1 ds', (4)

4% J I
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przy czym

ds'=sin® doO dg’ 2=1—2pcos$-+p°

cos % = cos 0 cos 0’ -} sin © sin O’ cos (9 — @').

Przy calkowaniu po kuli jednostkowej, p mozemy uwazac za
state, wiec mamy:

d 1 PP —p
—(p?T) = — | (0", ¢) ———d3';
dp (¢*7) 47 f (8 #) r

i jezeli funkcje catkujemy w granicach od oo -do p, otrzymamy:

7]
> 1 S ;
P“T?.z‘;_ff(@.‘?)f‘—r;‘*"*dpdﬂ. (5)

Catke nieokreslona otrzymujemy tatwo, gdyz

_d(’l)___ p—cos¢
dp \p r®

Mozna latwo udowodni¢, ze

PP —p p g d (1
- — == — —2'0~ =
r r dp .0)
czyli
8 _ 3
f—'o——g‘tdp:—z‘( +3r43cosdIn(p—cosd 1)
r ! g

Dla p -» o bedzie
~ 1 1 ~ 1 1 4 \l ~
r~p—cos¢; —==—-4—-cos$i In(p—cosd-4r1)=In2p
r r p*
a wiec

4]

s o
fi)A,;‘ dp>~p-+3cospIn2p—cosS59d.
=
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Wstawiajac to wyrazenie w réwnanie (5) i biorgc pod uwage,
ze p* T >0 przy p- oo, otrzymamy ogdélne rozwigzanie w formie:

pEiRi=s 41 { (07, o) {;2[‘; +3p-+3cosIn(p—cos$h+ r)},ds'——
T o r
(6)
— 1_4:[[((')', ©){p+3cos$In2p—5cosd}ds'.
Poniewaz
Iimp*T =0,
Py

wiec otrzymujemy warunki:
,raf(i(@'. @) da"=1Q; Inpff(@', ©)cosdpds =0,
skad wynikaja dalsze warunki:

fH@n@wdsw=o, fﬂQt?hms¢df==. @

to znaczy, ze w rozwinieciu f(®, 7) wedlug funkcyj kulistych zni-
kaja wyrazenia zerowego i pierwszego rzedu.
Uwzgledniajac to, mamy:

AT = (100, 9)S (e, 9) d3, ©
gdzie
S(p, ¥) =— 28 4 3r+3COSt'gInpf_—»co§3+~{~p+pcos'i).
b & [

Przy czym nalezy zauwazy¢, ze

limS(p, $)=0.

fyoo
Z véwnania (8) otrzymujemy:

SRR g
T [

Jest to rozwiazanie trzeciego zadania na wartosci brzegowe
dla przypadku obszaru zewnetrznego.



53

Na powierzchni kuli jednostkowej, a wigc gdy ¢ = 1, mamy
r=2sin /2, za$ rownanie (9) przyjmie forme:

T(1, 0, 9= [1(0 ¢)5(4)do, (10)
przy czym wedlug (2)
1, 7) = —Ag

oraz
S(4)=—1/sin?/2+6sin$/2-3 cos § In (sin*$/2+-sind 2) —1-+-5cosy.

S (%) jest funkcja Stokesa, ktéora tu spelnia te samg role, co
funkcja Greena przy rozwigzaniu zadania wartosci brzegowych.

Jezeli za$ znamy T, mozemy wyznaczy¢ N, tj. odstep miedzy
elipsoidg i geoida na podstawie wzoru Brunsa:

NZTa+...

3. Rozwigzanie drugiego zagadnienia na wartoSci brzegowe
dla obszaru zewnagirz geoidy wediug Stokesa

Jezeli masy zewnetrze zostana zredukowane na poziom geoidy
lub przesunigte do jej wnegtrza (np. metodami Rudzkiego), to wtedy
powierzchnia geoidy bgdzie brzegiem mas ziemskich. Przy tym
wiec zalozeniu wyznaczenie geoidy jest drugim zagadnieniem war-
tosci brzegowych.

Jezeli jest znana masa M, jej predkos¢ katowa obrotu o
i ksztalt powierzchni ekwipotencjalnej S, ktéra obejmuje te mase,
to na zewnatrz S potencjatl sit cigzkosci jest znany.

Zakladaja, ze f==1 (stala grawitacyjna) mamy

W=V+1, (x4 y).

Na geoidzie S jest W = C.
Przedstawmy nasze rownanie w nastepujacej formie:

& =V+1, 0 (x>t y))—Ci (1)

funkcja ® znika wtedy na powierzchni S.
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Wewnatrz obszaru geoidy jest
AP =AV 4 202
wiec
Ab=—4zp+420° (2)

Na powierzchni geoidy S bedzie wedlug rownania (1) ¢ =0
wiec

V4 put x4y} —C=0 g
Z wzoru (2) mamy:
4rp=20"—A (4)

Mnozac rownanie (4) przez
dr

i catkujac w obszarze T geoidy, zamykajacej mase E, otrzymujemy

T "A
41:V=2co"’fd ——|;de. (5)
% T %o oFf

Do drugiego wyrazu prawej strony rownania stosujemy catkowe
prawo Greena. Jezeli oprocz tego pewien punkt A lezy na po-
wierzchni S, to w tym wypadku bedzie:

ji([: __fl a([)
r On;

T

przy czym przyjelismy $=1/r, 9=®, oraz ®=0 na po-
wierzchni S; n; oznacza normalna do powierzchni S, skierowana
do wnetrza obszaru.

Z rownania (5 dla potencjalu V., zewnatrz geoidy otrzymu-
jemy
fdr 1 0
fe5+[L2%4s, ()

47V, =20
g T s rOn;

co w polaczeniu z réwnaniem (1) daje:

'
{1 0 do =47C —270%(x* + y*) — 2 ? {dt. (7)
Jr onm 4
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Rownanie (7)) da moznos$¢ obliczenia wartosci C, a wiec war-
tosci potencjatu geoidy, jezeli bedzie dana funkcja P.

Pochodna funkcji ® wzgledem normalnej wewnetrznej jest
gestos$cia powierzchniowa masy rozlozonej na powierzchni geoidy S.
Prawa strona rodwnania jest potencjalem tej wigc roztozonej na geoidzie
masy i mas znajdujacych sie¢ wewnatrz obszaru, jest wiec po-
tencjalem masy E,.

Dla wyznaczenia funkcji ¢ wprowadzamy podang mase E,.

Ze wzgledu na rownanie (2) jest:

AR E —=4% (pdtsz’zfdt—qu’dT.
:I'. T T

Do drugiego wyrazu po prawej stronie rownania stosujemy
calkowe prawo Greena, na podstawie ktérego otrzymujemy:

0% 1v e amm —dak,
5 ()I'l,'

Z tego roéwnania wyznacza si¢ P, w ten sposéb azeby we
wszystkich punktach na geoidzie ® = 0.

Znajac funkcje @, przy pomocy rownan (6) i (7) mozemy
wyznaczy¢ potencjal zewnetrzny V. i stala C, jezeli sa podane
E;,wi S,

Metody geodezyjne i astronomiczne pozwalaja wyznaczy¢
przy$pieszenie sily ciezko$ci na geoidzie, predkos¢ katowa obrotu
ziemi i przyblizony ksztalt geoidy, a mianowicie nasza powierzchnia
S jest znana.

Pochodna funkcji ® wzgledem normalnej wewnetrznej do S
jest identyczna z przy$pieszeniem sily ciezkosci na geoidzie, zatem

0d
()n,- 9

Roéwnanie (6) w formie

45V, =20 | df—+—f—g—d7
Ir ) &

T S

okresla zatem potencjal zewnatrz geoidy na podstawie g, wiS.
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Réwnania (7) i (8) w postaci:

47 C —2:(-)2(x~—]—y)-|—2m~ 51_ f‘—gadu

daja C, tj. wartoé¢ potencjatu geoidy, oraz mase E,.

Rozwigzanie wymaga wigc znajomos$ci S, o i wartosci ¢
w kazdym punkcie na powierzchni S.

Rozwiazanie tego zadania, a mianowicie obliczenie E, z wy-
nikow pomiaréw grawimetrycznych w praktyce wykonuje sie
wedtug wzoru Clairauta.

Jezeli E, oznacza mase ziemi, A $rednia gestos¢ ziemi,
a promienn réwnika elipsoidy oraz o splaszczenia pcludnika,
to E, mozemy wyznaczy¢ z wzoru:

E, ='4; Ad* (1—a2), (9)

zas
g kFl {1+d 3(? -|—Bsin2|3]'
a 2 f
przy zalozeniu, ze (stala grawitacyjna) k* jest znana, oraz wie-
dzac ze
5(02 (13
2 E,

(L—i—p——-——* ==

wyznaczymy 3 i 9.

4. Metoda Rudzkiego wyznaczenia geoidy

Po przeprowadzeniu redukcji g wedlug jednej z metod Rudz-
kiego, podanych w rozdziale II-gim, geoida bedzie brzegiem masy
ziemskiej E,.

Jako powierzchnie odniesienia, wybiera Rudzki elipsoide
obrotowa, kiéra odpowiada nastopujqcym warunkom:

1 Osie tej elipsoidy sg g, i )/ n.l — a”i $rodek jej pokrywa
sie ze Srodkiem ziemi, a mata o$ pokrywa sie z osig obrotu
ziemi.
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2. Powierzchnia tej elipsoidy jest powierzchnia ekwipotencjalna
ziemi.
3. Jej masa E, jest rowna masie geoidy E;.

4. Jezeli przez 7 oznaczymy przy$pieszenia sity ciezkosci na
elipsoidzie, to ¢ bedzie przysSpieszeniem sily ciezkosci
dla odpowiednich punktéow geoidy. Elipsoida ta winna by¢
taka, azeby

f(g —%)? 1 ds = Minimum (1)
E,

przy czym E, oznacza powierzchnie elipsoidy, zas g i v sa to
funkcje spolrzednych eliptycznych p i v, oraz

1/B = (p* —p%) (¥ — 07).

Funkcja sil ciezkosci na powierzchni elipsoidy dana jest
przy pomocy rownania:
V = AySeMy Ny + A; S; M; N; + '/ 0*p* (1 — M; N3), (2)
gdzie

M() :No= 1; So'=f — C,ip—n‘v
oV PP—c

M7=)_'.._ﬁ; Nee== 1} == CCOS .

Stata A, i A, sa okreslone za pomoca réwnan

Ay =kM,
oraz
A;S; 4,00 =0, dla p=0p,.
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Celem obliczenia 7 na elipsoidzie wychodzimy z réwnania:

=[5~

]

dV dp
lOp dn 0

dla p=p,, przy czym n oznacza normalna zewnetrzna dla elipsoidy.
Z rownania (2) otrzymujemy:

PX_A()Q&_'_A_ 94‘,8" M., N, + ,2 02p (1 -—— M; N,);
dp dp 3

dla p = p, mamy wiec:

(OV)OZ (OSO)O%__ .2 ”,_(OS) M;N:-I—z' w?p, (1 — M, N,);

dp dp S\ ¢

stad

("V) = 4, ‘)§") wp, [ 1=/, —f"—"—(bs')|—
dp/, \0p/, S\ dp

Dla réwnika (3 = %/2) mamy:

il ()S‘, o 1 Pu ‘)S? -
= — A, (()0) o [1_ le S‘(O) (o(;)”_l (3)

poniewaz wtedy

Oznaczajgc

otrzymujemy:

2y, 2 5 __Po 08; 2 [0
e (v | Sl N
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z warunku
f(g — )2 lds = Min.
E,
otrzymujemy:
a -
ﬂg—ﬂ—imc=.
Eq o po

(5)

i d
ﬂg—ﬂ—lwﬁ=0.
5 dn

(poniewaz [ds jest niezalezna od p)i p, i a catkowicie okreslaja
(g — ).

Réznice g — 7 mozna wiec przedstawiC w postaci szeregu
zlozonego z funkcyj Lamé'go M; N,;, mianowicie:

h=c>

=y
g-—1= N\ e, Mi N (6)
ld
k=0
Oznaczajac
W=V-+T, (7)

gdzie W jest funkcja pola sily ciezkosci geoidy, T jest roznica
wartosci funkcyj sit pola cigzkosci geoidy i elipsoidy w odpo-
wiadajacych sobie punktach na obu powierzchniach, otrzymamy
wedlug wzoru Brunsa:

= iz
=1 (8)

~
|

gdzie ¢ jest odstepem powierzchni geoidy od elipsoidy.

(¢ mierzy sie po normalnej do elipsoidy, za§ T nalezy brac¢
dla warto$ci na geoidzie).

Z réwnania

g=== "5*;

wynika
0V dT _dV dp  dT

dn dn dn dn dn
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W réwnaniu tym wartosci obu pochodnym w otoczeniu
p = p, rozwijamy wedlug poteg dp i otrzymujemy:

IV 2V . dp 0 [dp\
= —{— ——) op e
J {(Op)(.+( 0 ) 'H.On)(, ] [M(Ou),
albo z wystarczajaca dokladnoscia

R R e
# Op 0 On,(, ‘)92 0 an,o ()p 0 _O(‘(an_n ‘ dn

Pierwszy wyraz prawej strony jest identyczny z 7, drugi zas
z pochodna

} T

8 py — -
3 dn

_o-{-
dn

Jezeli oprocz tego odrzucimy wyrazy zawierajace kwadraty
splaszczenia elipsoidy, oraz dp zastapimy przez , to otrzymamy:

9—‘r———aT g o
dn ok dn
poniewaz { == T/1, wiec bedzie:
oT . 0%
— = Tii=—L . 9)
? e :

Przypus¢my, ze wartos¢ T na geoidzie zostala rozwinieta
na szereg wedlug funkcji Lamé’go:

k=oco

\ | y
T=T,+ 4\.4 By Sk My Ni (10)
k=0
gdzie
T, = const.

Wstawiajgc to wyrazenie w rownanie (9) otrzymamy:

h=co h==
A7 dp !
g—1 =151 -‘(TU—I— VwBsSk My Nk)"- 3 By, 0 5 My Np.
dn ol O aied o
k=0 h=1
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Zatem dia p = p, mamy:

PR (8 VB,,|1/~( 9 o (isi 93) MiNi. (11)
i | On dp On

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest funkcja miejsca
na elipsoidzie. Wartosci (g — 1) podaje nam réwnanie (6). Wartos¢
7 i jej pochodna okresla posrednio réwnanie (4); za$ wartosci pa-
rametrow p, i @ wyznacza sie z rownania (5). Roéwnanie (11) jest
srodkiem pomocniczym do obliczenia statej T, i spolczynnikow

By (k'=10. 1,:2; Bis:os)s

Otrzymuje sig szereg zlozony z m wyrazow, ktére stanowiag m--1
rownan potrzebnych do obliczenia m - 1 niewiadomych

Tor Bizyr-Biw By Bms
Mozna wiec obliczy¢ wartosci
dv
= Wiy e
f dn

co najmniej dla m -} 1 punktow roztozonych no elipsoidzie p = g,
i przy pomocy tych wartosci ulozy¢ co najmniej m -1 réwnan,
ktorych rozwigzanie prowadzi do wartosci

SN T D 9%

Znajac te wartosci, obliczymy reszte dla funkcii T na podstawie
rownania (10), w ktorym stata B, =0, gdyz geoida i elipsoida
posiadaja te samg mase.

Wzor Brunsa w formie réwnania (8) podaje nam wartos¢ &,
a wiec tym samym wyznacza ksztait geoidy.

5. Metoda Poincaré'go wyznaczenia geoidy

W metodzie Rudzkiego zostaly pominicle wielkosci male rzedu
kwadratu splaszczenia. Celem uwzglednienia wpilywu tych wiel-
ko$ci Poincaré wybral, jako powierzchnie odniesienia, elipsoide
p==p, zewnatrz bryly ziemskiej, lecz dos¢ blisko niej przebiegajaca
majaca $rodek w $rodku ciezkosci ziemi. Jak rozwazania wykaza,
bedzie to powierzchnia ekwipotencjonalna.
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Niech P' oznacza punkt ziemi, P za$ na geoidzie. Odleglos¢
P' od elipsoidy niech bedzie 7, za$ { niech oznacza odleglos¢ P
od elipsoidy, wiec
h=n1—C0=PP

(az do wielko$ci matych rzedu kwadratu splaszczenia wlacznie).
Zakladamy, ze g jest zredukowane na poziom geoidy wedlug
metody Rudzkiego, wiec geoida bedzie powierzchnia brzegowa
masy ziemskiej E,, zatem P'= P; jest wiec { =1,.
Nasze zadanie sprowadza sie zatem do rozwigzania zadania
0 wyznaczeniu potencjatu sily ciezkosci zewnatrz obszaru.
Potencjal V dla zewnetrznego obszaru elipsoidy p = p, wyraza

rownanie;
h—=c

v N Ak S Mi: N (1)
L
k=0
Wyobrazmy sobie rowniez funkcje sity odsrodkowej, miano-
wicie jej warto$¢ F, na elipsoidzie p = p,, przedstawiona przez
szereg

h—c
|
Fm)= > >‘k Ri" My N . (2)
e
=0
Poniewaz
» 9 o
). & e i 9 0 L9 o 9 2
& o i —{— > Y_ 7 + ” e 1=k (."H_* f'u-’ (’o- = n"n_’ (V — Do )'
Po-— a° po* —b~” Po— ¢

to przy odpowiednio dobranej statej kK mozna napisa¢ rownanie:

h=—co

B Y s . 5 X " o
Fe= Z M R M N+ K (62— 022) (02 — 02) (2 — po2) @)
k=0

Dla- p = p,, tj. na elipsoidzie odniesienia znika w tym rownaniu
drugi wyraz po prawej stronie, za$ pierwszy wyraz jest iden-
tyezny 2. Fyg:
Potencjatl sily ciezkos$ci ziemi E, bedzie przedstawiony przez
nastepujace rownanuia:
IW

W=V -4 F, przy czym (f=1) oraz ¢g= — 3
n
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(n oznacza normalna zewnetrzna do geoidy).
Przy pominigciu wielko$¢ rzedu £* mozna przyjac

Oznaczajac przez N skladowa prostopadla przysSpieszenia g na
elipsoidzie p = p,, oraz przez T skladowa styczna, bedzie:

g‘.Z e N2 +T2

Poniewaz T jest rzedu {, mozna przyja¢ g = N.

Rozpatrzmy najprostszy przypadek, gdy geoida pokrywa sie
z elipsoidq odniesienia, tj. gdy 71 =0=0.

Przy tym zatozeniu elipsoida odniesienia jest powierzchniq
ekwipotencjonalna.

Dla tej elipsoidy jest speilnione réwnanie:

W,=V,+ F, = C, (C, jest const.) (4)

Ze wzgledu na réwnania (1) i (2) dla k=1, 2, 3,... za-
chodzi:
ar Si” 4 M R = 0

przy czym wskaznik zero oznacza warto$¢ na elipsoidzie odnie-
sienia.

Stad wynika, ze wszystkie wspélczynniki z wyjatkiem
a,, a; i ay, s zerami.

Przejdzmy do przypadku ogélnego.

Niech W,, V,, F,, 1, oznaczaja wartosci dla szczegélnego przy-
padku na elipsoidzie odniesienia p = p,, zas dla przypadku ogol-
nego niech bedzie Wy, Vo, Foor Tyo. to ze wzgledu na réwna-
nie (4) jest:

Woo = Voo ‘T" Foop = Coos (5)

gdzie C,, oznacza stala.
Przy$pieszenie sily ciezkosci 1 w punktach elipsoidy odnie-
sienia wprowadza si¢ z rownania

__[o(V+F) dp] |
=N I dp OH]F.% 2

ny- [OW op
().'J ()n_{/:




64

lub krécej

e OWy,  dp
dp On
Oznaczajac przez
2P g @)
- an o
i wstawiajgc
W=W,+<¢V,
oraz
V=V,+} 23V,

mozna napisa¢ z dokladnoscia do wielkosci rzedu 2%,

oW, dp.

=

W= W=

i dalej '

OW, & OWi:. .
Wozwoo‘lb_a{_)'ﬁzcm‘i‘ oon"'

Przez rézniczkowanie otrzymujemy:

OW(P OWOU ng P on OL) WO() wr
i (PR il LR E Bl ey 2 V00
do dp dp? dp dp?
Jest wiec:
J - " .0 . g A
W = Cop o 52 8 3V = Cog — 18 S8 -8V = Gy — 15 3V
(}fl 09
@)
oraz
__ 0w, 9(3V) _ oW, , 0('5L)]_0_.'3 =
dn dn dp dn dn
ey = W 8o, D(EV] D,
0p* dn dp  dn
Mozna zatem napisac
A(6V) dp . W, (dp\*
g—>9=- L . -2 ( \’ (2)
dp dn dp? On

/

Drugi wyraz prawej strony rownania jest tzw. ,,wzorem Brunsa”.

Dla p = p, jest

oV
'

i

(10)

“
L =

przy czym 7 obliczamy dla p = g, na elipsoidzie odniesienia z réw-
nania (6).



65

Jezeli uda sie nam obliczy¢ wartos¢ ¢V dla p = p,, to z row-
nania (10) mozemy okresli¢ &
Warto$¢ ¢V mozna wyznaczy¢ z rownania (9).
Jesli wstawimy warto$¢ { z réwnania (10), do rownania (9).
otrzymamy:
gt (W0, BT B,
v 0p> \On dp dn
Wyrazenie
1 02W, Og e b}f
v 0p* dn  dn

z doktadnoscia do wielkosci matych rzedu wielkosci splaszcze-
nia «, jest wielkoécia stala, kladziemy wiec je, jako rowne
C -+ 2 G, zatem mamy.

d(3V) ] dp

=0, 11
dp | On M

g—1+|lc+2G) v+

C jest stala, zas G j2st funkcja miejsca, zalezng od wspoirzednych
., v na elipsoidzie odniesienia.

Warto$¢ 2V odnosi sie do elipsoidy odniesienia jednak jej
pochodna odnosi si¢ do punktu na geoidzie.

Wyobrazmy sobie funkcje ¢V, rozwinieta na szereg wedtug
poteg =, mianowicie:

BV =vav+atv .

to spotczynniki sa podane w postaci szeregow z funkcjami
Lamé’'go.
Poniewaz V zewnatrz elipsoidy odniesienia jest

hi=e
=
V= 3 i Sk Mr Ni (12)

P
k=0

przeto, wstawiajac szereg potegowy dla 5V w rownanie (11), otrzy-

mamy: v
L [Cvy+ dvy )\ dp
g'*“'“( op)on' 2l

Cz. Kamcla. Wyznaczenie geoidy
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0 dn
Gv, ~——(Cvl+a:‘)ol‘l (14)
d0n .
G ]_l:_—(cvu‘—l_ Ov-)%' (15)
dn dp /dn
itd.

Celem rozwiazania tego systemu rownan musimy g — ¥ roz-
wina¢ na szereg wedlug wyrazen M; N, , wiec bedzie:

ki=ta
()fl N
g—1= O;Egh My Ny

=0

co z kolei wstawimy w rownanie (13).

Z uwagi na rownanie (12), w ktérym przyjmujemy g = g,
i poniewaz funkcja resztujaca ¢V w réwnaniach (10) i (11) musi
przedstawia¢ warto$ci na elipsoidzie odniesienia, mamy:

¢S’ + (%) | ?

gr = — Qgo

Rownanie (13) powinno by¢ speinione dla kazdej warlosci
iloczynu M, Ny i wiec spolczynniki o réwnych wskaznikach k po
obu stronach rownania beda sobie rowne. Powyzsze rownanie
pozwala wyznaczy¢ spolczynniki ap., a tym samym funkcje v, .

Znajac v,, znamy lewa strone rownania (14).

Ta strona rownania bedzie wiec rozwinieta wedtug iloczynu
M. Ny pbdobnie, jak strona lewa réwnania (13); zatem w rownaniu (14)
obliczymy funkcje v,;, podobnie jak w réwnaniu (13) obliczy-
my v,. W podobny sposéb zostana rozwiazane dalsze réwnania.

Jesli wartosci funkcyj vi dla ¢y = p; sa znane, mozna obliczy¢
wartos¢ oV dla punktow elipsoidy odniesienia, za$ z ,,wzoru Brunsa''
w formie réwnania (10) mozna obliczy¢ undulacje < geoidy w od-
niesieniu do elipsoidy odniesienia.

W rozwazaniach Rudzkiego i Poincaré'go powierzchnig odnie-
sienia jest elipsoida, bedaca powierzchnia ekwipotencjonalna.
W obu przypadkach funkcja resztujaca funkcji sit jest okreslona
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na podstawie anomalii przy$pieszenia sily ciezkosci, zas undulacja
geoidy obliczona z wzoru Brunsa przy pomocy funkcji resztu-
jacej.

Rozwazania Rudzkiego rozwiazujg zadanie z pominigciem
wielkosci matych rzedu kwadratu splaszczenia, zas rozwazania
Poincarégo z pominigciem wielkosci matych rzedu kwadratu
undulacji, wiec wielkosci mate rzedu kwadratu splaszczenia sa
w rozwazaniach Poincaré'go uwzglednione.

6. Wyznaczenie geoidy przy pomocy rozwiniecia szeregowego
przyspieszenia sily ciezkosci g i promienia wodzacego R
geoidy wedlug funkcyj kulistych

Potencjal cigzkosciowy W wyraza si¢ wzorem:
W=V 4 1/2 0*r? cos® ¢, (§))]
gdzie V jest potencjatem przyciggania, zas
12 w®r?cos® ¢’

jest sila odsrodkowa.
Rozwijajac potencjal V wedlug funkcyj kulistych, mamy:

K K"

! K’ K*
Ve o enadel, @)
r r I..)

gdzie r, ¢ i A’ oznaczaja odpowiednio promien, geocentryczng
szeroko$¢ i dltugos¢ punktu przyciagajgcego, zas K, K, K; ...
oznaczaja funkcje kuliste zmiennych %', A’ zerowego, drugiego,
trzeciego, itd. stopnia.

W geodezji dynamicznej podaje si¢ wartos¢ r' w postaci:

r— 1—{K°'+ﬁ 4K K et cost <p'} )
w S b i T ‘ :

Oznaczajac przez R sredni promien wodzacy geoidy, przy czym

R=%";(l+',._,c). )

mamy:

r=R {l -+ —; c(;—— sin® ?')-FKg NEE =

e = iyt (5)
Ko R  K,yR¥ KyR i
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gdzie
(,;“,‘?x = ¢, (6)
zas
G= 'II:;"(I —2/ ¢} (7}

Funkcje kuliste maja postac:

=

K, = pao (sin®* ¢ — 1/;) 4 (ps, cos ¥ + qu sin X'} sin ¢’ cos

-3

+ (P32 €05 2 X' 4 @4y sin 2 1) cos® %’ ;

Ks' = pyo (sin' ¢" — ¢/, sin® 9" + %/;;) + (py, cos M+ q,; sin}')(sin® ¢’

a

— 32 sin 9') cos P (P42 cos 2 X' 4 @5 sin 21°) (sin® @' — 1/;) cos®

T

-3

.
+ (py3 cos 31 +-qysin 37')sin¢’ cos 9"+ (py, cos 4 1'-q,,sin 4 1') cos*s’
itd.

Jak funkcje kulista rzedu zerowego, mizna wprowadzi¢

K, = const.
Oznaczajac
K. I

= kﬂ; S —
K, R*

- = kg v (8
K()’R-

otrzymamy:

g=G{l —2c('/y —sin®¢) + ko + ky + ki + .. .}, (9)
oraz

r'zREI—’_(‘:{" Sin‘:(?')—*—k‘:'*'l/'zka '+‘I:;k4+'~-,- (10)

Oznaczajac dalej:

=1+4g. R

gdzie
t=G{1 —b('y—sin®>¢')}, (12)

mamy

Ag=G{(b—2c) (s —sin®¢)+ ky+ ky+ ki + ...} (13)
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oraz
1"slemldy:‘~ R {l +a(]‘/‘x —Siﬂ2 "P)}' (14)

przy czym, welug twierdzenia Clairauta,

a=3/3¢c—b;
Nastepnie mamy:
r'geoldy = I'sieroidy + N

Przez odjecie réwnania (14) od réwnania (10) otrzymamy:
N=R{(b—2c) (s —sin’*¢)+ ke + /s ks + s ks +...}. (16)

Wielkos¢ N jest to wzniesienie geoidy ponad powierzchnig
odniesienia, wyznaczone z taka dokladnoscia, jaka w tych wypad-
kach zachowano.

7. Metoda Pizzetti'ego wyznaczenia geoidy

P. Pizzetti w swej publikacji ,,Sopra il calcolo teorico delle
deviazione dell Geoide dell'Ellisoide’ Acti della Accademia delle
Scienze di Torino. Vol. XLV.I.1911 wyprowadzil wzér Stokesa
bez uzycia funkcyj kulistych.

Obierzemy powierzchnie S, mato réznigca sig od kuli ktérej pro-
mienn wynosi a:i niech poczatek ukladu wspodlrzednych bieguno-
wych bedzie w s$rodku ziemi, za$ o$ z niech pokrywa sig z osia
obrotu ziemi.

Niech réwnanie tej powierzchni ma postac:

r:T:Tt=a(1—at+azt"’-'--...). (1)

gdzie o jest wielkoscig stala rzedu splaszczenia, t jest funkcja
zmiennych © (dopelnienia szerokosci geograficznej) i * (dtugosci
geograficznej).

Funkcja ¢ wraz z pierwszymi pochodnymi jest ciggla i skon-
czona. Z drugiej strony rownanie geoidy S,, malo roznigcej sig
od S, ma postac:

rn = 1+a‘tljrﬁ—n=an—at—@u+ w2 4 2aBtu 4 But.. ], @

gdzie [ jest stala rzedu mniejszego niz o, za$ u jest inng ani-
zeli t funkcja zmiennych © i A,
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W rozwazaniach naszych pomijamy wielkos$ci rzedu
uB, B, Bu?

(gdzie o jest predkoscig katowg obrotu ziemi).

Oznaczajgc przez n wewnetrzng normalng do S w punkcie A,
przez n, wewnetrzng normalng do S; w punkcie A,, przy czym
punkty A i A, leza na tym samym promieniu wodzagcym, mozemy
z rownania (1) i (2) wyznaczy¢ z wystarczajaca dokladnoscia od-
legtosc

AAj=1—r=Ar=—afu. (3)

Zakladajgc, ze elipsoida odniesienia obejmuje calkowita
mase M ziemi, potencjal tej masy w punkcie P (r, ©, ) wyrazi sie
wzorem:

L R (4)
I

gdzie f jest stalg grawitacyjna; zas dla punktéw na powierzchni
S, wyrazi sie¢ wzorem:
f M o fV',
I

przy czym V i V' sa dla obszaru zewnetrznego funkcjami harmo-
nicznymi.
Mozemy nastepnie utworzy¢ funkcje sit dla punktow znaj-

dujgcych sie na powierzchni S lub na powierzchni S,, jezeli do
potencjatow dodamy odpowiednio funkcje sity odsrodkowej.

Poniewaz obie powierzchnie sg powierzchniami ekwipoten-
cjalnymi odpowiednich funkcyj sit ciezkosci o rownej wartosci W,
przeto funkcja sit na powierzchni S bedzie:

28 oA "’“2’“ sin @ = W, (6,)
I

2as funkcja sit na powierzchni S, bedzie:

e 28 apy e AT
B

sin® © = W‘. . (62)
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Wartos¢ funkcji V' w punkcie A mozemy napisa¢ w postaci:

Ve=Vs'+(r — 1)) (‘Wf)& 4.

or
poniewaz
(r —rn)=+afu
przeto
: . oV
Vs=Vs‘+aBu( —) R
bl’ S,
Przy pominigciu wielkosci rzedu « 8, funkcja sit dla S, bedzie
fﬂ +afVs'—+ -‘B“—;'-— sin? ® = W,.
Iy

Odejmujac od tego réwnania pierwsze rownanie (6), otrzymujemy:

(- )t (V= Vo) S0 (e7 F) =0 0)
Fy r

W przyblizeniu jest
1 1
a poniewaz
—‘;’— sin® O (r,* — r’)
mozna pomingé¢, wiec rownanie (7) przejdzie w réownanie:

MBu

+a(Vs—Vs)=0 (8)

Poniewaz V's i Vs sa funkcjami harmonicznymi zewnatrz obszaru,
to réwniez « (Vs — Vs) jest funkcja harmoniczng. Jezeli wigc
oznaczymy

a (V' — V)= fvs,

gdzie vs jest funkcja harmoniczng w obszarze zewnetrznym S, to
réwnanie (8) przejdzie w réwnanie

L — 9)
a
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Oznaczmy sktadowa przyspieszenia sily ciezkosci g w kie-

runku promienia wodzacego przez g, cos (rn).

Te skladowa otrzymamy, rozniczkujgc czastkowe réwna-

nie (6,) wedlug r, mianowicie:

gscos(rn )= — —i—af(- ) 4 0®rsin® 0,
OI‘ S
M RAA 5o e
gs,cos (rn,) = —f — -}—p.f( + ©®r, sin O,
I or /s,

Odejmujac (11) od (10), mamy:

g, cos (rn;) — g.cos (rn) = --iM(—*— :)+
r;® e

+af ( OOV—’)S,— o f( —’ + 0% sin®0 (r, — 1.

o r/S

W przyblizeniu mozna przyja¢, ze

4

= 1, 28u,
&

~t.’.]"‘

I,
rnn—r=—afu,

mamy wiec z wystarczajaca dokladnoscia:

s — ge = +2f—“~”—@1(°v)
dr

(10)

(11)

(12)

(13)

Wprowadzajgc nastepnie dla pozornej anomalii przyspieszenia silty

ciezko$ci oznaczenie
Ag =g, —gs
mamy:
Rg—p s —'zi( ‘W) ;
a® or /s

a poniewaz

il
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Jezeli vs zastapimy przez V: tj. przez warto$¢ na kuli o pro-

mieniu a przy pomocy relacji

=V:—{—(r—~a)(?)_:/):+---

gdzie
r—a=—adat,
to
oV
Vs=V:——aat( )+-
or /¢
Zatem rownanie
Mf—ll_}_@vs:()l

przejdzie w réwnanie
MBU-—I-E[V»———QM( 3‘/)]—0
r

Nastepnie otrzymamy

—MA+V;=O.
a

o=l ()]

Z teorii potencjatu wiemy, ze

oraz

limWR=M,
R=co

gdzie W jest potencjatem cigzkoSciowym masy ziemskiej M.

Z rownania (4) po pomnozeniu przez R mamy

WR=M-+2VR,
widzimy stad, ze
limRV =0.
R=oco

W analogiczny sposob mozna udowodni¢, ze

limRV'=0
R=co

9

(14)
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Na podstawie réwnan (3) oraz (9') otrzymujemy

a* ‘ i
Ar=—afu=-+ ~ Ve Ar =1, — == - vz,
M T ’ M

co lgcznie z réwnaniem

a or

|

t

stuzy do rozwigzania zadania.
W ostatecznej formie P. Pizzetti wyprowadza, uzywajgc po-
dobnych wywodow, jak w metodzie 2 ze

a ;:A 5) d
‘Mi_v' g; F(2)dé,
0

4
Any=r—r=

gdzie

5+

: S SOV GRIThE
F (0)=cos — — sin ¢ {6 sin — Cos p
() 2 5 \ 5 -+

3 In|sin® 2 -sin B
'+ ( 2 i Z)J}

8. Metoda B. Numerowa i D. Chramowa wyznaczenia geoidy.

B. Numerow i D. Chromow w pracy ,Uber die Bestimmung
der Figur des Geoides aus Schweremessungen” (Gerlands Beitrdage
zur Geophysik 48 (1936). S 193-208. Leipzig) rozwiazali ten problem
przy zalozeniu ze dane sg wartosci, g na powierzchni geoidy.

Autorzy zastosowali rozwinigcie przyspieszenia sily cigz-
kosci g oraz promienia wodzacego R geoidy na szereg wedlug
funkcyj kulistych szerokosci i dlugosci, z zachowaniem dokilad-
nosci do wielkosci matych rzedu kwadratu splaszczenia wlacznie.

Wyszli oni w zaleznosci

gn:(n'—l)rny
przy czym ¢. i . s4 to wspdlczynniki funkcyj kulistych n-go

rzedu w rozwinigciu przyspieszenia sity ciezkosci i promienia wo-
dzacego R geoidy.
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Jezali w rozwinieciu g wspolczynniki bsda okreslone na pod-
stawie obserwowanych wartosci przyspieszenia sity ciezkosci,
to mozna obliczy¢ te wspoélczynniki, ktére wystepuja w rozwi-
nieciu R.

W ten sposob bedzie mozna wyznaczy¢ geoide.

9. Metoda Vening-Meinesza wyznaczenia geoidy

F. A. Vening -Meinesz, w rozprawie , A formula expressing
the deflection of the plumb-line in the gravity anomalies and
some formulae for the gravity-field and the gravity potential
outside the geoid" (Proc. Amsterdam Academy Vol, XXXI
Nr 3. S. 315-331), przez sumowanie szeregu funkcyj kulistych
otrzymat:

T = 43—-fsATARdc,

gdzie

s n+4-1

SAT=3—‘ (211 —_kli)ﬁ P,.(P—) ;

a=d (n—1) p
lub

2 S \
Sar =2 B‘+ R‘—5>R—‘,cos¢—3R—fcos¢1n [p —Recos$ + 1] :

T p P p= 2p

Widzimy, ze ten wzor jest analogiczny do wzoru (9) z trze-
ciego zagadnienia na wartosci brzegowe, ktére podali N. Idelson
i N. Malkin, jezeli przyjmiemy promien wodzgcy kuli R =1 i

Ap=Ag=—1(9, ¢).

Przy =zalozeniu p=1 i
r==12sin 92

rownanie (1) redukuje si¢ do wzoru Stokesa.

10. Uwaga N. Idelsona dotyczace wyznaczenia geoidy

N. Idels»n, w pracy ,Uber die Bestimmung der Figur der
Erde aus Schwerkraftmessungen' (Verhandlugen der 7 Tagung
in Leningrad 1934 der Baltischen Geoditischen Kommission II Teil,
Helsinki 1935), wykazal ze Bruns przy koncu swojej dyskusji wy-
ciagnat bledny wniosek, oraz ze ten sam biad Brunsa popeinit réwniez
F. Hopfner.
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Niech calkowite dzialanie warstwy, tj. dzialanie wprost i po-
srednio bedzie

5g=+2ﬂlx+——?rr—2.,lx—3—t- (1)
2a a 2a
gdzie
2T

a
oznacza tzw. wyraz Brunsa, podany juz uprzednio przez Stokesai
niech dalej w rownaniu (1) oznaczajq: T potencjal gornej warstwy
ziemi, | gestos¢ powierzchniowq, a promien kuli.

Jezeli dla zregularyzowanej zamknrigtej powierzchni S jest

= fuEde, @

przy czym ds oznacza element tej powierzchni, to

Sig ey [T 3)
20y T
Widzimy, ze rdznica
OT. 2T
gipus e e 00 (4)
dn, a
jest taka sama jak u Stokesa, i
o — 3 f{»d’:___g__{. (5)

2(1,5

Redukcja Stokesa (wedlug okreslenia N. Idelsona) jest zwia-
zana tylko z redukcjag wolnopowietrzna.

W rezultacie N. Idelson otrzymat:
1
Cy=T=— —1)S($)ds, (6)
& o Jla—1se

gdzie ¢ jest odlegloscig sferyczng elementu ds od punktu A,

zas S (¢) jest funkcja Stokesa.
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11. Uwaga J. de Graaif Huntera dotyczaca wyznaczenia geoidy

J. de Graaff Hunter, w swej pracy , The Figure of the Earth
from Gravity Observations and the Precision Obtainable” (Philes.
Trans. of the Royal Society of London. Series A. Volume 231.
Math. and Phys. Sciences. S. 377 — 431. London 1934 — 1935),
wyprowadzil zaleznos¢ stuzacqa do wyznaczenia undu'acji geoidy,
oraz wykazal analogie tej zaleznosci do wzoru Stokesai oprocz
tego podal on dyskusji doktadnos¢ obliczenia wielkosci promienia
1 undulacji.

12. Problem rzeczywistej ziemi

Metoda Malkina

W nowszych publikacjach o wyznaczeniu geoidy vnajduje
sie omowienie rozwiazania bez uzycia kompensacji; metoda ta pro-
wadzi do t:w. rzeczywistej ziemi. Ten problem omoéwil N. Malkin
w artykule ,,Uber die Bestimmung der Figur der Erde" (Gerlands
Beitrage zur Geophysik 45 (1935) S 133 — 147. Leipzig 1935).

N. Malkin wychodzi z prawa Chaslesa i wyprowadza podsta-
wowe rownanie (w jego rozprawie oznaczone numerem 7) z do-
kladnoscia do &°:

gl—ZUe-——z;j'?g +2_~]gi 2 Hi ==

(" r = v g r

1 = do 1 ( 2 w? Cosa)_d-s_ (1)

r
W roéownaniu tym oznaczaja: - odstep miedzy ge.ida a po-
wierzchnia odniesienia,
U." potencjal newtonowski zewnegtrzych mas,

og prawdziwa anomalie przyépieszenia sily ciezkosci na
geoidzie

ds element powierzchni,

r odlegtos¢ miedzy punktami przyciagajacym 1 przycig-
ganym,

H  érednia krzywizne,

o szybkos¢ katowa

[aP)

kat miedzy normalng i promieniem wodzacym w punkcie
oddziatywajgcym,

g przys$pieszenie sily cigzkosci.
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Jako niewiadome wystepuja tu gi i dg.

W pierwszym przyblizeniu znajomo$¢ doktadnej gestosci sko-
rupy ziemskiej nie jest konieczna.

Jezeli nie istnieja zadne masy zewnatrz geoidy (U. = 0),
to w przypadku kuli rownanie redukuje sie¢ do wzoru Stokesa.

Malkin wykazat réwniez, jak nalezy zmodyfikowa¢ wzor Sto-
kesa, azeby moc zastosowaé¢ anomalie przyspieszenia sily ciez-
kosci wedtlug Prey'a. Wskazat tez na blad w rozumowaniu
Hopfnera.

Uwaga W. D. Lamberta

W. D. Lambert, w artykule ,,The analogue of Stokes's formula
for the Prey and Bouguer gravity anomalies" (Gerlands Beitrdge
zur Geophysik Bd. 49 Heft 1/2 (1937), S. 199 — 209, Leipzig),
na innej drodze potwierdzit formule Malkina i wskazatl na pewien
blad w jego wywodach.

Uwaga K. Junga

K. Jung, w artykule ,Bestimmung der Geoidundulationen
aus Schweremessungen' (Gerlands Beitrage zur Geophysik Bd. 29
(1929) S. 26 — 62 Leipzig), wykazal ze geoide mozna takze wyzna-
czy¢ i w tym przypadku, gdy istniejga masy zewnatrz niej.

W przypadku, gdy geoida jest powierzchnig brzegowa, wzory
K. Junga sa identyczne z wzorami Hopfnera, ktory rozwaza wy-
znaczenie geoidy z masami na zewnaltrz niej.

K. Jung rowniez wskazal na bilagd Hopfnera.

Metoda Harold Jeffreysa

Przed N. Malkinem juz Harold Jeffreys w swej pracy ,,An
application of the free-air reduction of gravity" (Gerlands Betréige
zur Geophysik Bd. 31 (1931), S. 378 — 386, Leipzig) podaje nowa
metode otrzymania wyrazenia Stokesa dla wyznaczenia geoidy,
przy czym stosuje wzory Greena z uwzglednieniem tylko redukcji
wolno-powietrznej. Jest to metoda przyblizona.
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Jeffreys pod koniec swej pracy dochodzi do wniosku, Ze nie
potrzeba stosowa¢ zadnej kondensacji, ze przy wyznaczaniu
ksztattu ziemi z dokladnoscia do

af
R
wystarczy stosowaé tylko redukcje wolno-powietrzna.

Metoda N. Mojsiejewa

N. Mbojsiejew w artykule ,Uber die Bestimmung der Figur
des Geoids der nichtregularisierten Erde'" (Gerlands Beitdage zur
Geophysik 13d. 42 (1934) S. 279 — 290) wyprowadzil wzor na
undulacje gcoidy.

Niech . bzdzie pewna powierzchnia sferycznai niech we
wnetrzu tej powierzchni znajduja sie pewne masy M:. Zaktadamy,
ze { jest powierschnia ekwipotencjonalng pola sil, wywolanego
przez masy M-. Niech dalej E bedzie pewna powierzchnia zew-
natrz sfery (kuli) &, ktora w pewnych miejscach moze sie po-
krywac z C.

W obszarze V.. ktéory jest ograniczony przez powierzchnie
E i I, umieszczamy masy M.. Gestos¢ . tych zewnetrznych mas
zaklécajacych niech bedzie znana w kazdym punkcie obszaru V..
Da'ej Mojsiejew przyjmuje, ze masy zakloécajace M; sa rozlozone
wewnatrz sfery odniesienia C.

Mojsievs pryyjal nastepujace oznaczenia:
z: (P) — Potencjal masy M: punktu P,
7. (P) -- Potencjal masy M. na ten sam punkt,

7. (P) — Potencjal catkowitej masy M; i M. na punkt P,

% (P) - Potencjal masy M; na punkt P,
=, (P) — Potencjal calkowitej masy M: i M; na punkt P,
o=

ORV — pochodna potencjalu # w kierunku promienia wo-
wodzgcego punktu P,
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R, %, ® — promien wodzacy, dlugri¢ i odlegloi¢ biegunowa
punktu P,

R', %', 0 — odpowiednie wielkoici dla punktu P’

dv — element objetosci,
ds — element powierzchni,
R; —- promien sfery &,
Re — promien wodzgcy punktu na fizycznej powierzchni E,
k* — stata grawitacyjna,
g: -~ skrocone oznaczenie dla wielkosci
KL
"= OR |r n;’
b — kat pomiedzy promieniami wodzacymi punktow
i Py
P, (9} — Wielomian Legendre'a n-go rzedu,
&1 - kula jednostkowa, koncentryczna do &,
ds, — element powierzchni kuli jednostkowej tj.

ds, =sin® dO dx,
R,

L (0) = ’ ‘ ‘p.e' R'dR'ds,” t. j. potencjal zewnetrznych
¢ “R<=R,

1
-

mas zaktocajacych na centrum kuli I,
Sy = [A5 — A" [cosec ¥/2 — In (1 -} sin ¢/2)] — [Ah+ AP Insin ¢/2=
= AFf [cosec 9/2 — In (1 + sin$/2)] — A Insind 2,

S, = 2 p [cosec $/2 — In (1 + sin §/2)] 4

L2 E— sl msin f2— 2 o sin® 0,8:() )

i~
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Si () = cosec $/2 — In (1 + cosec ¥/2),

AF = AL ——AB; AP — AR} A% AR=A"_—A°

/o li('_ﬁm) -
OR de+i b

-

“wy
= &
OR VIZ

AP =l O(ﬁf};l——?tl) __I()T»g]&__zxkzp_(ﬁ-)c'
1 e+ »

o — predkos¢ katowa,
». — $rednia gesto$¢ ziemi,
w(E) = przecietna gesto$¢ zewnetrznej warstwy ziemi,

N. Mojsiejew wyprowadzil wzor dla odstepu geoidy od po-
wierzchni odniesienia &, w postaci:

. 4mk? R¢ . KR ;
L=——n ], (0) — [ Sado, +——— [ESpdo. (1)
g (%) 4zm4! g 3gh)! :

Wzér N. Mojsiejewa jest przyblizony, podobnie jak wzor
H. Jeffreysa.

c. Dokladnos¢ wyznaczenia geoidy przy pomocy oméwionych
metod

Przy pomocy wzoru calkowego Stokesa mozna wyznaczy¢
geoide z dokladnoscig okoto -+ 4,0 m. Na dokladno$¢ tego wyzna-
czenia maja wplyw: rozmieszczenie i zageszczenie punktow grawi-
metrycznych oraz dokladno$¢ wyznaczenia gi te ostatnie stanowia
podstawe do wyznaczenia wartosci G i Ag

Mniej wiecej z ta sama dokladnoscia mozna wyznaczyc¢ geoide
przy pomocy rozwigzania trzeciego zagadnienia o wartosciach
brzegowych, jesli wykorzystamy ten sam material pomiarowy.

Metoda Rudzkiego mozna wyznaczy¢ geoide z dokladnoscig
kilku metréw (z pominigciem wielkosci rzedu kwadratu splasz-
czenia).

Cz. Kamela, Wyznaczenie geoidy
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Metoda Poincaré’'go mozna wyznaczy¢ geoide z dokladnoscia
okolo -+1 m. Przy rozwinieciu Ag na szereg wedtug funkcyjkulistych,
mozna wyznaczy¢ undulacje geoidy z dokladnoscia kilku metréow.
Lepsze wyniki daje metoda Pizzettie'go.

Mniej wiecej te sama dokladnos$¢ kilku metrow daje roz-
wigzanie réwnania catkowego.

Przy rozwazaniu rzeczywistej ziemi mozna wyznaczy¢ geoide
metoda Malkina, teoretycznie bezblednie. Dokladnos¢ wyznaczenia
przy pomocy metod Jeffreysa i Mojsiejewa zawiera si¢ w grani-
cach kilku metrow; lecz przy tych metodach duza role odgrywa
wartosci przyjetej gestosci skorupy ziemskiej.

Metoda Poincaré’go, wyprowadzona przy pomocy funkcji La-
meé'go, nie znalazla dotychczas praktycznego zastosowania.

Pod wzgledem dokladnosci na pierwszym planie znajduje sie
metoda Malkina.

Lepsze wyniki mozemy osiggnac¢ tylko przez zwigkszenie
ilosci punktow grawimetrycznych i rownomierne ich rozmiesz-
czenie na powierzchni ziemi, oraz zastosowanie wlasciwych metod
redukcji.



ROZDZIAL 1V

POROWNANIE PRAC O WYZNACZENIU GEOIDY

Jak juz poprzednio zaznaczylem, dotychczas mamy niewiele
pomierzonych punktow grawimetrycznych (kilka tysiecy), zresztg
na niektéorych z tych punktow trzeba powtdérzy¢ pomiary, nie-
ktére zas punkty szczegolnie dawniejsze wogdle odrzucic.

Z pierwszych prac dotyczacych wyznaczenia geoidy przy
pomocy pomiaré6w grawimetrycznych nalezy wymieni¢ prace wyko-
nane w Instytucie Geodezyjnym w Poczdamie pod kierownictwem
prof. Helmerta.

Wykorzystujac bardzo malq ilos¢ punktow, niekorzystnie przy
tym rozmieszczonych na powierzchni ziemi, Helmert otrzymat geoide
z bledem + 50 — 60 m, wykazal przy tym, ze undulacje geoidy
wzgledem elipsoidy ziemskiej Helmerta nie przekraczajg 100 m.

Procz tego posrednio wzmianki o geoidzie napotykamy
w pracach poswieconych obliczaniu splaszczenia elipsoidy, wy-
znaczeniu normalnej wartosci przyspieszenia sity cigzkosci. Wryni-
kajagce z tych prac odchylenia geoidy, w sensie wysokosciowym,
od przyjetej, elipsoidy ziemskiej jako powierzchni odniesienia,
nie przekraczajg kilkuset metrow.

W ostatnich czasach Ackerl wykonal obliczenie geoidy.
Praca jego pochlongla wiele czasu, poniewaz Ackerl uwzglednit
przeszio 4000 punktow grawimetrycznych, zredukowanych wedlug
metody Preya, jednakowoz praca jego podaje bltedne wyniki, wy-
kazujac undulacje geoidy do 1000 lub wigecej metrow.
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Ackerl popelnil blad, poniewaz zastosowal redukcje Preya,
a obliczenie geoidy oparl na wzorze caltkowym Stokesa,

A. Hirvonen z Instytutu Izostazji w Helsinkach wyznaczyt geoide
na mocy catkowego wzoru Stokesa przy uzyciu 62 punktéow grawi-
metrycznych, i otrzymatl $rednie odchylenie geoidy od miedzyna-
rodowej elipsoidy Hayforda (a = 6 378 388 m, « = 1 : 297,0) okoto
-- 50 m. Maksymalne odchylenie przekracza w jednym tylko wy-
padku 100 m.

Poza tym w pracy J. de Graaff Huntera znajdujemy rozdziat,
ktory zawiera rozwazania o dokladnosci Ag i Ar. J. de Graaff
Hunter wyznaczyt przy uzyciu 1654 punktéw grawimetrycznych
Ar z btedem w granicach -+ 7,0 — 10,0 m.

Obecnie w Instytucie Izostazji w Helsinkach oblicza sie
geoide z wszystkich dostepnych pomiaréow przyspieszenia sity
ciezkosci. Wynik tej pracy ukaze sie w najblizszej przysziosci.

Nad tym samym zagadnienieniem sa prowadzone réwniez
studia przez rosyjskich uczonych.

ROZDZIAL V
ZMIANY GEOIDY W CZASIE

W' poprzednich rozdzialach rozpatrywaliSmy postawione za-
gadnienie w zalozeniu, Ze na wartos¢ przyspieszenia sily ciezkosci
nie maja wplywu masy (ksiezyc, stonce, gwiazdy). W rzeczywi-
stosci tak nie jest, dzialaja tutaj przede wszystkim masy ciat nie-
bieskich, ksiezyca i stonca, a takze znikomo maly wplyw wywie-
raja i inne ciata. Procz tego oddzialywuja takze czynniki jak po-
mieszczenia mas wewnalrz ziemi, wiatry, prady itd.

Rozpatrujac dziatania ksigzyca i slonca zauwazymy, ze ich
wplyw nie jest staty, lecz zmienia sie w czasie.

Zmiany przyspieszenia sily cigzkos$ci pod wplywem ksiezyca
Inb stonca, obliczamy z wzoru:

A g= M (COiZ_ COi Z)
7 Ch T

lub w dalszym przyblizeniu

Ag=yg 1]:44 ‘ sin p 4 (3 cos® z — 1) dla ksiezyca,

~
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oraz
(.
Ag=g ﬁ? sin® p (*) (3 cos®? z — 1) dla stonca,
gdzie
M A
= O g
g o

M ¢, = masa ziemi,
M 4 = masa ksiezyca
M (+) = masa slonca,
R = $redni promien ziemi,
r = $rednia odlegtoé¢ ziemi od ksiezyca,

r' = érednia odlegtos¢ ziemi od stonca:

R g s R .
— S[nplo)= '—l
/ § r

sinp 1 =

Widzimy, ze wplyw ksiezyca i stonca zmienia wielko$¢ i kie-
runek przyspieszenia sily ciezkosci, co w konsekwencji zmienia tez
ksztalt geoidy.

Zmiana wartosci przyspieszenia sily ciezko$ci pod wplywem
masy ksiezyca wynosi maksymalnie 0,11 mgala, zas pod wply-
wem masy stonica maksymalnie 0,05 mgala.

Wplyw innych ciat niebieskich jest znikomo maty, gdyz nie
osigga granicy dokladnosci przyjety przez nas dla obserwacyj
grawimetrycznych.

Sity, ktore zmieniaja ksztalt geoidy (ksiezyc slonce), powo-
duja réowniez ruch wod w morzach, i ujawniaja sig¢ dla nas
w formie odplywéw i przyplywoéw: to zjawisko wywoluje w na-
stepstwie drugorzedne wplywy na zmiane przyspieszenia sily cigz-
ko$ci i tym samym na ksztatt geoidy.

Pod wplywem dziatlania przyptywu i odptywu wediug
G. H Darwina, geoida na biegunach lezy po nizej okolo 0,28 m,
za$ na rowniku jest poluozona powyzej o 0,14 m, anizeli w wy-
padku nieuwzglednienia tych dziatan.
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Dalszymi przyczynami zmiany przyspieszenia sity ciezkosci
sg: zmiany cisnienia powietrza, wiatr, zmiany temperatury, obni-
zenie sig¢ intensywnosSci nagrzewania ziemi przez slonce, transio-
kacja i przemiany mas wewnatrz ziemi, rézna zawarto$¢ soli
w morzach itd.

Wplywyv tych czynnikéw na g nie dadza sie jeszcze ujac
w jakie$s Scislejsze liczby, sa one jednak bardzo male; tym nie
mniej w doktadnych badaniach naukowych musza by¢ wziete pod
uwage.

Widzimy ze w rzeczywisto$ci przyspieszenie sity ciezkosci
a wskutek tego i ksztalt geoidy jest nie tylko funkcja miejsca,
lecz i funkcja czasu.

Przy przeprowadzaniu pomiaréw grawimetrycznych celem
wyznaczenia ksztattu geoidy nalezy wiec nie tylko dba¢ o wielka
dokladnos¢, ale rowniez, o ile jest to mozliwe, wykona¢ pomiary
w odpowiednio krotkim czasie, i to tymi samymi lub o tej samej
dokladnosci przyrzadami. Nastepnie nalezy przeprowadzi¢ jednolita
redukcje tych pomiarow, a pozniej z tych danych — na podsta-
wie metod podanych w rozdziale Il — wyznaczy¢ ksztalt geoidy
w odniesieniu do okreslonej epoki.

Dalszym zadaniem bedzie ujecie wymienionych powyzej
ubocznych wplywow we wzory i wyznaczenie oddzialywania
tych wplywdéw na zmiane geoidy, jako funkcje czasu, miejsca.

StwierdziliSmy, ze geoida zmienia sie w czasie co z kolei
wplywa na zmiane wyznaczenia elipsoidy ziemskiej.

Zmiany elipsoidy ziemskiej zas sa uwarunkowane zmianami
splaszczenia i wymiarami elipsoidy.



ROZDZIAL VI

ANALIZA PRAKTYCZNYCH ZASTOSOWAN METOD
I NARZEDZI ORAZ UWAGI KONCOWE

a. Podwodjny grawimetr Grafa

Do wyznaczenia geoidy musimy zna¢ wartos¢ g dla calej
powierzchni ziemi, z jednakowa mniej wiecej dokladno$cia; naj-
wieksza trudnoscia jest wyznaczenie g na morza, z ta samg dok-
tadnosciga co na ladzie statym.

Rozwazajac zagadnienie wyznaczenie geoidy z pomiarow gra-
wimetrycznych widzimy, Ze na na ladzie mozemy wyznaczy¢ przy-
$pieszenia sity ciezkosci z dokladnoscig okolo =+ 0,1 mgala, lub
nawet dokladniej. Natomiast na morzu przy pomocy metody
Vening-Meinesza mozemy wyznaczy¢ przyspieszenie sity cigzkosci
z dokldnosciag tylko okolo -+ 4,0 mgala.

Uwazam za prawdopodobne, ze przy pomocy statycznego
grawimetru, opartego na zasadzie barometrycznej, Haalcka lub
Noergaarda bedziemy mogli otrzymaé¢ na morzu g z dokladnoscia
-+ 1 mgala.

Jestem zdania, ze problem ten bedzie mozna rozwigza¢ przy
pomocy podwdjnego grawimetru A. Grafa.

Jesli grawimetr ten ulegnie modyfikacji i zostanie wmonto-
wany do todzi podwodnej, bedzie funkcjonowal analogicznie, jak
wahadla w metodzie Vening-Meinesza. Zamiast 2 mozna stosowac
wiecej np. 3 grawimetry A. Grafa. Jezeli wszystkie te grawimetry
beda zawieszone na wspolnej podstawie, to przy uzyciu urzadzen
do rejestrowania wydtuzen sprezyny pod wplywem zmiany sity
ciezkosci, wyznaczymy ostatecznie ¢ .
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Qczywiste jest, ze te pojedyncze wahadla grawimetrow
winny by¢ jednakowej dlugosci, wykonane z tego samego mater-
jatu i obcigzone jednakowa masa. Zredukowana dilugos¢ wahadla
powinna by¢ taka azeby polokres wahania T = 1 sekunda.

Projekt budowy podwdjnego grawimetru typu Grafa

Zasada budowy jest nastepujgca:

Rowne masy M sa zawieszone na spiralnych sprezynach pio-
nowych F.

LLLLTLSLL L LL L L LA LN LI LLLL LT LLLLLLL

Zmiany wydluzenia sa mierzone na drodze fotoelektrycznej.

Do tego stuzy zasadniczo: lampa L soczewka O, przestona B,
komorka fotoelektryczna Ph i galwanometr G.

Gdy np. przy powiekszaniu przy$pieszenia sily ciezkosci na
pewnym punkcie, masa M opada nizej, przestona B przepuszcza
w porownaniu do pozycji wyjsciowej mniejsza ilos¢ $wiatlta do
komoérki, co jest rejestrowane przez prad galwanometru.

Dla kazdego grawimetru nalezy urzadzi¢ kilka przeston do
rejestracji:
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Instrument powinienby¢ zawieszony kardanowo, tak aby aparaty
brat tylko maty udziat w ruchach kolysania sie lodzi. Caly in-
strument powinien by¢ izolowany od wplywdéw zmiany cisnienia
powietrza, zmiany temperatury, a oprocz tego powinien posiadac
czute libele, rejestrowane droga fotograficznag.

Obok instrumentu Grafa musza by¢ uzyte rowniez wahadia
Vening - Meinesza. Instrument ten bedzie funkcjonowatl podobnie,
jak pionowy sejsmometr.

Oznaczajac przez m calkowita mase systemu wahadlowego
(grawimetru), przy czym masa sprezyny winna by¢ uwzgledniona
tylko w potowie, na catkowity niettumiony okres wahania T otrzy-
mamy:

T=2T,=2% M et b e/ Al
f g g dm

gdzie f oznacza stala sprezyny, L — dlugos¢ zredukowanego wa-
hadla, dl! wydtuzenie wahadla, o ile mase m zwiekszymy o do-
datkowa mase dm.

Poniewaz
dm _ dg
m g
mozna napisac
dl _ dg
L9
przy czym
1 = -Tf’2 g =~ T,% m/sek?®

Instrumentu tego bedzie mozna uzywac¢ rowniez na ladzie w przy-
padku gdy warunki transportu nie bedg uciazliwe.

Ze wzgledu na redukcje pomiarow, jest konieczna znajomosc
gtebokosci zanurzenia lodzi podwodnej podczas obserwacji, zna-
jomos$¢ szybkosci i kursu lodzi, kierunku pradéw morskich, gle-
boko$é morza oraz $redniej szerokosci i diugosci geograficznej
miejsca todzi podwodnej.
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Dla wyznaczenia g z dokladno$cia okolo -+ 0,1 mgala, jest
konieczna znajomos$¢ szybkosci todzi z dokladnoscia -+ 25 m na
godzine

Gleboko$¢ morza wyznaczamy przy pomocy metody echa,
lub obecnie przy pomocy radaru.

Metoda ta pozwoli nam na wyznaczenie g na otwartych morzach
z dokladnosciag niewiele r6zna od dokladnosci wyznaczen na stalym
ladzie.

Chce jeszcze zaznaczy¢, ze celem kontroli i poréownania
instrument ten mozna bedzie skombinowa¢ z aparatem Vening-
Meinesza.

b. Metoda geomeztryczno-grawimetryczna wyznaczenia geoidy

Celem calkowitego wyznaczenia geoidy winno sie przepro-
wadzi¢ przede wszystkim pomiary grawimetryczne, ktore nastepnie,
zebrane grupowo pozwola nam wyznaczy¢ w punktach pomiaru
odstep N geoidy od powierzchni odaiesienia (elipsoidy miedzyna-
rodowej Hayforda).

Obliczenie N powinno by¢ dokonane przy uzyciu jednej
z uprzednio podanych metod, mozliwie bardzo dokladnie. Z tych
obliczen otrzymamy przynajmniej jeden punkt, ewentualnie nie-
kiedy wiecej, dla kazdego kraju o znanym N. Nastepnie przy po-
mocy niwelacji astronomicznej powiazemy te punkty z soba
w sie¢ grawimetryczna i wyréownamy ja przy uzyciu rachunku
wyréwnawczego.

Przeprowadzenie niwelacji astronomicznej bedzie ulatwione
w tych krajach, gdzie juz przeprowadzono triangulacje krajowa

W jednym z gtownych punktéw grawimetrycznych w ktorym
znamy N, (moze to by¢ glowny punkt Laplace’a) przylozymy
elipsoide odniesienia (miedzynarodowa elipsoide Hayforda). Nastep-
nie bedziemy mogli zredukowa¢ pomierzone bazy na poziom
geoidy i obliczy¢ dla kazdego punktu Laplace'a odchylenie pionu
(z pomiaréw geodezyjnych i astronomicznych), a w dalszym ciggu
— obliczy¢ w tych punktach wzniesienie geoidy (dodatnie lub
ujemne) wzgledem elipsoidy odniesienia.
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Dalszym etapem prac bedzie przeprowadzenie gestego profi-
lowania przy pomocy niwelacji astronomicznej wzdiuz potudnikow
i réwnoleznikow (jak to sie juz przeprowadza w Szwajcarii), a na
podstawie tego materialu mozna bedzie wyznaczy¢ N przez gra-
ficzne calkowanie, praktycznie we wszystkich punktach siatki.

Nastepnie rysujemy na mapach punkty i ich wyniostosci N
wzgledem elipsoidy odniesienia. Polaczenia punktéw o réwnych
wartosciach N dadza nam obraz warstwicowy przebiegu geoidy
wzgledem elipsoidy odniesienia.

Musze zaznaczy¢, ze profile geoidy (krzywizny lokalne) mozna
rowniez wyznaczy¢ przy uzyciu wagi skrecen Eétvésa, lecz jak
juz na innym miejscu zaznaczyltem, wydajnos¢ pracy przy uzyciu
tego instrumentu jest bardzo mata

Doktladno$¢ wyznaczenia geoidy metoda grawimetryczno-geo-
metryczna zalezy w pierwszym rzedzie od odpowiedniego rozto-
zenia pomiaréw grawimetrycznych, od zastosowania odpowiednich
wzorow redukcji i metod do wyznaczenia N, nastepnie od do-
kladnosci przeprowadzenia niwelacji astronomicznej.

Ta metoda ma wyzszo$¢ nad innymi, czysto grawimetrycz-
nymi, gdyz zezwala na takie zageszczenie punktow na calym
obszarze ziemi (na stalym ladzie), ze w kazdym punkcie da sig
wyznaczy¢ N przez interpolacje.

Metoda wyznaczenia geoidy przy pomocy triangulacji nie
moze by¢ stosowana dla calej ziemi, gdyz nie mozemy obecnie prze-
rzuci¢ triangulacji z jednego kontynentu na drugi, poniewaz kon-
tynenty sa oddzielone od siebie oceanami, nie mozemy wiec po-
kry¢ calej powierzchni ziemi jedna siecia triangulacyjna. Ta przy-
czyna zmusza nas do stosowania metod grawimetrycznych.
Niemniej triangulacja jest pomocna przy wyznaczeniu geoidy
przez dostarczenie elipsoidy ziemskiej na podstawie pomiarow
stopni poludnikéw (wzglednie roéwnoleznikow), i prace te
winny by¢ przeprowadzane obok prac grawimelrycznych w ra-
mach porozumienia miedzynarodowego.

Rozpracowanie metody geometryczno-grawimetrycznej bedzie
utatwione, gdyz Instytut Izostazji w Helsinkach dostarczy nam
w najblizszej przysztosci pewnych dos¢ dobrze okreslonych war-
tosci N (odstepu geoidy od elipsoidy odniesienia) dla znacznej
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ilosci punktow. Kazdy prawie kraj bedzie mial moznos¢ wykorzystania
tego materiatu do przeprowadzenia u siebie niwelacji astrono-
micznej.

Wyznaczenie geoidy, lgcznie z niwelacja astronomiczng, be-
dzie pierwszym krokiem do dalszego planowego roztozenia punktow
grawimetrycznych w celu pierwszego sprawdzenia zalozen oraz
przebiegu geoidy, jak réwniez dostarczy duzo materialu do spraw-
dzenia, czy dane metody wyznaczenia geoidy zezwalaja na taka
doktadnos¢, jaka mozna przewidywac teoretycznie.

Moim zdaniem, metoda ta nadaje si¢ najlepiej do wyznaczenia
geoidy

c. Uwagi dotyczace wyznaczenia geoidy

Po przeprowadzeniu pomiarow przyspieszenia sily ciezkosci
dla wielu punktow, ktore odpowiednio i rownomiernie beda ro:-
tozone na calej powierzchni ziemi, a ktorych doktadno$¢ wyzna-
czenia bedzie wystarczajgca, mozemy przy wykorzystaniu izosta-
tycznej redukcji otrzyma¢ wartosci g na geoidzie.

Nastepnie mozna bedzie obliczy¢ dla kazdego punktu dg.
Wykorzystujac ten materiat, mozna bedzie wyznaczy¢ geoide albo
wedlug metody Poincaré'go, albo wedlug zadania o wartosciach
brzegowych, albo wreszcie wedlug metody Malkina (w ostatnim
wypadku trzeba uwzgledni¢ tylko redukcje wolno - powietrzna).
Otrzymane wyniki z tych trzech metod dostarcza nam szeregu
elementow, ktore postuza do sprawdzenia izostazji, do wyznaczenia
gestosci skorupy ziemskiej, wartosci normalnej dla g, wielkosci T,
t. j. gltebokosci powierzchni wyréwnawczej.

Dla nierzeczywistej (zregularyzowanej) ziemi winno si¢ przepro-
wadzi¢ redukcje izostatyczna trzema metodami: 1) Pratta-Hayforda,
2) Airy-Heiskanena i 3) Vening-Meinesza i co najmniej dla trzech
roznych wartosci T.

Tak zredukowane wartosci g nalezy wykorzysta¢ do wyzna-
czenia geoidy przy pomocy rozwigzania zadania o wartosciach
brzegowych.

Dla dalszej kontroli powinno sie wyznaczy¢ geoide metoda
Malkina dla rzeczywistej (niezregularyzowanej) ziemi, wykorzystujac
jedynie redukcje wolno-powietrzna.
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Przyjmuigc dla ggstosci skorupy ziemskiej dwie lub trzy war-
tosci mato sie rozniace od 2,72 — przez powyzsza operacje bedzie
mozna sprawdzi¢' metode niezregularyzowanej (rzeczywistej) ziemi.

Nalezy réwnoczesnie przeprowadzi¢ pomiary sejsmiczne, ktore
dostarcza nam dokladniejszych wartosci dla gestosci i grubosci
skorupy ziemskiej.

Przy obliczaniu musimy postugiwac¢ sie jednorodnym materia-
lem kartograficznym dla catej ziemi.

Widzimy, ze tylko wysitek wszystkich krajow moze dostarczy¢
dobrego materiatu do wyznaczenia geoidy.

d. Uwagi koncowe

Jezeli bedziemy mieli do dyspozycji sie¢ okolo 4000 punktéw
grawimetrycznych pomierzonych z doktadnoscia #-0,1— 1,0 mgala, to
caly materiat obserwacyjny powinien by¢ wystany do opraco-
wania Instytatowi Izostazji, w ktérym przy zastosowaniu izostatycz-
nej redukcji wyznaczonoby geoide na mocy wzoru catkowego
Stokesa.

Obecna chwila stawia przed geodetami zadanie udoskonalenia
instrumentow sluzacych do pomiarow grawimetrycznych, dzieki
czemu bed:i:my mogli osiagna¢ lepsza dokti1dnd3¢ i uniwersalnosé
pomiarow tik na ladzie, jak i na morzu.

Nastepnie nalezy dazyc¢ do skrécenia czasu pomiaréow na kazdej
stacji, oraz osiggnac¢ tatwos¢ uzycia instrumentu podczas transportu.
Wowczas bedzie realna mozliwos¢ pokrycia w przeciagu niewiel-
kiego czasu calej powierzchni ziemi punktami grawimetrycznymi

i rychlego osiagniecia pierwszego dokladniejszego wyznaczenia
geoidy.

Chcialbym zaznaczyé¢, ze takie pierwsze uniwersalne wyzna-
czenie geoidy byloby wstepnym etapem, ktérego dalszy cigg sta-
nowitoby drugie przyblizenie geometryczno-grawimetryczne, dajace
doktadniejsze wyniki.

Przechodzac do konstrukcji instrumentéw musimy zaznaczyc,
ze winien pracowac¢ tylko na ograniczonym obszarze, np. jednego
kraju, azeby warunki klimatyczne i transportowe byly mniej
wiecej jednakowe.
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Innym problemem jest rozwigzanie zadania o geoidzie dla
obszaré6w morz i oceanéw. Plan pomiaréw winien by¢ tak sporza-
dzony, azeby w drodze powrotnej mozna bylo powtdérzy¢ pomiary
na tych samych punktach, mozliwie w takich samych warunkach,.

Epoka pomiarow, metody i instrumenty oraz dokladnos$¢ wy-
znaczenia winny by¢ ustalone przez Miedzynarodowa Unie Geode-
zyjno-Geofizyczna. Z tym problemem wiaze si¢ wybor gtownych
i posrednich punktow grawimetrycznymi, oraz ich powiazanie
w sie¢ grawimetryczna. Prace te powinny by¢ koordynowane
Z pracami interpolacyjnymi.

Jedynie pod tymi warunkami mozna racjonalnie rozwiazac
ten gléwny problem geodezji wyzszej.
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