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T.Banachiewi.cz

UWAGI WSTEPNE.

Intervnolacja funkcji od dwdeh argumentdéw zardwno w swej, mniej wainej pra-
ktyeznie, postaci ogdlnej: "niersgularnej", jak i w nierdwnie wainiejsze]
praktycznie postaci szezegilnej: "regularnej® /'Ax:const, Ay=const /’uwa-
zana jest powszechnie za czynnosé wybitnie uclgqiliwge

Autorzy praec z matematyki stosowanej omawiajac interpolacj¢ bgdi wspomina-
ja tylko nawiasowo o funkejach od dwéeh argumentdw /b funkec ji od trzech
argumentow nawet sig nie wspomina/; podkreslajac je] trudnoseci, bgdi tez
wogdle pomijajg caikowicie ten probleme Tak np. A.Willers w "Methoden der
praktischen Analysis" /Berlin,Lipsk 1928 / charakteryzuje interpolacje te
w vostaci ogélnej jako wybitnie ucigiliws /"ausserordentlich umsténdlich/
i ogranicza sie do postaci szezegdtowej, L.Schrutka w “Leitfaden der In-
terpolation” /W1edeﬂ 1941 / pomi ja wogéle zagadnienie interpolacji funkeji
dwéch argumentow, pomimo bardzo szezegolowego rozpracowania tematu.
WeMsBradis w pracy "Tieorias i praktika wyezislenij® /Moskwa 1937 / tez nie
zajmuje sig vroblemem interpolacji funkcji dwéch argumentdéw, jakkolwiek
rozpatruje nawet tak specjalne zagadnienie, jakim jest wyrdwnanie przybli-
zonych wartosci elementdw tablicy funkeyjnej metods najmniejszych kwadra-
tow, pomijane bardzo czegsto w literaturze interpolacyjneje.

Réwnie¢ w literaturze krajowej zagadnienie interpolacji funkcji od dwéch
argumentéw jest - jeédli tak moina sig wyrazié - niepopularne. Nie wsvomi-
na o nim dr T.M.Gologdrski w swym "Rachunku wyréwnawezym" /Poznaﬁ,Warsza-
wa-1927 /, zaé w Roczniku Astronomicznym profsF.Kgviriskiego i inzeW.Szpu-
nara /Warszawa 1946/ czytamy: "Moglibyémy réwnie: zastosowaé dwuwymiarowsg

budowg wzoru interpolaecy jnego: U=U, + n,- Du%°+ nyDuo%4 vee n, = 5$5° s
n,= ; 3 Du’/zo = r/xxyo/- £ /xoyo/ Du'ol/‘2 = f/xoyx /" f/xoyo/

£

ktdrego dalsze wyrazy wymagajig uzycia skomplikowanej symbolikis. Jednakowo:z
sporzgdzanie takich tablic ¢ 2¢ch argumentach ma sens praktyczny gidwnie
wtedy, jeieli korzystanie z nich oprzeé moiemy na interpolacji liniowe jo"
Istotnie w ujeciu réznicowym interpolacja funkeji od dwéch argumentéw jest
czynnoseig wybitnie uciailiwg, a to zardwno z uwagi na wielorakosé poje-
ciowa, prowadzgecqg z koniecznodei do zagmatwanej symboliki, jek i na tru-
dnosci w rachunku efektywnym, wynikajgce z diugotrwaXosci rachunku i bra-
ku kontroli praeye.

Postaramy sig wykazaé, ie - o ile zrezygnowaé¢ z tradycyjnego ujmowania te-
matu w sposéb rézinicowy, a ujgé go w sposéb "bezposrednk", tzn. nie opero=-
waé résnicami wartosei funkcji, a bezposrednio samymi wartosciami funkeji =
problem interpolacji funkcji od dwéch, a nawef trzech argumentéw staje sig
bardzo prosty, a rachunek efektywny atwy do wykonania.

Poniewrn? w zagadnieniach interpolacyjnych stale operujemy uporzgdkowanymi
zespotami liczb, za jakie uwazaé mozina wszelkie tablice funkeyjne, wygodnie
jest przevrowadzajgc rozumowania 1 konstruujgc wzory, postugiwaé sig poje-
ciem liczb zespoiowyche

To te? przed przystgpieniem do zagadnien interpolacyjunych podamy szereg o-
kreslen i wynikajgecych z nich zwigzkdw, dotyczacych liczdb zespoiowych. Po-
jecia te w drobnej czgéci zostaly specjalnie skonstruowane na uiytek zaga-
dnien interpolacyjnyeh /mnoienie zupeine tablic, tablice osiowe/, w wigke
szosci z88 zaczerpnigte zostaly z rachunku krakowianowego.

Poniewat rachunek krakowianowy, jako zupeinie mioda gaigz matematyki, po-
dlega jeszeze i niewgtpliwie jeszeze diuiszy czas podlegaé bgdzie procesowi
zrozumiatej ewolucji i to zardwno w dziedzinie pojgé jak i symboliki, uzy-
te w niniejszej pracy okreslenia i symbole niezawsze bgda zgodne z okresle-
niami i symbolami, ktdrych uiywano w juz istniejacych publikacjach z dzie-
dziny rachunku krakowianowegoe. Majac moznoéé dzigki uprzejmosci twércy ra-
chunku krakowianowego, prof.Te.Banachiewicza, ktéremu na tym miejscu za tg
uprze jmosé sktadam serdeczne podzigkowanie, zapoznania sig czgsciowego z
najpéinie jszymi osiggnigciami w dziedzinie krakowianowej, przedstawionymi
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w niewykorczonym jeszcze rgkopisie prof.Banachiewicza; postanowiiem w dzie-
dzinie symboliki stosowad sig sciséle do przyjetych tam oznaczeﬁz nawet w
tych wypadkach, gdy symbolika innych irédeX wydaje mi sig osobiscie lepsza.
/Tak np. transpozg krekowianu k znakujg za prof.Banachiewiczem 7 k gdzi? T
jest krakowianem jednostkowym, pomimo wraienia, Ze symbolika profeSierpin-
skiego, utyta w jego Zasadach Algebry Wyisze] Jest wyrazistsza, gdy? nie
uiywa jednego symbolu dla dwéch pojgé, bsdi co badi odmiennych: ezynnosci

i liezby. Trudno jednak przewidzieé, czy w dalszym stadium rozwoju rachun-
ku krakowianowego czynnoéé transpozycji tak jak jest rozumiana obecnie -
tezne jako zamiany kolumn na wiersze - nie stanie si¢ pojgciem drugorzegd-
nym, a gidwnym okresleniem transpozycji krakowianu nie begdzie wiasnie jego
przedmnozenie przez jednostkeg./

Odkiadajge klasyfikecj¢ zagadnien internolacyjnych i ich rozpatrzenie do
czasu zapoznania sig z podstawami rachunku krakowianowego, przyste¢pujemy
do podania podstawowych okreslen.

Rozdziazz I.
Zasady rachunku krakowianowego.

Pojecia podstawowe rachunku krakowianowego.

ZesnéX n X m wielkodsi /h.m.liczby naturalne/ algebraicznyech, czyli "ele-
mentéw", uvorzadkowanych w n kolumnach i m wierszach nazywac begdziemy ta-
blica.

Schematem symbolicznym tablicy bgdzie schemat:

8y 8y cece 8,

a,, 8,, eese 8, 1l
L] L ] L]

L3 L] L]

. L ] L 3

8y 8prevs 8,

w ktérym indeksy przy elementach mieé beds stale to samo znaczenie: pierw=
szy z nich symbolizuje numer kolejny kolumny, w ktérej znajduje sig dany
element, drugi « numer wiersza. Element:

ayj 2

notoiony Jest wige wltej kolumnie i j-tym wierszu. Tego rodzaju znakowanie
odmienne od uiywanego w teorji wyznacznikéw, & przyjete w rachunku krako-
wianowym jest tam duio wygodniejsze ze wzglgdu na dominujica rolg kolumny
w iloczynies

Litera symboliczna elementu / aw schemaciq?, zaopatrzona w jeden tylko in-
deks i podkreslona,bedzie symbolizowaé w skréceniu calg kolumng, ktdrej
numer porzgdkowy oznacza dany indeks.

A wige przy oznaczeniu /1/ symbol a, oznacza zespii:

a;,
83

.
>

aam.

Ogélnie a; symbolizuje zespéZ elementéw i-tej kolumny, co zaznaczymy, -
czac znakiem réwnosci identyezne co do tresei pojgcia: zespd: i jego jedno-
zgioskowe oznaczenies:

a;,
8;, = 8; 3

-
L3

am

Tablicami krakowianowymi lub krakowianami nazywaé bgdziemy teblics podlega=-
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Jgce definicjom dziaiar krakowianowych, ktire zaraz sformuiujemy. Dla o=
znaczenia ie dana tablice jest krakowianem podkreélamy symboliczne ozna-
czenie tablicy, jezeli jest ono wyraione przez pojedyriczs literg, zas
bierzemy w nawiasy gigte, jeieli jest ono peine, tzne wyraiomne przez ze-
spox liter, lub zespéi kolumn, lub Zespéi liczb w znaczeniu arytnetycze
nyme Sz wige z oznsczenia krakowianami nastgpujgce tablice:

4

3 4 a, a,
T 6 lub: a, 8,' inaczej: {g, a# » Jeszcze inaczej: a8
< 1 8, 8, Ell

Definicje dziaian krekowianowyech.

I. Dwa krakowiany sa sobie réwne wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie odpo-
wiadajsce sobie poXozeniem elementy tyeh krakowianéw sg wzajemnie réw-
ne:

as=>»a gdy: ay = by 5

Z okreélenia wynika, ie réwnymi mogg byé tylko krakowiany réwnowymia-
rowe, oraz #e réwnosé krakowianowa réwnoznaczna jest tylu réwnodciom
algebraicznym, z ilu elementéw sklada sie kaidy z przyrdéwnanych krakoe
wiandwe

II. Sumg /iéiniqg/ dwéch réwnowymiarowyeh krakowiandw mnazywamy krakowian,
ktérego kaidy element jest sumg /réinicg/ odpowiadajseyeh sobie poZo-
zeniem elementéw danych krakowiandw /skiadnikéw/:

a+b=2c¢c gdy c¢; = 8&; + b 6

e

Definicje mozna bez trudnosci rozszerzyé¢ na dowolna skoriczona 1losé
krakowiandowe
Sumy krakowiandw nieréwnowymiarowych nie definjujemy.

ITII. Iloezynem dwéch kolumn lub dwéeh jednokolumnowych krakowianéw - nazy-
wamy sumg iloczynow odpowiadajacvch sobie polozeniem elementdw tych
kolumn. 2 okreslenia wynika, Ze mnoiyé przez siebie moina tylko kolumny
o jednakowej ilosei elementidw.

8; bj = 8;,bj, + a5+ bjs + eee 8;nbjm — 17
Iloczyn dwdech kolumn jest wige pojedyrezym elementeme Z punktu widze-
nia rachunku krakowiandwezo jest on wiasciwie jednoelementowym krako-
wianem. Nalezazoby wige np.pisaé:

T o B - s

Nie robimy tego w dalszym ciggu, utozsamiajgc jednoelementowy krako =
wian z wartoscig jego elementu. Iloezyn dwéech kolumn - jednokolumno-
wyeh krakowiandw - jest oczywiscie przemienny:

Kam

3!':.3/: ::llj-?—é =§xa£kbjk 8

Im

IV. Iloczynem krakowianu a przez krakowian b nazywamy krakowian k ,
ktérego element pooiony w {1 -tej kolumnie J tym wierszu jest iloczy-

nem 1 te] kolumny pierwszego czynnika /a/ przez § tg kolumng drugie-
go czynnika /b/:

asb = _k- gdy a; o _p‘/' = kyj °

Z tego najistotniejszego w rachunku krakowianowym okreslenia wynikajg
opricz caiego szeregu specyfiecznych wiasciwosel rachunku krakowianowsgo,
ktére w dalszym ciggu bedziemy rozpatrywaé, nastepujsce wnioski:



g

s/ mnozenie jest wykonelne tylko wtedy gdy oba czynniki majs jednako-

ng ilosé wierszy; ilodé kolumn w obu czynnikach moze natomiast byé

rozna.

b/ 1loezyn ms tyle kolumn ile kolumn ma pierwszy czynnik, oraz tyle

wiargzy, 1le druzil czynnik ma kolumne

Opierajsc sig na okresleniu realizujemy mnoienis krakowianowe

jak nastegpujes

mnozac plerwszg kolumng krakowianu a kolejno przez pierw-
szg, druzg eee ostatnig kolumng krakowianu b, zapisujemy
otrzymans wyniki jako pierwszy, drugi eee ostatni element

plerwszej kolumny iloczynu,

2/ mnozge drugg kolumng krakowianu & kolejno przez. -pierwszg,
druggese ostatniz kolumng krakowianu b, zapisujemy otrzyma=
ne wyniki jako pierwszy, drugieee ostatni element drugiej ko=

lumny ileezynu i teds i tede wreszcie:
3/ mnoige ostatniz kolumng krakowianu

kolejno przez plerw=-

925, druggees ostatnig kolumne krakowianu b , zapisujemy o=~
trzymane wyniki, jako pierwszy, druglies. ostatni element os-
tatniej kolumny iloczynu. Bgdzie wige np:

(2 3] (1 7 o] [s0 29]
7 5p<5 2 4, =437 34
3 1f 1 3 s} 43 25

lub, jezeli wykonamy mnoienie tych samych krakowiandéw, zmie=-

niajac porzgdek czynnikow:
( Y
1 7 o Jz 3]
11 3 sJ 13 1J = =

140 37 4

Jak widaé z tezo przykiadu iloczyn krakowiandw nie jest w znae

czeniu algebraicznym przemiennye.

V. Iloczyn dowclnej ilodei ezynnikéw krakowianowych okreslamy jako krako-

wian otrzymany w drodze kolejnego mnozenia: pierwszego czynnika przez

druzi; otrzymanego iloczynu przez trzeci, znalezlionego iloczynu przez

czwarty 1 t.ds co, symbolizujgc krakowian otrzymany w wyniku mnozenia
przez ujeclie czyannikéw w nawiasy, wyrazimy réwnaniem:

k = 9_‘2’9_'(_1_ e e = ,/_&_ R/E--d_ooo

= / a_b.g/g_.u 10

Z definicji tej wynika, ie mnoienie jest wykonalne, zdy plerwsze dwa

ezynniki sg rdéwnowierszowe, zas kazdy nastepny czyannik ma tyle wierszy,

{1le Doprzedzajscy go czynnik ma kolumn.

Iloczyn mied bgdzie tyle kolumn, ile kolumn ma pierwszy czynnik, oraz

tyle wierszy, ile ostatni czyanik me kolumn.

Bgdzie wige npe

(2 1 Ja 2] [2 4 22 23| |2
(3 5t44 1333 1f = Yo 7[ )3
3 ~

[@ ol 11

i
AN

zas mnozenie:

2 1 |3
3 5;.44
4 ol |1

}

W - o

101 67
107 99

2 1
3 2 jest niewykonalne, gdyz trzeci czynnik
4 5 ma 3 wiersze a drugi 2 kolumny.

VI. Transpozg krakowianu a nazywamy taki krakowian ‘b_=’tg./czytaé b =

transvoza a , Iuh b = tau a /, ktdrego kolumny sz rowne odpowiadajgcym

im kolejnoscie wierszom krakowianu a , czyll wyrazniej:

b=11a , gy 8;= b

11
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Giosky tau moina traktowaé jako symbol analogiczny do symbolu £
dziazania funkcy jnegoe Zobaczymy zreszty wkrdice, ie moina jg tes roe-
zumiec¢ jako ezynnike

Transpozg krakowianu:{z

3
5 3
12 3 & _ |2 5 234
5 3 17 3 3; =15 3 i tepe
4 7 :

Nietrudno zauwazyé, ie transponujgec transpoze dowolnego krakowianu a
otrzymamy tenie krakowian w postaci pierwotnej, co moina wyrazié réwe

naniems:
T/"Cg/:i

VII. Krakowianem jednostkowym T 1lub krakowianem tau nazywamy krakowian
posiadajsey réwng 1103¢ kolumn 1 wierszy - czyli krakowian “kwadrasty"
ktorego elementy poloione na giownej przekatnej, te.zn.elementy o wskaz-
niku kolumny rownym wskaznikowi wiersza, sg jednosciami, zas pozostale
¢lomenty zerami:
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Wymiary krakowianu tau obieramy kaidorazowo tak, aby dziaanie
w ktorym ten krakowian wystgpuje byfo wykonzline.

Poniewa: dalsze definicje dzialan krakowianowych /odwrotnosd, rozkiad /

sg zwigzane z wnioskami z podanych juz definicji, porzucamy nerazie dziee
dzing definiowania i przechodzimy do wnioskowania. Wnioski z podanych juz
podstawowych okresler nazwiemy podstawowyml twierdzeniami krakowianowymis

Podstawowe twierdzenia krakowianoweae.

Latwo sprawdzié 2e¢ mnozenie krakowianowe naogdé* biorzec nie jest przemien-
_gg_/bor.np.przyklad z IV /, co wyrazimy syubolicznie, piszgec:

aeb 4 bea 13

Réwnie Xatwo mozna sprawdzié, Ze mnoienie krzkowianowe nie jest Igcznes,
co wyrazimy piszacs

Bedbec # ae/pec/ 14

Npe w przykiadzie z V wvkonalismy mnoienise: a b ¢ /éb/b -
zgodnie z definicja mnozenia - natomiast wykouanie mnozania
a /b ¢/ byioby tam wogéle niewykonslnes.

Stwierdzenia /13/ /lﬁ/ pomimo swej doniosiosci nie majg praktyeznsgo
znaczenia przez swé] negatywny charakter. Cstrzegajg one tylko niejako
przed stosowariem regui zwykiej algebry w dzisianiach krakowianowych.

Do przeprowadzania dziaan koniseczne sa twierdzenia o charakierze pozy-
tywnym, wskazujgce jakie zasady obowigzywac beds w wyniku przy jetych de-
finicji przy zmianie porzgdku czyamnikdéw i przegrupowywaniu ich w zastgp-
stwie zasady przemiennosci 1 Igeznosci, chowigzuigeyeh w algebrze liczb
pojedynezyche

Jesell przytem krekowian ma byé peojgeiem nadrzgdnym w stosunku do liczby
pojedynezej , winno sig okazaé, ie zasady,obowigzujyce przy zmianie po-
rzgdku ezynnikéw i przegrupowywaniu ich ,w razie zaioienia jednoelsmento-
wosci krakowiandw.zamieniz sig na zasadg przemiennogel 1 Zgcznosecle.
Poniewaz stwierdzilismy jui, ze rezultat mnoienia krakowianéw zaleiny
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jest od kolejnodei czynnikéw, siuszne bgdzie miwié o pomnojeniu krakowia-
nu a przez krakowian b dajgeym w rezultacie iloczyn ab, oraz o przednro-
jeniu krakowianu a przez krakowian b, dajgcym w reznltacie iloczyn bae.
Wykorzystamy tak fonetyke siowa pomnoiyé i unikniemy potrzeby wprowadze-
nia pojgcia mnoienia przez lewy czynnik, wzglegdnie przez prawy ezynnik,
usywanego W rachunku macierzy Cayleva ﬁmnks Quotient i Rechts Quotient"/.

Twierdzenie o mnoieniu przez krakowian jednostkowy ‘Eé.

Krakowian pomnozony przez T nie zmienia swej wartodci, krakowian przedmno-
fony przez L zamienia si¢ na swe iranspozg. /transponuje sig/:

a8 eeT =8 T-a=T8&a 15 2
By 00e¢8 000800 edn:

au
Niech a bgdzie dowolnym krakowianem, tzn. a = 8, 8, 8. 8. 8&n
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Weimy najpierw iloczyn 8.T =a+.b -...Element ogélny tego iloczynu, tzn:
elementrmgogo%zy w jego i-tej kolumnie i Jj-tym wierszu bgdzie a; b;

czylis :L_‘ g Z identycznosei tego "ogélmego elementu" iloczynu
:‘2 . 8 «T 2z ogélnym elementem krakowianu a tez réwe
. . nym a; wynika odrazu: &.T = a.
8;; : = a,;j
A
. L ]
AR E
: i rO\ faj)
[ Bim) \OJ 9 ?Ja
Weimy teraz iloczyn T .2 = bea. Jego "element ogélny" bedzie b a;=|=| |+ Fa_
czyli w wyniku pordwnania go z slementem ogdlnym krakowianu a <1< A
rownym ay/ll/: Te8 =Tas Ol |aw
;04 gaj"h

Z twierdzenla /15/ widaé, Ze symbol transpozycji T postawiony przed krako=-
wianem mozemy tez rozumie¢, jako czynnik T , figurujgecy w tymie miejscue

Twierdzenie o transpozie iloczynu dwéch czynnikiwe.

Transvoza iloczynu dwdéch ezynnikéw rdwna jest iloczynowi tych czynnikdw
przy zmianie kolejnosci mnozenia.

T/ab /= bea lub @&b=T/ba/ — 18
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Rozpatrzmy iloczyny aeb=ab oraz be.a=ba. /Wykonalnoéé mnoienia aeb skute
kuje oczywiscie wykonalnosé mnoienia b.a, gdyi warunek obu tych wykonal-
noéei jest ten sams réwnowierszowosé a i ﬁ.

Element ifloczynu ab poioiony w jego f:t_ej kolumnie i j tym wierszu _
oznaczymy go przez /ab/,_bedzie:

/ab/, = &b,
Element zaé iloczynu ba poloiony w jego j-tej kolumnie 1 i-tym wierszu~
oznaczmy go przez /baj; .bgdzies
/baé = bja; = 8b; /por:8/.

Memy wige /ab/; = /bae/. , co oznacza, ie krakowiamy ab = a.b oraz
ba = bea sg wzajemnie swymi transpozami /11/ i co wyraziliémy réwna-
niami /18/.

Twierdzenie o transpozie iloczynu trzech czynmnikdw.

Transpoza floczynu trzech eczynnikow réwna jest i1loczynowi tych czyanikéw
przy zmianie kolejnosci mnoienia, przyczem srodkowy czynnik zamienia sig
na swg transpozg:

T/abe/=c.Thea 19

Poniewas mamy @sbec = /ab/c bedzie: T/a b e/ = T/(able /= ¢ /ab/
/na zasadzie 10 i 18/. Dla uzasadnienie siusznodci twierdzenia /19/
wystarczy wige dowiedé réwnosdci krakowianéw k = ¢./ab/ oraz k,=/ct b/a
/ten ostatni jest na zasadzie okreslenia /107 réwny Ce T bhett/o
Dowiedzenie tej rownosci wymaga stwierdzenia, :ie element krakowianu
ki=¢ /_gp/ poiozony w jego i-tej kolumnie 1 j-tym wierszu jest rowny
elementowi krakowiamu k,= /c tb/a poZoionemu w jego i-tej kolumnie i
j-tym wierszue iy

WezZmy wige jJakiekolwiek krakowiany a b ¢ speiniajace warunek wykonal-
nosci mnotenis a b ¢, /teznekrakowiany a i b maja byé réwnowierszowe,
zag krakowian ¢ ma mieé tyle wierszy, ile b ms lcolumn/") symbolizuj-
my ich elementy i obliczmy "elementy ogdlne" krakowianéw k,1 k,e Niech
wige bedzie:

8, &,ese 8, b, b“ eeo bp, ] Cy Chueee Cpy
2 =|8,; 8peee 8n l')_ = | by bzz LR bpz S =} CHp Cypoeee Cr:
e o ° . ° L. ® ®
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&tm azm 8nm srm ﬁzm bpm étﬁ 62,0 Crp
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lub krécej: a ={§_13,..&} b ={tﬁ llzooopf} c = {9_ C, 00 Er}
bu bn... b‘m‘
Z oznaczen tych Th= 13:. I.)u.-. I.hm

wynika: ° s ' g

°

bp: bpa. bpm

Dla znalezienia wartosci ogdlnego wyrazu krakowlanu k,= ¢ /&b/- oznaczmy
ten wyraz ogélny /k,/; - musimy obliczyé iloezyn 1-tej kolumny krakowianu
¢ przez J-tg kolumng krakowianu ab.

I-ta kolumna krakowianu ¢ ma postaé symboliczng: Gi:

e = ?iz

&ip

X) Wykonalnos$é mnozenia a-b-¢ skutkuje wykonalnosé mnoienia ¢eT bea i réwnowy-
miarowoseé krakowianéw'tZg_ b ¢ /foraz ¢ Tb a« Musi bowiem ¢ mieé tyle wierszy
ile b ma kolumn, czyli Tb wierszy. Wynika stgd wykonalnosé mnozenia ¢e T be
Musi dalej a mieé tyle wierszy, ile b ma wierszy, a wige Tb kolumn; stad
jué mamy wykonalnoéé calego mnozemia ¢ Tb a« Iloczyn a b ¢ ma tyle kolumn,
ile a, oraz tyle wierszv, ile kolumn ma c. /por.v str.47. Tloczyn ¢ Th & ma
tyle kolumn, ile ¢ i tyle wierszy, ile a ma kolumne Transpozat/_g‘p_ ¢ /bg-
dzie wige réwnowymiarowa z ¢ Tb &.
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J-ta kolumna krakowianu ab powstaje W drodze mnoienia j-tej kolumny
krakowianu a przez wszystkie kolejne kolumny krakowianu b , i w zwig=

zku z tym ma postaé symboliczng:

8; b,
&8 b,
/ab/ =13
a; b,
Skad otrzymamy wyraz ogélny krakowianu k,
ci| | &b
(.Hz %jl’z
fed; = 13 193
Cipf {2 by

Dla znalezienia wartoseci wyrazu ogdlnego krakowianu k,= /g 'L'p/g - 0Zna-
czmy ten wyraz ogdlny /kz/aj - musimy obliezyé 1loczyn i-tej kolumny kre
kowianu /¢ Tb /- oznaczmy jg /¢ Tb/ przez j-ta kolumng krakowianu &.
Poniewai 1i-ta kolumna krakowianu /e Tb / powstaje w wyniku mnozenia
i-tej kolumny krakowianu ¢ przez kolejne kolumny krakowianu Tb /napi-
salismy go wyrainie/ otrzymamy:

G but+ €. B + veses Cip bp:.

S5 G 0P G0 T " T S eSS P L GO S 0D T S5 S SO 0E-G3 S O SN

[ ¢. b,+ Ci: bzi * eoest+ Cy bﬂl

/ety/ =

Cu bin* Ci bon + esset+ Cip bpm
Ze zaé J-tg kolumng krakowisnu & jJest:

ajx
a-
.Jl

.
L
ajm[

wyraz ogélny krakowianu k., mieé bedzie postaé:

a; =

€ by + Ciz bz‘ + ees Cip by« &8

¢, b + Ciz D, +# e00 Ciu b a;
/kz/g = i 2 22, ip Op2 j2

D G0 S e Sa e G5 K6 B0 B0 GF B OB G W D6 W G e 60 e A0 - - -

Cit bim + Ci bgm + e0e Cip bpm &jm

Realizu jgc mnozenie otrzymamy - przy grupowaniu porzgdkujacvm wzglgdem
Cit Ciz eoe ci.p H

/kzlj (— ¢y /b“ a; + bg. 8j: + eene b,m ajm/+

+ Ci, /bzt a;; + b,dajz 4 oceoe bzm ajm /*

IR G D CeOF G5 Bh G S5 65 AD A% W ER GF e S8 S G5 00 S DR B R T SN G5

+ Cip /bpa 8j; + bpz 8jp + seee Dbpm ajm/

Lecz wyrazy ujgte w nawiasy sg toy zgodnie z okresleniem mnozenia ko=
lunn, iloczynys

b. & lub z uwagi na przemiennosé ilcezynu kolumnowego /8/: 3 « b,
b, g; 8je b,
b, g; & b

Piszge wige wyraz ogdolny pod postacia krakowianows otrzymamy:

Ci; 8; b:
Ciz %j l’z

Pk = 1

ci.p &; bP

LR
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Poréwnujae to z wyrazem krakowianu k, stwierdzamy ich identpeznosé:

/kx[j = /ka/j edns X)

Twierdzenie o transpozie iloeczynu dowolnej liczby czynnikdwe

Transpozea iloezynu réwna jest iloczynowi tyech ezynnikéw przy odwrdceniu
kolejnosci mnozenia przyczym skrajne czynniki pozostajas bez zmiany, a srod-
kowe zamieniajg sig na swe transpozy:

T/8.8,8,006 8,/ = 8,0 T8 0000 TH,e T8, o 8, 20

Wiemy, ze wzdér ten jest siuszny dla trzech ezynnikéw /12/. W celu wyka=-
zania jego ogdlnosci wystarczy zeloiyé jego wazinodé dla n  czynnikéw
i wykazaé, ie begdzie to skutkowaé wazinosé dla n+l czynnikdwe

Niech wigo bgdzie: T/a, +8,ece 8,.8./= 8,0 T8, eee T8, o8, ——— 21
Weimy iloezyn /n+l/ czynnikéw: P = 8,e &, eee8,0 By
Z definicji mnozenia /10/wvnika: P = /&, ¢2,/¢ 8,000 8,08,

Poniewaz ten iloczyn zawiers n czynnikéw, begdzie na zasadzie zaloie-
nia /21/:
TR = 8,,.+ Ta.vee Ta,/8, 8./
czyli, wykorzystujgc znéw definicjg mnozenia /1q/:
TP = /8n.e T8yoee T8, //a, 8,/
Transponujge ten iloczyn dwdch czynnikéw w mysl réwnania /18/ napiszemy:
P=/o,8./ /2.8, 000 18,/
czylis P =8+ 8z0 /8, T8nees T8,/

Otrzymalismy iloczyn trzech czynnikdéwe Stosujge do niego zasady transe
pozyeji /19/ otrzymamy:

TP = /&5 Ta,-ee T8,/ T8 o &,

Lub, opuszczajge nawias, kidry niema istotnego znaczernia, gdyz zgodne
z nim wykonanie wyrika i tak z definicji mnozenisa:

TP = &, T8,¢00 T80 T8, 8,

Widzimy wige, ze istotnie zalozenie sinsznoéei wzoru /20/ dla n czyn-
nikéw skutkuje jego siusznosé dla n+l ezynnikdws Ze s*usznosci dla
n+3 wynike wigec jego ogdlnosé w znaeczeniu siusznosci dla n) 3.

Twierdzenis o Xgczeniu czynnikéw czyll twierdzenile ascejatywne .

Iloezyn krakowianowy moina zamienié przsz iloczyn dwéeh iloezyndw krakowia-
nowyeh, z ktorych pierwszy obejmuje cigg czynnikéw poczgtkowych wystepujge
cych w kolejnosci niezmienionej, zad drugi obejmujfe resztg czynnikéw w zmie-
nionej kolejnosei, przyczym pilerwszy czynnik drugiego z iloczyndéw / tezne
dawny ostatnl czynnik / zachowuje sSwa postac, 28S pozostaie czynniki dru=
giego iloczynu zostaJg transponowanes

B,8,0000¢ 8p0 Byoees B, = /g,. 8,800 g,/./gnc Tln-re00 'tgt/
e

21

X)Opracowujqc dowedy twierdzen transpozyey jnych, asocjatywnego 1 dysocjatyw-
nego w duiym stopniu opieraiem sig na pracy inz.T.Kochmanskiego: Rachunek
wyréwnawezy W technice gaussowskiej i krakowianowe] /Krakéw 1945 /. Nieco
wigkszym zmianom uleg2 dowsd twierdzeniz o transpozie iloezynu trzech czyn-
nikéw, ktéry uwazalem za wskazane zmodyfikowaé dla uniknigcia potrzeby
wprowadzania symboliki wielokrotnego sumowaniae W siownictwle positkuje sig
stale terminami przyjetymi we wspomnianej na wstgpie pracy profe.Banachie-
wieza, méwige o "transpozie", a nie o "krakowianie transponowanym", o kra-
kowianie "kwadrastym" a nie "kwadratowym" i teDe
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Szczegbélnie wazny prazypadek, gdy plerwszy cigg skiada sig 2z jednego ele-
mentu, mozina sformuiowaé jene. pierwszy element iloczynu krakowianowego
mozna napisaé przed nawlasem, W ktdrym zamknigto pozostaie czynnikl, zmie=
niajac ich kolejnos¢ 1 transponujgc je wszystkie za wy Jztkiem plerwszego
/przed zmiang ostatniego/:

8,0 8,000 8, = 8,/8, T8, eees 18,/ 22
Iloczyn P = 8,8;%008,8g0008, mozeny W zgodzic z okreslenienm /1q/ na-
pisaé pod postaciy:
P = /g,gz...g,/gg...gnq. a,+ Stosujsc twierdzenie o transpozie
/20/ napiszemy:

TP = 8,s Tapieee T3pe /a,8,0008,/, czy%}, ;gmietajqc o okresle-
nin /10/:

TP = /gn. TQn.10ee ng/./gtgz...g,/. Transponu jge ten iloczyn
dwdeh czynnikéw /18/otrzyma-
my :

_P = /Ei gz.ugp/./gn O - SR Y "L'_gq./. ceNede

Zaklada jac jednoelementowosé pierwszej grupy eczynnikéw otrzye
malibysmy wzér /22/.

Dowéd stanowi tu jak widaé plerwszy etap dowodu o transpozie
iloczynu dowolnej liezby czynnikéw /20/

Powtérzylismy go w caiej rozecizzioscl ze wzglgdu na specjalng
wage twirdzenla o Zyczeniu.

Twierdzenie o rozigeczaniu ezynnikdw ezyli twierdzenie dysocjatywne.

Iloezyn dwéch iloczynéw krakowianowych moina zastzpié przez iloczyn szere=-
gu poszezegolnych czynnikow tych iloczynéw, przyczem czynniki plerwszego
iloczynu pozostejs co do swej postaci 1 kolejnosci bez zmiany, zas czynni-
ki drugiego iloczynu zmieniajs kolejnos¢ i zostajg transponowane za wyjgi-
kiem ostatniego z nich /te2ne.tego ktory byz przed operacjg roziaczenia w
drugim iloczynie plerwszym czynnikiem/:

/8,8, 6008,/ /_alg,..o.._g,,_,g,,/z 8,0 83000850 T8re TA oee TAre8—23

Szczegdlnie waziny przypadek, gdy pierwszy lloczyn skiada sig z pojedynczego
ezynnika mozna sformuiowaé jene w iloczynie krakowianowym moina pozostawia-

Jac czynnik przed nawiasem na miejscu usunié nawias zmieniajge jednoczesnie
kole jnosé’ ezynnikdw znawiasowanych i transponujgec je za wyjatkiem ostatnie-
go /tezne.przed zmiang pierwszego/.

E(/_azgs"' g"l/ = 8 e T8re Trpee T, o &, 24

Dowdd sprowadza sig do zastosowania twierdzenia asocjatywnego
w stosunku do prawej strony rownania I3 wrzmglednie 24.:

8,e8,0008,0 TAa, T8, 000 Tg"g& = /g, _a_z...gp/./g‘-g,..._g,._‘_a_,,/.

8.e T80 T8, 000 T8 » 8, = .§4/.§z’ 8; 0008, 0 _§n/'

Uwagao

Rozpatrzone podstawowe twierdzenia krakowianowe: transpozycy jne, asocjaty=-
wne 1 dysocjatywne nie sg specjalnie tatwe do przyswojenia pamigciowego.
Nie stanowi to jednak zadnej przeszkody w stosowaniu praktycznym rachunku
krakowianowego, do ktdérego wystarcza opanowanie techniki mnoienia krakowia-
nowego, czyli znajomosé réwnania podstawowego /9/: @.b = k gdy &;eb; =k
do przyswojenla bardzo zatwegos. Zresztg, jak zobaczymy dalej, czesto mozina
sig obywaé navwet bez pamigtania tego prostego wzoru podstawowego, & poprze-
staé na okresleniu iloczynu dwéch kolumn i analogicznie sformuiowanym okre-
gleniu iloczynu dwéch wierszy. Twierdzenia podstawowe sy waine jako element
myslenia w teorji. Tam jednak nie trzeba sig silié na pamigciowe opanowanie
formuz: wystarcza swiadomosé¢ moinosci dokonywania transpozyeji, przegrupo=
wai i Xgczen. Przedewszystkim zas przy operowaniu rachunkism krakowianowym



w teorji nie wolno ani na chwilg zapominaé o odrgbnosci algebry krakowiae
nowej od zwykiej; odrgbnosci wynikajgcej z negacji zwigzkéw: ab = ba 1
abed = /ab//cd/, mechaniczne stosowanie ktérych jest w algebrze zwyklej
nawykiem poigdanym, a w krakowianowej staje sig Zrddiem bieddw.

Przed przystgpieniem do dalszej grupy definicji teoretycznych, ktérej na-
stgpstwem bgdzie dalsza grupa twierdzend podstawowych, przerobimy przyktad
dowodu krakowianowego, proponujgc czytelnikowi przetiomaczenie zwigzku na
Jezyk algebry zwyklej i skonstruowanie dowodu algebraicznego dla poréwna=-
nia nakiadu pracye

Przykiad. Uzasadnié susznosé zwigzku: /ab/*= a /tb/*a /przez /ab/* rozu-
mIemy 7ah£/ah67, grajgcego duiq roleg w krakowianowym ujegciu metody naj -
mniejszych kwadratéwe X) Mamy /ab//ab/ = @asbe Thea /na zasadzie twierdze-
nia dysocjatywnegq/. Stosujge do iloezynu pierwszych trzech czynnikdw,
ktére w iloczynie moiemy oddzielié, piszge: /ab//eb/=/asb. Tb/a  twier-
dzenie asocjatywne, napiszemy: aebeTh = a/Tb 7Tb s 8kgd juz mamy:
/aeb/*= [ab//eb/ = 2 /Tb Th /a=3a/Th /’a censd.

Dalsze definicje dziatan krakowianowygg;

VIII. Inwersem lub odwrotnoscig krakowianu & nazywamy taki krakowian
g", ktéory pomnoiony, lub przedmnoziony przez krakowian a daje w wyniku
krakowian jednostkowye.

8 e a‘=aT ludb a'‘e 8 =T 25

/Okreélenie takie jest mozliwe, bowiem pomnozenie i przedmnoienie, dajgce
zasadniczo réine rezultaty /por.la/, begdg tu dawaiy rezultat identyczny,
gdyz krakowian jednostkowy po transpozycji zmianie nie ulega: 'r,'ga'g/.

Latwo zauwaziyé, ie = w przeciwienstwie do liczb algebry zwykiej, posia=-
dajgeych jedng odwrotnosé, lub nie posiadajgeych jej wecale /zero -
algebra krakowiandéw poza odwrotnoscig jednoznaczng i nieistniejgcg moie
mie¢ do czynienia z odwrotnoscig wieloznacznge. Wy jasnijmy to blizej.
Zauwaiymy przedewszystkim, Ze krakowian a i jego odwrotnoéé a* muszg
posiadaé nietylko réwne ilosci wierszy - co bezposrednio wy:zika z zalo-
zenia ich wymnazalnosci « ale i réwne ilosci kolumn. Ilosé kolumn w iloe
czynie T bedzie bowiem rdéwna ilosé kolumn pierwszego czynnika, zaé riwe
na jej /z uwagi na kwadratows postaé T / ilosé wierszy w iloczynie
wyraza¢ bedzie 1loéé kolumn drugiego czynnikae Oznaczmy teraz przez k
ilosé kolumn kaidego czynnika, a jednoczesnie ilosé wierszy i kolumn
iloczynu T , zas przez W wspdlang ilos¢ wierszy w czynnikache Defini-
cja mnozenia krakowianowsgo dostarczy nam k* zwigzkéw migdzy elemen-
tami krakowianu, jego odwrotnosci i jednostki T. Jeieli te zwigzki ma-
ja jednoznacznis okreslié kew elementsw inwersu, musi dyé: k*= kw,
tezn. k=w. Krakowian posiadajgcy rdwng ilosé¢ wierszy 1 kolumn, czyli
"krakowian kwadrasty" - bgpdzie wigc posiadat inwers jednoznacznie wy=-
znaczalny - cczywiscie w zalozeniu, e zwigzki wyznaczajgce elementy
inwersu nie bedg sprzeczne migdzy sobge Jezell 1loéé zwigzkdw bedzie
mniejsza od ilosci elementéw podlezajgcych wyznaczeniu tezne gdy k*Ckw
czyli k¢w - mozemy czgsé elementdw obieraé dowolnie, & pozostale wyzna-
ezyé ze zwigzkow = oczywiscie znéw w zaXozeniu, ie zwigzki nie sg sprze-
czne migdzy sobge. Mamy wige tu odwrotnosé wieloznacznge Jezeli wreszcie
1lo8¢ zwigzkdw bedzie wigksza od ilosci elementow podlegajgeych wyznae
czenilu tje zdy:s k> kw, ezyli: k) w -~ odwrotnosé nie istniejes
Zilustrujemy to na przykiadachs

k=% krakowian 3 4
] - 7 "2 7 ‘2
a = posiada odwrotnosé: a . & 43 ody {3 4} A’) /13 A{i 0
kwadrast 2 9 T4 3 27 o ¢
t % %3 %s

natomiast

a
krakowian kwadrasty: v 4 istniaa taka odwrotnoscé: X Zz

={3 6} nie posiada odwrotnosci. Gdyby bowiem
X) y u
PoreprofeEsVarchatowskis zastosowanie krakowiandéw w rachunku wyrdwhawczyne

Warszawva-1938 lub inZe.TeKochmanski leciz.
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musialoby byé jednoczesnie: 3x + 2y = 1 /pierwsza kolumna przez plerw-

szg/, orez 6x + 4y = 0 teje 3x + 2y = 0 /druga kolumna przez pierwszg/,
co jest oczywiscie niemozliwe.

2 3 =3
K& 3=-11 ’
Krakowian: a =|1 1 -2| posiada nieskonczenie wiele odwrotnosci. Moie
|3 2 -2 1 2 4
byé taks odwrotnoscia: a =|% % %
0 «1 =1
A % Y
0 O 2 3 =3 1 2 4111
lub tei: & = / 4 y i t.pe:Bedzie bowiem:|3 -1 1| |7 % %| |, o}
0 =1-=1 1 1 -3{) 0 =l=1¢°
Y/ 3 2-2 ‘/W /3-49/ 0 1|
2 3-31[0 0 1 1 00
3 S 43 -1 1»‘ 9 / =
jak réwniei: 1 1 -2 4 %_{_ 31=l0 0}
3 23| % %-%) o %
2 3 =3 (x, v. 2z
Natomiast krakowian: a=)3 -1 1| nie bedzie posiadal odwfotnos’ci:xz V. Z|
1 1 -1 Istnienie takiej odwrotnosci: |x, y, 2.
3 2 =2 LX4 y“ 24

bytoby identyczne ze spe&nieniem 3y, =y, +y, +2y 1 /1loczyn drugiej ko=
sprzecznych ze sobg réwnan: lumny przez druge/
oraz: =3y, #y, =¥, -2y, = 0 /iloczyn trzeciej ko-
lumny przez druga/.

i

k>w

Krakowian: 6 }nie moz¢ posiadaé odwrotnosci. Gdyby istniata jego
a l 7 5 J odwrotnosé:
2t xi Y4 z,| musiatoby byé jednoczesnie: 3x, +7x,=0 tezne x, =7x,
- z, oraz 6x, +5x, =0 tezn. X, ="%X,

Wynikazoby stgd x,= O« Podobnie doszlibys’m'y do wniosku, ie musi byé x,=0.
Wowezas jednak nie mogloby byé 2x,+ x,= 1.

Niemozliwosé istnienia odwrotnosei krakowianu k) w /krakowianu roziome=
go"/ nietrudno zreszty uzasadnié w sposéb ogélny, opierajgc sig na warune
kach rozwigzalgosci ukzadéw rownan liniowyche Tutaj traktujemy zagadnie-
nie istnienia odwrotnosci w sposéd przykladowy, gdyz niema ono w interpo=-
lacji znaczenia.

Istnienie odwrotnosei a™=¢ krakowianu a : /m>n /.

8, 8, 8jeeed, OL“ OLzL Lsseee olns

a, 8, 83008, Oy ooy Ayp®ee olaz
8 = ° ° ° [ = ° ° ) . 26
- ° . L] ° e . ° . .

o . ° ° ° » .

a,n am 83 8,m O(am., Ol-qm OC3m olnm

wymaga rozwigzalnosci ukladow réwnan algebraicznych, wynikajgcych z za=-
tozenia o+ 8 = T, to znaczy ukzaddw:

l/ 8 0+ Bpoly ¥ eee molim = 1
8y oy * uop + ooe az,,,o(m =0
asld“+ aazdlz"' se0 ‘aamd4m = 0
- - - - - o - - - - g - - - -
anaO(dl"‘ 8ot oo anm()(nim =0



8, oy * 80, + e 8, o,y = 0
a, O(q( + 8, 0('2: + eee 8.1 oy = 1
2/ 8, o, ¥ 85,0, +# eee 8, olym = O
- - - - - - - e e e = - - - -
am O(-za + am_o('zz * o0 8.m oinm = 0
- e ® - e e ® ww W e ®w e -
- - - - = - - - - - - = - - o
8, dnt* 8, 0kn¥ 000 8m clom = 0
am Oé'nl + a, Oan’ see 8., clnm = 0
n/ asl d'lu + agzdﬂz + oo aam Olnm = 0
- - - e e o = - - = ® = o e =
8, 0l ? 8n20bn,¥ 000 Bon Anm = 1

Wymaga to zbadania rozwigzalnosei tablicy spdiczynnikowej wislokrotnej:

a, B.¢ o ¢ o 8,,| 1 0 Q| oo 0
8, 8, o ¢ o 8, 0 1l O eoe | O
?3, ?sz' e o o eam 9 9 3. eove 9 = 27
: teaswmmt 1B]s :‘ aani [ 3
aﬂ! aﬂl anm o o 0 1

co sprowadzié moina do n krotnego rozwigzania zagadnienia rozwigzalnosci
n réwnai o m niewiadomych ktérymkolwiek ze asposobéw, stosowanych przez
algebrgeX)

W _praktyce rachunkowej, a wiec i w zagadnieniach interpolacy jnych, stanowig-
cych przedmiot niniejszej pracy, mamy do czynienia wylgecznie z odwrotnosciami
krakowianow kwadrastyche.

W tym szczegdluym przypadku tablica spéirzynnikowa jest tablicg kwadratowsg,

a Jej rozwigzalnosc jest identyczna z niezerowoscia wyznacznika utworzonego
z_Jje) elementowe

Ten warunek istnienia odwrotnosci krakowianu kwadrastego, ujgty w réwnanie
wyznacznikowe:

a, 8, ece &,

all an LA anl

o o . *0 —— 28
L J L] L

® L ] L]

a, 8,, *°* 8,

jak réwniez wynikajgcy w konsekwenc ji wyznacznikowego ujgcia sposédb obli-
czenia elementdw odwrotnosci jako stosunkéw odpowiednich minoréw do wartosci
wyznacznika tabeli krakowianu podaz pierwszy profeEeWarchalowski w cytowa=
nej juz pracy " Zastosowanie krakowiandw w rachunku wyréwnawczym "e
Oznaczajge przez /_g / wyznacznik tabeli krakowianu a , orgz przez
/ a./ minor, odpowiadajycy elementowi a, mieé¢ bedziemy ogélnie dla

ele%entu<iwsodwrotnoécizd¢s=%%FL - 29 2 1 2
Dla obliczenia tg drogg ®lementow odwrotnosci krakowianu a ={3 2 5}
2 1 2 6 3 2
znajdziemv wartoéé wyznacznika /a/= |3 2 5| = -4 oraz jego minordw:
6 3 2
2 5 X 2 1 2
[au|=|3 Sl=11 Jeu=- |7 i =4 Jau- |2 2l=1
3 5 2 2 e 2 2. .2
o] |a A= 2e ewls |2 Els -8 jauls -|3 5|= -4 ja,l=]3 2= -3
|2 1 2 1
eul=]g 3l=0 el |3 2| = 1.

XNoz1iwosé takiego badania bez oparcia o pojgcie wyznacznikg oméwilqm W pra=
cy: Obliczenie wartosci wyznacznikéw i rozwigzywanie ukiadéw rdéwnarn linio=-

wych zapomocg mnnozenia redukcy jnegoe Warszawa 1947./odbitka éwiatkoarukbwﬁ/
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Dzielgc obliczone minory przez =4 znajdziemy elementy odwrotuosci:

Au= u/4 oly= =1 oly= -%i- oly= =6 o= 2 o= 1 0(-313% oly= 0

Y -6 ¥ Y6 %12 1 z 1 00
Oly= =% Stgd:s ol = 8 '={=1 2 0 kontrolalel 2 0¢43 2 S5S;yr=40 1 O
e S Y1y -% L -Hle 3 2 0 0 1

IX. Krakowianem kanonicznym nazywamy krakowian w kazdym wierszu ktdérego
koriezy sig przynajmniej jedna kolumna, teznekrakowian w kaidym wierszu

ktdrego istnieje przynajmniej jeden element niezerowy pod kitérym wszyst.
kie elementy dalszych wierszy sa zerowee.

Tak np: kanonicznymi bedg krakowiany:
3 2 1 4
5 4 7T 0
0 6 5 0

Z okreslenia wynika ie krakowianem kanonicznym moze byé krakowian kwadrase
ty ludb poziomy, te.zn. zawierajgcy wigcej kolumn nii wierszy. Nie moie natoe

miast byé kenonicznym krakowian pionowy, tezne zawlerajgcy wigcej wierszy
ni: kolumne.

Szczegélnym wypadkiem krakowianu kanonicznego jest krakowian kanoniczny o
postaci trojkqtneje. Jest to krakowian posiadajgey w pierwszej kolumnie pler
82y slement niezerowy przy nastepnych elementach zerowyech, w drugiej kolume
nie drugi element niezerowy przy nastepnych elementach zerowych I tede

Krakowianami kanonicznymi o postaci trdjkgtnej bgdg wigec npe krakowiany:

0w
O -
co=

OO O N
© W
OO0 =™
OO =M
[« VR N e

¢ 3 7 4 2 6 7 3
0 4 8 3 0O 5 8 2
0 0 6 2 0 0 4 6
0 0 0 1

Xo Nazywamy czynnikami kanonicznymi dowolnego krakowianu a krakowiany
kanoniezne G i H spelniajgce warunek:

GeH =28 30

W szczegélnoéci nazywamy czynnikami tréjkatnymi krakowianu a krakowiany
kanoniczne o postaci trojkgtne] g i h speiniajgce warunek:

geh =2 31

»' n

Czynnosé "roziozenia krakowianu na czynniki kanoniczne" czyli znalezienia
krakowianéw G H speiniajgeych warunek /30/, a w szezegdlnodei czynnosé
"rozloienia krakowianu na czynniki tro jkgtne" ezyli znalezienia krakowia-

now g i h speiniajgecych warunek /31/ odgrywa w teorji i praktyce rachune
ku krakowianowego specjalnis doniosig roles

Ilosei kolumn w czynnikach kanonicznych danego krakowianu a 8§ zgiry wye
znaczone przez nastgpstwa definicji mnoienia: pierwszy czynnik kanonicze
ny musi mieé tyle kolumn, ile ich posiada krakowian a , drugi czynnik ke
noniczny musi mieé tyle kolumn ile wierszy posiada krakowian a8 o Natomiasi
ilosé wierszy czynnikéw kanonicznych nie jest przez zagadnienie ZZOTYy Wy~
znaczona / poze zrozumialym warunkiem, Ze ilos¢ ta musi byé w obu czynni=-
kach ta sama /} lnozna wykazed / pore Banachiwicze. Alzebra krakowianowg/

2e kazdy krakowian niezerowy, tezne: posiadajgecy choné jeden réiny od zera
element, daje sig rozioiyc na czynniki kanoniczne G i He
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Dalsze twierdzenia podstawowe.
AR R ST TS RSN T T bG8 YA R F ORI N MR e TN

Twierdzenie o _przemiennosci odwracania i transponowenia krakowianu kwadra-
8t%°.

Dla krakowianu kwadrastego, posiadajgcego odwrotnoéé, kolejnoéé w wykona-
niu dzialen: obliczenia odwrotnodci i transponowania jest dowolna; ina -
czej: transpoza odwrotnoscl takiego krakowianu rdwna sig cdwrotnosci jego

transpozys:
T/a/ = [Tta /" 32

Niech odwrotnoscig krakowianu kwadrastego a bedzie kreskowian &,

zas odwrotnoé‘ciq transpozy tego krekowianmu Ta niech bedzie krako-
wian /Ta /s To znaczy zachodzg zwigzki:

a'e 8 =T 33

/'c_;/i‘ Ta/ =T 34

Jezeli pomnoiymy drugie z tych réwnan przez &, co jest oczywiscie
wykonalne, gdyi wszystkie krakowiany w zagadnieniu sg tu kwadraste
i réwnowymiarowe, otrzymamy:

/Te /" ta.a'=1. 2" =T/a/
Po zastosowaniu twierdzeniea asocjatywnego znajdziemys

/Ta /'[a'e a] =T/a™/ 3s

i ostatecznie, uwzglegdniajgc /33/:
/Te /% T =T/a"/

czyliz /Tta /"= T/a'/ cenedo 36

Uwagae W twierdzeniu zakladamy milezgco, fe istrnienie odwrotnoéci krakoe
wienu kwadrastego skutkowaé musi istnienie odwrotnosci jego transpozye
Zaioienie to jest oczywiscie siuszne, gdyi warunkiem istnienia obu tych
odwrotnodci jest niezerowosé tego samego wyznacznika.

Twierdzenie o odwrotnosci iloczynue

~4

Jezeld krakowiany kwadraste a i b posiadajg odwrotnosei a™, b, to ilo=-
czyn a.b posiada odwrotnosc /ab/ , ktora rowna sie¢ &.b :

/ab/" = a’. b /gdy & i b kwadraste i posiadajg odwrotmosci/.—38

Stosujge do iloczynu &' b'e /_a_p/ twierdzenie asocjatywne napiszemy:

&y /ab/=a'[abTb?] = _4"{_@ [tne Th]} = a'faeT|-a"% a =1
i ostatecznie: Q-‘o D-l =:£o't /Lb/ﬂa /g__t_)/-A CeNede

Z twierdzenia wynike bezposrednio, ie dla znalezienia odwrotnosci krako-
wianu kwadrastego wystarczy rozioiyc¢ go na czynniki kanoniezne kwadraste,
obliczyé ich odwrotnosei i znalezié iloczyn tych odwrotnosci. Krakowiany
z ktérymi bedziemy mieli do czynienia w zagadnieniach interpolacyjnych
dajg si¢ przytym - jak dalej zobaczymy - rozktadeé na czynniki kanoniczne
kwadraste o postaci trdjkgtnej, tezne na czynniki, ktére uméwilismy sieg
oznacza¢ g i he

Obliczenie odwrotnodci & ' krakowianu a

geh , wyrszimy wigc wzorem:

a‘= g’ h 39
R T IR A R0
stanowigeym szczegdlny wypadek twierdzenia o odwrotnosci iloezynu /38/



i dajgcym sig wysiowié jn: odwrotnoéé krakowianu kwadrastego, rozkiadal-
nego na tré jkgtne czynniki kanoniczne jest iloczynem odwrotnosci tych
czynnikowe

Twierdzenie o przenoszeniu ostatniego czynnika na drugg strong réwnania.
Jesell dwa 1loczyny Krakowianowe tworzg rownanie 1 ostatni czynnik jedme-

go z iloeczynéw jest krakowisnem kwadrastym posiadajgeym odwrotnosc¢, moina
przeniesé ten ostatni czynnik jako ostatni na drugg strong réwnania trans-

ponujge go i odwracajgce.

E Eos k—K = Koo ik ———————3¢

Niech begdzie réwnanie: k. k, = k, gdzie k, 1 k, sg krakowia-
nami, lub iloczynami krakowianowymi, zas k, jest krakowianem kwa-
drastym, posiadajgcyn odwrotnosés

Transpoza tej odwrotnosci /jake odwrotnoéé transpozy / bgdzie mia-
ta tyle wierszy, ile ich ms transpoza krakowiamu k, , czyli tyle
wierszy ile krakowian k, ma kolumne. Poniewai i iloczyn ki ks /
musi posiadaé tyle wierszy, ile krakowian k, mas kolumn, krakowia-
ny /k, k, / oraz T k;' sg réwnowierszowe, a wigc wymnaialne.
Mozemy wige pommnozyé¢ obie strony rdwnania:

k k =k przez T k., .+ Otrzymamy:
kk.Tk'= k Tk a po zastosowaniu twierdzenia aso-
c jatywnego:

-1

k, /Tk;' Tk./=k, Tk;' ezyli k / (k) (Tk)/=k: « Tk,

lubs

a wige: k. Collede

Twierdzenie jest podstaws metody rozwigzywanias ukladu réwnan liniowych,
zwanej " metodg nieoznaczong".

Twierdzenie o obliczaniu wartosci wyznacznika.

Jezeli krakowian kwadrasty & utworzony z tabeli a wyznacznika / a /
daje sig roztoiyé na trd jkatne czynniki kanoniczne kwadraste g h , wow=-

czas wartosé wyznacznika obliczy¢ mozina jako iloczyn elementéw polozonych

na przekgtnych gidwnych krakowianéw g i h , a w szczegélnoscl, gdy ele-

menty na przekgtnej krakowianu g przyjmiemy réwne jednosciom - wartosé

wyznacznika bedzie iloczynem elementéw na przekgtnej czynnika kanoniczne-

go k.
a=gh [a/= TWh: g, aprzy g =1 /a/= Wh——40

Wiadomo, ze mnozge kolumnami dwie dane tabele wyznacznikowe npe
/ e/ i/ h/ otrzymamy tabelg, ktérej wyznacznik bgdzie iloczy=-
nem wyznacznikéw danych tabel ¥)

*)Por: profeWeSierpiriski - Zasady algebry wyiszej. Metoda Banachiewicza
obliczenia wyznacznikdéwe



Poniewai definicje mnoienia krakowianowego pokrywa sig z defi-
nicjg mnoienia kolumnami tabel wyznacznikowych, mnoigec tabelg
wyznacznika / g / identyezng z tabels krakowiamu g przez
tabelg wyznacznika / h / identyczng z tabelg krakowianu h,
otrzymamy tabele -yznacznika identyczng z tabelg krakowianmu

8 = g o h » Skoro zas tabele krakowianéw g o h sz kanoniczne
i trojkqtne, tezne pod przekgtng giowng majg wqucznie elementy
zerowe a wartosé wyznacznika o takiej tabeli rdwna jest iloezy-
nowi elementéw potozonych na gidwnej przekgtnej,* mozemy i
wartosé wyznacznika / a / obliczaé jako iloezyn elementdéw na
gidwnyeh przekgtnyech krakowianéw g 1 h , na ktére rozioiylismy
krakowian a . Jezeli przytem bgdzie g; = 1 otrzymamy osta-
tecznie / a / = T hy;

Techniks rachunkowa rozkiadu na tréjkgqtne czynniki kanoniczne g h »

Przed przystgpieniem do zbadania warunkéw rozk*adelnosci krakowianu na

tré jkgtne czynniki kanoniczne przerobimy przykiad liczbowy takiego rozkia-
due UZatwi to nastgpnie sledzenie dowodu twierdzenia o warunkach rozkia-
dalnoscie

Zauwazymy przedewszystkim, ze przystepujge do rozioienia krakowianu na
czynniki kanoniezne tré jkgtne zaloiy¢ mozemy dowolne - byle rdzine od ze-
ra - wartdsci elementéw, polozionych na giiwnej przekgtnej jednego z czyn-
nikéwe Z reguiy zaktadamy tu jednosci na gidéwnej przekstnej pierwszego
czynnika ‘/‘5,/ e Ilosé wierszy w czynnikach kanonieznyeh przyjmu jemy
réwng ilosé wierszy krakowiamu rozkiadanego na czynnikie. Poniewaz ta 1los¢é
wierszy réwna jest ilosci kolumn drugiego czynnika - czynnik drugi / h /
jest przy rozkiadzie krakowianu na czynniki tré jkgtne zawsze krakowianem
kwadrastyme.

Schemat rozkiadu na czynniki tré jkgtne mozemy zilustrowaé ponizszym rysun=-
kieme

n kolumn m kolumn n kolumn
I. X X X X X X X 8y 8y ¢ o o o 8y |
0 1 = x x 0 x x = B e o §
0 0 . X x g 0 x . ® ® c;f
g h a

w ktérym elementy szukane w zagadnieniu zasymbolizowalismy przez krzyzyki

X Xeo
Ilos¢ elementdw szukanych rdwna jest tu ilosci rdwnad algebra-

icznych, dostarczonych przez réwnanie krakowianowe g » h = 8

Mamy bowiem w krakowianie g: lgm m elementéw danych, oraz

nm _._l%ﬂ__ m szukanych,

X) Pors prof.W.Sierpirfiski - Zasady algebry wy:iszejs Metoda Banachiswicza ob-
liczenia wyznacznikdwe
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w krakowianie hs lzm
téw szukanych wynosi wige: nmm 1 réwna jest iloéei elementdéw krako-
wianu ae. Ze zas kazdy element krakowianu a dostarcza jednego réW=
nenia: /9/

m elementdw szukanyche Lgeczna ilosé elemen-

EEL !;j = & 41
lub, w postacl algebraicznej:

42

i » Bi + & o By + eee g e i = 8y

zes ogdlna 110éé elementéw wynosi m x n - zadanie moie byé Jedno-
znacznie rozwigzalne. Warunkiem rozwigzalnodci bgdzie zgodnosé mn
réwnai typu /42/ , co rozpatrzymy dalej.

Obecnie przystgpujemy do rozwigzania zadania liczbowegoe. Rozwigzanie spro-
wadza sig do stopniowego mnoienia kaidej kolumny krakowianu g przez ko=
lejne kolumny krakowianu he. Kaide mnoienie kolumny przez kolumng pozwala
na znalezienie jednego z brakujqcych w krakowianach g i h elementéwe Zna=
leziony slement wpisujemy natychmiast w odpowiednim polu tablicy. Rachunek
najlepiej - nawet w wypadku najprostszych okrggtych liczd - prowadzic na
arytmometrze, ¢o pozwala na jednoczesne mnozenie i sumowanies Dla uniknigcia
pomyiek w wyborze kolumn dogodnie jest posiugiwaé sig wskaznikemi, oznacza=-
jgeymi mnozone kolumny /staléwka, zapatka i tepe/

Przykiad liczbowy.

2 4 4 14
RozYoiyé na czynniki trd jkqtne krakowian: a =14 13 23 58
2 5 11 40
Schemat rozkiadu bgdzie mial postac:
& h a
b 4 4 14
1 4 13 23 58
1 0] 0 2 5 11 40

Poniewai rezultatem mnozenis pierwszej kolumny krekowianu g przez pisrw-
523 kolumng krakowianu h me byé 2 , brakujgcym slementem piss-¥szej ko=
lumny krakowianu h musi byé 2. Mamy bowiem 1e2+4060+40.0 = Z. Liczbg 2
natychmiast wpisujemy w pierwszym polu pierwszej kolumny krekowianu h,
poczym przystgpujemy do mnoienia plerwsze] kolumny g przez drugg kolumng
he Z mnozenia tego wycliggamy wniosek, ie pierwszym elementem drugiej kolume
ny h Jjest 4 /1444040#0.0 = 4./ Mnoienie pierwszej] kolumny g przez
trzecig h daje ha- 2+ Po przemnozeniu pierwszej kolumny g przez caly
krakowian h scheumat begdzie juz zawleraz $trzy poszukiwvane wielkodel h, hy

b
34

1 ' 2 4 2 2 4 4 14
0o | 1 0 4 13 23 58
o0 6 3 0o | o 5 5 11 40

Mnoige teraz drugg kolumng krakowianu g przez: pierwszg, drugg, trzecig
kolumng h otrzymywac bgdziemy stopniowo g, ¢ 2 = 4 tezne g, = 2 dalej:
24 + leh, = 13 tezns h,, = 5 wreszcie: 22 +# 1-h, = 5 teje h,, = 1.

Kazde mnozenie kolumny przez kolumng dostarcza po jednym elemencie brakujg-
cym, ktérego natychmiastowe wpisanie w odpowiednim polu umozliwia nam dal=-
szy rachuneke Po przeprowadzeniu caiego rachunku otrzymany:
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g h a
1 2 4 i 4 4 14
10 1 3 6 (1 5 1 ¢=4 4 13 23 58 L
| 0 0 1 5 | 0 0 4 ) | 2 5 11 40

Twierdzenie o rozkiadalnosci krakowianu na czynniki tré jkgtnes

Krakowian /kwadrasty lub poziomy / jest rozkadalny na trsjkstne czynniki
kanoniczne jeieli kazdy z wyznacznikéw giownyeh tego krakowianu jest rdzny
od zerae. Wyznacznikami giownymi krakowianu nazywamy przytem wyznaczniki,

ktérych tabele powstajz z tabeli danego krakowianu i posiadajg na gXdwnej
przekgtnej 1,2,3.esem kolejnych elementéw gidwnej przekatnej krakowianue.
Wyznaczniki giéwne krakowianu a oznaczaé bgdziemy /a,/ /2. [ees/a,./,
krakowianyo o identyeznych tabelach z tabelami wyznacznikdw gZéwnych oznae

czac bgdziemy &, 8jzz+se8mmi nazywaé giéwnymi krakowianami wyznaeczniko=-
wymi krakowianu.

Twierdzenie o rozkiadalnosci moina wige zasymbolizowaé jene:

a = _8_02 —_ /&u/#o 1 = 1le2eeem — 43

gdzie krekowiany g i h sg trdéjkqtnymi czynnikami kanonieznymi krakowianu
a, przyczym h Jjest kwadrasty.

Wyznacznikami gidwnymi krakowisnu & :

i 8, 8, eeeld, &4, -t
a, a, a, 8mz ey &,
a(a azs aaa ams a(m")s an:
4 A B -8 8w 8@ 8y ¢ bedg wyznaczniki /a, /
£ % x . . . 1=lele3ecem—144
. . ° ° © .
L& 8;n &in 8mnm Qnm Qom )

to znaczy wyraznie:

a “ a 24 aJl
a, @
Ja, /= a, /a./ = * Sl A B - Bl Ja. /= o, & ‘ayl 3 teds
a 2 & 22 a a a
13 23 3

1
4 nie jest rozkiadalny na czynniki

2
W szezegélnosei krakowian: a =4
1 4] karoniczne trdjkgtne g h

© Oy W

gdyz Jjeden z jego wyznacznikdéw gidwnych jest zerem:
jest odmienny od zeras

2 3| - . .
s &l " 0 choc¢ drugil

< 3 1
4 6 4| = 20604 + 4431 + le34 = lebel = 46302 = 40344 = =6
l1 3 ¢4

Nierozkiadalnosé tego krakowianu Xatwo tei skonstatowaé zestawiajzc schemat
rozkiadus

1 1.5 b 4 1 2 3 1
0 0 0! 4 4
0 0 1 0 0 1 &

z ktérego zaraz wynika nierozkiadalnosé /wyraz h,, musiaiby byé zerew/.
Z nierozkiadalnosci tej nie naleiy jednak wyciggaé wnioskdw, dotyczge
cych niestosowalnosci metody krakowianowego obliczania wartosci wyzne-
cznika w naszym przypadkue Wystarczy bowiem w naszym wypadku przesta-
wié¢ kolumng drugg wyznacznika na qiejsce trzeciej i odwrotnie i rozio-

iyé otrzymany tek krakowian a':|i zél ne czynniki tréjksgtrne. Otrzymamy:
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1 OeS 165 2 4 1 2 h & 3
0 1 g |- 0 2 3.5| = 6
0 0 ! 0 0 le5 1 4 3
¢ 1 3 ¢ 3 I
Skad wartcsé wyznacznika: [4 4 6| = 22.1.5=6 a wige: |4 6 4]==6,
1 4 3 1 3 4

co zresztg jui obliezylidmy.
Zatrzyralismy sig diuiej nad wyjasnieniem na przykiadzie mozliwe]
nierozkiadalnosci krakowianu kwadrastego o niezerowym wyznaczniku,
gdyz w kilku, wartosciowych zresztg, pracach w neszej i obcojgzycznej
literaturze krakowianowej] autorzy podeajg niezerowosé wyznacznika kra-
kowianu kwadrastego jsko wystarczajgey warunek rozkiedalnosei na czyne
niki tréjkgtnee
Dla interpolacji sprawe jest zresztg bez wigkszego znaczenia praktycz-
uegoe
Dowéd twierdzenia o rozkiadelrosci przeprowedzimy jak nastgpuje. Rozkiadale
nosé¢ krakowienu a na czynniki kanonieczne tré jkgtne jest identyczna ze
speinieniem rdéwnania:

- 8, B, &, 02 g B, ., *°°8, 1 (R, h, h, eeeh,)f2a, &, &,ece8, 8,.,cce8,
g’& g:z gmz 8(mﬂ)2 gnz h:z hu hrnn au an agz amg a(.....,z anz
1 g, - - g, L4 hy h,Ha. a, &, 80 8y a, »—45
§oo Gore B Baflt 2 & 2 % -
s ® » e o ¢ o .
e o ° © e o e e .
gmm g(mu)m gMﬂJ L hmna Lann azm asm amm a(mu)m anm

w ktérym elementy na gidwnych przekgtnych pierwszych dwu krakowiandw majg
byé réine od zera tezne

T 0 hy # 0 dla i = 1le2e3 e0e m——— 46

Réwnanie to jednak mozemy - 2zupeinie nie zmieniajge jego tresci - napisaé
pod postacig nastegpujgcego szeregu rdéwnen:

{gu} {hu} - {au}
g, &.l|lk h, e, 8,
8,, hzz B - ¥ a,
8« 8x 8u||hs By hy a, ay 8,

g, & h, h,p=18, 8, 8,

47
g, hy 8, 8., 8y
r 1 ’, N
Zy By By ooe rhu hu hgq Ty hm, 8y 8, 8y eee 2y
2 8132 *** G, hz hs, eoe hme 8 8; 83 ese 8m
. 81 o0e m .7 hy; eeo hp § = W 8, 8, 8, cee am,r
L > L] L ] ® L J
L] L L] L * L
- * o ® L L]
L L J
. gmmJ e ham 8 8yn 8ip ammJ

wyznacza jzcych zwigzki migdzy elementami h kvadrastego krakowianu h

oraz elementami g a wystgpujgcyml w najwigkszym z wyznacznikéw Fidwnych
krakowianéw g i a , z dolgczeniem szeregu rdéwnasn:
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[ h [ B [‘ 3
g(mn;4 h“ hzu hm LA A 4 hn'u a(..m),
g(mu)g hzz hag LN N hmz a(m”)z

W meps (1 hy, ese h, : = ‘W &) (
® L L
- ° ’
° . ®
g(mn}m £ ¢ hmnm ) & (msnm J

. L 2 5 r 1

& h, h, h, ece h, a,
e hu haz oeo hmz &, L
380 - has eeo hms o S - P
° . ®
b * °
L4 . °
°
Lgnm/ L ° hmm J L anmJ

ktére wigig elementy h kwadrastego krakowianu h =2 elementeami g a kra-
kowianéw g a znajdujqeymi sig poza ich wyznacznikami giiwnymie

Wartodei g h a speiniajgce uktad /47 48 / spezniaé bedg uktad /45/ 1 od-
wrotnie. Ukiad /47 48 / pozwala zaé odrazu zauwaiyé, ie rozkzad krakowianu

a na czynniki trdéjkgtne mozemy uwazaé za jednoczesne rozkiadanie na czynni-
ki troé jkatne wszystkich gXiwnych krakowianéw wyznacznikowych krakowienu a
/41/ z doigezeniem zwigzkéw /48/s Skoro zadé rozkad krakowiamu a na czyn-
niki trd jkgtne jest uwarunkowany takimie rozkzadem jego gidwnych krakowianow
wyzracznikowych, zad wartcéci wyznacznikéw o tabelach identycznyeh z tabelami
tych krakowiandw wyznacznikowych bedg /jor.twierdzenie o wartoscli wyznacznie

xa /40//s B B ik

/ 8./ =h, g b. g 49

® & ¢ & & & § o 0 &

/ 8w/
prayczen /46/ /a. / %

Ine [/ ¥
/am/ # o

Widzimy, ie warunek niezerowosel wyznacznikéw gidwnych rozkiadanego krako-
wianu istotnies jest koniecznye Przy zachowaniu tego warunku speinig sig tei
réwnania /48/, gdy:z kaide z réwnai grupy /48/ jest ukiadem m réwnan o

m niewiadomych i tym samym wyznasczniku gXéwnym ukiadue Piszgc npeostainie
réwnanie grupy /48/ pod postacigq wyraing ukiadu réwnan algebraicznych o nie-

wiadomych g, 8, - &, otrzymamy

hn h”"'hmm 8“ 812 ...smm

Q

50

o

gm hﬂ = am
g ni hz( ¥ gn; hzz = &
gm hﬂ' + gnz hsa * gng hss = ana

8. hey + 8., hoo + 8, h,, + soegg, h.. = an

Ze zas wartosé wyznacznika tego
/i innyeh grupy 48 / bedzie:

53 = h, h,, eee h,,
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otrzymujemy jeko warumek rozwigzalnosei grupy /48/ warumek h, h. eeeh..% O,

ktéry jest speinionye. Tym samym twierdzenie o rozkiadalnosci zostalo dowie-
dzionee

Twierdzenie o odwrotnoéei krakowianu kanonicznego kwadrastego w postaci
tro jkqtnele
Odwrotnos¢ kwadrastego krakowianu kanonicznego w postaci trdjkgtnej istnie-
je zawszee. Elementy poXoione nad giowng przekgtng tej odwrotnosci sg zera=-
mi. blementy poZoione na giownej przekgtnej odwrotnosci sg odwrotnosciami
odpowiada jaeych elementow przekgtnej giownej krakowianue

Oznacza jgc krakowian przez k a jego odwrotnosé przez 1 , zasymbolizuje=
my twierdzenie rdwnaniems

’ku kK. k31 s00 k,“W r]_“ A
ki’z ksz knz 112 122
1 Koy Kt 410 1a Ly - = T mozliwe zawsze
i . : s . przy ki # o ; —51
: : : : i Skutkuje lu: TS’
L k""J le 12n lan LXK ] lnn J w

Niech bgdzie krakowian kenoniczny kwadrasty o postaci tréjkatnej k /51/.
Oznaczmy przez 1 kraekowian kwadrasty o takich samych wymiarach i zbadaj-
my moiliwosé istnienia elementdw 1, speiniajgcych warunek:

kel = T czyli wyrainie:

(k“ k:z km oo lcm1 (l« 1. lsi e ln(\ ] ) § ]
kzz kaz knz 112 lzz laz lnz o
{ ksa kns - 113 123 133 lna r = 3 l g —_— 52
° L ° [ 2 L ]
® ° ° . °
L] . L3 e [ ] L
L knn‘ Llln 1211 13n lnnJ L 1)

¥nozgec kolejno plerwszg kolumng Xk przez kolumny 1 otrzymujemy zaraz:

KoLy = 1 oraz ki, ¢« 1. =0 k, 1,= 0 eeok, ¢ 1,= O s3kad, poniewa:z
% zaiozenia k, # 0, bedzie
l":‘é“ 12,30/ 13,=0 onoooooolm=0

Mnozge drugg kolumng k przez kolejne kolumny 1 otrzymywad bedziemy:
kzc * ln" k::' llz = O k?l' o + kzz' lz: = 1 kzc' O + k22 132 = O ...kh lm + k2i1n2=0
skgd, poniewa:i k, # 0 , begdzie
1

1723 ‘Ezz 13220 oooooooolnzzo
Zupeinie analogicznie mnoige trzecig eeen tg kolumng k przez kolejne ko=
lumny 1 otrzymywaé bgdziemy

l, = = ¢ » o o ¢ 0o o l1.=0

k..

- = s W o W e

i
Ko

Widzimy wige, fe o ile istnicje odwrotnoéé k' = 1 musi mieé ksztart /51/
tezneelementy poloione nad przeksgtng glowng muszg byc zerami, a elementy na

lnn =
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na przekgtnej giéwnej muszg byé odwrotnosciami odpowiadajgeych ele-
mentdw k. o Pozostaje uzasadnié pierwszy czgsé twierdzenia, to znae
czy wykazad ie wszystkie elementy /schematu /51/ sg zawsze wyzna-
czalne. Piszgc réwnanie /51/ pod postacig uk¥adéw réwnan algebraicze
nyeh o niewiadomych 1 otrzymywaé bedziemy:

1/ dla ukladu niewiadomych 1, 1, eees L. :

ku 1, = 1
kat ln + kzz 112 20
k:u lu + kgz 142 + kag l.’a = 0 - gAEm=——rcrey 53
k. lu + knz l'z + kna l; eccovecennnl,, 1o = 0 J
2/ dla uktadu niewiadomych 1. 1. eeel,
kzz l?t =
sz 122 + kas 123 =
knz 122 + k,,a 123 esconcossesK,ml,, = O i tede

Bgdg to wszystko ukiady o wyznacznikach tré jkgtuych posiadajgeych
na giséwnych przekgtnych zespoly elementéw ki , a wige zgodnie z za-
tozeniem ki # O, bgdg to wyznaczniki niezerowe. Ze zas do wyznaczee
nia t niewiadomych z t réwnand niejednorodnych wystarcza niezero=-
wos¢ wyznacznika ukiadu, wielkosci 1 bgdz zawsze wyznaczalne.
Latwo przytem stwierdzié z pierwszyeh réwnad ukiadéw /53//54/ , ie
bgdzie zawsze 1. = % jak to jui otrzymalismy poprzednioce.

(P # et kLL

Technika obliczania odwrotnoscie

Widzielidmy /39/, ie odwrotnoié krakowianu kwadrastego wyrazié moina jako
iloczyn odwrotnosci jego czynnikéw kanoniecznyech g he Poniewa: mnozenie
krakowianowe jest, przy rownowierszowosci czynnikiw, zawsze wykonalns,
wynika stgd, Ze krakowian kwadrasty rozkiadalny na czynniki g h ma zawe
sze odwrotnosd. .

Obliczenie tej odwrotnosci wymaga L/ roztozenia krakow! nu na czynniki
kanoniczne, 2/ obliczenia odwrotnosci tych czynnikéw i 3/ obliczenia ilo-
czynu tych odwrotnosci. Pierwdzg i trzecig z tych czynnosci umiemy wyko=-
nace Drugg tezne obliczenie odwrotnosei krakowianu kanonicznegoe kwadrase
tego o postaci trdjkqtnej najwygodniej wykonaé analogicznie do rozkiadu
na czynniki kanoniczne, to znacay przygotowujge schemat trzech krakowpae
néw zagadnienia k k'i T w ktérym wypisujemy wszystkis wiadome bez rachun~
ku elementy 1 wypeiniajgc go stopniowo w drodze kolejnezo mnoienia kolumn.

Taki schemat mieé¢ bgdzie np: dla krakowianu X o czterech wierszach i ko=
lumnach postac:

k, k, | k, k. . 0 Y 1 0 0 G
0 Kee | Koo | Kao 0 ¢ |11 O 1 0 G
0 0 Ki; | ki C C 0 1 O
0 0 0 k., 0 0 0

k k' T

gdzie zasymbolizowanc przez punkty elementy znajdowane w toku rachunkue



Przykiady najlepiej rzecz wyjasnig.

Przykiad liczbowye. 5 14 6 5’
Obliczenie odwrotnoéei krakowianu kanonicznego a =)0 4 6 0| daje:
trd Jkatnegos 0 0 1 =<
0 0 0 4
5 14 6 5 0820 0 0 (4] 1 0 0 O
0 4 6 0l . ]-0s70 0625 O 0 _Jo 10 of
o 0 1 2 3.00 «le50 1.00 O 0 0 1 O
0O 0 0 ¢4 =175 075 =050 025 0 0 0 1
2 a T
Przykzad liczbowye 4 8 4
Obliczenie odwrotnosci krakowianu kwadrastego: a =41 2 6 8
-2 1 12
Rozpoczynamy od rozkiadu na ¢zynniki kanoniczne g h otrzymujge:
g h a -
3.0 X 4 2 =2 4 8 4
0 1 3730 2 5 = 2 6 8
0 0 1 0 0 -1 -2 1 12
Obliczenie odwrotnosci krakowianéw g i h daje:
8 & T
l1 21 E &0 1 0 O
0 1 3p+7=2 1 0¢ =501 0
0 0 X 5 «3 1 0 0 1
oraz i N e
4 2 =2 0s25 0 0 1.0 0
0 2 5 e =0s235 0650 0 ={0 1 O
0 0 =1 =1e75 2050 =100 Q.0 L
Stazd odwrotnodé a’':
g’ )y a
1 O 0e25 Q 0 =800 5000 =1le75
-2 1 0 =025 0e50 0 = 4 11e50 «=7400 2450
S5 =3 1 =175 250 ~1le00 ~500 3,00 ~1l.00

Kontrolg rachunku stanowi stwierdzemie, Ze iloeczyn krakowianu a 1 jego
odwrotnosci jest jednostkgq krekowianowg T .

4 8 4 =800 5600 =175 1l
6 8 . 1150 7,00 2850 ¢ = 0
- 1 12 =500 300 «1,00 0

O = O
-~ OO0

o
&
"
F

Krakowianowe rozwigzania uk¥adu n rownan liniowyeh o n niewiadomyche

Algebra krakowianu daje réine moziliwosei w rozwlgzywaniu ukiadéw réwnan

liniowyche Rozpatrzymy tu dwie metody, "metodg niscoznaczong" i "metode roz=~
k¥adu na czynnikie. Pierwsza z nich jest Tachunkowo duza ucigzliwsza od dru=
giej; ma jednak ona zaletg w niektdérych zagadnieniach bardzo cenng: elemen=
ty krakowianu spéiezynnikéw wchodzyg w dziaianle z elementami krakowianu wye
razow wolnych dopiero w korcowym stadium rachunkue W wypadku rozwigzywania
grupy ukiaddéw posiadajgeych ten sam krakowian spdiezyunnikdw metoda niecoznae




czona jest wigc wysoce ekonomiczna.

W dalszym ciggu pracy stosowalismy tg metodg, rozwiazujgec zagadnienie wve
rownania metodg najmnie jszyeh kwadratéw tablie wielomianowych.

Metoda ta moze-tez by¢ cenna w tych zagadnieniach wyrdwnawezych, w ktérych
opréecz wartosei niewiadonmyeh z ukiadu réwnani normalnych Gaussa poszuku jemy
srednich bigdéw tych niewiadomych. MNamy tem bowiem doczynienia 2z grupg
ukiadéw, w ktoryech przy niezmieniajgeym sig krakowianie spéiczynnikdws

[aé]{aﬁ]racl .

a = [ab] [bb] [be] 55
[ac] [be] [ec] -
® - L L] * ® L]
Wystepujg kolejno réine krakowiany wyrazéw wolnych:
la1] 1 0 0 0]
!._9-_- [bl] J_._,: 0 _;_.3'.': 1 Laa 0 see |0 = k. 56
[?1] 9 ? 2' 4 9 -
' :

et

Metoda rozkiadu na czynniki jest w rachunku zwykiym duzo ekonomicznie jsza
/jest to niewgtpliwie najekonomiczniejsza z istniejgeych metod rachunkoe-

wych niemechanicznych /. Stosujemy ja w dalszym ciggu pracy dla rozwigzy-
wania wielu zagadnien interpolacyjnych, nadajge jej zresztg cokolwiek ode
rmienng od klasyeznej postaé i nazywajac metodg zerowania tablic /str.za.

Umawiajgc obie metody bgdziemy zakiadali, ze wszystkie wyznaczniki gidwne
krakowianu spdiezynnikéw sg roine od zera to znaezy wyraznie, ze ukiad row-
naid liniowych, ktdry znakowaé bedziemy jenes

a x + b,

Y + ¢ 2Z + eeefiN= :

a, X +b, y + Z + seemN= 1,

y ¢

C.

a, X + b, Z + eseeni= 1, 57

® o @ ©o & @ o

y

g, X + b, + Ch, Z ¥ soepgli= l,,

posiada krakowian spéiczynnikéw - oznaczaé go bedziemy przez a = teje:

a, b, € eese N,
a, bz G, ese I,
a = ?3 Ps ?3 eoe 1.13 58
& b G n,,l I e
nietylko o niezerowym wyznaeczniku: /a/=|a b e n |+ 0 —59
a, b ¢ n,
. 'S &
8 by 6, N0,
3 a‘ bl
lecz i niezerowych wyznacznikach /h“ / = la b # 0
2 2 Vg 60
a, b e
Ja. / = |a. b, e, |+ 0 1 tede
a, b, ¢

Tekie ograniczenie nie bgdzie mialo znaczenla

praktyeznego, gdy stosujge

metody krakowianowe do pewnych uktaddw typovych dla zagadnien interpolsacy je



nych /bgdq to uklady o wyznaczniku Vandermonda i pokrewnych /stwierdziny

w formie ogélnej, ze krakowiany tych ukiaddw posiadejg wrasnosé¢ niezeroe-
woseil wyznacznikéw giéwnyche Ograniczenie przynosi zas tg korzysé, ie uwal-
nia nas od rozpatrywania zagadrienia przestawiania kolumn i wierszy niezs-
rowego wyznacznika /@/, prowadzgcego do niezerowosci wszystkich wyznacz-
nikéw /a, / *) oraz pozwala nas zmechanizowanie pracy rachunkowe]je

Zauwazymy jeszcze, ie przy oznaczeniu przez X krakowianu niewiadomych

zas przez 1 krakowlanu wyrazéw wolnych, teznewyrainie:

X s 2
v 1,
X = Z oraz 1 = 231 —_— 61
° == L]
N Lo

z zachowaniem dla krakowisnu spélezynnikéw oznaczenia a /55/ ukiad n

réwnai linfowych o n niewiadomyeh /57/ przyjmujs postaé révnanis krae
kowianowegos

XeTa = 1 62

Rozwi%zanie ukiadu n réwnan liniowych o n nieswiadomych "metody nieozna=

czon

ﬁ;ﬁT&ﬁ z zastosowania do réwnania /62/ twierdzenis o przensszeniv ostat-
niego czynnika na drugg strong réwnania /str.l@/. Poniewa: zgodnie z ogra-
niczeniem /59,60 / krakcwian kwadrasty a posiade odwrotnodé, & tymsamym
posiada jg i krakowian Ta /por:te: /33// memy ocdrazus:

x=1.8" -

TR A3 ML PR
czyli: krakowian niewiadomych jest iloczynem krakowianu wyrazéw wolnych
przez odwrotnosc krakowianu spéiezynnikows

Przykiad liczbowy.

Rozwigzadé metodg nieoznaczong uklad réwnari: tx +8y +42z2 = 1
X + 6y + 83 = =18
- X + ¥y + liz = =61
Dla znelezienia rozwigzanis /63/: X l 1z 4 s 4]
Y = 018 [ [5) S
2| f-s1) |- #1 12

musimy cbliczyé odwrotnosé krakowisnu spéiezynaikdw, rozkiadajze go na
czynniki, znajdujsce odwrotnesd tych caynnikdw i obliczajge ich ilcezyne
Poniewaz te czynrnosci w stosunku do krakowlanus

[ 4 8 4
g 3’ 2 6 8
(=« 1 1«

dykonalismy w przykiadzie na strei4 otraymujac:

E-SoOO 5600 =1is75
a'=111050 «T+00 2450
1“'5000 3«00 w100

% - XE [ «8s00 5e00 =ls7!
Otrzymamy odrazu: vi= l-la_] [11.50 =700 Zeb

P 4
-5l »5000 300 wlal

-5

[¢]
N
S
}-‘
e
[
1]

3
% -3 y=3 2
Kontrolg rachunku stanowi soprawdzenie, czy znalezicay krakowian niewiado-
myeh speinia réwnanie krakowiancwe: x »Tea = 1 /62/, zsstgpuisce dany
w zagsedpieniu vkiad rdwnan algebraicznyche Obrzymamy:

”o mozliwosei takiegoe przestevienia kolumn i wilerszy niezsrowegzo wyznacznika,
ktére zamienia na niezerowe wszyatkie wyuznaczniki gidwne tabeli, wspomina
profeSicrpinski w Zasadech Algebry Tyzszej, omawiajgze metodg Banachiewiczae
Eliisze szczoegdly ob:"Zur Berechnung der Desterminanten® Banachiewicza /Acta
Astronomica/e



2 J4a 4 2] & 2 -2] | 12
XeTa = 3;Ty 2 6 8;=13 8 6 1l;=1~18
=5 l-2 1l 12 =5 4 8 12 -6l
Wypisywanie te; kontroli w caiej wyrazistosci symboliki krakowianowej «
Jak to zrobilismy powyiej = niema zresztg zadnego celue Wystarczy napisaé

znalezione niewiadome nad odpowiednimi kolumnami krakowianu spdiezynniko=-
wego i wykonaé mnozenie wierszamie.

Przykad liczbowye
Weimy teraz grupg ukiadéw: I II III IV o tych samych spéiczynnikach prazy

niewiadomych: 1 1T III v
4x+8y+4z2 iZd 116 20 20

2x +6y + 8z =18 144 2 28

-2 X+ y + 12z =61 145 27 32

Odwrotnosc¢ krakowianu spéiezynnikéw znamy juz /étr.24 /. Poniewa: rozwigzue
jge kolejno ukiady o krakowianach wyrazow wolnych I II III IV , bedziemy
mnozyli te krakowiany przez tg samg odwrotnosé &', mozemy symbolizujge przez
X, X, X, X, poszukiwane krakowiany niewiadomych ukiadéw I II III IV = na=-
pisaé oirazu:

(& % Xz} = {11111 e -

l
|

12 116 20 20| | =800 5400 =1le75
-18 144 2 28.1 11650 =700 250 ¢ =

«8) 145 =27 32) | =5:00 300 =1e00

. X X,
= g ? 'g g Kontrols rozwigzania bedzie, analogicznie jak w przye
5 12 =3 3 ktadzie poprzednim obliczenie iloezynu {Xl X Xy XjTa

4 3 =2 & 4 2 =z 12 116 20 20
3 7 S Q0¢-18 6 1¢ = 1=-18 144 % 28
«5 l2 «3 3 l4 8 1z -61 145 27 323

Rozwigzanie uktadu n réwnan liniowyeck o n niewiadomyeh metodg rozkiadu
VO e MM N N YOS S, T b B YA SR TS T

na czynniki mie operuje = w przeciwierdstwie do metody nieoznaczoze) = krako-
;Tzﬁgﬁrgigiczynnikéw a /58/ i krakowienami wyrazéw wolmyeh 1 /61/, jeko
niezaleinymi zespoiami, dziaxajgcymi na siebie dopiero m korcu rachunku /63/
lecz wprowadza peiny krakowian ukiadu, tezns zespét wszystkich danych zaga-
énieniae Ten peiny krakowian ukiadu, kitdéry symbolizowaé bgdziemy przez bp ,
okreéla dla ukiadu /57/ réwnanie: i

a, b C, oveve NN = 1,
g b, ¢ esee nn, = 1,
2 = ?, 1.)3 ?3 veoe I.l_: - 1,1 64
L] > ° o~
@ L] L ] -
a, b. ¢ n, 1,
P

Krakowian niewiadomych powigkszony przez dopisanie jednosci - zasymbolizuje-
my go dla odréznisniz od krakowianu x 61/ duig liters X - to znaczy wye
raznie krakowisn:

(=)

<
i
N
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1 peiny krakowian ukiadu p , zwigzane sg réwnaniems
XeTP =0 66

stanowigeym krakowianowe ujgeie ukiadu réwnad /51/, gdzie O oznacza kra=
kowian zerowy, tezns krakowian, kiérego wszystkie elementy sg zerami ¥),
Poniewas krakowian p Jjest przy przyJjetyeh przez nas zatoieniach /59,60/
rozkiadalny na czynniki kanoniezne tréjkgtne g h /porestre 25 /) -
przyczem pierwszy czynnik bgdzie zawieratl n+l , a drugi n kolumn « memy:

P=geh 67
#
gkgd po podstawieniu do /66/.

X/t(geh) /=0 czyli X/ng /=0 —— 68
Iub po zastogowaniu twierdzenia dysoc jatywnego:
XeTgeh =0 czyli /X Tg/h=0 69

a po przeniesieniu posiadajgcego odwrotnosé krakowianu kwadrastego h na dru-
ga strong réwnania /37/: .
X tg =0eTh =0, czyll

S."C_g_ Sg 70

Rozwigzanie sprowadza sig wige do rozioienia peinego krakowianu ukXadu na
tré jkatne ezynniki kenoniczme /67/ 1 do wyznaczenia krakowianu niewiedomych
/65/ z réwnania /70/. Ta ostatnia czynnoéé nie przedstawia iadmych trudnosed
gdyz X Jest krakowlanem Jednokolumnowym a Tg ma postaé tréjkgtng: mqie-
ny wige stopniowo wyzuaczaé elementy krakowianu X mnozge kolejno ten krae
kowian przez kolumny 7Tg o coraz wigkszej ilosci elementéws Czynnosé jest
zupeinie podobna do rozkiadu z tym utatwieniem, ie wszystkie iloezyny ko=~
lumny przez kolumng majg byé zeramie. Moina zresztg nie rozwigzywaé réwnania
wyznaezajgeego X w wyrainej postaci /'10/, wymagajgcej napisania transpo-
zy t& , & poprostu po znalezieniu czynnikéw kanonieznyeh g h dobraé w
drodze mnoienia wierszami taki krakowian: -

{x o ¥ Z eee N 1} 71

aby Jjego iloczyn wierazowy przez kaidy wiersz krakowianu g byZ zereme
Mnoienie X Tg kolumnemi jest bowiem identyczne 2z mnoieniem TX o g
wierszamie. Przechodzimy do przyktadu liczbowego.

PrzykXad liczbowye 2

X+ 6y+ 42+ 2=20
Rozwigzaé metodg rozkisdu na czynniki uktad 14 x + 15y + 26 2 + 25 = O
réwnan: T7Tx+ 21y +1%22 + 27 =0

Rozkiad na ezynniki daje /wyrazy wolne sq po lewej stronie réwnad, 'a nie jak
w schemacie 57/ po prawe] - niema wige potrzeby przy liczbach 2 25 27 zmie-
niaé znakéw/e

g h B
1 3 2 1 2 4 19 i 6 £ 2
0 1 6 7;{30 3 0}!=14 15 26 25
0 0 1 4 0 0 5 7 21 19 27 ) skgd niewiadome w postaci /71/

{-44 17 -¢ 1} -424] (1 0 o 0
i : Jwul]3 10 0
i lub w postaci /70/:{_°, 2 8 1f * 1o
1| |1 7 & 0

*

W wypadku moggeyeh zachodzié wetpliwodei co do wymiarow krakowianu zerowego,
mozna by to oznaczaé stawiajge przy symbolu QO dwa wskazniki, z ktirych je-
den okreslaiby iloéé kolumm, a drugi 1losé wierszye.
Krakowian zercwy posiada pewne wiaséciwosci, zrozumiale bez oméwienia, np:

8 ¢ 0= 0 e 8 =0

Gdy przy kwairastym g, bgdzie x.8 = o , musi byé X=o0 /gdyz X = o.7a"
Oz6lnie z réwnanis: a-b = o nie wyn]i a natomiast, konieeznie: a=o lub h=o
2) 8] -

("”‘ {41 i "9-)
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Kontrolg najwygodniej przeprowadzié miocige wiersz /WL/ tezn:
{-44 17 =4 1} przez kolejne wiersze krakowianu p , co Jest pojgciowo
identyczne z mnozeniem /66/ a nie wymaga wypisania tramspozy T e

ketoda zerowania tablic /%ariantmetody rozkladu na czynniki kanoniczne trd j-

E;tne{.

Mozna wykazaé, Ze przy rdéwnowierszowosci krakowiandw a b ¢ & oraz réwno=-
kolumnowogci krakowianéw & i ¢ 1 réwnokolumnowosei krakowiandw b i d

zachodzi zwigzek:
Eo!‘-_c_og ={:}{:} 72

to znaczy e sumg dloczynéw krakowiandw moina zastgpié przez iloezyn krae
kowianéw utworzonych w drodze kolumnowania odpowiadajgeych sobie kolejnose
cig ezynnikew tych iloczynowe

Tak npe zamiasts 2 1] |1 3 1 I 5 2 8 1 33 43 42 42
3 0{11 5 3}+12 4r16 5 9r=120 15;+318 60 =
4 6] l7 2 4| |v 2/ |4 0o 2 27 25 33 45
75 85
= 47 5
60 170
2 1] [1 3 1
2 S1l: 2 = 75 85
4 6l)J7 2 &
mamy : 3 - 1 47 75
1 5(]2 8 1 60 70
2 4|6 5 9
7 2] |¢ o 2

Niech a i ¢ majg po n kolumn, z88 b £ 4 po m kolumn. Woweczas
bedzies

8 o b + C d = {a azo-o&}{b ooob} {c. Coooc}{d cood

(Qq I_)c) (§z b«) eeo (g:n k!) (Qt g.c) (gz g‘l eoe (c d')
(a/b.) (8,Db)ees (2, Ez) : (€, d2) (€2 d,) ooe (cn 4,)
+

= ® L] o L ] L
(a,bn) (8,bm) (2,bn)] [(cidn) (e, dn) (cnd>
(b + €d) ecoess(ad + ¢4d)
ezyli po dodaniusz ab + cd =| (8 b, + ¢/ d,) eeseena(a,b + ¢ d)|—73
. .
° L2

L(g, Drﬂ + G Qm) essovoe (g,, bm + C; g._m)

al |b| _ |2 8 ece,| [ b seod, | -
Mamy z drugiej strony: |ecf |d C, C, o000, _d_ Q oo'dm
(E,I_J_, + C Q_) evceoe (a.. ba + _c_nd_l)
= (g‘,h + g_) oooooo( ,,E_ + cndz) —_— 74

]

)

]

|}
e e

(=70 |

,.,,) ooooco(&ny_m + _c_,._@_m)

gdzie symbolizujemy przez k; i tg kolumng krakowianu k /k = a b ¢ d/e
Z poréwnania /73/ i /74/ wynika stuszno$é uzasadnianego zwiazku /72/.
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Zastosowanie zwigzku /72/ do metody rozkiadu na czynniki pozwala na skon-
struowanie takiego ukiadu tablic krakowianowyeh, ktdéry pozwela na rozwige
zanie ukiadu réwnan bez positkowania sig bezposredniego definicjg mnoienia
krakowianowego /9/, a wytgcznie w drodze zerowania kolumn i wierszy, to
znaczy takiego dobierania brakujgcyech elementéw w pewnym ukladzie tablic,
aby iloczyn kazdej kolumny pewnej tablicy przez kazdg kolumng drugiej byi
zerem, oraz iloczyn kazdego wiersza pewnej tablicy przez kazdy wiersz innej
byt zereme.
Piszge mianowicie rdwnanie /61/ pod postacig:

Pr=gseh

lub: PCT)+geh =0%

i stosujge zwigzek /72/ otrzymamys

=0

R I
= q

P

co ujgte w jedno podwsjne réwnanie zerujgce ze zwigzkiem /70/ daje:

20T
- =0
gl |2f ~ 75
{x}
n
(o]

Mozne to wysiowic jak nastgpujes dla rozwigzania ukiadu n réwnadi o n
niewiadomych, speinisjgcego warunek niezerowosci wyznacznikéw /59 60 /
naleiy:

17 Zestawié trzy tablice I II III, z ktdrych pierwszg stanowi pelna tabli-
ca spéiczynnikowa ukiadu skolumnowana ze schematem czynnika kanoniczne-
go g , drugg - ujemna jednostka krakowianowa - T skoluwnowana ze sche-
matom czynnika Kanoniczanego h, wreszcie trzecig - schemat wiersza za=-
wierajaey n wolnych miejsc i jednosc¢ mna n + 1 miejscue Tablice I i
II grupujemy szeregowo, III umieszczamy pod pierwszge

a/ Tak dobra¢ brakujgce elementy w teblicach, aby iloczyn kazdej kolumny
pierwszej tablicy przez kazdg kolumne drugiej tablicy byi zerem; oraz
aby iloczyn kazdego wiersza III tablicy przez kaidy wiersz pierwszej
byi zereme Wartosci niewiadomyeh odezytujemy z tablicy 111, przyczem
wartoscli ich zostajg obliczone w procesie wymnazania tablicy 111 przez
dolng poiowe tablicy I, zas skontrolowane w procesie wymnazania tablicy
III przez gorna poiowe tablicy I.

Dla ukiadu trzeech réwnan mielibysmy schemat:

I II I 11

a, b, ¢, =1] |[=1 G O| npedla ukiadu: 2 4 8 6 -1 0 O

a, b, ¢, --1,,1 0«1 O 2x+#4y+8z+6 = 0 513 29 18 0=-1 @

a, b, ¢, =1 | 0O 0 =1| 5x+13y+292+18 = 0 |4 1C 17 24 0 0-=-1

1 % & = s o o 4x+10y+17z424 =0 |1 2 4 3| °* | 2 5 &

o1 . . 0 « o D T 8 I 0 3 2

o 01 . o 0 . 0 'C 1 =2 0 0 =5
III f . 1 f b III 3 -7 2 1 tezZne x=3
y==7 2=2

*
)Symbolem - T oznaczany kragowian kwadrasty, ktorego elementy na przekgtnej
giownej s; rdéwne minvs jednosci, a pozostaie elementy rdiwne zerd.



= 31 ~

Pare uveg ¢ innych metodach krakowianowego rozwigzywanis ukiadéw réwnan
Iingogxch.

Poza metodami, ktdre opisalismy powyiej szczegiélowo, znane sq W obecnym
stenie rachunku krakowianowego jeszeze dwie metody rozwigzywania ukadiw
réwnan liniowych ; z ktéryeh jedna opiera sig na pojeciu pierwiastka krako-
wianowego, & druga na pojgciu dzielenis krakowianiw. Poniewai zagadnienia
interpolscy jne obchodzg sig zaréwno bez pojecis pierwiamstka jak i bez po-
Jecia dzielenia - nie uwazalismy za potrzebne omewiaé szezegdiowo te meto-
dye. Metoda plerwiastka jest zresztg pojeciowo bardzo zblizZona do metody
rozkadu na czynulki kancniczne i sprowadza sig do rozioienia pelnego kra-
kowianu ra czynnriki {h'} i {h 1} gdzie h' jest krakowianem kamoniczaym
tré jkgtnej postaci. Identyezmosé czgéel elementéw krakowiamu {h' 1} z ele-
mentami krakowianu h' powoduje tu pewnsg oszezgdnos¢ w czynnosciach rachune-
kowyech 1 w ilosci zapisdéw. Metoda ta wymage natomiasz obliczania pierwiaste
ka kwadratowego z n elementéw liczbowyeh, czego w zwykilej metodzie rozkila-
du nie mamy. Ponadto meioda ta daje sig zastosowacd tylko do ukiaddéw symetrycze-
nych i stanowl raczej specyficzng metodg rozwigzywania ukiadéw normalnyeh
metody najmniejszych kwadratéw, w kidrej przynosi wybitne korzysci w dzie-
dzinie obliczania bigddéw érednich. Metoda oparta na pojeciu dzielenia krako-
wianéw korzysci techniczno-rachunkowych nie przynosi, jest natomiast inte-
resujgca przez svwy wigkszg ogdlnoscée Szezegdly dotyezgce metody pierwiastka
krakowianowege - poze obcojegzyeznymi publikac jemil tworcy metody profe.Te.Ba=-
nachiewicza - znaleié moina w ecytowanveh juz pracach polskich profeZelare
chatowskiego i inie.Kochmanskiego. Algsbraiczne ujgcie metody pierwiastka
krakowianowego podaje w artykule "Algebraiczrne ujgecie algorytmu Eanachiewi-
cza" /Przeglad Geodezyjny NeII.12 Warszaws 1947/, oraz w odbitce swiatlo-
drukowej: " Rozwigzywasnie ukiaddw riwnen normelnych Gaussa z jednoczesnym
obliczeniem srednich bigdéw niewiadomych przy pomocy algorytmu Banachiewicza"
/Warszawa 1%47. Geodezyjny Instytut Naukowo-Badawczy/. lMetoda dzielenia po=-
dana jest w " Resolution d"un systeme d‘equations lineaires algebriques
pardivision /T.Banachiewicz Krakéw, Bruxelles 1941/, oraz w Algebrze krakoe
wianowej profsTeBanachiewicza /w rgkopisie/e

Krakowiany typu Vandermonde’a i ich rozkladalno$é na trdjkatne czynniki ka-

oniczue.
E;agowianem potegowym lub krakowianem typu Vandermonde“a bgdziemy nazywali
krakowian n wierszowy ktorego poszcezegélne wiersze zawieraja po n ele-
mentow, stanowigcych uporzgdkowzne kolejne potegl zerowg, pilerwszg eee
/n - 1 / szg réznych wielkosci nps

1 X, X eeex'

1 2 4 Y 2 4 8 1l X, X2ueex,”
1 3 9 I, 3 9 27 a ogolnies V= I T . 16
1 5 25 1 5 25125 T :
L. i ixE -
X, ¥ X

Poniewa: wszystkie wyznaczniki gidwne /patrz str.25‘/ krakowianu typu Vander-
monda sg wyznacznikami Vendermonda, zs$ wyznacznik Vandermonda jest iloezy-
nen roznic elementdw jego drugliej kolumny: ¥)

*)Weimy wyznacznik Vandermonda /npez 76/.Moina go uwazaé za wielomian W /x,/e
Jezeli w wyznaczniku zamienimy x,na x, wartosc¢ jego bgdzie zerem /hwa iden=-
tyczne wiersze/.x, jest wige pilerwiastkiem wielomianu ¥ /x,/,ktéry musi byé
wobec tego podzielny przez /x,- x”/.Stoquqc takie rozumowanie dle X,X, eeeX,
dojdziemy do wniosku,ze wyznacznik jest tez podzielny przezs/x,=x,//x, =x, [ese

x,=x, /oMusi byé wigc podzielny przez iloezyn: p,=/x, =X, //X,=X, fees/X =%, /e
Takie rozumowanie, sprowadzajgce sig do pordwnywania i-tego wiersza z plerw-
szym./i=2.3..q/ mozemy jednak przeprowadzi¢ réwnie dobrze pordwnujgc i-ty
wiersz z drugim /i=3.4..q/i tedeco doprowadzi nas do wniosku o podzielnosci
wyznacznika przez iloezyny:p,=/x,=x,//x,=x,/ese/x,=x,/ D, =/%, ~x,//%X.~X,[000
/x.=x,/eee D, =/x,=x,,/¢ “ielowmian jest wigc podzielny przez D, 7, seeD,. ,kté=
ry to iloczyn napisalismy ¥ wyraieniu /7Z/grupujqc dle przejraystosel iloczyny
I, D, +e+D, W poszczegéluych wierszech. -atwo tei wykezad,ie Jaest /?/=p, p, eep,., =P
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/x, = X,/ /x, = x,[ees/x, = %/
/V/= /xa - xz/.../x,, - xz/ — 77

/x. = x./

ktéry przy zaXozeniu x,+ X, nie moie byé zerem; zaden z wyznacznikow gdive
nych krakowianu Vanderronda nie jest zereme Wynika stgd, Ze krakowian Van-
dermonde jest zawsze rozkiadalny na tro jkgtne ezynniki kanoniczne.

Tym samym do kaidego ukisdu réwnan liniowych, ktdrego wyznacznik jest wy-
znacznikiem Vandermonda moiemy stosowad metode odwrotnosciowg /“"nieoznaczo-
ng '/ lub metodg rozkiadu na czynniki kanoniczne wzglednie Jej variant: me-

tode zerowania tablice

Podws jnym krakowianem potggowym lub podw jnym krakowianem typu Vandermonda
bedziemy nazywall krakowian n x m wierszowy ktorego poszczegolne wiersze

zawierajg iloczyny niewyzszych od n - 1 potez zmiennej X przez niewyi-
sze od m - ! potegi zmiennej y, uporzgdkowane jak nastepuje:

@ n- n- » n- - ™ - m-1 -
13 SEC 0 T e U IR TR, W)
i X XYY 2360 VoG X Nl O i B 1y SR ol i (O ot B Sl
E5 00 -0 Halll YR X AR5 IR o Y VAN BRI SR G
136G 90 XT3 Ik xR XS A O L . S T G e R et o
ViR NE ) i B ks, YRS U8 R diXs VX e X A R e i D Ky
X Y,

L X, Y >
- — 78
% o Y,
| Xo Y-
I X, Ym-+
I Yase

.

-
Xi #¥ Xk ik...o0.4.2.n-1 Yp#Yq P-q..0.4.2..m-1

Porzgdek poteg i wskainikéw podwé jnego krakowiamu potggowego dobrze uzmysia-
wia nastepujgcy schemat, wediug ktorego zresztg zestawiacé begdziemy przy ine-
terpolacji krakowiany tego rodzejue.
L/ tworzmy tabliceg piszge pod postacia osi kolumnowej kolejne potegi
zmiennej x zadé pod postacig osi wierszowej kolejne potggi zmiennej y:

1 y yz... ym-i

79

[

=
1

M oeoeM N M

Al

gdyz iloezyn pierwszych wyrazéw réinic /77/ réwny jest: X, X, X} eeex,  czyli
wyrazowi giéwnemu wyznacznika /76/

Dowéd. wzorowano na dowodzie uiytym w "Cours d Algébre supérieure" J.Neubergz
/Parise Liége 1207/,
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i wypeiniajgc pola tej tablicy przez iloezyny potggi x napisenej w wier-
szu, charakteryzujgcym dane pole przez potegge y napiseng w kolumnie, cha=-
rakteryzujgcej dane pole. Jeieli elementy takiej “teblicy osiowej:"

i y Y: eeecee ¥

X Xy Xy oevoe Xy
X X'yJ X'Yleooo x’y'“" 80

° »
L ®
® L 4

XXy X"Yleseo Xx"'Yy™

rozwiniemy kolumpnami w wiersz otrzymamy:
1 X X'eeeX!' ¥ XY X'JeooX"'¥Y F XY Xy eeeX  FloeooY Xy X’y oee

S xn-c ym-d 81

czyli schemat kolejnoseci w jakiej w kasdym wierszu krakowianu /7&/ Wy~
atepujg potegl zmisennych X ¥y o

;/ Utworzmy tablicg piszge pod postacig osl kolumnowej kolejne wyrazy
zmiennej x zas pod postacig osi wierszowej kolejne wyrazy zmiennej y:

. V. ¥, eee V..

82

i wypelniajgc pols tej tablicy przez iloezyny odpowiednich wislkodei /hna-
logieznie jak povrzednio/.
Jezeli elemaenty lakiej “tablicy osiowej":

xn yn xo y| xo yg oo xo Ymﬁ

xl YO x' yl x‘ y‘.’ e x1 ym-(

X, ¥ X, ¥ X, Y, eee X, ¥, 83
o ° . °
. ° ° °
e . ® °
X, . ¥ X..¥ XY, X Yoo

rozwiniemy kolumnpnami w wiersz, otrzymamy :
Xy XJ¥ X yg veeX, ,o xo y< xq Y eeeX yq X, Yz xq yz ".x....’z X, Yo Xy Yop**®

LA A zn-| ,m-q 84

czyli schemat kolejnoéci, w jakiej w poszczegélnych wierszach krakowianu
73 stepu zmienne Xy, e

Dalszych kolumn owiami ¥V w schemacie /78/ nie piszemy. Sq one dla

zagadnienia nieistotne.

Dla przykiadu zestawimy krakowien podwé jny Vandermonda, ktirego poszcze-

gélne wiersze zawierajg floeczyny niewyiszych od 2 potgg x przez niewyisze
od 1 potegi ¥y /tezmen=3m= 2 /.

Ze schematu 1 3
1|1 y otrzymsmy kolejnosé potegs 1 x x* y xy Xx'¥y
X'z T3
=zt =y



zas ze schemaiu: y_ ¥,

x,|x,y x,¥ otrzymamy kolejnos¢ zmiennych w poszczegdle
nych wierszach:

Xy XU
xa xz yo x, Y4 X yo x( yo xe YO X, y« X, yl xz YQ

Krakowian ma wige postacd:

(1 x. = oy =y x|
T @, X Oy Xy Xy,
I x = 3 o&my Syl
I 11 = 2 3 23 =3 &
1 x x vy =xy% xv
L1 X, ' ¥y %N x y4J

Moina wykazaé, ie krakowian podwd jny Vandermonda jest zawsze rozkiadalny
na czynniki he Wynike stgd, 2e do kaidego ukladu rownan liniowych, kti=
rego wyznacznik jest wyznacznikiem podwo jnym Vandermonda mozna stosowac
metode odwrotnosciowg /nieoznaczong/, lub metode rozkiadu, wzglednie jej
wariant: metode zerowania tablic.

Dla udowodnienia rozkiadalnosci krakowianu ¥V na czynniki kanoniczne
g i h wystarczy wykazacé, e zaden z wyznacznikéw gidwnych tego kra-
kowianu nie jest zeremes Wyznaczniki gidwne krakowianu V mogg byé jed-

L = b B W
nak bgdz wyznacznikami zwykiymi Vandermonda /hp: 1l x|1 |1 x xi|w
1 X X%
krakowianie /85//, badi "wyznacznikemi podwéjnymi Vandermonda'
1 % XYy

/ops |1 =x, x! y | i dalsze w krakowianie /85//e
I & % ¥
1 x xy,

O pierwszych wiemy juz ze nie mogg byé wyznacznikami zerowymi. Pozostaje

wige wykazacé ie jakikolwiek byby wyznacznik podwé jny Vandermonda, wartosé
jego bgdzie réina od zera..

Dla obliczenia wartosci tego rodzaju wyznacznika mozemy traktowaé go kolej-

no jeko wielomian wzglgdem: X, X,eee X., J, ¥ ¢e+ V., Traktowanie wyznecz-
nike jsko wielomianu W /x,/ doprowadzi nas do wniosku o jego podzielnosci
przez /x, = x,/™ « x, jest bowiem m krotnym pierwiastkiem jego wielomianu,
gdyz przybiera on wartosé zera przy zmianie x, na x, w wierszu drugim kazdej

z m grup na ktdre podzielié¢ moina wiersze wyznacznika, zaliczajgc do jednej
grupy wiersze o identycznych wskainikach przy zmiennej ye. Zupeinie podobe

nie dojdziemy do wniosku o podzielnosci wyznacznike przezs /x,-x, m.../xmpxo/m
a takie przez: /x,- x,/"/x,~ x, /"ees [/x, .= x,/"przezs [x,~ x,/Teoe/x, = x,/"
i tede i tede. az do /xm.- X,../™+ Przeprowadzajsc analogiczne rozumovanie

dla zmiernej y dojdziemy do wniosku o podzielnosci wielomianu przez

/¥ =3/ /3= 3/ eee/Vn.= v, /7y dale] przez: [y,= v, /[y, = ¥,/ eos/Vni= ¥./
1 tede i teds wreszele /[y, ., y.,/"s Wyznacznik musi wige byé pedzielny przez

iloczyn czynnikéw:
/14 'XO/m/xz 'xo/m/xa °x0/m""’/xn-4 -XO/M

/X, =X, il X=X, moaocl X =X,
X, =X, m'uooo/ Xp-1=X,

P = i -xn_,/’“ SR, -
VA AV AV 4 ARS AV AN 4 AR A AT £ SRy
Jv =3 ")y, =Y, [ eeses)/Yni=y, /"
/Y =5 " eeees/yu =y, /"

/Yo =50

n

m
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Wyznaeznik nie moie przytem zawieraé innych czynnikéw, gdyi musi w wypadku
jedneJ zmiennej przybieraé postsaé /77/. Voiemy wige otrzymany iloczyn uve-
taé¢ za wartosé wyznacznika podwd jnego Vandermonde, c¢o oznaczymy krétko:

Y] = » 87

Wartosé¢ p nie moie byé oczywisecie przy zaloseniu x; # X Vo ¥ ¥
/1 K eee0¢lelosen=1 poQQQQOOIZooomOI /zerom cnde

Przykiad.
Obliczajac wzorem /86, 87 / wartoéé wyznacznike /85/ otrzymemy:
Jxw xf fxs x f*
/xz‘ L/"’

/v, - v/ 1131 % 38 3
1 2 4 3 6 1z
V| =/x =x./*/%,~x,/*/%.=x./*/3,=3./° np: |¥|= (1 3 ¢ 3 9 27|=
. 1 1 1 5 5 5
1 2 4 5 10 20
1 3 9 5 15 45

= /2 «1/%/3 = 1/%/3 = 2/75 « 3/’ 1e4e1e8 = 32.

Obliczajgc wartosé tego wyznacznika metodg rozkladu na czynniki otrzymamy:

g h v
[ iy - ~ = =]
111333/ [r111121) [r112 3 3
013 03 o 01201 2 1 2 4 3 6 12
Jo o1 003l Jooz2002{_J1393 ¢ 27}
000111 000 %2 2 2 1 115 5 5
0000 1 3 0000 2 4 1 2 4 5 10 20
000001 00000 4 1 3 9 5 15 45

Sde = l!i=10102.20204 = 32

Ukiad zjednostkowany trzech réwnane.

Szezegiélng postacig ukladu trzech réwnan liniowych jest wystgpujgey czesto

w zagadnieniach interpolacyjnych "ukiad zjednostkowany", te.zn. ukied w kté-
rym wazystkie spéZczynniki przy jednej z niewiadomych sg jednosciami. Przyj-
mu jgc tg niewiadomg za ostatnig z kolejnosci i symbolizujge niewiadome lite-
rami A B C , zaé spélczynniki literami x,y , wreszcie wyrazy wolne literg
U /:l = 1.2.3 / napiszemy uklad zjednostkowany i1 jego rozwigzanie krakowia-
nowe pod postacig:

(6] [ 5 =x -yx)
Ax, + By4 + C =0 A U2 Ya X, ‘ya X,
Ax, + Byg" C=0, B = Us Y, X, =y X % 88
< P - 'a
Ax,+ By + C = T, C U, -y, =X, Y, X,
gdzie 8 Jjest sumg
LE I =X ¥, X elementéw ostatniej
Usj =¥, =X, ¥y, X, kolumny drugiego kra-
= s - kowianue.

Stusznosé tego zwigzku moina np: uzasadnié piszgc rozwigzanie ukiadu pod
postaciq wyznacznikowg i1 rozwijajqc wyznaczniki w schemat Sarrusa. Latwo
zeuwazyé ie porzgdek wskainikiw przy symbolach U y x w kolejnych wierszach
jest dla pierwszych trzech wierszy koowy prosty /123, 231,312/,

dla nastgpnych - kotowy odwrotny /1 323 213,321 /: przyczym znaki ele-
mentéw y x 8§ przy porzadku od'rotnym ujemnee Elementy trzeciej kolumny
sgq iloczynami elementéw kolumn pierwszej i drugiej, przyczem znaki ich w

k-1
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pisrwszych trzech elementach sg zmienione.

Przykiad lLiczbowy.

Dla nkisdu riwnen Su+3dvew = 31
z jednostkowansgos 4us2vew = 24
3 s:7Tv+w =35 wygodnie jest powtarzaé dwa

plerwsze réwnaniu, ,/<fT

57 3 : 4 31
podpisujge pod 4/< 2 1 24
ukzadem:

Pozwala to na predkie zestawienie trdjkolumnowego krakowianu /88/, gdyz
elementy o wskainikach z uporzgdkowaniem prostym znajdg sig na przekgtaych /;
zadé elemsnty o wskainikach z uporzgdkowaniem odwrotnym - znajdg sig na prze~
kgtayeh . /kolumng jedynek traktujemy tu jak nieistniejgeq /. Mamy wige:

311 [ 2 __ 3 «6

Ju 24 7 5 =35 (1 4
vi=)35 4 3 4 -12 '6‘) =33 t.2n. u = 4 v =3 W o= 2e
l' 31 ._?._.-_"}_ <8 \ 2
24 -3 =3_ 8
35 | =2 =5 i¢
)

Rachunek, po zsstawieniu tré jkolumnowsgo krakowianu, rozpoczynamy od zesu-
mowania slementsw ostatniej kolumny 2z zapisaniem rezultatu /;q/. Dalsze
dziatania sg czysto erytmometryezne, t.zn. nie wymagajg zapisywania faz
poérednich rachunkue Po przemnofeniu kolumny wyrazow wolnych przez pierw=-
8z3 kolummg krekowiemu trdjkolumnowego nie naleiy oczywidcie kasowaé, ani
odezytywaé licznika rezultatiw. Kasujemy tylko lieznik obrotéw {1 po nasta-
wieniu sumy /26/ ~ przeprowadzamy odrazu dzielenie /iovo wzglednie prawo-
obrotowe - gdy w rezultatach przy rozpoczynaniu dzielenias mamy liczbg ujee
mng/. Kmsowanie nastgpuje dopiersc z chwilg zapisania rezultatu dzielenia,
ktorym jest plerwsza niewiadoms ukiadu.

Munoienie zupsine teblies

Sumg, réinicg, iloezyn, iloraz tablic molemy tei zdefiniowac jako tablice,
ktérej poszezegilne elementy sg sumemi, réinicami, floczynami, florazami
odpowiade jgeych sobie poloieniem slementiw tych tablic. Z takiej definicji
wynika wykonalnosé dziaXed tylko w wypadku réwnowymiarowosci tablice

Iloczynem tabliec: ¢, t,.: |a, &, eved,, By by eesh:,
t = e., en ...9:1” tza l.l.z ?21 oool.lm

s % . s o %
| 8 @u a,, b. b, Dai

Cy €, eesl,,

bedzie wige tablica €,= % t, = Cu Cu ee0Cm gdzie e, =a; by ——89
cm czn cmn

[ s

. 2 5 0 3 4 3
Npeiloczynem tablic: [; 6 é] [; 2 _é] bedzie tablica:

6 20 O
3 12 = i tepe

Takie mnozenie zupeine tablic jest oczywiscie i przemienne i 23czne tezne.
t, ¢t = ¢, t
% . om0 = TN 90
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niema wigc potrzeby specjealnie oznaczaé symbol tablicy, jak to robimy w ta-
blicach krakowianowych, gdy: symbolem tym meina operowaé, jak liczbg alge-
bry zwyklej, pomimo te jest on symbolem liezdby zeapolowej. Ujgeie zespolu
elementéw tabliey w nawiasy prostokgtne ma symbolizowaé, ie tablica ta jest
zespolem podlegzajgeym takim "dzialaniom zupeinym", w szcozegdlnodei dziaia-
niu mnoienia zupeinego, ktérym bgdziemy sie posiugiwaé w pewnych dzialae-
niach interpolacy jnyche. Wprowadzimy Jjegzcze jeden symbol: tabliee zaopatrzo-
ng z prawej strony u dolu wskainikiem y; » Uméwimy sig 2e tak oznaczona ta-

blicas
&, eoe 8,
tZ = &, ooe By, 91
8, see B¢

nie oznacza juz zespoiu, lecz - podobnie jak wyznacznik, pewng liezbp al-
gebraiczng, ktéra jest funkcjg elementiw zespolu, & mianowicie ich sumg.
Jest wige wyrainie:

8, eoe 8ln
tz = acz L L amz = aﬂf a12+ ".am ¥ eevoet a'"'.‘ a"“"'...a"‘" =2a;"k 92
a, eo¢ a,, P2

2 1 B afy 4\ [3 ¢
Np: [3 4L=Z+3 +1+4=10 luba(l_z 1“_: :U'); |4 5]z=15it'p~

Tablicg osiowg bgdziemy nazywali tablice ktérej kaidy element moie byé uwa=
tany za iloczyn dwéch liczb: liczby przyporzgdkowej kolumnlie danego elemen=-
tu - nazwiemy ja liezbg nagiowkowg kolumny, oraz liezby przyporzgdkowe]
wierszowi danego elementu - nazwismy jg liezbg naegiowkowsg wiersza.

Jeieli przy pewnej tablicy osiowej wypiszemy elsmenty nagiowkowe kolumn i
wierszy, bedziemy samg tablicg wyrainie oddzielac od jJej osi: kolumny na-
gtéwkowej i wiersza nagkdéwkowego. Npe

4 2
2|8 4 1 5
t = 3|12 6 lub: t = 2 16 8 10 i teds
114 2

Ogélnym oznaczeniem symbolicznym tablicy osiowej bgdzie ozneczenies

. Yy Y, eccee ¥
X, X, ¥ X, ¥, ev0eX, ¥
t = ?z x,.y' x,.y, ooooxa.ym = x |.1 - §3
X, | X ¥ Xo Y- Xy Ym

Tablicami osiowymi poslugiwaliémw sig juz przy omawianiu podwd jnych krakowia-
néw typu Vandermonda /str.33,34 /. Uiyjemy jeszcze tego pojpeis przy inter-
polacji funkeji dwéch argumeniiw.

Nietrudno tei zauwaiyé e wielomian dwéch zmiennyeh W /x y / mozna przed-
stawié jako iloezyn zupeiny dwéch tablic, z ktdrych jedne jest “tablicy
potegowg", tezne tablicg osiowg o osiamch 1 x T eoe OFRZ 1 F Yooeor

1 y Fioeo
1 1 ¥ yE..-.m
x | xy Xy eoe e o4
BlE Tr s
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zas druga “"tablieg spélezynnikowq" tezne zespoiem spéiczynnikéw pray
odnosnyech iloczynach: @ X @ ess uporzgdkowanym w tenze sposdbd:

=

95

]
<

.o.@@@ -
Slc)e
@B@ &

LR N ]
LN ]

Wielomian pojmowany jako zespéi bedzie iloczynem zupeinym tablicy potg-
gowe] przez tabliceg spiiezynnikowg:

[W /xy /]: PeS. g6

Wartosécig jakg przybiera wielomian bgdzie suma elementéw tablicy ps
czyli w przyjetym oznaczeniu /ps /5.

Rozwigzanie dowolnego rozwigzalnego ukiadu n réwnai o n niewiadomych

przy pomocy rozk¥adu na trd jkatne czynniki kanoniczne /lub innych metod

opartych na pojeciu rozktadu /.

Wiadomo %e rozwigzalnosé ukiadu:

ax ¢ by + ¢,2 # U + seces = 1,
8 X <+ bzy F C,2 + d,u ¥ ecses = 1,
a;,x + b,y + C,2 + AU ¥ eeeee = 1,
ax + by % €2 + 4Uu + eeces = 1,

zapomocg rozkiadu na tréjkatne czynniki kanoniczne wymaga aby w krakowia-
nie spéiezynnikowyms:

a = a, b, e 4, 97

a, b, ¢, 4d,

wszystkie wyznaczniki, ktérych pierwszym elementem pierwszej kolumny jest
pierwszy element pierwszej kolumny tego krakowianu, byiy réine od zera.
Przy niezerowosci najwigkszego wymiarami z tych wyznacznikéw /hynikajqcej

z zatoienia rozwigzalnosci ukladu/ mozna wprawdzde w drodze przestawiania
kolumn i wierszy krakowianu a zamienié go na taki krakowian a’, ktdéry
bgdzie rozkiadalny na czynniki tro jkgtne; jednak postgpowanie takie nie
Jest.w praktyce rachunkowej wygodnee Réwniez nie jest wygodne zrezygnowa-
nie z rozkiadu na czynniki trdjkgtne i rozwigzywanie zagadnienia w oparciu
o pojgcie rozktadu na czynniki kanoniczne w uogélnionym znaczeniu tego po=-
jgcia. Istnieje natomiast stosunkowo prosta metoda ogélna - tezn. nie wy-
mage jgca préb rachunkowych, ani te: stosowania ucigzliwych kryteriéw - po-
zwalajgca na rozwigzanie dowolnego rozwigzalnego ukXadu przy pomocy rozkiae
du na tréjkqtne czynniki kenoniczne w drodze przeksztalcenia peXnego krako-
wianu ukXadu p

a, b' c. dc L2 14
a, b, C, G.e0000 1z
aa b3 C, d3 sevoe 13 -
8, b, Cs d, esese 1,

22

na pelny krakowian réwnowainego mu ukiadu, rozkiadalny zawsze na tréjkatne



czynniki kanoniczne. Takim "zastgpezym krakowiamem" T bedzie poprostu
iloczyn peinego krakowianu danego ukladu przez jego krakowian spéiezynni-
kowy ,/ro'wnowainos’é uktadéw p T z uwagi na liniowosé przeksztalcenia wgte
plivoéci nie ulega /:

[ae] [ab] [ac] [ad] ee» -[al] |
T = p.a lub wyrainie T =|[ab] [bb] [be] [bd] eee =[bl]
| [ac] [bc] [ec] [ed] ese =[c1] [
[ad] [bd] [ee] [a] -»» - [a1]

0
0y

- e o W W W @ e e W W

-

znany w metodzie najmniejszych kwadratdwe

PrzeksztaXcenie krskowianu p na krakowian T wymaga wprawdzie dodatkowe]
pracy rachunkowsj - jest to jednak praca zupeinie zautomatyzowana, w dodate
ku dajgca sig, dzigki krakowianowym kontrolom sumowym, bezustannie sprawe
dzaée Dla uzasadnienia susznosci takiej metody, ktérs nazwaé by mozina
"metods przeksztaicenia symetrycznego' i kitdra moie byl oczywiscie uiyta

1 do obliczenia wyznacznikéw metods Banachiewicza Jotrzymamy tu kwadrat
wartosci wyznacznika /, wystarczy wykazaé ie niezerowosé wyznacznika giiwe
nego uktadu, to znaczy warunek:

a, b ¢ 4,
a, b. ¢ 4

D = a3 ba 03 dg * 0
a, b e 4,

&, eoceccssssn

pocigga za scbg niezerowosé wszystkich wyznacznikow utworzonych z tablicy
krakowianu T /majgcych za pierwszy element pierwszej kolumny - pierwszy
element pierwszej kolumny tej tablicy: [aa] / , to znaczy niezerowoséi:

[aa] [ab] [ac] [ad]
[aa] [ab] [ac] [ab] [bb] [be] [bd]
[aa] [ab] £ 0 [ab] [bb] [be] | # O | [ae] [be] [ce] [ed] | + O itd
|[ea]| + 0 |[ab] bb] [ac] [be] [ec] [ad] [ba] [ed] [aa) | 1*¢°

Zatézmy dla dowodu, ie tak nie jest, to znaeczy, %e kitérys z dych wyznaczni-
kéw, pomimo zwigzku D # O , Jest zerem.

Niech wigec bedzie:
[as] [ab] [ac]-

[at] bb] [bel-| = 0
[a] be] [ee]-

gdzie napisany wyznacznik ma symbolizowac¢ dowolny z wyznacznikdéw, utworzo-
nych z tabliecy T, np. wyznacznik p-tego stopnia.

Poniewaz dostatecznym . xoniecznym warunkiem zerowosci wyznacznika p-tego
stopnia jest istnienie p liczb Ai /i = le2eeep / z kitérych prazynajmniej
jedna jest rézna od zeras, i ktire po wymnozeniu przez ka:idy wiersz /ew: KO-
lumng / wyznacznika i zesumowaniu daja zero /por: Cours d”algebre superieure
par Joseph Neuberg, Peris, Liége 1907 /, musialoby byé:

k«[aa:] + A Eﬂb] + A3 [ac] coo=(
x[ab] + A.[bb] + A,bc] ese=0¢ to znaczy:
aae] + A [be] ¢ Asec] eee=0



A{a.a.&a,az...) £ 2,8 b, +8, b, sece) # 1,(8,C 48.C, +e0s) eoex= O A Aiove),
l«(&.b4 +a, b, 000) + lz(bq b, +b, b, 4'000) +* K;(b, e, +b, ¢, +oao) eeeox 0 8, 8,0ee8,

A‘(a‘ e +8,0C; -oo) + lz&), e, +b, ¢, +ooo) + K,(c( c, ¥C, C, +oo¢) see= 0] b, b, eeeb,

> W W W 5 o 5 W @ G W G @ @ ® W W W W @ O W @ @ @ W @ & w & 9 o 6 o o

Stgd jednak 8, (8 #h A, #C, A, 000) + a, (8.A+b, A, #C,A;)e0e+8, (A A +DaA#C Ay 00e) =0
0

:ngka »: ba¥s b, (80, +D, A, #C, X, e00) + b. (8,0,+#b,2,%C,A;)cee+b, (8, A ¥D,A#C, A 000) =

c, (anc"’bl )‘z "04 /\3 ..') + Oz (az A|+bz )\Z‘FczAa)...‘Fcn (an)\q"bn;\z*cn 13.") =U

- e G W S W 0 S B M U R e @ > G W W T & @ W 0 S s e o w @ = =

Jeseli ktorakolwiek z wielkosci a, A\, + bjA,+ ¢ A,= Jest réina od zera napi-
sane ostatnio zwigzki stanowig dowéd zerowosci wyznacznika D , co byioby
sprzeczne z zaloieniem. Pozostaje wige zaXozyé, ie wszystkie wislkosci:

a A, ¥ b, A, + C, A,ece88 zerami /1 =1.2.oon/

Ma wige byce 82 + b, A+ C Aee0 #D =0
8, A + b, A+ €, A,e00 + P, A= 4}
8, A\, +# By A% €, Ajeeo # P, A= 0

8,3 % b Ay® Cohyeee + P oA,= 0

przy przynajmniej jednym A réinym od zerae

Jest to ukiad n réwnen jednorodnych o p niewiadomych /h)»p /} posiadajgcy
jak wiadomo rozwigzania niezerowe tylko przy zaloieniu liniowej zaleinosci
kolumn. Taka zaleinos¢ pociggataby jednek zndéw za sobg sprzeczng z zaloie-
niem zerowosé wyznacznika De Wynika stgd niemoiliwosé zaloienia zerowosci
ktoregokolwiek z wyznacznikow, utworzonych z tablicy krakowiamu T, a wige
niezerowosé ich wszystkich end.

Przyklad liczbowye 4x # 8y ¢ 2z % u = 26
P 6x #1100y +# 82 + 3u = 58
Zamiast uwkzadu réwnen: 2x + 4y o & a w e b
3x + 2y + zZ +2u = 19
4 8 2 1 =zb6
o pelnym krakowianie ukedu: p =45 g i 35 1 1 krakowlanie spéi-
3 21 2 <19

4 8 2 1
6 10 8 3 " .
czynnikowym: a = s 4 1 1 , ktéry to uklad réwnar nie daje sig roz-
3 2 1 2 wigzaé pray pomoey 4 & B
6 10 8| =20
rozkiadu na trdjkgtne czynniki kanoniczne /é uwagi na: | 2 4 1 /ﬁ

moiemy rozwigzaé ukiad o peinym krakowianie: T = p.a

4 8 2 1 =26 l4 8 2 1 I 65 106 61 30 =539

el 610 8 3 -58{J610 8 3 106 184 102 46 =886
wyrainie: =9, "4 7 J _15f)2 2 1 1[™ ) 61 102 70 29 =550
3 231 2 =a8|l3 2 1 2 30 46 29 15 =253

otrzymu jges
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65 106 61 30 «539 -1 0 0 0
106 184 102 46 =886 0 =l
61 102 70 28 =550 0 -1 0
30 46 29 15 =253 0 0 -l
1 (16308 | 009385 | 004615 |=B8+,2923 &5 106 61 30 i
0 1 CeRR62 [~Qe264l [=De6301 11,1352 205212 | «2e9240
0 0 1 0,1239 |=3:4956 0 Q 12.1812 1.5064
0 0 0 1l -305282 0 0 02020
.
o] Tooo [ soo0 [ oo | T ] forpiseente secedy oskiatu m

¢ prowadzimy w schemacie zerujg-
eych sig tablie:

— =
I EN-
Xl

o<

Porzgdek rozpatrywania zagadnien interpolacy jnych.

Rozpatrujac zagadnienia interpolacyjne, kitére ograniczamy do interpolacji
wielomiapowe j /"parabolicznej"/, bpdziemy je szeregowaé wediug wainosci
praktycznej; to znaczy w pilerwszym rzedzie rozpatrywaé bedziemy zegadnie-
nia interpolacji "regularmej", t.j. interpolacji majgcej za podstawg ta=-
blicg funkey jng, sporzgdzong dla réwnych odstgpéw argumentu, wzglgdnie
argumentows

A x = const:s

wzglednie: A x = const, Ay = const,

Po rozpatrzeniu zagadnied opartych na regularnej tablicy funkeyjnej prze-
chodzié bedziemy do ogélniejszej postaci, nie narzucajgcej ograniczenia
réwnoodlegiosei argumentéw, nazywajgc takg interpolacjg "nieregularng'.
Takie uszeregowanie materiaiu nie jest moze situszne z punktu widzenia
myslenia matematpcznego, ktdre wymagaoby raczej odwrotnego porzgdku;
uzasadnione jest jednak przez nierdéwnie wigkazg doniosiosé interpolacji
regularnej w zagadnieniach technieznych, ktérym ma siuiy¢ niniejsza pra-
cae Charakter techrniczny pracy, jak réwniei koniecznosé ograniczenia Jej
rozmiaréw apowodowaiy tei pominigeie rozwazar matematycznych, dotyczg-
cych pojecia "reszt" szeregéw interpolacy jnyche Rozpatrzono zato stosun-
kowo obszernie zagadnienia: kryteridw obrania rzedu interpolacji, ustale-
nia wartodci maksymalnej réiniey miepdzy wartosciami funkcji wyinterpolo-
wanymi przy pomocy wielomianu o wigkszej i mniejszej ilosci parametridw,
przybliionego ustalsnia wartodci zespoldéw spéiczynnikéw Lagrange’a /"kra-
kowianow 1nterpolacyjnych“/'i inne zagadnienia ¢ nieulegajgcej watpliwose
c¢i doniosioéei praktyezmej, pomijane w literaturze interpolacyjneje
Obranie za punkt wyjscia interpolacji Legrangs’ owskiej z pominigeiem inter-
polacji przy pomocy wzoru Newtona spowodowane jest wigkszg przydatnoscig
wzoru Lagrange’a do rachunkdw mechanieznych, wynikajgeg z wyrainego roz-
graniczenia we wzorze Lagrange’a zespolu funkey jnego od zespoim ezynnikéw
interpolacy jnyche

Rezdzfal Il

Interpolacia funke ji Jednego argumentu.
Interpclac ja funkcji jednego argumentu w postaci regularne je
Rozpoezniemy od oméwienia interpolacji bezposredniej funkeji jednego argu-
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mentu, ktéra z natury rzeczy musi byé podstawg interpolacji funkecji wielu

argumentiove ¥
Jeiell w znanym wzorze interpolacyjnym Lagrange’a:

+osoe

” {ZE=X)) (X=X,) (X=X,) oo (X=X,) U, + (X=X,) (EmXy) (X=X,) ooe (X=X,) T,
(—x—-x—a (X, =X)(X, =X,) eee (X,~X,) (X, =X,) (Xr=2)(X, =X;) eoo (x, =x,)
(x=X,) (X=X,) ooe (X=X,) (X%

(X =Xo) (Ko =X, 000 (X, =X,.) Ber=xs) P

zatoiyé jednostajnosé przyrostu argumentu, tezn.przyjgcs

Xi= X,= X, X, essex X,= X, = A
orez gdy argument x wyrazié przez ulamek interpolaseyjny /"faze"/ k :
X~ X,

k=

otrzymamy po prostych przeksztaiceniach algeb:raic:m:rch:9lE =

(o=k) (1=k) (2ek) eeo (n=k) , (0-k) (3=k) (2«k) oo (n=k)
(9-69 (1-0) (2-0) eoe (D‘O) ? (0-1) (’1?"}.') (2’1) ...(n—

U=

U4 + ecevo

(0=k) (1=k) (2=k) oo (n=l=k) {n=k) "
(0=n) (1-n) (2-n) (n=1-n) @=n)

lub oznaczejge: . (0=k) (1ek) (2=k) oos (4=k)eos (n=k)
. (0"1) (1-1) (2-1) soe (4'%-) eeo (n-i)

100

U = LOUO + A401 + AZUZ + ..OAnUn 101

czyli pod postacig iloezynu krakowianowego:

— 102

/Symbolika krakowianowa nie przynosi tu jeszcze iadnej korzysci. Wprowadzam
Jg odrazu dla nawigzanias do wzordéw interpolacyjnych dla funkcji od dwéch
argumentdéw, gdzie symbolika algebry liczb pojedydczych staje sig nadmiernie
skomplikowanq/.

Jezeli nezwac "krakowianem interpolacyjnym" zesp6t A spétezynnikiw prze-
ksztaleonego wzoru Lagrange’e, ktiry to zespél po obraniu rzedu interpolaeji
staje sig zbiorem elementéw zaleinych funkejonalnie od jednej tylko zmien-
nej k; zaé "krakowienem tablicowym " - zespét U tych wartosci funkeji,

*)Wzér Lagrange’a piszemy pod postacig, ktéra wydaje nam si¢ nieco przejrzy-
strzg od ogélnie przyjetej, umieszezajge stale w liczniku iloczyny wszyste
kich réinic migdzy wartoscig argumentu dang w zagadnieniu interpolacy junym
i wartosciami danymi w tablicy funkecyjnej, a w mianowniku iloczyny wszyste
kich réznic miedzy i-tg wartoscig z tabliecy, & wazystkimi wartoseciami ta-
bliey, 1 skreslajgc nastgpnie x——x-

X=X e
XX)Ae k= X=X, tejeo X = keA + x, skad = keds [x, = x,/= AJk -1/
X,= AJk - 2/

@ e ev e e W W e W W e G W w @ o

X,= Afk = n/

Y
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ktére uiywamy do interpolacji, otrzymany wzér podstewowy dla interpolacji
bezposredniej funkeji od jednego argumentu z regularnej tablicy funkeyjnej,
da sig wysiowié jak nastepuje:

Wartosé¢ funkcji jednego argumentu, obliczona w drodze bezposredniej inter-
polacji wielomianowej, jest iloczynem krakowianu interpolacyjnego, obliezo-
nego dla uZamka interpolacy jnego odpowiadajgcego wartosci argumentu, przez
krakowian tablicowye

Obliczanie krakowianu interpolacy jnegc na podstawie wzoru na& ogélny element
tego krakowiamu /100/ przy kazdorazowym rachunku bytoby czynnoscig wybite-
nie uecigzliwg.

Nic jednak nie stoi na przeszkodzie do stabelaryzowvania wartosci tych kra-
kowianéw, tymbardziej, ie posiugiwanie sig takg tablicg przy odszukiwaniu
krakowianéw dla wartosci posrednich ulamka interpolacyjnego jest - przy ode
powiednim zagegszcezeniu tabliey - bardzo proste.

Przed omowieniem szezegdidw dotyczagceych tablic wartoseci krakowianow inter-
polacy jnych, podamy jeszecze wzory na krakowiany interpolacyjne interpola-
cji réznych rzgdéw. Bgdziemy przytem nazywaé interpolacjg dwu - trzy -
cztero - ogdélnie n » wyrazowg lub n - parametrowg interpolacjg¢ przy pomo-
cy wielomianu algebraicznego pierwszego, drugiego, trzeciego - ogdlnie

n - 1 stopnisae.

Realizu jge wzor /10Q/ na ogdélny element krakowianu interpolacji n - wyra-
zowej, znajdziemy kolejno dla rdéinych rzedéw interpolacji:

Interpolacja dwuwyrazowa /n = 1 /

_ fowk) (1-X)  _ , _ (
Ao fe=0) (1-0) L=k e o {\1 ; k)} {30} <o

(0=k) (t=k)
A1= &;:iy?§:§§ =k

Interpolujge dwuwyrazowo /"liniowo" / przy pomocy interpolacji bezposred-
niej naleiy wigc poprostu zesumowaé iloczyn speinienia ulamka interpolacyj-
nego do jednodci przez wartosc funkc,i' poczatkows' z i1loczynem ulamks inter-
polacy jnego przez wartosé funkcji "koncowg'e

Wszelkie rozwazania czy ze wzrostem wartodci srgumentu funkcja rosnie eczy
maleje, niezbedne w interpolecji roznicowej, sa tu zbytecznee

Znajdujge cotg 20 05°12".35 z tabliey &L cotg ol

20°05°0C 27350934
10 27346823
20 207342713
30 207338604

napiszemy /k = 0.235/: cotg 20°05°22"35 = [0.765| J2.7346823] . A
0235 27342713 =207345857

Zbyteczne podkreslaé, ie wypisywenie krakowianéw jest w rachunku prak-
tyeznym zbgdnee Cala czynnoéé sprowadzi sig do nastawienia w liczniku
nastawier arytmometru wartoseci "poczgtkowe]" /2.734 6823 /; nadania o=
brotéw, okreslajgeych speinienie ulamka do jedncéei /0.765/, nastawie-
niu wartoéci “konecowei" /2.734 2713/ i nadaniu obrotéw, okreslajgeych

A (kel) A (ke2) eoeA(ken) _ (1=k) (B=k)oee (n=k)
(=4) (=2 4) («nA  (1«0) (2=0) es+ (n=0)

skgd pierwszy uiamek:

A oke A (k=2) oessA(ken)  (O=k) (2~k) vse (n-k)
(—A) ecoof(n=1)a)  (G=1) (2=1) see(n=1) 1 tede

nastegpny uiameks:
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ulamek'/b.ZSQ/ ¥ liezniku rezultetdéw arytmometru odezytamy rezultat
/%4734 5857/, w liczniku obrotéw jednoéé /0s765 + 0.235 /, jeko kontro-
l¢ ezynnoséci mnoienisa.

Interpolacja trdjwyrazowa /n = 2 /.

(o) (lek) (2.k)  (L=k) (2=k)

A=

(0=0) (1-0) (2-0) 2
L (00 o) o) o) o) ) EBE) é:S} | S——
(0-1) (=1) (2-1) 1 L (0-k) 1=k)f |U,
(O-k) 1-k) (2=k)  (0=k) (1K)

(
b7 oo o) @B © 2

Przykisd liczbowy na interpolecjg trojwyrazowg podamy w dalszym ciggu - po
omowieniu tablic krakowianéw interpolacy jnyche Tu zauwaiymy tylko, Ze po-
dobnie jak w interpolacji dwuwyrazowej, suma elementéw krakowianu interpo-
lacy jnego jest jednoscige Ta zaleinosés

ZA = 1 165

stanowigzeca cenng kontrole rachunku jest przytem zupeknie_ogélna, tezZlle 0Odw-
nosi sig do interpolacji bezpoérednie] dowolnego rzgdu. *)

Interpolacja czterowyrazowa /n = 3 /

fo=k) (1-k) (2k) (3=k) _ (1=K) (2-K) (3~k)

A= (oee) (1-0) (220) (3-0) - 6
4o (O=k) (=K @-k) 3-k) _ (0-k) (2-k) (3-k) 4 (10 Bxap)) (o
(0=1) (3=1) (2=1) (3=1) ) U (O~k) @=X)@=E) L J UL 5 0
= ?(o-k)(l-k)(s-k) U,
4o (0-k) (1-K) (2=K) 3-X) _ (0=k) (1-k) B-K) -t (=K (10 (k)| |5
“ (0-2) (1-2) (e=2) 3-2) 2
4o (0-) (1-k) (2-k) @=k)  (0-k) (-k) (2-%)
; (o-a (1=3) (2-3) (3s3) -t
Interpolacja pigeiowyrazowa /n = 4 / )
Dla interpolacji pigciowyrazowej [ * (1-k)(2-k)(3-k)\4-k) v,
otrzymalibysmys -% (Qwk) (2ek) (3=k) (4=k)| | T,
U =1 3 (0=k) (k) (3=k) (4=k) 1 U.r ——107
-+ (0=k) (1=k) (2=k) (4=Xk)| | U,
. (0=k) (1=k) (2=k) (3=k)] [T,

Tablice krakowianow interpolacyjnych.

Dla uiatwienia efektywnego wykonania interpclacji bezpoéredniej wygodnie

jest stabelaryzowaé krakowiany interpolacyjne A& dla interpolacii rzgdéw
me jgeych znaczenmie prakiyezne. Poniewa: interpclaecja dwawyrszowa nie wehoe
dzi tu w rachubg, gdyi jej krakowiany interpolzcyjne A = lkk} zZbyt sa pro-

ste, aby je wartc tabelaryzowaé: moie byé mowa tylkc o tabliey interpoleecji
tré jwyrazowej i czterowyrazowseje

)Z ogélnosel wzorm Lagrange’a wynika, ie bgdzie on siuszny i w wypadku
U= U= U,= esoe U, ¢ Wiweczas szereg interpolacy jny bedzie mial postacs
U= 40+ 3,Uot+ eoehollon [hot Ai+ seeh, /U= U Zhe
Skgd, poniewa:i musi byé wowezas U = Uy, wynika odrazu Y A = l.
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Na kodcu praey /stre107,112/podaje krakowiany A tych interpolacji dla wartos-
el argumentu k od 0 do 1 w przedzistach co 0001 dla interpolacji trd jwy=-
razovwej 1 co 0.0l dla czterowyrazowej.

EKrakowiandw dla wartosci ulamks, zawarte] pomiedzy wartosciami podanymi w
tabliey nie trzeba obliczac w drodze interpolacji /hyloby to bardzo kiopot-
liwve/; wystarczy skorygowac elementy krakowianu podanego w tablicy dla uiam=-
ka k , mniejszego od ulamka zadenego: k + A k, zmniejszajgec pierwszy z
tych elementow, zad zwigkszajgc drugl o A k , przy pozostawieniu pozostaiych
elementow bez zmiany.

Dla interpolacji trédjwyrazowe] zasymbolizujemy to zrozumiaiymi bez oméwien
réwnaniami:

i) (Ao =A K]
A/ =14} AJk+» Ak/ =34 +Ak}F | —108
A, 4. |

Ao Ao-Ak
Afk/ = i;» AJk +8ak/ = j;"“‘, ——— 109
AjJ LA&

Poslugiwanie sig¢ tekimi uproszczonymi krakowianami interpolacy jnymi skutko-
waé bedzie w obliczeniu funkcji biedy p kidrych maksymalne wartosci wynio-
sg /zakiladamy posiugiwanie sig tablicami podaznymi na stre 107,112 1 przyjmuje=-
my 2e A kK Jjest nie wicksze od przedzialu tablicy/:

' 00005} | Us

dla interpolacji trdjwyrazowe]j: Prox = 1 =00010¢ 4 U, 110
040005] | T,
=0 0083 e

dla interpolese ji czterowyrszowej: p,. = 8‘8;?8 g‘ 111
wile 2
00033 U,

Wzory te wynikajg z pordwnania wartosci funkcji wyirnterpolowanej przy
pomoey scistej wartosci krakowianu interpolacy jnego dla ulamka k+ Ak
z wartoscig funkeji wyinterpolowanej przy pomocy zalocionej przybliione]
wartoécei krekowiamu interpolacy jnego.

Oznaczajge pierwszg wartodé funkeji przez U drugg przez U’ otrzymamy
np: dla interpolacji tréjwyrazowed /104 i 108 /:

us [115/ks AK/+045/ke Ak/7| U, » [2/ke ak/~/ks ak/U, +
s [+005/k+ Ak/+ 0u5/k+ 4 X/"| U,

s [1-145 k 4005k’ m Ak | Uss [ 2k’ + Ak | T, + [=0e5k + 0.5k* | T,
Doprowadza jqc pierwsze z tych rdwnarn do postaci:
us [1-1e5k+0e5k”|Us+ [=1e5 A kok Aks0o5 Ak™| U, +[2k-k | U, +[24ke2k Ak= AK?|Tp

+ [~005k+005k| T, » [=005A kek Ak+0e5 AK"|T,

zag drugie do postaeci:
u's=[1-1, 5k+0.5k*| U, + /= AK/U, + [2kek?| U, + AkoU,  + [=0e5k+0e5k*] U,

otrzymamy réinice: Ausu~u'= [=0e5 Ak+k Aks0e5 Ak?|U,+[aAke2k Ake Ak ] U, +

+ [=0e5 Aksk Ak+0o5 AK?|T,
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ezylis AUsAk [k + 0o5Ak = 0e5] [Up= 20, + U, ]

Poniewa: zad zakres zmiennosci uniamka interpclacyjnego w zastosowaniu
praktycznym wyznaczajg wartosci graniczne O 1 1, pilerwszy nawias nie
przekroczy wartosci bezwzglednej 0,5+40,5 Ak , skgd, przy oznaczeniu przez
p bigdu uproszezone] interpolacji tré jwyrazowej, napisaé mozemy:

pZ 0.5ak /1+AKk/ [UO-ZIL + U£|,
lub, jeieli pomingé wyrazy drugiego rzgdu wzglgdem A k3
p L Ak [0,5 Up= U+ 045 U,

0e5 U,
a w postaci krakowianowej: pé Ak {=le0 U,
0.5 U,

Stosujgec ten wzdér do naszych tablic krakowianéw interpolacyjnyech tje. za-
ktadajgc Ak £ 0,001 otrzymamy ostatecznie:

00005 U,
p< 1 -0.0010¢ 1T,
000005 Uz c'nodo

W analogiczny sposdb otrzymaé mozna dla interpolacji czterowyrazowej
wzor ogdlny:

-0.83] [0,

pé 200 U,

P& Ak q.sof v

0033 U3

z ktérego po skonkretyzowaniu dla naszych tablio przez zalozenie

Ak £0.01 znajdziemy: -0.0083) (v,
p° £} 0.0200] JU,

«0e0150 U,

00033} |U;

Przykad liczbowye
Positkujge sig tablicg pierwiastkéw szesciennych:

3

x Vx
150 5313 293 znaleié przy pomoey interpolacji trd jwyrazowej
151 56325 074 1514712+ Dla uiamka interpolacy jnego k=0.712
152 5336 803 znajdziemy w tabliey krakowian interpolecyjny:
153 5348 481 0.185 4720
154 5360 108
= A= 069217 0560

156 50383 213 -
e o ole o o o o o mnozge go przez krakowian tablicowy:

50325 074

U = 15336 803 3
5348 481| znajdziemy A.U= V151.712 =

= 5333 430C.

Chege rozwigzad to samo zadanie przy pomoecy interpolacji czterowyrazowej,
dla ktérej w tablicach podano krakowiany w odstepach utamka interpolacy j=
nego 0.0l , znalezlibysmy krakowian dla k = (e7l:

014278L5

! 0487055
& Jfoumy) = 1 o cicnces

060442685



i skorygowali go wediug podanych wskazdwek, tjezmniejszajgec pierwszy, a
zwigkszajge drugi element o 0.002. Mnoigc tak skorygowany krakowian A
przez krakowian tablicowy U , znajdziemy:

3 01407815 54325074
1.0507055 | _ }5.336803

V150712 = | _o*-3c,ces 50348481 [ = 5333430
000442685 54360108

Interpolacja czterowyrazowa dala tem sam wynik, co tréjwyrazowa. Interpo-
lacja dwuwyrazowa byiaby tu za malo dokladnae Otrzymalibysmy przy jej ze-
stosowanius

54336 803 00712

teznedokZadnosé¢ tablicy nie bylaby juz dostatecznie wykorzystana /co 0C2y~-
wiscie nie wyklucza mozliwosci przydatnosci takiego rezultatu do konkrete
nych celdéw praktycznych /.

Kryteria, pozwalajgce na wiasciwe obranie rzedu interpolacji przy pracy na
okreslonej tablicy funkeyjnej oméwimy szczegétowo daleje

Gdybyémy pragngli zorientowaé sig jakie maksymalne znieksztalcenia rezulta-

tu moze wywolaé praca przez zastosowanie uproszezonych krakowianéw interpo=-
lacy jnych, znalezlibyémy stosujac wzory /110, 111 /.

# interpolacji trd jwyrazowe]j /przy pomocy naszej tablicy te.jedla k co 0.00L/:

{5.325 074} {0-288} a 50333 425

7 0.0005] [50325 074
p, £ 1-0.0010( 154336 803
0,0005 | [5.348 481) t.3. p, £ 0,000 00002

W interpolacji czterowyrazowej /brzy pomocy naszej tablicy, teje dla
k ¢o 0.01/:
=0.0083| | 5325 074
040200 J 5336 803 /
Py £ -0.0150( ]5.348 481 Y*J+ P, = 0,000 0009

00033 50360 108
Dla interpolacji tréjwyrazcwej uzycie uproszczonego krakowianu nie wywoiae

Yoby wige zZadnych ujemnych skutkéwe Przy interpolacji czterowyrazowe] mo-
gioby w najgorszym razie skutkowaé znieksztalcenie o jednosé ostatniej cy-

fry rezultatue.
Biedy pordwnaweze interpolacjie.

Nazwijmy bigdem poréwnawezym interpolacji n wyrazowej i oznaczmy przez
E, maksymalng wartosé réinicy migdzy wartoscig funkcji wyinterpolowang

z pewnej tablicy funkecyjnej przy pomocy interpolacji n wyrazowej, a war-
toscig funkcji wyinterpolowang z tejie tablicy funkeyjnej przy pomoecy ine
terpolacji n+l wyrazowej, przy zatozeniu Ze uzamek interpolacyjny k nie
przekracza jednosci. Bigdy poréwnawcze wynoszg:

Dla interpolacji +. - 00125 1Uo|  pygq interpolacji , . ¢ 0406415] |0,
a of “E,= 1=0250 {0, £13 iw i 1 E,=)=0s19245( J U,
wuwyrazowe j: 04125 U, ro jwyrazowej: 019245 U,

‘0. 06415 LU3

. 0041667 d,
Dla interpolacji tE.= i0.166667 U,
+

czterowyrazowej: =4 0250000} 3 U,¢
00166667 U,
0041667 U.j

Uzasadnienie siusznosci wzordw sprowadza sig do obliczenia odnosnych réi=-
nic w oparciu o wzory /103,104,106,107 / 1 poszukiwaniu maksimume.
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Przyklad liczbowye Interpolujac z tablicy funkcyjnej poprzedniego przy-
ktadu przy pomocy interpolacji trdjwyrazowej popeiniaé¢ bedziemy biedy:

I+

006445 50313293

p tezn.:uwzgledniajge ilosé cyfr
dgp o =0e192451 15.3250741 _ + 14600007 tablicy - interpolacja ta jest
= ] 0.19245( |5336803 . 3
~0006415) |534848) heabtedna™,
* * tezn.:interpolacja czterovyrazo-
wa da identyczne rezulitaty.
Dla interpolacji ¥ - 0125 50313293 "
dwuwyrazowe j o B,= @« {10250 50325074 = « Ja000 007
mielibysmy: 0125 50336803

Interpolacja rzeddéw wyiszyche Zageszczanie tablic funkeyjnyche

Obliczanie krakowiandéw interpolacy jnych nis przedstawie zasadniczych trud-
nosci. Otrzymane powyiej wzory /104, 107 / mozna oczywiscle uogélnié, co
zreszta niema znaczenia praktycznego.*)

Terenem stosowalnoscl interpolacji wyiszych rzedéw sg przedewszystkim pra=-
ce, zwigzane z zaggszczeniem tablic funkeyjnych funkeji, ktérych postacé
algebraiczna jest wybitnie skomplikowana- Niekiedy moie sig okazacé ekono-
mi6Znym nawet stosowanie interpolacji siedmiowyrazowej.

Zaggszezanie dziesigtne tablic funkey jnych czyli wstawienie migdzy ze-
rowy 1 pierwszy wyraz krakowianu:

U,
U,
U,

|

dziewigeiu nowych wartosci - oznaczmy je przez U. U. eeeUs , 285 ze=
stawiony z nich krakowian przez U: , tezn. wyrainie:

Uoi
% i gc:
Uos
~wymaga znajomosci krakowianéw interpolacyjnych dla k = 0,1 0,2 0,3 eeo
eee0,9 = w ogélnej ilosci 9. Oznaczmy te krakowiany przez A, Ay eee

sesdos, zas przez A; dziewigciokolumnowy krakowian, utworzony przez ich
kolejne zestawienie, tezn.

U=

ﬁ = A_i' iﬁz‘...b.&gr_{g 112

Zadanie zaggszczenia dziesigtnego tablicy funkey jne] wyrazi sig przy tych
oznaczenlach réwnaniem:
Uz = Ue &

Poniiej podajemy takie "krakowiany zaggszczenia dziesigtnego” dla inter-

polac ji tréjesiedmiowyrazowej, zaopatrujgc je w kontrolujgce kolumny su-
mowse

*)Taki wzér na krakowian /hfl/'wyrazowej interpolac ji, tezne = interpolacji
przy pomocy wielomianu n-tego stopnia, dla utamka interpolacyjnego k
miatby postac: .

[ 1 (1~k) (@=k)(3=k) ese (i=k) eco (nok) (=1) -+ ]

(0-k) g £ (2~k) (3-1() 20 (i’k) eoe (n—k) ("1)2'1'('\——')“'

(0=k) (1=k) 1 (3<k) oos (1=k) eos (n=k) (=1) o

A= ] (0ek) (1ek) (2ek) 1  oce (i=k) sos (n=k) (=1)7zem

)
)

L ° L L] o L ° L] . L] . L *

-;) (3-1() sse 1 eee (n-k) (-l)" 4“2.3.‘.un ol
’k)(3"k) s00 (i‘k) 2ee 1 (- l)n ‘.‘,‘,‘3“_"~

(0=k) (1ek
| (0=X) (1=k

(2
(2




Dla interpolacji trd jwyrazowej:

113

0.855 0.720 0595 0480 0375 0.280 0.1/95 0./20 0.055 ; 3.675

Ag= 1 0/90 0360 05/0 0.640 0750 0.840 0.9/0 0960 0.990 | 6./50

-0.045 -0.080-0.105 -0.120 -0.125 -0./20 -0.105 -0.080 -0.045 :-0.825

Dla interpolacji czterowyrazowej:

1
0.8265 06720 05355 0.4/60 0.3/25 0.2240 01495 0.0880 0.0385 | 3.2625
_ ) 02755 05040 06885 0.8320 09375 1.0080 /.0465 1.0560 1.0395 : 7.3875
Az = 1-01305 -0.2240 -0.2835 -0.3120 -0.3125 -0.2880 -0.2415 -0.1760 -0.0945 | -2.0625
0.0285 0.0480 0.0595 0.0640 0.0625 0.0560 0.0455 0.0320 0.0/65 | 0.4/25

|

Dla interpolacji pigciowyrazowej:

/14

Ay =

1.093 7500 1.142 4000 115/ /1500

0.805 8375 0.638 4000 04953375 0374 4000 0273 4375 0./904000 0.1/233375 0.0704000 0.029 8375
0.358 1500 0.638 4000 08431500 0.998 4000
- 02544750 -0.425 6000 -0.524 4750 -0.56/ 6000 - 0.546 8750 -0.489 6000 -0.398 4750 -0.28/ 6000 -0.146 4750
0111 1500 0.182 4000 02201500 0.2304000 0.2/8 7500 0./90 4000 0./50 /500 0.1024000 0.05! 1500
- 0.0206625 -0.033 6000 -0.0401625 -0.041 6000 - 0.038 0625 -0.033 6000 -0.026 1625 -0.0/17 6000 -0.008 6625

1.126 4000 1.074 1500

3.00/ 3875
8431 3500
-3.629 1750
1.456 9500
-0.261 1125

15

Dla interpolacji szesciowyrazowej:

0.7897 2075 0.6128 6400 04656 1725 03444 4800 024608375 0.1675 5200 0.1060 7025 0.059/ 3600 0.0244% 6675
1.2566 4000 1.2374 8625
- 0.4156 4250 -0.6809 6000 -0.6216 7750 -0.8611 2000 -0.8203 1250 -0.7/80 8000 -0.5711 4750 -0.3942 4000 -0200/ 8250
02723750 043776000 05173 5250 0.52992000 0489218750 0.4/1888000 0.32282250 0.2/1504000 0.1048 5750
~0.1012 4625 -0./1612 8000 -0.1887 6375 —-0.18/3 6000 -0./757 8125 - 0.1478 4000 -0.1124 9875 -0.0739 2000 -0.0355 1625
0.0161 1675 0.02553600 0.0297 2025 0.02995200 0.02734375 0.02284800 0.0/726725 0.0112 6400 0.00537075

04387 3375 0.76608000 0.99775/25
Az=

1.1481 6000 1.2304 6675

1.1827 2000

/.1010 0375

2.8159 6875
9.3590 4375
- 54833 6250
3.3111 3750
-1.1882 0625
0.1854 1875

— /16

Dle interpolacji sisesdmiowyrazowe]j:

&

[ 0.77655 87375 0.59243 52000 044233 63875
051770 58250 0.88865 28000 1.13743 64250
-0.61307 26875 -0.88739 20000 -1.17089 04375
0.53555 77500 0.84633 60000 0.98296 37500
-0.29867 64375 -0.46771 20000 -0.53797 66875
0.09508 88250 0.14810 88000 0./16940 54250

L-0.0/316 20125 -0.02042 88000 -0.02328 08625

0.32148 48000 0.22558 59375
1.28593 92000 1.3535! 56250
-1.20556 80000 -1.12792 36875
0.98918 40000 0.90234 37500
~0.53580 80000 -0.48339 84375
0.16773 12000 0.15039 06250
-0.02286 32000 -0.02050 78125

1.35717 12000

131173 54250

015079 68000 0.09369 53875 0.05/125 12000 0.02078 67375
1.23002 88000 1.12302 38250
-0.96940 80000 —0.75677 04375 -0.51251 20000 -0.25523 26875

075398 40000 0.5703! 97500 037273 60000 017825 77500
~0.39916 80000 -0.298/2 16875 —0./19219 20000 -0.09056 £4375

0.12337 82000 0.0915] 64250 0.05857 28000 0.02738 08250
-0.01675 52000 -0.01237 48625 —0.00788 48000 -0.00367 00125

I

| 267494 11875
| 1020520 91250
| -7.59877 59375

| 613168 87500 ¢
1 -3.30361 96875
| 1.03158 41250
\-0.14102 75625 |

- o -

1"z
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Cel zaopatrzenia tyeh krakowiandw w kolumny sumowe jest zrozumialy: oprécz
kontrolf bezbiednego mnoienie krakowiamu U przez kaidg poszczegolng ko-
lumng krakowianu A, - stwlerdzeniem czego jest ukazywanie sig, po prze-
mnoieniu przez kaidg kolumne, liczb szeregu naturalnego w liczniku obro-
téw arytmometru / X A = 1 /; otrzymujemy komtrolg bezblgdnego ustawiania
czynnikéw przez stwierdzenie zgodnosci sumy dziewigciu elementéw obliczoe-
nego krakowianu z jego ostatnim - dziesigtym. elementem, obliczonym w dro=
dze mnozeniae. Ta wvezerpujgca kontrola rachunkowa w poXaczeniu z prosto-
tg postepowania powcduje moinosé powierzania pracy zaggszczenia tabliey
funkcy jnej personelowi niefachowemu, czego nie moina stosowaé przy inter-
polacji réznicowej wyiszych rzedowe

Zilustrujemy jeszcze na przykiadzie liczbowym zaggszezenie dziesigtne ta-
hlicy funkeyjnej, poezem przejdziemy do oméwienia kryteridéw, pozwalajg=-
cych na wiasciwe obranie rzgdu interpolacji.

Przykiad liczbowye.

Obliezyé siedmiocyfrowe wartcseci funkeji u = sin x 2zapomoeg interpolacji
czterowyrazowej w przedziatach co 0,1 , majgc dane siedmiocyfrowe wartos-
ci tej funkeji co 1°, Obliczenie przeprowadzimy migdzy 1’1 2° tezn. dla
1,1 1,2eee1,9¢ /Chege mieé doktadng siédmg cyfrg, nelezaloby wychodzié

z wartosci oémiocyfrowych/. Poniewaz dla 1°2°3°4° sin: wynosi odpowied-
nio: 0.017 4524 0.034 8995 0,052 3360 oraz 0069 7565 otrzymamy mnozge
krakowian zestawiony z tych wartoscil przez krakowian dziesigtny interpo-
lacji czterowyrazowej:

0.017 4524 08265 006720 005355 064160 063125 002240 001495
00034 89951 J 02755 005040 06885 08320 0692375 1.0080 140465
06052 3360f |»061305 =002240 =0e2835 =0e3120 =0e3125 =0e2880 =0e2415
0.069 7565 000285 060480 040595 40640 000625 060560 060455

0.0880 040385 | 3.2625 [ 0,019 1974 ]
1¢0560 100395 | 7.3875 0020 9424
~0.1760 0.0945 | =2,0625
|

i 0022 6873
00320 0.0165 0e41235 00024 4322
0.026 1769

1 0027 9216
0,029 6662
0.031 4108
06033 1552

| 06235 5901 |

Kryteria w2asciwego obrania rzgdu interpolacji.
Twierdzeniee

Jeziell U, U U, eeeU, sgq wartosclami jakie przybiera n parametrowy wielo-
mian /t.zn.wielomian n=1 stopnia /, gdy zmienna niezalezina przybiera sze-
reg wartosci, tworzgeych postgp arytmetyczny, zas N.N,N. eeeN, sg iloczy=-
nami spélczynnikéw dwumianowych (3) () (3)....(3) przez kolejne potggi minus
jednodei: /=1 /" /ol /"sse/=1 /°, wiwczas:

UONQ + U4 N( + UzNz + '..UnNn = 0 /118 /

Oznaczajgc przez U krakowian wartosci, jakie przybiera n parametrowy
wielomian, gdy zmienna niezaleina przybiera szereg wartosci, tworzgcych
postep arytmetyczny - nazwijmy ten krakowian "krakowianem funkey jnym re-
gularnej tablicy wielomianowej" = zas przez N krakowian zestawiony 2z
iloczynéw spéiczynnikéw dwumianowych przez kole jne potegi minus jednosci
nazwijmy ten krakowian "kreakowianem Newtonowskim" moziemy napisaé twierdze=-

nie /118/ pod postacigs

¥.N =0 — /118 /




i wyskowié jene iloczyn krakowianu funkeyjnego regularnej tablicy wielomia-
noweJ przez krakowian newtonowski jest zerem.

Wartosci krakowianéw newtonowskich, ktére nazwaé by moina tez, "krakowiana-
mi sprawdzajgeymi poioienie n+l punktéw na n parametrowej krzywej ", lub
"krakowianami sprawdzajgcymi interpolacji n-wyrazowej", podajemy ponizej
dla wartosci n od 1 do 10.

Tabelka krakowianow Newtonowskiche

—119

Bezwzglegdne wartosci elementéw tych krakowianéw tworzg sig wediug znanego
schematu powstawania spdiczynnikéw dwumianowych: pierwsze i ostatnie ele=-
menty w kaidym krakowianie sz jednosciami /co do wartosci bezwzglednej /,
kazdy posredni element dowolnego krakowianu jest sumg dwéch elementéw po-
przedza jgcego go krakowianu: elementu sgsiadujacego i napisanego bezposred=-
nio ponad nime. Po obliczeniu w schemacie wszystkich elementéw w wartosciach
bezwzglegdnych stawiamy znaki.

Dowod twierdzenia /11&/ przeprowadzimy jak nastgpuje: zestawmy schemat ko~
lejnych réznic dla wielomianu u=f/x/: U,=f/x,/ U =t/x,+a/ U,=t/x#24/
otrzymamy:

T,
Uc - Uo
UQ Uz. 2Ul + Uo
U,= U, U,«30,+ 3U, = U,
U, U,- 2U,+ U, U,=- 40U, + 6U,- 40T, + U,
U3 - Uz U/, - 3U3 + 3Uz -Ut
U, U,= 2U;+ U, i tede
U4 - U3
U,
Jeieli dany wielomian jest wielomianem jednoparametrowym /t.zn:wielkoéciq
staty/ bedg zerami plerwsze réinice schematu: U, -U,=0 ezyli gr 'i =0e

Jezeli wielomian jest wielomianem dwuparametrowym /funkch liniowq/, bedg
o  ;

U1 -2 = 00

U 1

Dla wislomianu trd jparametrowego /%réjmian kwadratowy/ bedg zerami trzecie
réinices U;«30,+3U,«U,= 0 teje Uo| (=1
U, J+3
U,| |=3
Us) (+1

zerami drugie réinice: U,=2U, +U.=0 tej.

=0 1 tede

Poniewa: otrzymywasne zespoity sg zespoiami spéiezynnikéw dwumianowyeh o zmien=-
nych znakach, twierdzenie jest siuszne.

Twierdzenie stosowaé bgdziemy, jako kryterium obrania rzgdu interpolacji

w drodze stwierdzenia czy tablicg funkeyjng, z ktérej mamy interpolowad

L%
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motemy uwaiaé za zespét wielomianéw n parametrowych.
Przykiad liczbowy.

Przy pomocy krakowianéw N stwierdzimy z tatwoscig, Ze funkcja stabelary-
zowana w tablicy:

x U Jjest wielomianem czteroparametrowym - czyli trzeciego stop-

nia - lub scisiej, ie w punktach x=10,12,14 ...wertosci

10 1751 stabelaryzowanej funkcji sg réwne wartoéciom wielomianu,

12 2793 wyznaczonego przez tabliceg, a dajicedo sig okreslié przez

14 4179 cztery parametry. 4

16 5957 Sprawdza jqec bowiem przy pomocy krakowiamu N dla interpola-
18 8175 ¢ji tréjwyrazowej otrzymamy /}achunek przeprowadza sig oczy-
20 10881 wiscie maszynowo nic nie zapisujge w toku praecy/.

1751 [=-1 1751 1

Z;gg . ‘g = 48 # 0 2zaé biorge N dla interpolacji Z;:i i '2 =0

5057 1 czterowyrazowej znajdziemys 5057 -4
8175 1

Gdybysmy mieli watpliwosei czy i ostatni punkt /x=20 u=10881 / poioiony
jest na tejie czteroparametrowej krzywej, wystarczy "przesungé krakowian
sprawdzajqey wzdiuz tablicy" tezne znalezé iloczyn:

2793 1

4179 -4

59574 6 = 0 ktéry upewni nas ie tablica jest bezbigdnie stabela-
8175 -4 ryzowang wartoscig czteroparametrowego wielomisnu al-
10881 1 gebraicznego. Jeiell wige mamy interpolowaé migdzy

wartosciami tablicy wystarczy posiugiwaé sig inter-
polac jg czterowyrazowge
Tak np: chege znalezé wartosé fuhkcji dla wartosci argumentu =x=12.6 czyli
dla k = 2%2., 0¢3 weimiemy krakowian interpolacji czterowyrazowej dla

k=0.3 /str. 112 / i obliczymy:

0.5355 <793
0.6885 4179
2.8 5 &
u /1 / . ~2835 5057( = 3170436
00595 81175

Poprawianie biediw w tablicach funkcyjnych, lub uzupeinianie tablic funke

cyjnych /pozycje nieczytelne, obserwacje niedokonane, lub jawnie bigdne
*De / nalezg tez do zagednier dajgeych sig tatwo rozwigzaé przy pomoey

réwnania /118/ U « N= 0

% tych wypadkach w rownaniu tym znany jest krakowian N , oraz krakowian

U 2za wyjgtkiem jednego elementu.

Oznacza jgc przez e ten nieznany element krakowianu U - niech begdzie to

i-ty element - mamy do rozwigzania réwnanie:

[N, [0:]
N' U‘
ool B =0 120
Liig: ‘F & XL k
N e
[ Nn ) [ Un

ktére rozwigzuje si¢ bezposrednio przy pomoecy arytmometru przez wykonanie
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bez kasowania lieznika rezultatéw i zapisywania poszeczegélnyeh faz rachun-
ku - mnozed: N, U, N U eees N,U., skasowanie licznika obrotiw, nastawie-
nie w liezniku nastawien wielkosci N: i nadawanie obrotéw az do otrzyma-
nia zer w liczniku rezultatdéw. Szukang wartodé¢ U,= e wykaie licznik obro-
towe

Przykiad liczbowye.

Jezeli po sprawdzeniu przy pomocy krakowianow N , Ze stabelaryzowana w
tablicy:

x U funke ja jest wielomianem trzyparametrowym, gdyz mamy:
o B 1024] [-1 1024] [ 1
35 1764 1369 ) 3 -0 pray: 1369¢ - 1=2 v 50/ § i
1764 -3 1764 3 &
40 | 2209 2200 1
45 2704
50 | 3429 zaczniemy sprawdzaé stabelaryzowane wartosci "przesuwajge
55 | 3844 krakowian N = [~l]| wzdiui tabliey" tezne.mnoigec przez
3
=3
1) 1369] [1764 1369) [-1
ten krakowian kolejno zespoiy: 1764 2209| znajdziemy:|1764| | 3| =0
2209 2704 2209| |=3
1764 -1 2704) (3429 2704 1
2209
lecz: éﬁg; : _g = 180 # O. Wnioskujemy stgd odrazu, ie wartos¢ funke
s cji U/50/= 3429 jest bigdnaz.
3429 1
Rozwigzujgc w opisany wyieJ sposéb réwnanies 5209 3
2704 -3 =0 zna jdziemy
N 1 e = 3249,

Wartoéé 3429, wpisang do tablicy funkeyjnej naleiy wige poprawid, wpisue
jgc jel miejace 3249. Upewnia nas o tym jeszcze ostatnie sprawdzenie:

2209] [-1
2704 3
azaef ez =0
3844 1

W praktyce rachunkowej z reguly operujemy liczbami "zaokrgglonymi", tezne
liezbami ktérych ostatnia cyfra znana jeet z przybliieniem, zawierajgcym

sig w granicach =0¢5 do +0.5 jednostek rzgdu tej cyfrye. Chociai wige

nawet stabelaryzowana funkeja jest wielomiamem algebraicznym - wzglqdnie

rozwinigciem pewnej funkcji w szereg potegowy - nie moiemy oczekiwad sci-
stego speinienia sig réwnania U.N=0. Jeieli zas tablica funkcyjna stano-
wi zbiér wartosci obserwowanych - do bigdéw zackrgglen dolgczg sig bedy

obserwacji i tym mniej moiemy oczekiwaé sScistego speinienia sig réwnanis

UoN:Oo

Ujecie wpiywu bleddéw zaokrggler nie przedstawia trudnosei. Jeiell oznae
czymy przez p rzad ostatniej cyfry pcdanej w tabeli - przyezem przy jmu-
jemy #e rzgd ten jest réwny dla kaidej stabelaryzowanej liezby - wiwczas
misi byé dla catkowitego biedu E:

E<20.5p 3|u| 121

gdzie zjn| jest sumg bezwzglednych wartoéci elementéw krakowiamm N.
Stwierdzenie speinienia tego warunku przy operowaniu na danej tabliey przy
pomoecy krakowianu sprawdzajgcego N interpolacji i-wyrazowe] przy nie-
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speinieniu analogicznego warunku dla interpolacji /1-1‘/ wyrazpwej - upo=-
wainia nas w zupeinosci do okreslania wartodci posrednich z tej tablicy
przy pomocy interpolacji i-wyrazowej.

Przykiad liczbowye
Badanie tablicy:

x U przy pomocy krakowianu sprawdza jgcego interpolacjil dwuwye-
razowej daje:
'g w0 0.5] [ 1
e ¢ 5.0} 1=2! = 1.9 ie zad: 0005+4=0e2 = przechodzimy
-2 1l.4 11.4 1
-1 19.8 »
0 3062 do badania przy pomocy krakowianu interpolacji trigwyra-
1 42.6 zowe je Otrzymamy przy badaniu catej tablicy:
& | alsl 0.5] [-1 3002] (-1
S 5:01 131 _ 0.1 oraz: {1:2°50 131 0.2
11.4 3 7 ® ]57.1 <3 [~
19.8 1 735 1l
Oe5 -1
5 11.4 3
jak rowniez: 3045 -3 = Qo2
57«1 1l

Poniewai wartosci bezwzgledne otrzymanych réinic sg mniejsze od 0e05¢8=0e4,
przypisujemy je wpiywom bigdéw zaokrgglen przy sporzgdzaniu tablicy funke
cyjnej i uwaiamy funkcjg¢ za trzyparametrowy wielomian /krzywq drugiego
stopnia/, co upowainia nas do stosowania interpolacji tré jwyrazoweje

Jasng jest rzeczg, ie krzywg n parametrowg moiemy te: traktowaé jako krzye
wg m parametrowg, gdzie m)> n, przyczem m-q/ parametréw musi byé zeramie
/Tak npekrzywg 3x°+ 5x + 4 moiemy uwazaé za krzywg Oex®+ 3x*+ 5x + 4 /.
Wystawiajgce to jezykiem interpolacji powiemy, ie zamiast wiasciwej dla da=
nej tablicy funkcyjnej interpolacji n wyreszowej moiemy zastosowac zawsze
interpolacjg¢ m wyrazowg, przyczem m) De

Takie postgpowanie w praktyce rachunkowej niema oczywiscie zadnego celu =
przysparza bowiem tylko pracye Moie ono jednak stanowié punkt wyjscia przy
badaniu blgdéw obserwacji w tablicach funkcyjnych, ktére powstaly przez
stabelaryzowanie wartosci pewnych obserwacji, do czego zaraz przejdziemy.
Tu zauwaiymy tylko, Ze, jezell badamy pewng funkcje przy pomocy krakowia-
néw sprawdzajgeych N i, po ustaleniu wtasciwego rzgdu interpolacji n,
rozpocuniemy badaé¢ jg przy pomocy krakowiandéw wyiszych rzgddéw: n+l n+2ees,
motemy z reguldy oczekiwaé, ie iloczyny U.N bedg sig stawaé co do swej
bezwzglednej wartosci coraz wigksze. Wynika to z tablicy /112/ w ktorej ze
wzrostem rzegdu interpolacji |N| wzrasta. Powiedzielismy "z reguly" - wszyste
ko bowiem zaleiy tu od ukiadu bigddw zaokrgglen W poszczegdlnych wartos -
ciach U,

Jezell np: zastosujemy tekie postgpowanie dla tablicy, badanej w ostatnim
przyktadzie, znajdziemy:

0e5) [ 1 19.8] [ 1 0e5] [=1 | 32e4] [ =2
J 5,0| |-4 3062| =4 5.00 | 5 12.8 5

1le4;] 6f = =0el 424611 61 = =0¢3 oraz J11.4[.J-10| =01 [30.2(.}-10( ==0e4
1%.8] |=4 57.1| |=4 19.8{ ] 10 4246 ] 10
I;o.z 1 73.5) | 1 3062| |=5 57e1| | =5
4246) | 1 | 7345 1




w 55 -

[ QeS} [ =1

500 7

11le4] (=21
I J1%.81 § 354 =
wreszcies 30.2{ 1-35 =z =065

4246 21

57.1 -7

(7365 L

Wzrastanie wplywu bigddw zackrggler jest tu wyrainie widocznes

Nakoniec zauwaiymy, ze jeiell badanie pewnej tabliey funkeyjnej ma wylgez-
nie na celu obrenie rzedu interpclacji -~ bada¢ nalety w granicach jaknaj-
wezszych, teznesprawdzac warunek UN = O cbierajge za clementy krakowiae
nu U elementy sgsiadujgce w tabeli. Jeiell natomiast celem badania jest
ustalenie rzedu stabelaryzowanego wielomianu, naleiy tak obieral elementy
krakowianu U, aby, zachowujic oczywiscie warunek jednakowych odstepdw ar~
gumentu, ujgc w jednym badaniu mozliwde calg tablice. Tak np: badajge ta-
blicg:

x U a/ dla ockreslenia rzegdu interpolacji
" . 9 T2 38 [ 1
1 17 znajdziemy: 17 msr =0 495 Tl = el
5 27 27 1 59 [ 1
3 ot i teds Stosowaé¢ mozina interpolac jg¢ dwuwyrazowg, choé
4 49 ’
5 59 funkc ja nie jest, jak zobaczymy, liniowa.
6 71 b/ dla okreslenia rzgdu wielomismm
7 82 7 X
8 93 zna jdziemy 59¢-1«2¢ = &, co znacznie przekracza
9 105 117 1 bgd zaokrgglern QeSx4=%2.
10 117 o el
Bade jgc dalej znajdujemy: J a8 3 = =1, co nie
l Vi =3 przekracza ju:z
105 B bzgdu zaokryg-

lenia 8x0.5=4%.
Wielonmian jest wige trazyparametrowy /kwadratowy/.

Wyréwnanie bigdéw w tablicach funkeyjnych metodg najmnisjszych kwadratows
Niech tablica funkey jna:

122

A x = const:

bedzie tablieg, zawierajgcg obserwowane wartosci m - parametrowegc wielo=-
rnianu /wzglgdnie funkec ji o ksztalcie blizej nieznanym, ktérg checemy vrzez
taki wielomian zastapié /, przyczem:

m+i1 <Z n 1232

tezne 1105¢é elementdéw "krakowianu sprawdzajgcege" N jest rdéwna lub mniej-
gza od ilosci elementow tablicys

Wszystkie iloeczyny U i N , jakie moiemy utworzyé, przesuwajge krakowian

N wzdiuz krakowiasnu U, czyli wszystkie elementy iloczynu krakowianowego:



J)

U] (¥ (0] [N ]
U, N N U, N
. e N ° . U, N
L] L] ° [ < . >
Um Nm : ® - B s b4
< : L] . . . . B o\ . e 1
. Nn No . L _}_‘_
: EI( L] 2
.U"J { Nm_l LU"J

winny byé zerami. Poniewai jednak wielkosci U, obcigione sg bigdami obsere

wacji, obliczajqc powyiszy iloczyn otrzymemy w wyniku obliczenia zamiast
krakowianu zerowego, krakowian odchylkowy A zloiony z elementéw - ogdlnie
biorge = réinych od zerae

Y TR ; 3
U, N A,
A= |G N = 14 125
< . >3 .. g
: ‘N [ Am)
LU"‘ L

Aby zamienié ten krakowian na krakowian zerowy trzeba kaidej obserwacji U:
nadaé¢ poprawkg V. przyczem - zgodnie z wymaganiem metody najmniejszych
kwadratéw - suma kwadratéw tych poprawek musi byé najmnie jszoscige. Aby
speinione byly te warunki wyréwnania:

(Uo+ vo] [N W (Vo" 8
UC + V1 E v‘

JUszr* N | =0 4°>=m1n1mum——126
U+ ¥, {vnl

poprawki v muszg byé obliczone z réwnania:

-

o ko TN

v k, TN

e = {e } 1 ‘e . 127
L [ ] L ]

. : TN

Va kn

gdzie [N oznacza transpozg krakowianu N, zad k k «eek, sg "korelatami"

obliczonymi z ukiadu réwnan normelnych, ktérych tabelg spéiczynnikowg sta-
nowi ilcezyn:

2

[ — e = L3 128
° L)

zag kolumng wyrazéw wolnych krakowian: A X)

*) Réwnanie /126/ napisane pod postacig algebraiczng jest uktadem "réwnan
warunkowych".
Vo No + V.Nc’ VQNZ* oo eVn N A= 0
vi No+ v, N, ¢+ ¢0e¥, No#¥oro Noy + A= 0
V2 NO + eseeVn Nm-x+Vn‘ﬂ qu*v'mz Nm ese + Ag = 0



Aczkolwiek rozwigzanie zagadnienia w tej formie nie jest specjalnie skome
plikowane, jednak pochiania onoc stosunkowo duzo czasu. Moina tu jednak do-
prowadzié do nieréwnie prostszej postaci, pozwalajgeej przy uiyeiu odpowied=-
nich tablie, na rozwigzywanie tego rodzaju zagadnien, wymagajacych przy sto-
sowaniu zwykiych metod rachunkowych kilku godzin czasu - w przeciggu kilku
lub kilkunastu minute.

Umozliwia to "metoda nieoznaczona" krakowianowego rozwigzywanla réwnad.
Jezeli mianowicie napiszemy rownania korelat w ksztalcie krakowianowym:

k, 0§ £ Ao
X, N A,
. T . & =0 129
K. B o

i rozwigiemy Jje symbolicznie "metodq nieoznaczong", otrzymamy:

k, A)|(R 2|~

k, A, X

: X7 - L 5 130
° °

Kn A N

lub, wprowadzajac krotsze, zrozumiae bez specjalnych omjwien, oznaczenia:

X = A () 131

Podstawiajge to wyrazenie na krakowian korelat do réwnania /127/ ktére moi=
na te: napisaé w zrozumialym skrécie:

v = ko TN

znajdziemy: ¥ = -A./N; /R, o

gGZie A= Uo N,+ U, N, + U, N, +eeeUn Nn

L A, = U No+ U, N, #¥e0sUnNni + Unu Ny

. A3 Uz N-o ¥oo oUm Nm.z + Um.. Nm~| + Umoz Nm
stanowigcego odpowiednik réwnan symbolizowanych w metodzie najmniejszych
kwadratéow jn:

a v, ¥ a, v, feee, V, + A = 0 Speinienie tego ukiadu przy zachowaniu wae-
r 0 runku X v’= minimum wymage jak wiadomo obli-
0 czenia nisoznaczonych czynnikow k,k,esek,

i u

bV, + bzvz +ooobnv‘"+A2
V. + C.V, +teeeCnVn ¥ A,

zwanych korelatami z ukiadu rdéwnar:
{ha]k.*[éb]kz+...[hr]k,4.A.ao i ‘obitezenia vi= &, kK, + bk, + ¢ Kk;+eeer k;
r

bl k, +# [bb]k, #ese [br]k, + 4, =0 poprawek V V.= 8K + bk, + ¢, Kyteeer, Ky

larlk, + [brl K, fese [rr] Kr + Ar =0 Vi 8K+ bak,+ ¢k, +e00er; ke

Vng anka“ b" kz"‘ cnk3+00irnkr

z uvkiadu riwe
nan poprawek

Konkretyzujgc tg¢ drogg ogélng dle naszego przypadku otrzymamy:

-

(aa] = Ni+ Nl#eoeN, czyli: krakowsian [N, No N N N ]
[ab:] = N, No + Nz N, +aes N, N, spé/czynni/(dw J N1 Ng ° 5 Ni N, : g y_ o _l\i
[ac] = N.N,+ Na N, +e0eNnlNm- réwnan korelat Nn N, » Nm _l_]_ _ﬂ E
1 tedo bedzie i/aczy/zemL N Nn ]
krakowianowym.
Vo § ko‘ 'No N, N, Na ] ko N 7
bk k, o N, N, k, <N
Wyrazajac krakowianowo Val o} Kl N, Ny N. - ] kL. o
rownania poprawek otrzy- | s 2 L ° .
mamy 2 * . . 4 <K
i [ k) | "Ny W oeeal | Ka




Wyrazajgc jeszcze krakowian odchyikowy przez krakowian odbserwacji U
tezne A = U Ny /réwnanie 125 /, napiszemy po podstawieniu:

v =UN /N /N 133

Oddzielajgc wreszcie krakowian obserwacji od pozostaiych czynnikéw w mysl
twierdzenia o Xgczeniu napiszemy ostatecznie:

v=0 (x&«"[(bf)];l_‘_> — 134

Iloczyn krakowianowy ujety w naewiasy jest zaleiny funkejonalnie od dwéch

zmiennych o bardzo nieznacznym zakresie zmiennosci: od ilosci elementéw

e w opracowywanej tablicy funkcyjnej i od i1losei parametrow p przyjete-
go przy wyréwnaniu wielomianue. Te bowiem wielkoseci e i p definjujg w zu=-
peinosci krakowian N, . Wynika stgd mozliwos¢ stabelaryzowania kilkunastu
wartosci liczbowych, jakie, praktycznie rzecz biorgc, moie przybieraé ilo-
czyn krakowianowy wzoru /13@/, ujety w nawiasy. Jezeli symbolizujemy ujg-
ty w nawiasy krakowian, jako zaleiny funkejonalnie od e i p przez F /bq/
teje gdy oznaczymy: =

¥ /pe :"E&T((E_:)—‘)t!r lub wyrainiej: ~F/ep/_=

-1
N, N, Nyooo N, 2\ fw, NN,
No Nq Nz LN J N1 N‘o No N( Nz
No 'Nf Nz L X N ] 't Nz Nq"No No N1 Nz _135
.o NZ'N4 .0
‘e N, N, N, N, ’..No N, N,
Wowezas na obliczenie krakowianu poprawek otrzymamy prosty wzdr:

Y Uo
V| Ul
e = F /ve/ 136
Vn Un

ktéry jako regula rachunkowa daje sig wysiowié j.n. krakowian poprawek
jakie naleiy dodawac do obserwowanych elementow tablicy wielomianowej dla
ich wyrownania metodg najmnie jszych kwadratéw jest iloczynem krakowianu
tych elementéw przez krakowian F/pe/ , odszukany z tablicy zawierajgcej
zbior krakowianow F/pe/ wediug argumentow: e = ilosc elementow tablicy
funkcyjne] , p=ilosc parametrdw wielomianu /jego stopien +# 1 /

Na str:115,117podajemy zbiér krakowiandw FZEQ/- Ukiadanie tego rodzaju zbio=~
réow krakowianowych jest oczywiscie sprawg stosunkowo mozolng, jednak to

samo moina powiedzieé¢ o wszelkich tabelach funkcy jnyche Operacje natomiast
rachunkowe, potrzebne do rozwigzania zagadnienia wyrdwnania metodg najmnie je
szych kwadratéw obserwacy jnych tablic wielomianowych, sprowadzajg sig wylgcz=-
nie do wykonania jednego mnozenia krakowianowegoe.

Przyktad liczbowy.

/Treéé zaczerpnigta z pracy dre.T.MeGologérskiego:"Rachunek wyréwnawezy =
podrgeznik dla doswiadczalnikéw i przyrodnikéw". Poznar, Warszawa, Wilno,
Lublin 1927 /.

Migdzy zawartoécia bezpostaciowego kwasu krzemowego w ziemi x /zawartosé
wyrazona w procentach suchej masy /, a pojemnoscig wody w ziemi U skon-
statowano zaleinosé, ktdrg charakteryzuje nastgpujgca doswiadczalna tablie-
ca funkeyjna:z




x U Naleiy przeprowadzié wyrdwnanie danych obserwacy jnych U,
_— stawiajqc zaloienie, ze migdzy U & x 2zachodzi zwigzek
0 24072 trzeciego stopnia:
2 gg:ig U=2ax+ax+8a8x + 8
6 |34.11 Poniewa: ilosé parametréw wynosi 4 2zasd ilosé obserwacji
8 | 38.41 6 , weimiemy krakowian F 14.6 /. W praktyce przepisywanie
10 | 42.51 krakowianu F niema oczywiscie celu.
Najwygodniej jest napisaé¢ krakowiam U na pasku kartonu,
ktéry dla wykonania mnozenia U . F nasuwamy na. tablice krae
kowvianéw Fe Tutaj dla wyrazistosci wypisujemy cate dzia-
Zaniee
Otrzymamy s
v.] [24.72]) [=0403969 0412699 ~0o11111 =0.03174 008730 =0.03175
v, 26656 0012699 =0042064 0041271 0601586 «0e22222 0608730
v, 6J28.14___J-0.11111 0041271 =06e53971 0.25399 0601586 =0.03174
v, 34,11 =0e03174 (0001586 0625399 =0653971 0041271 =-0e.11111
v, 38041 008730 «0622222 0601586 0641271 =0,42064 0.12699
A [42651) [=0603175 0008730 «0.03174 «0e11111 0.12699 =0.03969
0619
-0e70
095
«0e50
0.02
0.04
Suma kwadratéw poprawek wynosi v° = 16806
Stad blgd sredni pojedyiicze] obserwacji: m,= %&ﬁ? - YR58 . 2o

/jest to zresztg oczywiscie lgczny blgd i obserwacji i zatoienia takiego,
a nie innego zwiazku funkey jnego /.
Ostatecznie wigc wyréwnana tablica mieé bedzie postac: /Tvﬂ

T,

x U

0 24,91
2 25086
4 29,09
6 33.61
8 | 38.43
10 42655

Dla pordwnania przytaczamy te:i wye
réwnang tablicg¢ otrzymang w cyto-
wanej pracy dr.Goiogérskiego w wy-
niku nierdéwnie mozolnie jszego po=-
stgpowania rachunkowego, nie opar-
tego na warunku minimum sumy kwa-
dratéw voprawek /T,/:

T,

b o U

0 24.44
2 26090
4 2%.89
6 33643
8 | 3754
10 | 42.234

poprawki

=028
+0.34
+1e75
=0e68
=0e87
«0e27

45487

Suma kwadratéw poprawek wynosi tu:

Chege sprawdzié rachunek wystarczy stwierdzié, Ze otrzymana w wyniku wy-
réwnania tablica jest czteroparametrowym wielomiamem, czyli, Ze zachodzi
zwigzek UeN = Q.

Otrzymamy s

24.91] 1

25486 -4 1

29.09 | 6 =4 _J o.00l
33061 -4 6 -0001 -
38.43 1l =4

42455 1

Z tablicy wielomianowsj - oczywiscie po jej wyrdwnaniu, jesli jest to ta-
blica obserwacyjna = moina okreslié parametry wielomiamue W wyniku tego



mozna zastypié¢ tabely funkeyjng przez krétszy od niej zbidr lieczb, napisa-
ny w formie rdwnania. Réwnanie takie ma oczywiscie wartedé tylko w grani-
cach wartoséi zmiennych, okrsélonych przez obserwac jgo

Do celéw rachunkowych takie “przeksztalcenie tebliey funkeyjnej ne szereg
potegowy" nie jest wiasciwle eelowe, gdyi potrzebne wartosei funkeji pros-
ciej otrzymuje sig bezposrednio z teblicy w drodze interpoclacjis Do celdw
teoretycznych zas takie wyrazenie zmiennodci pod postaciq rdéwnania jest

o tyle - pomimo przejrzystosel - niebezpisezne, %e sugeruje przez ogdlnosé
postaci znajomosé prewa zmisnnosci poza granicami dodwiadczeniae. Przekszatile
cenie tablic funkey jnych na szeregid potegowe rozpatrujemy w dalszym ciggue
Liezbowe obliczenie parametrow wyrdwnanej tu tablicy wykonano na stre.63 .

Obliczenie garametrow wislomianu czyli;przekaztalcenie tablicy funkey jnej

na gkonczony szersg potogowy. X)

Po stwierdzeniu, 2e pewna tablica funkcy jna wyznacze wielomian p paramstiro-
wy /eczyli stopnis n=p-l /, co wywnioskujemy z réwnania U.N=0O , w ktérym
U bedzie p+l= n+#2 wyrazowym krakowianem "tablicowym" , zaé N tyle: wy-
razowym krakowianem "Newtonowskim"; postawié moina pytanie: jekie sg wiel-
kosci parametriw /epélczynnikéw wielomiamu, reprezentowanege przez tabliece
funkey jng? W zadaniu memy wigc dang tablicg funkeyjng:

> ¢ U
X, Uo
X, = X.,=A=conste i U, 1317
X, U,
L L]
L] °
X, Un

zeé szukamy spéiezynnikow a wielomianu:

T=a8,x" + 8,X""+% seot+ 8, X ¢ 8, 138

speinia jgcego warunki:

8.X0% 8, X) +ecel X, + 8, = U,
8,X"% 8., X, +e0e8,X,+ &, = U, 139
S M W e 3 W W W o B S @ W e

8,%0 % 8,,X) ¥eeol, X, % 8, = U,

Rozwigzanie zagadnienia w sposéb zupeinie ogélny, tezne jako ukzadu n+l
réwnai o n+l niewiadomych: 8,8,.es8, nie jest w wypadku interpolacji re-
gularnej wskazane, gdyz przez niewykorzystanie cechy regularnosei /A x=comst/
nie byioby ekonomiczne. *¥*)

Rozwigzanie wykorzystujgce cechg regularnosci moie sig tu odbywaé pod riz-
nymi postaciami formelnymi. Dodéé wygodne - zwiaszcza przy wigkszej ilosci
parametrow - jest /b uwagi na ogdélnosaé i przejrzystosé formy postgpowani
rozwigzanie sprowadzajace sig do wielokrotnego wykorzystania nastgpujgcej
wiasnosci: spdlezynnik przy najwyiszej potedze zmiennej niezaleinej jest
ilorazem otrzymanym z podzielenia iloczymu krakowianowege N U przez iio-
czyn krakowianowy N X'

r

=
Ip4
-

N U '
a, = lub inaczej a.= f% gdzie {%] zg.{g gn} e ARG

przyczem dia p=n+l parametrowego wielomianu /iielomianu n - tego stopniq/
U jest pelsmentowym krakowlsmem tablicowym, N tyle: elementowym krakowia-
nem Newtonowskim, & X tylez elementowym krakowianem poteggowym, czyli wy=-
raznie:

*)To znaczy na wielomian uporzadkowany wediug poteg X.

**) Nie jest zresztg wykluczone, ie w penych wypedkach /okrggie liezby/ rozwig-
zanie metodq ogélng, ktérg opisujemy na str. 1% | moie okazaéd sig ekonomicz-
nieiszee




e 61 =

Uo NO x:
U, N, X'
U= U, N= !N, X'= 1. 141
: s z
1 14 N, X,

n

przyczem, "krakowiany newtonowskie" N najwygodniej braé z tabelki na stre

Uzasadnienie moina przeprowadzié jn. przedstewmy lewe stromy rdéwnan

ukiadu /139/ jako sumy wielkosci a,x" /i=0cle2...n/ orsz wielomianéw
stopnia n-1 t.zn. A-parametrowych:

i
U = & X'+ coo0ves 8, X, + 8,

Otrzymamy s

a, X} + U, = U,

8,, x'" +U1‘ ﬂUg
+

- o o - e o e

an Xnn Un’ = Uﬂ
Mnozge kole jne réwnania tego ukXadu przez elementy krakowianu Newtoe
nowskiego ¢ n+l wyrazach i sumjgec otrzymamy:

a, £ x/ N + £ U B = JUN —— 142
e zaé U 1=0 i=n Jest zbiorem wartodci n~parameirowych wielomiandw,
drugi wyraz zamieni sig na zero, skad:

2 U N,
Z XN

a8, =

lub w postaci krekowianowej: a, = ende

N X'
Przytoczona wlasnosé /14Q/ pozwala na stopniowe wyznaczenie wszystkich
spéXczynnikdw wielomianu /138/ ujgtego w tablieg funkcyjmg /137/. Jezeli
bowiem po znalezieniu spéiczynnika przy najwyismsej potedze zmiennej "zre-
duku jemy"” tablicg funkcyjng, odejmujgac od kaidego jej elementu précz oste-
tniezo 1loczyn tego spoiezynnika przez najwyzszg poitege odpowiada jgcego

argumentu, czyll jezell tablicg U o krakowianies U, przeksztaicimy
na tablice "zredukowang" U o krakowianie: U,
g‘—' ?z
Uo - a.. I: Un
LI Py g 143
Ui & %0

pozostaje, dla wyznaczenia spéiczynnika przy nastg¢pnej potedze zmiennmj,
powtdrzyé opisane juz postgpowanie, biorac do mnoienia krakowian Newtoe-
nowski o mniejsze] o jednos¢ iloseci elementcw.

Tablica U' reprezentuje bowiem ukiads

n-t n- n 1
a., IO + amgxoz + oo &O = /Uo- a,.xo / = Uo

n

n {
80X '+ 8o, X7 + eee 8 = /ﬁ.- a, X, / = U,

- - 1
8, X0+ 8,,X) + see 8, = /U,,..- a..xl‘../ = U,.,

144

ktéry bedzie ukladem zupeXnie analogicznym do ukiadu /139/: stopier 1 ilosé
réwnan w uktadzie bgdzie o jednosé niiszy, spéXezyaniki pozostajg te same.
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Po znalezieniu spéiczynnika a,  redukujemy ukiad po raz drugi ie.ted. a3 do
obliczenia wszystkich kolejnyeh spéiezynnikiwe

Rachunek wygodnie jest ujgé w schemat, zastosowany w poniiszym przykladzie
liczbowyne.

Przykiad liczbowy. U

M

Okreslié¢ stopier wielomiamu, stabelaryzowanego w tablicy 3 2197
i wyznaczy¢ jego spéiczynniki. 5 4913
7 9261
b} 15625
11 24389
13 35937
15 50653
2197 -1
Badanie przy pomocy krakowianéw N daje: 4913 3| 384 # 0 zas:
9261| |=-3
15625 1
2197 1 9261 1
4913 -4 15645 -4
9261 6¢f = 0 réwniez: 24389r'71 6 = Qe
15625| | =4 35937 =4
24389 1l 50653 1

Wielomian jest wigc wielomianem czteroparametrowym ezyli trzeciego stopnia.
Do wyznaczenia jego spéiczynnikéw weimiemy cztery pierwsze elementy danej
tablicy, czyli krakowian:
2197
4913
T=1 9261
15625

Spétezynnik przy najwyiszej potedze zmiemnej /x° / znajdziemy Jjen. /140/
-] 2197 27

{a}= 3( ] 4013 125( _ {384} . o 35 L g

©

(S -3 9261 343 48
1) |15625 729

2197 - 843° 2197 - 8427 1981
Redukc ja daje: U' = {4913 = 8e5°; = { 4913 = 84125; = {3913
0261 = 8.7° 0261 - 84343 6517
Obliczea jye nast¢pny spéZezynnik /kzl/ nepiszenmy:
1| |1¢81 9 -
{"‘}-- 3013 25f = {"Z?‘} a, = 22 -
Bll 1) les17 49

1981 - 84.3° 1981 = 84.° 1225
H " = = =
Bastepne redukefs dajer U {3913 - 84.52} {3913 - 84.25} {1813}
¥ dalszym ciggu znajdziemy spéiezymnik /x' /:
{a}: -1| J1225 3 sss| 58
B 1| ]1813 5 2 1
Wreszcie ostatnia redukcja: U" ={1225 - 294.3‘} = {343} i ostatni spéiczyne

nik: a, = {343} }. = 343
Wielomian stabelaryzowany ma wige postaé algebraiczng:

@

= 294

.



U=8zx% +84 x* + 294 x + 343.

W schemacie, wygodnym zwlaszcza w wypadku wielomiandéw wysokich siopni, ra=-
chunek mialby nastgpujqey przebieg:

E_ LI l\T z.s H‘ £| g'z H“ gl:n g‘ gul .—"l Z_0
312197 |-1| 27| 1981 | 1| 9| 1225 |-1 | 3 (343 |1|3°=1
5 | 4913 3125|3913 (-2 |25 | 1813 115
719261 | -3 |343| 6517 | 1 |49
¢ | 15625| 1| 1729
U.N = 384 U'N'= 672 U s N'= 588 U'N" = 343
N X’= 48 N'X’- 8 N X= 2 N'X* =1
a, = 8 a, = 84 a, = 29 a, = 343 skgd

U= 8 x*+ 84 x*+ 294 x + 343.

Inna postaé rozwigzania zagadnienia obliczenia parametréw wielomianu.
= -1

Dosé wygodna jest tei postaé gotowych wzoréw dla catego krakowianmu spéie-
eczynnikéwe. Otrzymaé jq moina rozwigzujgc zagadnienie algebraieznie 1 wyra-
tajge rozwigzanie pod postacig krakowianowge. Przy oznaczeniu przez r
odwrotnosci stalej rdznicy tablicowej A tezne

nl 1
e A ® Xi= Xi- Tk

wzory takie wyglgdajg jak nastgpuje:

Dla wielomianéw dwuparametrowych:

a U, -r 1
/ funkcja liniows / { }:: g' s 0 A

a, 0 -8,
. 3 o) ¥ i j
Dla wielomiandw tro jparametrowych: 15 5 T er 1
a U T
/"parabola kwadratowa"/ ey N B I i’ % }
T 12 Y —147
a, X, -2 a, =a, 1
x5 -a,
A L -2,
3 & 3 1 2 - 1 -
Dla wielomizndw czteroparametrowych: { 30 i :3 ~ :2 :
; &
/"parabola szescienna"/ o U, -% r 3 r?
3 3
U, 2 r
a, . . -3 8, -zaz -a, 148
&8, = 4 2 > -
a Xg -383 -a,
i Xo -2,
A -3a, =-a,
A -8,
onA.‘ L -3a3 j

Realizujgc te iloczyny krakowianowe wpisujemy najpierw wszystkie elementy
pierwszego czynnika, oraz te elementy drugiego, ktére sg Jjuz liczbowo znane,
zapisujgc chwilowo nieznane pod postacig symbolicznge W miarg postgpu obli-
czenia zastgpujemy je potem liezbami.

Przykiad liczbowye

Dla czteroparametrowego wielomianu,/bor.str. 5¢ /, biorge np: pierwsze czte=-
ry pozycje tablicy funkeyjnej:




K S
0 | 24,01
2 | 25.86
4 | 29,09
6 | 33.61
8 | 38.43
10 | 42,55

napiszemy:

Réwnanie me wige postac:

(24, 91)
25486
29,09
33.61

(«0.020833 04125000
04062500 =04250000

-0.062500 04125000
0.020833 -3a,

+0.061884

i
-3a,
+00061884

C W v O O

-0.020628
0.408768
-0+ 260024
24,91

=-0¢500000
0500000

-2a,

=~0817536
-3a

+0.061884
-a2
~0.408768
#0.020628
'33.3
+0.061884

-a,
+0.260024

-dg
~0408768
-a
#0.020628

Y

U = =0e02063 X’+ 0040877 X’= 026002 X + 24+91000.

Przeksztatcenie tabel funkey jnych na szeregi potggowe lepiej dokonywaé jene

U,
U,
U.

U

funkcyjny spéiezyn-
nikowy

- r -
1l X, I:oo»x: 1l 1l 1 60l U
1 x; xf b 4] x X, X, x, U,
'L Y¥Y=Jlx x L 1 x X3 % x\ = 10U,
L ] L L] » L] L ] » L ] L ]
L ] L J - L ] L ] ° L ® .
L L L] L] . o L] . L]
2 L X X% X x X, X x U
Vandermonda
tezne 8 TV a=U sksd: |S=UT"

Interpolacja funkcji jednego argumentu w postaeci nieregularne] /bgélnei/;

Przeksztaicenie niorggglnrneg tablicg wielomiancwe; na rneglarng.
Jezell czynnosec nterpolacy jnego okres a wartosel, g przybiera wie-

lomian:

U= 8+8X + 8X°+ ecof, X

n

scharakteryzowany przez nieregularng tablicg funkey jngrs

X

Ax = x;~- Xx;., ¥ conste.

149

150

dla okreslonych wartosci argumentu, majg byé wykonywane wiselokrotnie -~ naj-
bardzie] celowg drogg Jjest przeksztaicenie tablicy nieregularnej na regu-
larng i wykonywanie nastgpnie czynnosci interpolacy jnych przez stosowanie
wzoréw interpolacji regularnej.

Nowe réwnoodlegie wartosci argumentu - bedziemy je oznaczall przez y, ¥, eeo¥n

lepiej przytem tak obraé, aby ich wartosci krarficowe nie przekraczaly granie
zmiennodci wyznaczonych przez cigg X,X,eseX,
Jeteli oznaczymy przez U, U' eee Un nowe wartosci wielomiamu, tezne.wartosci
jakie przybiera on dla wartosci zmiennej x réwnych: y, ¥, eee ¥, , Wéwczas

zagadnienie zestawienia regularnej tablicy funkeyjnej:



Ay = 3% §i.,= 0OR8Ly ————]5])

sprowadzi sig w terminologii rachunku krakowianowegzo do obliczenia krako-
wianu U’ na podstawie znajomodci krakowiaméw: U x y gdzie wyrainie:

U, Xo Yo Go
U, > ] ¥, U,

U= 4. X =71 Y= oraz U'=3. ———152
U, X Y U

Rozpoczniemy od wprowadzenia definicji pewnego przydatnege w zagadnieniu
krakowiamu, kidry nazwiemy "krakowianem pordwnawczym dwéch kolumn", poczem
podamy wzory, rozwizzujyce zagadnienie 1 przerobimy przykiedy liczbowe; po-
zoctawia jge na koniee uzasadnienie teoretycznee.

Okresleniee

Bedziemy nazywaé krakowianem porédwnawezym kclumny x i kolumny y 1 znae
kowac przez Ky Krekowlan:

] v, v, _ Vo |
(¥, =x,) (7 =x,) ; (Y =xo)
(% =x) (3, =%0) @ =x) 3 =x) - (%) (7 =x0)

Ky= V(¥ =X) (% =X) (% =%9) (% =x) (5, =x) (¥ %) - (¥ =%) (5 =%) (¥ =) [ J153

L

L

L L3
L J

L3

(yo -x"") 998 (yo ’xo) (Y4 =Xt

cee(3X) - (Fn=Fa) eevs (v.o%)

-

tejekrakowian ktéry zbudowaé mozna w nastgpujgey sposéb:

1/ oznaczyé uktad osiowy, ktérego oé kolumnows stanowi kolumna x bez o=
statniego elementu, zas os wierszowg kolejne elementy kolumny y rozpi-
sauc] w wiersze.

Pola tablicy ograniczonej przez taki ukiad osiowy:

-

Yo Y. o o o o & o ¥,

-

X, ] r 154

Xo-4

. -

stanowié bedg po wypeinieniu tgcznie z elementami osi wierszowe] krako-
wian Kxy o Wypeinienie pél tablicy - najwygodniej prowadzié je kolumna=-
mi - podlega nastgpujgcym reguiom:

q/ w plerwszym wierszu wpisujemy réznice migdzy spdirzedng kolumno=-
wg i1 wierszowg danego pola, /a wige np: w plerwszym wierszu dru-
giej kolumny: y, = X, /e

b/ W kazdym nestepnym wierszu wpisujemy réinice miegdzy spéirzgdng
kolumnowz i wierszowg danego pola, pomnozong przez element znaje-
dujzecy si¢ bezpoasrednio nad obliczonym elcmenteme / a wige np:

W drugim wierszu drugiej kolumny: /y, = X,//¥. = %Xo// e
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Szezegdlnym przypadkiem krakowianu pordwnawczego bedzie krakowiam Kyx
otrzymywany przy identyeznosei obu kolumne Z ckrzslenia wynika, ze bedzie
to zawsze krakowian kwadrasty o postaci tréjketrej /z zerami pod giowng
przekgtng/.

ITustrujgc sposdb obliczenia krakowianu poréwnawczego napiszemy np:

3 6 & 8 12 15 20|
dla kolumn: 4  oraz: 8 Kay = 3 3 5 9 12 17
5 12 4 6 20 72 132 272 ¢
8 15 5 6 60 504 1320 4080
10 20 8 |-12 0 2016 9240 48960 |
6 3 3 4 5 8 10 ]
8 4 6 «3 =2 -1 2 4
dla kolumn: 12 oraz: 5 Kp,= 8 15 8 3 0 8 ¢
15 8 12 |=135 =64 =21 0 16
20 10 15 {1620 1704 210 0 80
3 6 8 12 ]
dla kol ident h i 2 bedzie K e & o2 4 -
a kolumn entyczaych np: = 2 2d21ie Kaa= 6)o 0 10 54
12 12 8l0 0 0 216

¥ konsekwenc ji wprowadzonych okredlen otrzymaé moinea nastgpujgcg reguie
przeksztaicania tablicy nieregularnej na regularng, & wiasciwile ogélnie:
reguig przeksztaicania tabeli wielomiamowe] o argumentach x na tabelg
wielomianowg O argumentach y:

dla przeksztaicenls tabell wielomianowej o argumentach x na tabelp wielo-
mianowg o argumentach y naleiy krakowian wartosci wielomianu pierwszej
tabeli U pomnoiyé przez krakowlar przeksztalcajgey, rowny iloczymowi
krakowianu porownavwczego kelumny x i kolumny y przez odwrotnosc krako-
wianu poréwnawczego kolummny x i kolumny x.

Otrzymamy w wyniku mnozenia krakowian U, begdzis krakowlianem tabeli o ar-
gumentach y:

Ul (Bys 5 155

Suma elementéw kaide¥ kolumny krakowianu przeksztaXcajgcego P= Kxy o K
winna by¢ jednoscig:

Zp, =1 156

Odwrotnos¢ znajduje sig Xatwo - bezposrednio z okreslenia odwrotnosci:
8 e a'=T = gdyz krakowian K.., jak to juz zauwazylisdmy, zawsze bgdzie
krakowianem kwadrastym o postaci tro jkgineje

Przykiad liczbowy. x U

Zamienié¢ tabelg: 3 1 na tabelg o argumentach: 4
5 | 125 Y

9 | 2197 8

13 | 9261 10
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Znajdujemy K. z réwnsnia:

Kxx Kxx = T
3 5 9 13 0333333 0 V) 0 1
3 JO 2 6 10( j=0833333 0500000 0 0 = 1
5 |0 0 24 80 0083333 <0,125000 0041667 0 3
9 |0 0 0 320) |=0008333 00015625 «0010417 0.003125 3
Obliczamy krakeprzeksze P z rownania:
Ky Kix
4 6 8 10
3J1 3 5 T4 » - _
5 |=1 3 15 35 =
9| 5«2 =15 35

Exqye Kix = P

0375001 =0e175005 =0e4125010 0135000
“ 0703125 04984375 0390625 0328125
00093751 0218755 06781260 1.093750
0015645 =0.0281235 =0.046875 0109375

i po skontrolowa=-
niu, ze suma ele=-
mentow krakowisnu

przeksztaica jgeago

w kazde] kolumnie: 1 X 1 1l

zna jdu jemy tablicg

przeksztatcong: U P = U

1 &7

125 i " _ }34s
2197 ( ° 1331
9261 3375

Obliczenie krakowianu przeksztaicae
jgcego P = Kxy Ko Jjest skontrolo=
wane przez otrzymanie jednosci, jako

sum elementdw jego kolumne

Mnozenie UeP = U' skontroluje licznik
obrotu arytmometru na ktdrym, w razie
nastawiania w liczniku nastawien wiel-
kodci Ui otrzymywué bedziemy po prze=
mnozeniu kazdej kolumny - liczby sze=-
regu naturalnegoe.

Sposéd postgpowania nie zmieni sig w nieczym, gdy ilosci elementéw w tabelach
funkey jnych sg réine. Weimy przypadek, gdy 1ilosé elementéw w tabeli prze -
ksztaiconej jest mniejsza:

Mamy wige ostatecznie:

Przykzad liczboqzz x U

Zamienié tabelg: 4 80 na tabelg o argumentach: 6
7 | 194 10
12 504

Jak poprzednio zna jdujemy najpierw _§¥Z z rownania:
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K Ku = T
4 7 12 00250000 0 0 1
4 40 3 8t ¢31-0¢583333 0333333 ¢} = 1
7 |0 ¢ 40 0041667 «0,066667 04025000 1} Poczem obli=-
czamy krakowian przeksztalcajgey P z rdéwnania:
Ky K = 2
6 10 0625 =0e25
4 2 5 ® " " = 0080 0080
7 | =2 18 «0e¢05 0e45] i po skon-
trolowaniu, ie suma elementiw krakowianu przeksztat-
cajgcego w kazdej kolumnie: 1 1
zna jdujemy tablice przeksztaicong U'= U » P
80
O P R I A £
504
/x/, U
6 150
tezZne 10 362

Weimy jeszcze ten sam przykiad, zakladajgc wigkszg ilodé elementéw w tabe-
1i przeksztaiconeje.
Wezmiemy przytem elementy rozioione nieregularniee.

Przyktad liczbowy. X U
B T T T B e, SR
Zamienié tabelg: 4 |80 ne tabelg o argumentach: 5
T | 194 6
12 | 504 8
11

Krakowian poréwnawczy K.« i jego odwrotnosé gg;'obliczyliémy Juz dla
identyczne] tablicy U w poprzednim przykiadzie - nie bgdziemy wigc tych
czynnosei powtarzaé, a zestawimy odrazu krakowian poréwnawezy Xxy 1 znaj-
dziemy:

5 6 8 11 0250000 0 0
441 2 4 T e 1=0s583333 0333333 o =
7 |=2 =2 4 28 0041667 =0.066667 0,025000

00583333 0250000 =00166664 =0.166654
= | 04466667 0800000 1.066664 0.,466654
~0:050000 «0.050000 0100000 0700000

poczem po skon-

trolowaniu: 1l 1 1l 1l
80 112
O = 119 . 2 = <150
504 244

430

Szczegdlnym wypadkiem bedzie jednokolumnowodé drugiej tabeli. Jest to wy=-
padek interpolowania dla pojedynczego elementu. Rozwigzemy taki przykiad
metodg ogolny, nadmieniajgc, ze istnieje mozliwosé cokolwiek krétszego roze-
wigzania, ktérg rozpatrzymy oddzielnie w dalszym ciggu /str. 72 wzér 174 /.




Przyktad liczbowy.

Wyinterpolowaé z tabeli: 5 112 vartoéé wielomianu U' dla wartoé-
10 %62 ci zmiannej x = y = 15.
17 | 4840
20 | 7912
Rachungk odwrotnosci krakowiamu K., daje:
Kox Ky’ = T
5 10 17 220 04200000 o 0 o 1 k
5 Jo 5 32 15 . =0.400000 0200000 o (o] 1 !
10 |C O©0 84 150 0016667 =0028571 04011905 o - 3 5
17 ¢ 0 0 450 «06001111 (0002857 «=00039%68 0,002222 1
Eﬂ Kx;i = _E_
15 ] ~0.05558]
5 10 i . | ] 028575
10 50 092205
17 | =100 J ~0022222
1.
122) |
, 952
i ostateeznie U = 4840 =3312
7912
Uzasadnienie teorstyczne reguly przeksztaicania tabelil wielomianoweje
Weimy wielomian stopnia n zmiennej x /142/, ktory tu przepisujemys
U= a,+ 8, X + 8,X° £ seses g,%x" 157
przybierajgcy dla wartosei x = x; /i = Qsle2esen / wartosé U = U. , tezn.
speiniajacy tablicg funkey jng:
158
Napiszmy ten wislomian pod postacig:
U= o Us + o, U, + ol,U, + esses onUn
ezyli:®u =t o U = Usat 159
zdzie wyraznie:
oo U,
dd! U{
o = o, U= ?2 160
o U,

i postawmy sobie najpierw za zadanie znalezié wartos¢ krzkowiamu ol , ezyli

jego elementdw olo of, see ol,Wyrazajgze ten zespéit - znany w algebrze jako ze-
spét spéiczynnikéw wzoru interpolacyjnego Lagrange’a - pod postacla riwnania
xrekowianowego, wigzgcezo elementy teblicy X, X,see X2 wartoscig zmicnnej.
Weimy w tym celu zespél n+l wielomiandw zmienmej x stopnia niewyiszego
od n, ezyli zespél wielomianéw, ktére wolno nam uwaiac za wielomiany stop-
nigd ne

*)Piszemy tu deU=Usd oObydwa krakowiany sz tu bowlem jednokolumnowe,a w tym
wypadku przemiennosé iloezynu oczywidcie istuniejz,ne co zreazty jui zwracae-
lismy uwagg na stre
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Niech bedg to wielomiany nastepujgce:

v = /x o xo/

'..OOQOU(") =

U’= x

"= /x = x,//x = X,/0000000es

/x = x.//x = x,[osvee/x = X0/

161

Zestawmy teraz krakowiam ktérego poszczegélnymi kolurnami bedg zespoiy war-
tosci, jekie przybierajg obrane wielomiany /161/, gdy ergument x przybie-
ra kolejno wartosci X,X,X,ees X,o

Ctrzymamy, piszgc to wyrainie:

Arguments Wielomiany:
¥ [ x, 0 0 : 0 d
iy x, (x=x) 0 | 0
X, 1 x, (X= X)) (X~ x)(X,= x.): 0 (162
. . . . ! .
» ® L ] L ] I
& | % (Xn= Xo) (Tn= X (Xo= x)! «xn -Xo) (Xn=X) (Xo=X,) eee (xn-xn.»]
|

Kazda kolumna w napisanym powyiej krakowianie jest zespoiem wartosci przy-
bieranych przez pewien wie¢lomian stopnia n , gdy wartosé argumentu staje
sig kolejno réwng X,X,ees X,.
Jezeli jednak taki wiasnie zespéi przedmnoiymy rrzez krakowien of otrzymamy
w wyniku mnoienia wartosé wielomianu /porel59/. Wynika stad ie przedmnaia=
jac caty krakowian /162/ przez krakowiandotrzymamy w wyniku mnozenis skolu-
mnowany zespél wielomianéw /161/. Mamy wige:

Fo(‘,

oly

A

olq

—xo Q0 0 C eanseccoee Q
X, (%=X 0 0 0
1 X, (XZ -xo) (xZ -x°) (xZ -I.) 0 G r =
X0 (Xo=X) @=x) (®=x) o (X =x) @=x) oo (@ =Xn)
: i =
(x = xo)
= < (x=x,) (Z=x,) - 163

.

(x=%;) (K=x) (XwXy) 0 (x=xp-0)

J

lub, po przeniesieniu na drugy strong réwnania kwadrastego krakowianu lewoj
strony réwnania przy przetransponowaniv i odwrdceniu:

s

X

(3x=0)

(x=x.) (x=x)

(X=X,) (XoX) (ZoX,) v (X=X,.)

X0 X, X cer2es0e Xn

O {X( -xo) (x; -Xo‘) (xn -'Xo)

¢ 0 (X =x) (x.=x,  (Xn=X0) (X0 =X

* o

6 0 (X =X )X =X)(Xn =X e & (Xo =Koy

Ostatni krakowian jest jednak krakowianem pordwnawezym kolurny x i kolumny

X
]

’
kre

ktéry znakowalismy Xx

/poreokreslenie 153 /o Mamy wigec ostatecznie dla

§leria zespolu czynnikéw Lagrange’s rdwnanie:
x
(I - xo) ] . -t
o = (I - X)) (x - XY - e Loxx_ 165

PessceRIERGS

(x=Xg) (X=%) (X=X,) seo (X=Xn)

144
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ktére pozwala na napisanie szeregu interpolacyjnego Lagrange’s /15%/ pod po=-
staclgs

x x
(x=x,) i (x=%o)
u=U (x=x)) (x=x) cExx | = Ue TKux o (x=x,) (x=x) 166
(x-xgl;:;gi;:xa(x-xmb (X=X,) (X=X) oo (X=x,)

Powrdémy teraz do przeksztaZcenia tablicy wielomianowej o argumentach x
na tablicg o argumentach y , to znaczy tablicy:

v 1%
Yo | U
na tablice: ¥, U 167
. | G
Y Un

Nadajse zwmiennej x w réwrnaniu /166/ kolejro wartodci: ¥, ¥, ¥, ees ¥, oOtrzy=-
rywaé bgdziemy wartosci jakie wielomian U przytiera przy tych wartosciach
zmiennej, to znaczy wartosci U, Ul eoeli o Wyraig to r4qwnania:

~

VA
-4 yo - X
u, = UeT Kix o (% = x) (3, =x)) .

o600 00COOIOOLEDS

(yo ‘xo) (yo "x1) L (yo X 3

Y.

l - (yc 5 xo)
U, = UeT &Z. . ﬁ (Y, - xo) (Y‘ -x‘)
sencevsccse

L(& =Xo) (¥, =X() ees (¥, -xmg-

hS

168

[ A
Y

3 = (ym- Xo)

Un =TT K’ o (¥ =Xo) (¥n =%

.

Al

| (¥ =%0) (T =X) oo (Y =%n-y)]

co moina na podstawie definicji mnozenia krakowianowego napisaé pod postacig
jednego réwnania:z

Yo Y : 2
. ) Y, =Xo Y =X (¥n =x0)
U= UeT Kux] (¥ =Xo) (¥o =X V=X W= (¥ =x0) (¥ =) 169

( -Io) (yo -I)o oo (yo-xn , (y4 -xo) , =X )0 oo ( Y. -x:)kym o) (y,,, -X.) seo (ym =Xn- .)

0
gdzie U' ma znsczenie okreslcne wzorem /152/, to znaczy jest kolumng: D. 170
Un
Poniewa: zaé ostatni krakowian réwnavis /169/, nazwany przez nas krakowis-
nem porswnawezym xolumny x i kolumny y , ozraczylismy 522/153/, 0t 2y-
mamy :

=T+ TKo o Ky 171



ludb, po zastosowaniu twierdzenia asocjatywnego:

!l=Ho(gxyo _I_(_x;‘)zt_ro;?_ 172

co Jest jui ostateczng postacii rdéwnania przeksztaicajgcego tabelg o argu-
mentach x na tabelg o argumentach y /155/. Z ogélnosei otrzymanego wzoru
wynika, ie musi on by¢ siumszny i1 dla szezegélnego wypadku gdy wszystkie
wartoéei wielomianu U w tabliey U sg sobile réwne: U,z U,eee= U,e LeCZ
wéwezas muszg by<¢ riwne tej samej wartosci wszystkie wielomiany tablicy gi
tezne: Uo=z U= eeelUn = U, o Ze zaé dowolny z tych wiclomianéw np: U otrzy=-
mujemy w drodze mnozenia krakowiamu U przez okreélong /i-ts /'kolumng
krakowianu P /172/, musi zachodzié = przy oznaczeniu przez D, D.eseD, cle-
mentéw tej kolumny - réwnenie:

UoP + UoP, + UoD, eee + U, P, =VUo ¢to znaezy: U, Zp = U,

Wymaga to istnienia zwigzku: ¥ p,= 1 w kaidej kolumnie krakowianu przeksztaie
cajgcego Pe Ten zwigzek:

Zp =1 173

wykorzystywalismy dla kontroli obliczernia elementéw krakowianu przeksztale
cajgcego P o /stre 66

Interpolacja dla pojedyinczego argumentu - oznaczmy wartosé jego przez vy ,
przy zachowaniu oznaczenia Xx; dla argumentéw tablicy dansj w zagadnieniu
/167 / - moie byé oczywiécie dokonana na zasadzie wzoru ogélnego /172 /4. j.
jeko przeksztalcenie /n+l /elementowej tablicy U na jednoelementows tabli-
Cc 'U.

K?akowian poréwnawezy K bedzie wiwezmas jednokolumnowym krakowisnem = mamy
Jedrng tylko wartosé¢ y - i mied bgdzie postad:

Y
. (Y-xo)
Ky = y-x9 (y-x,)
so2000s000

(%) (y=x) (y=%,) eos (y=x..)

Tak postgpilismy w przykiadzie liczbowym na stre59.

Zagadnienie interpolacji dla pojedyrhczego argumentu mozna jednak rozwigzad
nieco krécej, omljajge potrzebg bezposredniego obliczenia odwrotnosci, e
obliczajge krakowian o z rdwnania /165/ napisanego pod postacig:

Ao T Kxx = Ky 174
w drodze mnozenia i zna jdujge: n'-;g e U przyczem Zoli= 1 /kontrola/
Przykiad liczbowy: x u
Wyinterpolowaé z tablicy: 4 80 wartodé U=U' dlas x=y=10,
7 194
12 | 5n4
4 7 12 4 ¢ 0
‘ _ 430 3 8 7 3 0
Mamy Kxx = 710 o 40 te2ne Tg_x_x = 12 8 49

!
i o,
-
(o> R o]
N, !

10 -0e25)[4 0 o
dalej Kxw= 7 |18}« Z réwnania /174/: | 0e45| |12 8 40
T

-0.25] [ 8o £ Ko
skad U'=scleU =4 0080 {104¢ = 362,

0s45 504

K
2
&
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Obliczenle parametrdw wielomianu z tabliey nleregularneje

Pomimo, Ze obliczenie parametréiw wielomiamu bezposrednio z tabliey nieregu-
larnej jest stosunkowo ucigzliwe - i praktyezniej jest przeksztaleié tabli-
cg na regularng poczer ckreslaé¢ parametry jednym z rozpatrzonyeh uprzednio
sposobén /str.63 /, podamy tez sposéd rozwigzania bezposredniego.
Opiera sig on na nastgpujqeym rozumowaniu: Wyraz wolny, czyli spéiezynnik
a, wvielomianus

U=2a + 8% + 83X + ee08,X" 175

jest wartoscig jake przybiera wielomian dlas zerowej wartosci zmiennej miee
zaleinej.
Krakowisn porownawezy K;y/bor.stross ckreslenie 153 /‘dla te] zerowe]
wartosci zmiennej niezaleime] x=y=0 przybierze wartosé Kxo:
” =

)
X,
XX,
Kvo =) -X,X, X, 3 176

°
n
(‘1) XoX; ev0Xn-s

Jeiell wigc w réwnaniu zasadniezym /155/: U' = U [Exy o Exi' /
wyraza jgeyn wartcsé krakowiamm wielomiandw - wzglgdnie przy jednokolumno-
wosei K, wartoéé wielomianu U' - podstawimy Kxy= Kxo , otrzymamy wyraz

wolny =,+ liamy wtedy:

8o = _g /g_xo s &_;7 177

lub a8, = U « K 178

gdzie oznaczylismy przez K iloczyn krakowianéw, ktore w dalszym toku ro=-
zumowania nie bedg ulegaé zmianie:

E = Kwe Eo

Po znalezieniu spéiezynnika &, mozemy jednak "obniiyé stopiern wielomianu",
to znaczy odfgé od kaidej wartosci Ui krakowianu ‘U wartesé a, i podzie-

1i¢ rezultat przez odpowiednis wartosé argumentu x,/Xi# O /
Taki "zredukowanyvé krakowian U = oznaezmy g0 np: przez Q,, tezne.wyraznie:

Uo’] %‘,/Uu" ao/
U'= U: - ":T‘/U‘- ao/

T e * *
® *

Urlu ')"(',,./Irn" ao/

jest zespotem wielomiandw: U'= 2,4+ 8,X + esef,X

o wyrazie wolnym a. o Liozemy wige dla znalezienia wartosci a. postgpié
zupeznie tak samo, jak postgpilismy poprzednio dla znalezienia wartosci a,
tezns pomnoiyé zredukowany krakowian U przez krakowian X, ktéry - z uwagi
na niezmienncéé argumentéw - zmianie nie ulegae. Otrzymujemy wige:

g, = IJ_‘Q _;I_(_ 179

Powtarzajge n krotnie takie postgpowanie, otrzymamy kolejno wszystkie pa-

remetry a;wielcmianu.
Warto przypomniec, e suma eleuentéw krakowiamu E@Konxxmnsi byé jednoscis,

co siusiy stale jakc konirola mncieniae
2K = 1 130

Obliczenie wygodnie jest uschematyzowace

n-1




- T4 =

0
Przyktad liczbowye. 3 -3
Znaleié psrametry tablicy: Mamy Kxo = 5 15
] =135
oraz z rowngnia:
Kxx Exx = T weartodé Kxx
3 5 9 13] [ 0.333333 0 0 0 1
3]0 2 6 10 J=04833333 0500000 4] 0 - 1
510 0 24 80 0083333 =06125000 06041657 0 1l
910 0 O 320J L--0-008333 04015625 «=0e010417 Q0e.C03LRS ) £
o] | 4,8731
4. -3 4 " " -5.4810 e
Sk 15( =1 z.0202( " &
K=Exo oExe” [335]) | -0.4213

kontrola: 1l.

Dalszy rachunek prowadzimy w schemacie, niewymagajgcym blizszych wy jasnier.

X % K U a2, UK Ui-a, {ra)uasUk Ui-a, s(Ula)U'a UK Ul-a, *(Uia)U"a, UK
3 (033333 |=4.8731

5 [0.20000|=544810| 125 i
9 |0elllll| <4+0292|2197
13 |0.076%%|=0e4213 |9261

Ostatecznie wige: U = =125 + 150 x = 60 x"+ 8 x°e

Obliczenie parametriw wielomianu zapomocag zerowania tablice

Szybkg a przedewszystkim przejrzystg metodg okreslenia spéiezynnikiw wielo-
miaru:

U= 8o+ X + §, X + ese a,x" 181

danego pod pecstacig talliey funkeyjnej:

182

jest te: metoda zerowania tablice Dla obliczenia spdiczynnikow wielomianu
zapomocg tej metody, stanowiacej jak to juz mdéwilismy w rozdziale 1 jedynie
swvoiste uschematyzowanie rozwigzania ukiadu réwnan liniowych przez rozkiad
ne czynniki kanoniczne, nalezy:

le Zestawic¢ krakowian I , powstajsey przez skolumnowarnie kolejnych potez
argunentéw oraz odpowizdajseych im wsrtesci funkeji ze znakiem przeciw-
nyw ze schematem krakowianu kanoriczners 2z o 1loéci wierszy réwnej ilo-
sci arzumentowe

e Zostawié kralkowian II, powstsj,cy przez skolumnowanie ujemnego krakowianu
jednostkowezgo =T o ilosci wierszy rdwnej iloscl zrgumentdw ze schematem
krakowienu kanonicznego h 1réwnie: 6 ilosci wierszy rdwnej ilocei argu=-
mentdwe

3« Dokora¢ zzerowania tych tablic, to znaczy tak dobraé brakujsce elementy




w _kraxowienach I i1 II, aby I x II = O , teznes aby iloezyn kmidej kolumny
kraxovianu I przez kaidg kolumng krakowisnu JXI byl zersm. /Pracz zerowania
jest zupeinie automatyczna i sprowadze sig do kolejnege mmeienia kolumn
krakowianu 1 przez kolejne kolumny krakowiam: II/.

4.0bliczy¢é spéiczynniki wielomiamu, ktore bedg elementami krakowianu ;;;7

{g ;} " {ao 8, &, esea, 1}

zerujgcego si¢ z wierszami krakowianu I. Obliczenie postepuje tu "od doiu",
to znaczy umieszezamy schemat:l. ° . o 1} krakowianu a 1 pod
krakowianem I. poczem mnoigc kolejno elementy krakowianu a 1 przez odpo=-
wiadajzce im, teznepoicicne w tych samych kolumnach elementy: a/ ostatnie-
go, b/ przedostainiego ¢es n/ n+l wiersza krakowiamu I, wypeiniamy stopnio-
wo brakujsce elementy krakowianu & 1 . Po zzerowaniu n wierszy zadanie
jest rozwigzane. Xontroleg jego stanowi sprawdzsnie zzerowania slig wierszo-
wego krakowianu a 1 2z poczgtkowymi n wierszami krakowianu I
Caly przebicg rozwigzania uwidoczniony jest na poniiszym rownaniu scheme-
tycznym, w ktorym elementy obliczare w procesie zerowania tablic zasymbo=-
lizowaro yrzez punkty /duze/.

: I

(1 | Xo [Xe]...|Xe |Uo) (-t | 0] 0 [-0-] 0 ]

1 [ XX ... | X |- 0 | -1 0 0 0

£ 3l X8l X0 -0 0 0o | - 0 0

: : : : : ol| o o |'#.] o

1 | Xa | X2 Xn | -Ua 0 0 -‘-0-- ~1 "

1 . .. . . . . . ‘e .

0 1 . ‘e . A 0 . . .. °

0 0 [ R U ) - 0 0 . "e., .

0 0 0 S L . . 0 0 0 e, .
o[ o[ oo 1 - JLof[o]oj0.] -]

{go_i.} M= (5] & ] & o] 5] * )

Przykiad liczbowy.

Zna jdziemy spdiczynniki +réjpirametrovego wielomiann dznego ped postacis
tablicy fuukeyjnej:

x| U i x? -U

pa 9 1 Z 4 -9 -1l G ¢

4 [l4¢ 1l 4 18 -40 0 [=-1

S |78 1 5 a5 =78 C D |1
1 2 4 -9 ] 4 4
o] 1 6 20 O 2 3
Y C 1 =3 ¢ 0] 3
P 2 3 1

skad U= =7 + 2X + 3X°

Dla ulatwieniz $ledzenis przebiegu rozwizzania liczby, oirzymywane w proce-
sie zerowania tahblic sg wyodrgbnicne przez drobuie jsze wymiarye

Zncezenie =2lgetraiczne cpisanni powyiej metody obliczenia parametrdiw wielo-
mianu przy pomocy zerowanis tatlic sprowadzz slg do rozwigzania ukiadu 7
réwnan o p niewiadomych /gdzie p=n + 1 jest 1loscig paramatrdw/. Réwnania
te powstajy z zasadniczego rownania wielomianu pray podstavianin wielkosci
X, U /1 = Usleceennt /, jakie przybiera kolejno argument i funkcja w dune]
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tablicy wielomianowej.
Réwnania majg wyrainie postaé:

8, F 88X, * 23X cocve 8,%x;, = U
8, + &8 X, + 8,% eceossfi X" = U,
W W W B0 W e G W W e e o w W o
a + 8 X, + 8, X! eeeee 8,xX" = U,
i sg jednoznaczne z rdwnaniem krakowienowym:
ae¢ TX=1
8 3 2 nﬂ . |
&, (1 Ko X, eevoe X, Uo
&a, 1l X, X! escoe X U,
gdziets as= J‘z X= |1 x, X} coevoe X: U=|U
® f 4. L & L] g 9 L]
® L] 3 ° L] L
L ] L L ] L] L °
® L L ® e
an | Ll Xn Xn x5 LU..

Niewiadoms zagadnienia jest krskowian a. Zastosowane rozwigzanie sprowadza
sig do rozioienia transpozy znanego krakowiam: lewej strony réwnania na czyn-
niki kanoniezne, co bylo szczegélowo opisane na str.27,28 i czego nie bg-
dziemy powtarzace. Zastanowimy sip jeszcze nad wypadkiem, gdy:

n+l>0p

to znaczy ilosé wierszy tablicy funkeyjunej jest wigksza od ilogci parametriw
wielomianue. Jezieli stabelaryzowany wielomian jest wielomianem w znaczeniu
matematycznym, sposcb rozwigzania zaegadnienia w nlczym sig zssadniczo nise
zmieni. Do wyznaczenia parametriw wiclomismu mozemy uzyc¢ ktdrekolwiek p
réwnasd, tezne. w krakowianie x skreslimy poprostu n+l-p wierszy, a prak-
tycznie rzecz biorge skreslimy ns+le-p wierszy tablicy funkeyjnrej i1 z vpozo-
stalych wisrszy zestawimy krakowian x. Jeiell jednak stabelaryzowana funk-
cja nie jest sScisle wielomianem, a postgpowanie ma charakter aproksymacyjny,
tezne zastgpujemy funkeje U=f /x/ przez wielomian, naleiy znicksztalecié
wielkosei U dodajgec do nich algebraicznie poprawki v, prazyczsm, w mysl
zaloien rachunku wyrdwnawczego musi byé:

L=n

2 v.v, = minimum.

Do postgpowania rachunkowego uiyjemy wige w tym wypadku calego krakowiamnu X.
Tego rodzaju “"wyrdwnanie metodg najmuniejszych kwadratow" w stosunku do re-
gularnych tablic funkey joyeh rozpatrzylismy jui na stre 55 konstatu js¢
tam wybitny efekt ekonomiezny postgpowania krakowianowego. Rozwigizemy jJe
teraz w postaci ogélnej, tesznenie zakiadajgc statosci odstgpéw migdzy argu-
mentami tablicye

Wyrownanie bteddw metodg najmniejszych kwadratdw w dowolnej tebliey funkeyj-

neje

.Wiaﬁomo, ze aby od "nadliczbowego" ukladu riwnan liniowych, tezn: uktadu w
ktérym ilosé réwnan przekracza ilosé niswiadomych przejsé do ukradu "normal-
nego" tezne zawierajgcego ilosé rdéwnar rdéwng ilosé niswiadomych, speiniajg-
cych warunek najmnie jszosci sumy kwadratdw poprawek jakie naleiy dla jedno=~
zracznosci zagadnienia dcdaé do wyraziw wolnyeh ukiadu "madliczbowego",
przeksztatcié trzeba tabelg spiiezynnikowsg ukiadu nadliczbowego:

X b £ Z eves 1

& bi € eese 1
G, b: Cz seee 12 == 184
® -

b
o

n  Dn

2 eere

1,

N e
E)
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na tabelg spéiezynnikowg ukladu normalnego:*)

X ¥ Z eseovscel
B BY B BE -

e ¢

] [o] (] ]
W symbolice krakowianowej wyrazi sig to jako przeksztalcenie krakowianu:

Ja. b c1000011‘ [83] [ab:] [801000[83
P = 8, b, Creseel, na krakowian: T = [gtﬂ [l,’bj [}',@,,,D.,ﬂ —186

I lan bn_“cnoooo:l.n

e bl bN [

co jak tatwo zauvwazy¢ osizgngé mozine przez podnissienie do kwadratu peine-
go krakowianu spdiczyunnikowege P 2z odrzuceniem ostatniego wiersza tego
kwadratue liozna zreszts trakiowac krakowian T[ jeko 1iloczyn peinego krako-
wianu spélezynnikowego przez krakowian niepeiny, tezne bez kolumny wyrazdw
wolnychs

g, b, Ciees 1, a8 bl Cieeee

a, b. c. 12 8, b, Crnroe.
T[ = ° ® L e e ° ° ® 187
e ° . ° e > e

° e ° pt ° ° °

8n bn €Cn 1a &n bn Cuocsees

Tak c¢zy insczej przejsecie od krakowiamu P danego w zagadaieniu do krako=-
wianu TU zadnych trudnosci nie przedstawiae. liajgc zasé krakowian T[ eczyli
krakowian ukiadu rdéwnan normalnych, mozemy ten ukiad réwnarhi rozwigzaié w
drodze zerowania tablice

Caza réinica miedzy postgrowaniam rachunkowym przy obliczaniu parametrsw
wielomianu z tablicy spolezynnikowej bez danych nadliezbowych, & postgpo-
waniem z danymi nadliczbowymi sprowadza sig do tego, 2e w pilerwszym wypad-
ku do procesu zerowania tablie wezmiemy bezposrednio krakowian potegowy P:

l x, x x, =Uo
1. X x5 Xb-=Uy
Pc - ° ® ® ®
o © ® . ° L]
. ° . * e
1

Xo Xo X =Us,

a w dragim wypadku krakowian potggowy P zamienimy na krakowian T i dopie-
ro tego krakowianu uiyjemy do procesu zerowania tablice

Po obliczeniu wartosci niewiadomych tejospdiezynnikéw wielomianu i spraw=-
dzeniu ich wartosci w opisany s8poséb, obliczamy zazwyczaj jeszcze wielkos-
ci poprawek v w drodze mnozienia wierszy krakowianu P przez wiersz spii-
czynnikowy: {g _;} » €0 wyrazié moina réwnaniem:

70
v ='t{g ;} o TP gdzie ¥ = |%: {gﬂ;} = {aoa.a,..'ar.l} 138

Vn

Przechodzimy do przykiadu liczbowego, ktdrego tredé wzigto z We.MeBradisa
/Teorja i praktike wyczislenij /.

Przyk2ad liczbo:z.

Zakladajge, ie migdzy procentowg zawartoseig U cynku w atopiozoldw¢cynk,
a temperaturg x topniemia stopu zachodzi zwigzek: U=a, +a, x+&, X wyréwnaé

*)Zadanie sprowadzié moina oezywiscie do przyréwnania do zera czgstkowych po-
chodnych funkeji 23 /%v /'vzglqdem zmiennych zagadnienia, co omawiajg szcze=-
gétowo podrgezniki rachunku wyréwnawozegoe



s 7‘8'

metods najmniejszych kwadratéw tedblice. /X U /:

> S U
197 4607
235 63,7
270 778
283 8400
292 875
1l x x*? -J v U popr
1 197 38809 «46.7 i +1.1 47.8
1 235 55225 «637 «led 6243
P = 1 270 72900 =778 + =003 7766
1 283 80089 84,0 =002 83,8
1l 292 85264 «87+5 +0s7 882
5 1277 332287 =359.7 -l 0 0
1277 332287 87868523 -94497,.4 0 -]l 0
II 332287|87868523 | 23554546723 |-25189908.8 o] 0 -1
1 255 66457 -71.9400 5 | 1277 | 332287
0 8 & 451 =0e39537282 0 6652 | 3135338
0 0 1 -0.0007893418 0 0 | 57712126
{g l}= 9.440896 |0.,03937967| 00007893418 1

ezylis U = 9.44 + 0.,03938 X # 0.0007893 X°

Za krakowianem P obliezono poszczegilne poprawki v, , oraz po ich doda~-
niu do wielkosci U tablicy funkeyjnej, wyrdwnane czyli "poprawione" ware
tosci funkcji: U popr: Wyczerpujgeym sprawdzeniem rachunku jest stwierdze-
nie, 2e podstawiajge w rdwnaniu funkey jnym wartosei argumentu otrzymywad
bedziemy wartosci U popre.

Inne moiliwosci rozwigzywania zagadnienia interpolacy jnsgos

Staralismy sig¢ w rozwigzywaniu zagadnied interpolacyjayeh opieraéd sig w
miarg mozliwosci na wzorze Lagrangse’a, wychodzge z zatozenia, ie jest on
lepiej przystosowany do postgpowania krakowianowego od wzoru Newtona, gdy:
oddziela w sposdb zdecydowany podstawowe krakowiany zagednienias krakowian

argumentéw od krakowigau funkcjfi. Wzdr Newtona wymaga oparcia s8ig na poje-
ciu "wzniesien" czyli "réinic dzielonych" /niem: Stef gungen, dividierte
Differenzeq/, stanovigeym funkcjg mieszang elementéw obu zasadniezych kra=-
kowianéwe Jakkolwiek w postgpowaniu Newtonowskim daje sig tez osiggnagé duie
uproszczenie przez zastosowanie rachunku krakowianowego, sprowadzajzce sig
w plerwszym rzgdzie do zbgdnosei obliczania wzniesied w oparciu o ich okre-
Slenie /poro profe.TeBanachiewicz, Algebra krakowianowg/, nie uwazalismy za
wskazane omawiaé tego ftematu z tego te:z wzgledu aby unikngé pomieszania po-
Jg¢é podstawowyche ¥ interpolacji Newtonowskiej bowiem nalezatoby w nieco
inny sposéb definiowac krakowiany pordwnawezees




Rozdzial III.

Interpolacja funkeji dwdch argumentiwe.
P

Interpolacja funkcji dwéch argumentsw w postaci regularneje

Niech U=¢f /xy / bedzie wielomianem dwéeh zmiennyeh, stabelaryzowanym
w regularnej tebliey funkcyjnej:

N Y. Y, Y. oe0ee In Yni o0sce

. . » ° eceen o . Ay = const,

s
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i niech X i Y bedg wartodciami argumentéw, dla ktérych poszukujemy odpo=-
wiadajgcej im wielkosci wielomianu Usy, przyczem:

X <x <X Y. <¥ <% 120
Krakowiany zioione z elementiw poszczegdlnych kolumn, czyli krakowiany:
Uio
Uu
E = l.}'u 191

bedg zbiorami wartosci, jakie przybiera wielomian U = f /x y / przy usta-
lonej wartosci argumentu y = y; 1 zmieniajgce] si¢g wartosci argumentu x.
Podobnie krakowiany, zXoione z elementéw poszezegdlnych wierszy, czyli kre-
kowiany:

Uoj

Uy
Ui = '(.]zj 182

bedg zbiorami wartosci, jakie przybiera wielomian U=f /& y /’przy ustalo-
nej wartosei argumentu x=x; i zmieniajgcej sig wartosci argumentu ye.
Przypusémy, e, badajgc W znany nam sposéb te krakowiany przy pomocy krako-
wianéw N, ustalilismy, ie wielomiany reprezentowane przez kolumny sg stop-
nia niewyzszego od n /Wzglgdem x /, zas wielomiany, reprezentowane przez
wiersze, sg stopnia niewyiszego od m /wzgledem y /.

Niech: i Bo
A= ?' oraz B = ?‘ —193
A Bm

bgdg krakowianami interpolacy jnymi, odpowiadajgeymi odnosnym wartosciom utam-
kéw interpolacyjnych:



- 80 =

i <L oraz dla wierszy: Ky = L — Yo — 104
A x g

dla kolumn K,

zas U niech bgdzie krakowienem o /n+l/ wierszach 1 /m+l/ kolumnach, kté-
rego elementem poczgtkowym jest Uwo , tezne wyrainie:

Too Ui eseveln,

Ut U eeseelnm
g = ° . ° = {I_L I_Jz ..._Qm} 195
Uon Unm Umn

Iloczyn krakowianu interpclecy jnego A - nazwijry go krakowiasnem interpola-
c¢ji kolumnowej - przez dowolny z krakowiandw Ui, ezyli iloeczyn A Ui Jest
jak wiemy réwny wertosci jake przybiera funmkecja U = £ /x y / dla wartosei
argumentu x /przy wartosci argumentu y = y, /. Wynika stgd, Ze iloczyn kra-
kowienu interpolacy jnego A przez krskowian U:

b

Ja 196

m

Aol_f = A. {T_I. I_I: coogm} =

I b=
el

bgdzie zbiorem wartosci, jekie Trzybliera funkcja U = ¢f /k v / dla stale tej
samej wartosci ergumentu x, oraz zmieniajgcej sig wertosel argumentu y przy-
bierajgycej kolejno wartosci ¥, ¥, ¥, eeo¥ne

Aby jednak z takiego zbioru okreslié wartosé, jsks przybiera funkcja dla war-
tosei zmiennej y wystarczy jak wiemy pomnozy¢ xrakowian utworzony przez

ten zbidr przez krakowian interpolaeyjoy B - nazwijmy go krakowianem intere
polacji wierszowej. Ostatecznie wige poszukiwang wartoéé wielomiamu Us=f/x y/
wzglgdnie ogélniej funkeji U=f /x y /'- jezeli badanie przy pomocy krakowise
néw N pozwala nam praktycznie utoisazmié funkej¢ tg z wielornianem - dla war-
todci zmiennyech x y wyrazi wzér:

Uy = A o U« B 197

Mozna tez - c® niekiedy bywa wygodniej - zmienié porzgdek czymnikiéw A U ,
zastepujgc iloczyn A U przez transpozg ilecezymu U » A o Réwnanie przybierze
wowezas postac:

Uy =T(U4). B 108

Ten podstawowy wzdér na interpolacj¢ funkecji od dwéeh argumentdéw moina wysio-
wié jens Wartosé funkecji dwdch argumentdéw wyinterpolowana z prostokgtnej re-
gularnej tablicy funkcyjnej jest iloczynem trzech cwynnikéw, z ktorych pierwe
szy Jest krakowianem interpolacy jnym kolumnowym, drugi krakowianem tablicowym
a trzeci krakowianem interpoclacy jnym wierszowym; lub w drugim ujeciu:
wartosc funkcji dwéch argumentow jest rowna trarspozie iloczynu krakowianu
tablicowego przez krakowian interpolacy jny kolumnowy, pomnoionej przez kra-
kowian interpolacyjny wierszowy. ,
Réznica w obu ujeciach /197/ i /198/ jest natury czysto formalneje Jeieli
Jednak uméwimy sig, ie przy mnoieniu arytmometrycznym, majge do wykonania
iloeczyn dwich liczb aeb, ustawiamy pierwszy czynnik "a", w liczniku na-
stawierd, zas drugi czynnik "b" wprowadzamy mnoigc na lieznik obrotdw;
réznica neblera tresci techniczno rachunkoweje
Wzér /19&/ Jest przy takiej umowie praktyczniejszy. Ustawiajge w liczniku
nastawieri elementy krakowianu U, a wprowadzajgec w wyniku mnoZenia elemen-
ty krakowianu A na licznik obrotéw, uzyskujemy kontrolg wykonania mnoze-
nia /nie ustawienia/. Przy obliczaniu bowiem iloczymu UeA winnidmy od-
czytaé w liezniku obrotéw po przemnozeniu kazdej kolumny jednoéé / ZA=1/;
ktérej to kontroli przy tak pojgtym mnoieniu dla iloczynu 4.U nie otrzy-
mamy. Druga kontrola, wynikajgca z réwnogci 2;B=1 wystgpi przy obu meto-
dach wykonaniee Chege mieé kontrolg caiego przebiegu rachunku moina takie
wykonaé obliczenie interpolacyjne po raz drugi przy pomocy transponowanego




krakowianu tablicowego, co sprowadza sig do interpolowania na§pierw w
kierunku wierszy, a potem kolumne Bgdzie to realizacjg réwnania:

Uy=BTU o« A  wzglgdnie Uy =T(TU + B) ¢ &4 | —— 199

wynikajgcego bezpoérednio z réwnanis /197/ na podstawie zasad zmiany
porzgdku czynnikéw w iloczynie krakowianowym.

Przechodzimy do przykiadow liczbowych na interpolacjg funkeji dwéch
argumentiwe

Przykiad liczbowye.

Obliczyé wartoéé, jakg przybiera wielomian dwéch zmiennyeh U=f /x y / sta-
belaryzowany w tablicy:

X 3 6 9 12 15 18

5 5¢ 116 191 284 395 524
7 87 156 243 348 471 6l2
9 123 204 303 420 555 1708
11 167 260 371 500 647 812
13 21¢ 324 447 588 747 924
dla wartosci argumentéw: ¥y = Te24 y = 9¢45, tezn.dla Ki= 2%32 = Qel2
oraz K= Qéié = 0el5,

latwo stwierdzié, Ze zaréwno przy ustaleniu x, jak 1 przy ustaleniu y, ma=-
my tu do czynienia z wielomianami tr¢ jparametrowymie Mamy bowiem np:

59 1 [ 59] [=1] 59 1
87 wZ = 8 lecz: 87 3 . 116 -l = 18
123 1 7123> _3L = Qe DPodobnies 101 1

L1674 L 1‘

[ 50] [~1]

1161 J 3| o

lecz: *191 <3 0
L284- . 1‘

Stosowaé wige wystarczy w obu kierunkach interpolacjg trd jwyrazowge
Znajdujec z tablicy na stre7l krakowiany interpolacyjne: A /dla k=0e12/,
oraz B /dla k=0e15 /:

0082720 078625
4 ={ 022560 B =3 027750 i realizujge réwnanie /197/ w
=0.05280 =006375 ktdrym krakowianem tablicowym

U begdzie trd jkolumnowy i tré jwierszowy krakowian z naszej tablicy o elemen=-
cie zerowym, polozonym na skrzyiowaniu x =7 ; y = 9 e¢zyli wyrsinie:

243 348 471]
U= {3083 420 555
371 500 647

zna jdziemys
0.82720] 1243 348 471 0.?8625W 249.77%60 Ce 78625
Uy = 0.22560r 1303 420 555 0627750;29356.22760 0627750 ¢ =264.5961

-0.05280| 1371 500 647| |=0.06375| |480.65760] |~0+063%5

Chege dla kontroli zastosowaé jeszcze interpolecje przy pomocy transpozy kra=-
kovianu tablicowego /199/ napisalibysmy:



0.82720
0022360
0. 05280

<43 303 37
348 420 500
471 555 647

082720
0622560
0.05280

25760250
319.40250
389.20250

0s78625
0.27750
-0 06375

ny =

| B B

Obliezyé wartoéé jaks przybiere wielomian u

} =264.5961

i

t/x y / stabelaryzowany

w tablicy:
N 10 20 a0 4qQ
5 690 1590 3090 5190
10 33¢90 4290 5720 7890
15 | 10640 |11540 13040 15140
20 | 24690 |25590 27090 29190
25 | 47790 |486%0 501%0 52290
30 | 82190 8309 84590 86690
dla wartosci argumentdéw: x = 12, y = 23, tezne Ky= w = Qo4 oraz:K,:i% =063

Badajge tablice przy pomocy krakowiandw N stwierdzamy, ie wielomiany w ko=

lumnach sg wielomianami czteroparametrowymi, natomiast w wierszach = trdj-
parametrowymie.

Mamy bowiem np: 690 e 6001 [ 1
3390| 3 ” . | 33¢°0] |-4

dla kolumn: 10640 <3 = 2250, lecz: 106204 6% = 0
24690 1 246°20) |=-4
47790 | 1
690 1 690] [-1]

dla wierszys 115%0 -2 ¢ = 600, lecz: ) 1590( } 30 _ ,

3090 1 3oeof 1=-3| -

5190 | 1}

W zwigzku z tym zastosujemy w kolumnach interpolacjg czterowyrazowg, zas

w wierszach tréjwyrazows, tezmekrakowiasn A weimiemy z tablicy na stre 112
zedé krakowian B z tablicy n& stre 108.

Krakowian tebliecowy bedzie wige w kolumnach zawierat po 4 elementy, w wier-
szach pc 3 elementye. Krakowian ten wyodrgbnilismy w tablicy funkcy jnej
przez obrysowanle jego granice

Takie oznaczenie jest wygodne w praktyce rechunkowej, gdzie oczywiscle prze-
pisyvwerie krakowiandéw tablicowych niema celu, pochlaniajge czas 1 naraiajge
na biedy przepisywaniae.

/Krakowiany interpolacy jne najlepiej pisa¢ na skrawku kartcnu, ktéry nasu-
wamy na tablice funkeyjng, ewentualnie na specjalnie przygotowanych szablo-
nach, o czem jeszcze wspomnimy dalej.

Realizujge réwnanie /197/ napiszemy:

00416 4290 5790 17890 06595 6518 0595
Hea 0.832] )J11540° 13040 15140 0.510¢=3% 8018 0510 ¢ = 6905
' -0e312} | 25520 27090 <29190| |=-0.105 10118} |=0.105
0«064 48690 50190 52290

Stosujgqe kontrolujgeq interpolacje przy pomocy transpozy krakowienu tabli-
conego /199/ otrzymamy:
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0.595] [4200 11540 25590 48690} 0.416) [ 2677) [ 0.416

Uy = { 0,510}-15790 13040 27050 501004 0.83z| j11027| | 0.832
-0.105| [7890 15140 20190 52290f}~0.312(7)25977(1-0.312( = 6905
0.064| |49077] | 0.064

PrzykXad liczbowye

Posiikujgze sig tabliecg funkeyjng, podajgey wartosei odeigte] X i rzednej Y
Gauss-Ertigerowskiego obrazu punktu, ktdérego szerokosé geograficzna i diu-
gosé¢ wzglydem poiudnika osiowego wynoszg odpowiednio ¥i» wyinterpolowad
przy pomocy interpolecji txdjwyrazowe] wartosei X 1 Y spéirzednych obra-
zu punktu o szerokosei ¥ = 48°11730"225 A= 0°24°16"236.

A 0°20' 0°30" 040’ 0°50°'

X ¥ X g X Y X X
48°00:3 5317 938.999 | 24872.080 5318 006.208 | 37308.082 \ 5318 100.302 | 49744.072| 5318 221.283 | 62180.009
1045336 468.870 | 24791 .861 | 5336 536.038 | 37187 . 764 § 5336 630.074 | 49583 .631 | 5336 750.980 | 61979.453
2045364 999.279 | 2471/ .432 | 5355 066.403 | 37067./17 | 5355 160.378 | 49422 . 767 | 5355 28/.205 | 61778.369
3045373 530.223 | 24630.791 | 5373 537.30] | 36946./54 | 5373 691.211 | 49261 .481. | 5373 81/ .955 | 61576 .757
40°15392 06/.704 | 24549.940 | 5392 128.733 | 36824 .877 4 5392 222 .575 | 49099.775 | 5392 343 .232 | 61374 .620

Poniewe: wartosci obu funkeji X =2 /9v2/ 1 Y= F /% 2/ stabelaryzowane
s§ W jedne] tablicy bedziemy mieli do wykonanis dwie niezaleine interpola=-
cjees Krakcwiany interpolacyjme A dla kolumn i B dla wierszy bgdg w obu
tych interpolacjach identyczne i wyniossg /zwaiywszy, 2e przedzialy argu-
mentow wynoszg 10 a wige uiamkami interpoalacy jnymi bedg:

Ky ow 223037300 oo950a950  Kaoe 2221069000 | Goasvosto /:
10 10
007864500 =3750] [ 07858750 004506645 -600] [ 0.4506045
A =] 042775000 +3750}{={ 0.2778750} B = { 0.6716710 +6004=] 0+6717310
040637500 040637500 -0.1223355 -0.1223355

Wykonanie takiej podwd jnej interpolacji moina sobie ulatwié, positkujge

sig¢ szablonem, na ktirym wypisujemy wartosci krakowiandw interpolacyjnych
A1 B pozostawiajge migdzy nimi wolne miejsce na wpisanie iloczynow A U’

i A U", gdzie U" oznacza pierwszy, & U" drugi krakowian tablicowy. ¥ sza-
blonie wycinamy okienka, przez ktore widoczne sg elementy krakowiam, ktdéry
w danej chwili opracowujemy. Oczywidcie nalezy zwrdcié baczng uwagg aby
szablon nasunigty by na wiasciwe miejsce tablicy funkcyjnej. W naszym wy-
padku szablon przy obliczaniu odcigte) X zajmie pozyecjg:

A AU ;|
5336 468.870 5336 536.038 5336 630. 074 | 0.785 8750 5339 255.346 0.450 6045
5354 999 .279 5355 066 .403 5355 160.378 | 0277 8750 5339 322.508 0.67/ 7310
5373 630.223 5373 597 .30/ 5373 691 . 211 }-0.0637500 5339 416.535 -0.122 3355

po po obliczeniu iloczynu AU = T /UA / /wpiseliémy go ne szablonie/ znajdzie-

my X = AUB = 5339280.742.
Przystgpujge do obliczenia rzgdnej usuwamy z kartonu krakowian A.U przez
wytarcie gumg - krakowiany A i B oczywidcie pozostawiamy - i przesuwary sza-

blon na tablicy funkeyjnej az do zajecia poiozenias



247891, 86/
24711 . 432
24630.791

37187 .764
37067.117
36946.154

A AU B

49583 .63/
49422 .767) 0.277 8750 37169 .642 0.6717310
4826/ .48/

0.785 8750 24779.780 0450 6045

-0.063 7500 49559.468 -0.122 3355

Po obliczeniu iloeczymu A U =T /U A / /wpisanego znéw na szablonie/ znaj-
dziemy Y = AUB = 30070.999

Przykiad liczbowye

Positkujge sig tablicg funkey jng, podajgeg wartosci szerokoéci geograficze
nej ¥ 1 diugosei odniesionej] do poiudnika osiowego 2 dla punktu, ktérego
spéirzgdne prostokgtne w odwzorowaniu Gaussa-Krtigera wynoszg odpowiednio
X i1 Y, wyinterpolowaé przy pomocy interpolacji trsjwyrazowej wartosci YiA
punktu, ktérego spéirzgdne prostokgtne w odwzorowaniu Geaussa-Kriigera wy-
noszg: X = 5339,280742 klm. oraz Y = 30.07099¢ klm.

Uiamki interpolacy jne wynoszg: dla kolumn K=
0070999

wierszy K= 10

J 30 kim. 4Okim. 50kim. 60kim.
X ki
& A° tpe A° o A° g 2°
5330\ 48.108 2602 | 0.402 9011 |48.107 7108 | 0.537 1960 |46.107 0047 | 0.671 4864 | 48.106 1416 | 0.805 7711
53401 48.198 2016 | 0.403 6058 | 48.197 6505 | 0.538 1355 | 48.196 9421 | 0.672 6609 | 48./196 0763 | 0.807 1804
5350\ 48.288 1416 | 0.4043140 | 48.287 5888 | 0.539 0799 | +8.286 878/ | 0.673 8411 | 48.286 0096 | 0.808 5965
5360 +8.378 0801 | 0.405 0257 | 48.377 5256 | 0.540 0288 | 48.376 8127 | 0.675 0272 | 48.375 9414 | 0.810 0/97

3280722 . 0.9280742, dla

10

= 00070999, Znajdujge dla tych ulamkow krakowiany

interpolacy jne 1 wpisujgec odrazu na szablon otrzymamys

1/ dla obliczenia szerokosci geograficzmnej ¢

48.108 2602
48.198 2016
48.268 1416

48.107 7108
48.197 §505
48.287 5888

48.107 0047
48.196 9421
48.286 878/

skgd 9°= AUB = 48°19172914 = 48°11°30", 225
2/ dla obliczenie diugosci wzglgdem poiudnika osiewego A 3

A AU 8

0.038 5178 48.19! 7325 0.989 4246
0.994 8902 48.191 1816 0.0/14 0509
-0.033 4080 48.190 4733 -0.003 4755

0.402 9011
0.403 6058
0.404 3140

0.537 1960
0.538 1356
0.539 0799

A AU B

067! 4864
0.672 6609
0.693 8411

skad A°= A.UsB = 0°4045100 = 0°24°16",236

Interpolacja funkec ji dwéch argumentow w u!gc.’m szmboliki 1loczzn6w zupei-

niry

Lozna wykazaé ie iloczyn krakowianowys

A

UB

0.038 5178 0.403 5550 0.989 4246
0.994 8902 0.538 0679 0.014 0509

-0.033 4080 0.672 5762 -0.003 4755
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gdzie A i B oznaczajg jJednokolumnowe krakowiany jest réwny sumie elemen=-

tow tablicy, stanowigcej iloczym tablicy przez tablieg osiowg, ktdre]
oé pionowg stanowig elementy krakowianu A, zas od poziomg elementy krakowia-
nu B, teje przez tabliecg .

Symbolizujgc sume elementéw tablicy w przyJgty sposéb tej. przez postawie-
nie symbolu z prawe] strony u dolu symbolu tablicy, wyrazimy ten zwig-

zek réwnaniem.
Av.p = ([a 8] [0)),

200

Tek npe iloczyn krakowiamowy: |2| |1 2} [, sl s
27| )2
3 3 € {g} * 116 5} = 134
4] |4 3
1 2
bedzie identyczny z sumg elementéw iloeczynu tablieys |3 0| przez tablicg:
2 5 : 3
214 10 1 2|14 10 4 20
316 15 Mamy bowiem: 3 0 6 15 = 18 0| = 134.
418 20 4 3|8 20 > 32 60 =

Dowéd sprowadza sig oczywiscie do rozwinigeia symboli w cparciu o de-
finiecj¢ mnoienia krakowiandéw i tablice Niech bgdzie:

B
Ao Uoo U:o P29 00 Umo
4, Uo: Ul
AZ Uoz U42 cesseo Umz
. L4 L2 L

A,

lMamy wiges

L N ] Um‘

I

B

Uon UM

Unmn

(A,Too + A1 T

AU = (AoU«o + A Us

(AoUmo + A Un

Al_m. = (‘-oBoUoo + A B Up #oces
secet+ A,B.Ucn + AiBiUn

Dla tabliec otrzymamy:

LR LN J AHUO")
coeoe AnUm)

¥
+
+ ecoee AnUmt)

AoBmUmc + A.B. U, + A B U +e¢eliEnUni + vooe

¥ eoe AanUmn)

B, Biseocoee Bn
-Lo ‘.oBo AoBl OOOOOAq Bm Uoo Uto booooUmo
A( A( Bo L! B4 OOOOOAoBm UOO Uu oooooUmq
AlB| = |0 e o :
Aq A, B, Aan eoeeeod,.Bn Uon  Uin Uma
A:BoUo A.B. Uy eseseshoBnUnc
A lﬂ [ﬂ = f(fo?ol- fcfcgu-o:o:o:ALB:U:a
A,B, Un An B, U, AnBnUna
\
(A l_§ U )’_8 (AeBoUoo AOB' Um '.'QOOAoBmUmo + A Bo Unq + Aq B, UH +e00hi BnUni ¥eee

seood AnBoUon + A.BiUn '.‘Oo.AanUmﬂ)

czyli ostatecznie: AeUeB = ( @)z

W dziedzinie zagadnien interpolacyjnych oméwiony zwigzek
pujszce sformulowanie wzoru na interpolacje funkeii dwéch

pozwala na nastg-
argumentdw:



Wartosé funkeji dwéch argumentdw wyinterpolowana z prostokatnej reguler-
nej tablicy funkecyjnej] rowna jest aumie elementéw tabliey, stanowigce]
iloczyn zupeiny tabliey funkey jnej przez tablice osiowg, ktorej os piono-
wg stanowl krakowlan Interpolacji kolumnowe], zas os poziomg rozwinigty

w wiersz krakowlan interpolacji wierszowej:

v = ([ELE 1), 201

Ujecie interpolacji funkeji dwéch argumentdw we wzdr symboliki iloezynow
zupeinych jest na ogé biorgc mnie] celowe od ujecia krakowianowegoe Jed~
nak mogg zajsc wypadki prac rachunkowych, dla ktorych ujecle tablicowe
bgdzie ekonomiczniejszees Niech interpolacja kolumnowa bgdzie interpole=-
cjg w parametrows, zas interpolacja wierszowa interpolacjqa k parametrowg.
Krakowian tablicowy zewiera wige k kolumn i1 w wierszy. Krakowian A bg -
dzie w elementowy, krakowian B - k elementowy.

Obliczenie iloczymu AB wymagaé bedzie wykonania w.k mnozen, orez zapisa-
nia k lieczb, lub, jak bedziemy dalej méwili: wykonania k zapiséwe. Obli-
czenie dalszego iloczynu AU.B wymagaé bedziemy wykonaniz k mnoierd i jed=-
nego zapisu. Cala czynnosé¢ przeprowadzenia interpolacji wymagaé wige bedzie
» ujeciu krakowianowym wek+k = k /wsl / mnoied, oraz /k+l/ zapiadwe

# ujeciu tablicowym mielibysmy wek mnozen i wk zapiséw przy zestawieniu
tabtlicy osiowej, oraz wk mnoien i jeden zapis przy wiasciwej interpolacji.
lgcznie wige w ujgeiu tablicowym mieé bedziemy 2wk mnoier oraz /wk+l/ za-
piséw /élementéw iloezynu tsbliec zapisywaé tu cezywisdcie nie trzeba - sue
mowania i mnoienia dokonujemy Xgcznie na arytmometrze/.

Poniewa: dla w>1 k)1 bgdzie zawszes

k /w+1/Z 2wk oraz k +1Z wk+1

ujgcie krakowianowe jest przy interpolowaniu pojedynczej funkcji dwdch are
gumentéw ekcnomicznie jsze od ujecia tablicowego niezaleznie od rzgdu ine-
terpolacjie.
Jezell jednak zachodzi potrzeba obliczmenia kilku réinych funkejli dls tych
samych wartodci argumentdw i uXamkéw interpolaeyjnych /tego rodzaju prae-
ce rachunkowe spotykamy w geodez ji przy zagadnieniach transformacy jnych,
przyeczem ilosé obliczanyeh funke ji wynosi czasem 3/, widwezas niezawsze
interpolacja krakowlanowa bedzie ekonomiczniejsza.
Jezelil, zachowujgc dotychczasowe oznaczenia, oznaczymy przez n ilosé ine
terpolowanych funkeji, zas przez M 1losé mnozen 1 Z ilosé zapisdéw, otrzpe
manmy 3

dla interpolacji krakowianowej: M= n k /w + 1 / oraz Zi= n /k+1 /

dle interpolacji tablicowej: My=/n+1/wk oraz Z,=wk +n

Przy interpolacji dwuparametrowej /w = k = 2 / dwéch funkeyi /n=2/ poste-~
powanie rachunkowe bgdzie tu przy zastosowaniun obu metod riwnowaine zariwe
no pod wzgledem ilosci mnozer, jak i zapiséwe

Otrzymamy bowiem: Mi= 20de3 = 12, Mui= 3eZe2 = 12, oraz Zu«= 23 = &
i Zi= Ze2+2 = G

Natomiast przy interpolacji dwuparametrowej /w=k=2/ trzech funkeji /n=3/
zaobserwujemy jui przewag¢ postepcwania tablicowege, otrzymujges

By 3023 = 18 M. 422608 = 16, oraz: Z.= 303 = 5, Zi= 26243 = To

Naogét Jednak blorge rozwazania tekie mejg raczej charakter akademiecki,
juz choéby z tego wzaglgdu, ie wielokroine tabele funkey jne nie majg szer=
szege zagtosowanige

Pewna przewaga rachunka tablicowego nad krakowianowym wystepuje natomiast
przy zaggszczaniu tablic funkey inyeh funkeji od dwdeh argumentéw, dzigki
wigkszemu zmechanizowaniv eczynnosci.

Przechodziny do przyk¥addw liczbowyeh na interpoleac jg¢ funkcji dwéch argu=-



mentéw w ujeciu mnoienia zupeinego tablice.
Przykzad liczbowye.

Obliczyé przy pomoey trdjwyrazowej interpolacji tablicowej wertosé jaka
przybiera dla X = 7e24 1 y = 945 wielomian u = f /& y /'stabelaryzo-
wany w tablicy:

N\ 3 6 9 12 15 18
59 116 191 <84 395 524
7 37 156 |243 348 471 612
123 204 1303 420 555 708
11 | 167 360 |371 50C 6417 812
13 | 219 324 447 588 747 924

2
Zne jdu jge dla uzamkdéw interpolacy junych sz-g%=i = 0e12 Ky= Sal0:. =0e15

krakowiany A 1 B, zestawimy z nich tablieg osiowg:

| 0.78625 , 0.,27750  =0.06375
082720 | 04650386 | 0.229548 | =0.052734 ‘
0422560 | 0.177378 | 00062604 | =0.014382 = [4 | B|
~0.05280 | =0.041514 | 04014652 | 0.003366 e

Mnozge "interpolujgcg tablicg" osiowg [A |B| przez tshlicg funkcy jng []
ktérg uwidocznilismy przez zakreslenie, znajdziemy sum¢ elementdw tego
iloczynu /poszczegolnych elementéw oczywiscie nis piszemy /, U = 264.5961

Uwagas Z rdéwnan ZA=1 i XB=1 wyniks, 2o sums elementdw interpo-
Tujacej tablicy osiowej jest jednodcige *)

Ta zaleznosd:

IA ‘_BIZ = X z02

stuzyé moie jako kontrola mnozenia w interpclacji tablicowej, jezell na
lieznik nastawier wprowadzaé bedziemy elementy tablicy , sumuijge na
iczniku obrotdw elementy tablicy ]A Lg! .

Przykiad liczbowye

Obliczyé wertosé jakg przybiers wielomiaa uw = f /x y /, stabelaryzowany
w tablicy:

X J 10 20 3C 4Q dla wartosci argumentdw:x=12 y=23 tezn.
5 60 1590 30°C  51¢0 Kx= §-= 0.4 Ky= %ﬁ = Q3 Dprzeprowa-

(o} 7 el s]
10 4330 #2930 2790 ezl dza jge interpolacje 4x3 wyrazowg /t.zn.
15 10540 [11540 13040 15140 4 wyrazowyg w kierunku kolumn i 3 wyrszo-

2o | za060 |25500 27090 z0190| W& ¥ kierumiu wisrszy/. _
& £7700 148690 50190 52290 Zestawiajge tablicg osiomy IA L§| nae

piszemys
30 | 82180 33GC90 34590 86690
*
)Niech bgdzie tablica osiowa:
BO B‘ L O N Bm
Ao | A:Bo AsBieeess AoBn Sumu jge jej elomenty wierszami otrzymsamy:

A AiBe ABioeses A, Bn A 3B + A 2B +eeedndiB =X Be Z A = lel=l,

° ®» w e w e e o o W e

LALYI AnBO AnBl L Aan



06595 0510 ~0e105
0e416 0424752 021216 ~0004368
0.832 0449504 042432 ~0.08736
-0e312 ~0e18564 0015912 0603276 = EE‘
0. 064 0.03808 0.03264 -0000672

Stgd, po przemnozeniu przez tablice [U| /obwiedziong w tablicy funkeyjnej/
i zesumowaniu Uxy = 6905.

Ubydwa przykady przerobiliémy uprzednio przy pomocy interpolacji krekowia-
nowej, co pozwala na pordwnenie obu metod i stwierdzenie wyzszosci metody
krakowianowej.

Kryteria wiasciwego obrania rzedu interpolacji.

Dla regularnyeh tabel wiclomiandéw dwéch argumentdw mozna stosowad zupeinie
analogiczne kryteria wiadciwego obrania rzedu interpolacji do kryteridw ja-
kie stosowalismy dla tabel regularnych wielomiandéw jednzge argumentu. Zapo-
nmocy krakowianéw N badamy - w sposdb szezegdiowo opisany na stre 51  ilosé
parametrdiw wielomianu pray ustaleniu wartosei jednego z argumentéw; poczem
powtarzamy to badanie ustalajge wartosé drugiego argumentue Rzgd interpola=-
cji jest przez to badanie przesgdzony. Co sig ityczy ogdlnie pojetej ilosei
parametriw wielomianu - oznaczmy jg przez p - bedzie ona réwna iloczynowi
"parametréw wielomianu kolumnowego" p, przez ilosé "parametrdiw wielomianu
wierszowego" p,:
P=0D D

W szczegélnych wypadkach ilosé rdinych od zera paremetréw p moie byé oczy=-
wiscie mniejsza od iloezynu ©p,p,, co W niczym nie ogranicza ogélnosci po-
stgpowania przy ustalaniu wartoscl parametriwe

Poniewai przy rozwigzywaasiu przyktaddéw liczbowych na stre8l stosowalismy
juz praktycznie kryteria wiasciwego oObrania rzegdu interpolaecji dla interpo-
lowania funkeji dwéeh argumentéw, nie bedziemy sig diuiej nad tym zatrzymy-
waé, a przejdziemy do zagadnienia cbliczenia parametréw wielomiamu dwdch
argumentéw.

Obliczenie parameiréw wiszlomianu dwéch argumentéw /przeksztaXcenie tablicy
funkey jnej na skoneczony szereg poteIowy/e

Rozwigzujge symbolicznie ukiad réwnan liniowych wzgledem parametréw wielo-
miann Us

W= 8+ 8X ¢ 8,X° $recoeb, J ¥ D F° FooeoQyXy + CoXy + CuX°'y #o0ee —203

powstajgoy w drodze podstawiania wartosci x y u, stabelaryzowanych w regu=-
larnej tabliecy tezo wielomianu:

Lo Y. Y. , AY = const,
xg UOO UIO Uzg *
Ax = const, X Tos Uy Uz o = =04

e » & o o o©o o

otrzymywaé moina wzory analogiczne do wzordw, wyraiajacych pod postaciy réwe-
nania krakowianowego zespdX parametrdw wielomianu jednej zmiennej /Str. /}
Tak nus dla parametréw wielomianu:

u=a+ax+by+cxy 205
danego pod postaciyg tablicy funkeyjnej:
Yo Y,

xO UOO Uﬂ) 206
X1 UO{ UH




otrzymalibysmy, przy oznaczeniu przez r, r, odwrotnosci odpowiednich
réinic, te.zn.
Ty = ks ry = 1 207
3 Ax Y Ay

wzér na zespél parametrdw pod postacig:

. .
UooW i Yy =r, =r 1
- Uos Iy Ty bt
L Uy - Ty Xy 208
s J Uu < r: X
8, ( i r
X. - )
Yo «¢ b
~X°Y°J L = g

co Xatwo sprawdzié rozwigzujge uktad réwnan typu 205,

Przykziad liczbowy.
Tielomian stabelaryzowany:

N 2 6 10
3|43 111 17¢
5|63 163 263
7|8 215 347

jest wielomianem 2x2 parametrowym, co tatwo sprawdzié przy pomocy krakowia-
43 1
now N 63 «Z2¢ = 0 1 t.de
83 1
Dla obliczenia jego parametréw a.a b ¢ /205/ zastosujemy wige wzér /208/:
Otrzymamy: r. = = = 0e50 Ty = = = Qedb

2 ]
[ 23] [ 04125 <=0.25 =050 o |
c 63| |=0.125 0e50 g
- 111} |-0.125 Ce25 iy skgdsU=3+2x+5y+4xy
al 163} { 0.125 - 2
8¢ 3 -c=-4 -a:-z
- @uwd ~b==5
€ Jm b -g==4 j

Tego rodzaju postgpowanie komplikuje sig jednak znaeznie ze wzrostem ilosci
perametréw. Drobne stosunkowo korzysci wynikngé moggce z uwzglgdnienia sta=-
¥oei réiniec /"regularnoéci”tablicy/ staja sig znikome w poréwnaniu z bra-
kiem prostoty i przejrzystosci wzoru przy tego rodzaju ujeciuve To tez le-
piej Jest zrezygnowaé z wykorzystania regularnosci tablicy i rozwigzywaé
zagadnisnie wyznaczania parametréw wielomianu dwdch zmiennych w sposéb zu-
peinie ogdlny, tezns w drodze rozwigzywania ukadu p réwnard liniowyech 2z

p niewiadomymi / p ogélna ilosé parametréw w zagadnieniu réwna iloczynowi
ilodci parametréw p, @ wielomianie kolumnowym przez ilos¢ parametréw p,

w wielomianie wierszoqu/o

Z ujgé krakowianowych najekonomicznis jsza begdzie tu metoda zerowania tablie,
¥tdrg stosowalismy juz, rozwigzujgc zagadnienie obliczenia parametriw wie-



lomisnu jednej zmiennej /stre 74 /.

Szczegély postgpowania rachunkowsgo dogodnie jest usystematyzowaé jak na=-
stepuje:

Pogstwierdzeniu przy pomocy krakowisniw N ilosci parametréw w wielomis-
nach kolumnowym i wierszowym, zestawiamy schemat parsmetrivw wielomianu
obu zmiennych, piszge na osi kolumnowej kolejne potggl zmisszej kolumno-
wej, na osi wierszowej kolejne potggi zmiennej wierszowej, zas$ na posSzcze=
gélnych polack takiej Tablicy osiowej symbole spdZezynnikéw przy iloezy=-
nach odnosnych potgg, tezn.symbole poszukiwanych parametriw wielomianue.

Za symbol spéiezynnika przy iloczynie 1-tej potegi zmiennej x przez
j-tg potegge zmiennej y wygodnie jest - co bedziemy stosowa¢ w dalszym
ciggu - przyjaé symbol .

Tak np: po stwierdzeniu, ze wielomian kolumnowy jest dwu, a wierszowy irdj=
parametrowy, zestawimy nastgpujgcy schemat parametréws:

1 T
) (i) @ 209
®

Wielomian zawieraé¢ wige bedzie: wyraz wolny /spétezyanik przy iloczynie
X° Y°, co symbolizujemy przez (:§

/, i wyrazy spétezynnikowe przy: X Y
XY Y° XY® /ktére zasymbolizowalismy przez @ é’) @ /.

W postaci rozwinigtej mielibysmy wyrainie:

u = @ol +X +®Y - @ Xy +@ Y2+ XY (XD)—210

Przy jgty porzgdek wyrazéw, odpowiadajgcy rozwinigeiu w wisrsz kolsjnych
kolumn schemstu parametrdéw bedziemy w dalszym ciggu zachowywace

Dla obliczenia p x p parametrdw weimiemy p x p elementdw tablicy funk-
cyjnej, ktore w obranym powyziej przykitadzie zasymbolizujemy jak nastgpuje:

Y, ¥ Y.
X |u. U. U, 211
X,|U, Ux TUsp

i zestawimy peing tablicg spdiczynnikowa ukiasdu rdwnad, jakis otrzymywad
bgdziemy, gdy argumenty X Y przybierajg kolsjno wartosci, odpowiadajg-
ce elsmentom tablicy funkcyjneje Niewiadomymi tablicy spdilczycnikowej bg-
dz symbole C) @D... w obranej kolejunosci /piszemy je w wierszu nagidwko-
wym tablicx/. Kolejne wiersze tablicy zawierad bgds uszeregowaue w tejie
kole jnosci wartosci, jakis przybierajy iloczyny: 1 Xi T Xi-Yj eee /gdy pa=-
ry wskaznikdéw 1j przybierajg wartosci odpowisdajsce elementom tablicy funk-
cyjneL/. Ostatnim wyrazem kazdego wisrsza bgdzis odpowiednis wartosé wie-
lomianu ze znskiem odwrotaym - Uw » ¥ obranyia praykiadzis tablica spdiezyne-
nikowa mie¢ wige bgdzle postad:

D®O® @ OE -v
1 X XL YTXY - T
e Yo XY I I - U
T L XE XNEIn ~ U 212
L LY. T XY - Uz
% Y%oXY, Y XY - 1y
X Y XN Y3 X - Uy

1
X

(T T T ST

Wypeinienie cyfrowe tablicy odbywa siz oczywiscie kolumnemi: w pierwszej
kolumnie piszemy jedynki, w drugiej i trzeciej wartosci argumentsw x i y
odpowiada jsce kolejnym polom tabliey funkey jnej /kolejnoéé pol tablicy taka



sama jak kolejnosé pél w scheme&cie parametriw przy rozwijaniu go w wiersz
nagiiwkowy tablicyq/, w ostatniej kolumnie minus elementy tabliey funkeyj=-
nejs Podrednie kolumny tablicy wypeiniesmy realizujge dziatania zasymboli-
zowane dostatecznie wyrainis przez parametry wypisane w kolumnie nagiiwko=-
WGJQ

Dla rozwigzania tablicy spétezynnikowej metodg zerowania wystarcza jak wie-

my napisaé schemat:
al|-T
g wi ™ 9] 213

w ktédrym & Jjest pelnym krakowianem tablicy g i1 h schematami jego czyn-

nikéw kanonieznych, zas x schematem poszukiwanego krakowianu,i wypeiniaé

puste pola schematu zgodnie z warunkiem, aby iloczyny kolumn sgsiadujgeych
al |z

£
tablic |g| |h| byly zerami i iloczyny wierszy x byly zerami. Kontrole
stanowi zerowanle sig wierszy a i X. /bor.tei stre 30,74 /}

o b4

W naszym wypsdku ukiad zerujgecych tablic mieé bedzie postacd:

@) ® @ &y ¢ @ <:> o o o o o o
4 X | % | X% | ¥ | Y| ~Us]=1|o0o|o0o]|o|o]o
1 . | % | T | 0. XY | =l o|=1 |0 o |lo| o
1 X: | X % ¥ Y: XX Uz o|o|= |[o|o] o
1 X. | Yo | % | & | &Y | <Ua o| o -1 |0 o
1 Y. % | %1 6 | X0 | «Us c| o o |=1 | o
1 L f 4 | Xt | 4 | XYy | «Un o| o] o o | o |=1|—214%
i . . . . . . sl wlaite [T | s
0 1 . . . > ° c . . . . N
0 0 i 5 . ® . . 0 0 ° o . .
0 o 0 1 o o N ¢] <) o] . . °
0 0 o] (o] 1 o . o 0 o) o . °
) o 0 o o 1 . o|l ol o | o] o] e
. . . . . .

olelo|l® @ @ | *

Przechodzimy do prazykzaddwe
Przyktad lieczbowy.

Obliezyé parametry wielomianu stabelaryzowanego w tablicys

XY 3 6 @ 1z {lé%} { 1}
2 128 389 794 1343 Poniewas mamy: 1300 1=2¢ = 128 # O
4 360 1080 2214 3735 720 1
6 720 2181 4434 7479 5o :
3 | 1208 3665 7454 12575 .. |3¢g J "
7:0 -3 ®0
1208 l 1



128| [ 1 128| [-1

analogicznie: 3891 \~2( =144 3 0 oraz: | 389 3L _ o
794 [ 1 794 |=3
1343 1

wielomian jest i w kolumnach i w wierszach tr¢ jparametrowye Schemat para-
metréw wielomianu u=f /x y / bedzie mial postac:

g ! Y ;4 Do obliczenia 9 pa= Y 3 6 9
B rametréw weimiemy
1 @ @ @> fragment tablicy: 2| 128 389 194

@ & @&@ 4 | 360 1089 2214
x| @) D) 6 | 720 2181 4434

Rozwijajgc kolumnami symbole schematu parametréw w wiersz nagidéwkowy tae-
blicy i tworzgec irozwigzujgc uktad tablic zerujgeych otrzymamys

0@ ®O0EOED v

/ 2 g -128 § -1 a g a a 0 a 0
/ 4 6 | 3 12 | 48 9 | 36 | 144 |-360% O |-/ o 0 0 ] o o |0

/ 6 | 36 | 3 18 |108 9 | 5 | 324 \-720§ O o |-/ 0 a 0 a g |0

/ 2 4 6 12 |24 | 36 | 72 | /144 |-389) O 0 o |-/ ] o 0 0 0

/ 4 | 16 | 6 24 | 96 | 36 | 144 | 576 |-1089) O 0 0 g |4 0 0 0 0
/ 6 36 6 36 (216 | 36 | 216 (1296 |-2/181 } O g 0 0 0 =/ o o o
/ 2 4 g /18 | 36 | 1 |162 | 324 |~794 | O a g a 0 o |-/ g |0

/ &4 16 g 36 |l44 | BI | 324 |1296 |-22/14 | O g a 0 g 0 g =7 g
/ 6§ |36 | 9 54 324 | 81 | 486 | 2916 |-4436) O 0 o 1] 0 o 4] a: =t
/ 2 4 3 § ”2 g 18 36 -128 ' / ! ! / ! ¢ / !
g / 6 0 3 8 0 9 54 | -1 0 2 4 o 2 % 0 2 4
0 o / 0 0 3 o 0 9 -8 a 0 8 0 o 8 0 0 8
0 0 g / 2 4 9 18 36 |-87 a o 0 3 3 3 6 8 5
0|0 0 ] / 6 o g 5 |-78 o g 0 a 6 2 0 1z | 24
o 0 o o 0 / g 0 g -1 a a a g o 24 0 0 48
o o 0 o o 0 / 2 4 -8 a 1] 0 0 o a 8 8 8
a 0 o a a 1] 0 / § -7 0 o g 0 a 0 ) 36 72
a a a o a o o o / -1 o 0 0 o 4] a a g | 1ek
Sl 2| | " ]| /1iczby drobne - otrzymane w proce=-

sie zerowania tabli c/ o

akgd ostatecznie:
U=3+2x+x+y+3xy+2x'y+2y'+xy’+s x*y’

Nastgpny przykiad zaczerpnigty z "The calculus of observations" Whittaker
and Robinson /London Glasgow 1946 /, dotyczy obliczenia parametrdw wielo=
mianu, w ktdrym ilosé i zrnaczenie parametréw jest zgdry wiadomes Jest to
wige przypadek szczegdilny - tatwiejszy gdyi odpada potrzeba badania ilos-
ci i ukladu parametriw.

Przyikiad liczbowye

Y X o p { 2 3 Yielomian jest tu peinym wislomianem drugiego
c 5 9 stopnia, teznewislomianem o schemacie parame-
triws
1 3

™o
W o W

©w
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¥
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He|~

©

Rozwigzu jgc zadanie wedZug podanych wyzej regui otrzymamy:

DO O® @ @ -v

ojojO0] QO 0| -3 -1 0 0 0 0
.| X | E]10] 0 0| -2 0 | =1 0 0
1|2 (40| 0 Q| -3 0 0 | =1 0 0 0
1| 00|21 O E | =% 0 0 0 |=1 0 0
U T A (R N i - A | I | =2 0 0 0 -1 0
1|00 2] 0 4 | -9 0 0 0 0 0 | =1
1| o o| o] o o ~3 I ' I I ' 1
0 L |t o o o ! 0 ! 2 o |
|l 0| X|o] o o -1 Q 0 2 o o
0|l 0O|]O0]| 1| o 1 -2 0 0 0 ' ' 2
o 0|00 1 ' 0 0 0 ' o
OfO0|O0O|O0] O -1 0 0 0 0 0 2
= [ [-1 T3

skgd: u=3 =2y +Y +X XY +X

Zna jgc parametry mozemy
nej, obliczajgc wartosé
le2 202 302 De3 1le3

Otrzymm:' 3 (1 1
-2 3 2
SR

-1 (4} 2

Ll.l Lo 1

wypeini¢ puste miejsca czworoboku tabliey funkey j-
U dla par wartosci y x rownych: 3.0
2¢3 3e3.

Wykona¢ to mozina wygodnie krakowianowo obliczajge iloczyn:

[ 3
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-1
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J

Pamigtajgc o porzgdku wpisania w drugim krakowianie poszczegdélnych kolumn,
odpowiadajgeych kolejnym w obranym porzgdku kolumnowym brakujzcym elemen-
tom tablicy, uzupeinimy tablicg mechanicznie rozpisujge wynikowy krakowian

olle
Jolt x99 1 2 3

0|3 5 9 15
112 356 11
21373 5 9
3|8 5 6 9

Po sprawdzeniu, e iloczyn kazdej kolumny przez

-1

3

=3

1

oraz kaidego wiersza przez -1 3

-3 1

jest zerem mozemy uwazac¢ rachunek za wy=-

czerpujgco skontrolowanye.



Interpolacja funkeji dwéch argumentiw w postaci nieregularneje
TR T SIS, (R S S S O P e S S e e S i S Y Y [ VP PP PR IR

Zagadnienie interpolacy jne dla funkcji dwéeh argumentéw w postaci ogdlnej
/"nieregularnej”/ ujaé moina jak nastgpujee
Dana jest tablica funkcy jnas

X Y U
X4 Y, U,
x:z Y; Uz 215
X3 ¥, Us
Xn Y. Un

trektowana w zagadnieniu jako tablica wielomianowa wielomianu:

W/xy /=% &y xie v 216
przyczem wiadomo jest zgiry jakie potggl zmiennyech X Y wystepujg w wie-
lomianie W , to znaczy zrane sg wartosci wskaznikéw i k dla p=n

ednomianéws xiy*, sktadajgcych si¢ na wielomian W. /Symbol
oznacza, jak to juz prazyjelismy /stre 90 /, spéiczyunik przy iloczy-
nie i-tej poteggi zmiennej x przez ketz potegge zmiennej y /o

Naleiy obliezyé p = n perametréw wielomianu: GZT@ /j=1.2...n/.——4.1‘7

Jest to oczywidcie typowe zsdanie na rozwigzanie ukiadu n rdéwnai o n
niewiadomych w ktirym spéiczynnikami przy niewiadomych bgdg wartos-
ci iloeczynéw x| ¥ /j=1.2:...n /, zas wyrazami wolnymi po lewej stronie
réwnari minus wartosei furnkeji =-u; /j=leZesen /.

Oznaczajge przez P peXny krakowian tego ukiadu réwnad mielibysmy wyrai-
nie:

x:' y,k' X,u y'ka essoe Xi;" y:r =T,
in L] i Kk tn Kn
P = X2 Y, x; y2 P seese X, yz ’UZ = S U 218
= . ° . o ( s =
. . P .
. . .
I,:" y,,k' x'ﬁ! y:l sevee X y:" =Up

gdzie oznaczylismy dla skrdcenia S krakowian spéiczynnikowy ukiadu, czy~

1i krakowian P bez ostatniej kolumny.
Oznaczmy ponadto przez (%) poszukiweny krakowian perametriw, tezn.wyrai-

nie: =

@ = E - 219

1/ W wypadku rozkladalnosei krakowianu P na tréjkgtne czynniki kanonicz=
ne zagadnienie rozwigiemy rrzez zerowanie tablic:

(3 -

+
0

gdzie, jek zawsze, T jest jednostky krakowianowg, a g i h +trdjkgtnymi
czynnikami kanonicznymi krakowisnu T
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g/ W wypadku nierozkiadalnosci krakowianu P, jak réwnie: w wypadku, gdy
ilosc elementéw tablicy funkeyjnej Jest vigks"a od ilosci parametrow:
n> p 1 zadanie polega rna wyznaczeniu najprawdopodobniejszych wartose
ci tyeh parametréw /teznewartosci zamieniajgqcych na minimum sumg kwa=-
dratéw poprawek wielkosei u /, zerowaé bedziemy uklad tablic:

H3) -

(e}

!
0

gdzie T

Jest iloczynem peinego krakowianu ukisdu przez spéiczynnikowy:

M= PSS, zas g i h czynnikami kanonieznymi krakowiamnu T »
Po okresleniuv parametrow wielomianu rozwigzywaé bedziemy ez trudnosci
wszelkie zagadnienia interpoclacji szczegdiowej, tezne obliczenie wartos-
cil jaka przybiers wieclomwian dle wartcsci argumentéw x 1y o

est cezywidcie ogolnle sza i moie byé stosowena w kaidym wy=
adkue Nie powtarzajge rozumowan teoretyczmych, uzasadniajgcych siusz-
nosc uostgpowania, a podanyck juz w tekscie i przypiskach /porestre
29, 38, 74, 88 / przechodzimy do przykiaddw liczbowyche

Przykiad liczbowy.
Przy jmu jge, Ze tablica funkcey jna:

X ¥

3 P2 5
3 3 <0
5 7 60

Jest tablicg tré jparametrowego wielomianu, zewierajgcego pierwsze poteggi
i iloczyn zmiennych, tezne.wielomiarnu:

¥ =@ x+@Q) v +xv (:)
znaleié parametry @ ® @/ « 1 2 2 a5 ®
Wamy wyrainie /218/: P=43 3 9 .20 oraz /219/=
I (5D

5 7 35 =60

Zerowanie tablic /220/ daje /jek zawsze piszemy dane wyjsciowe - dupymi
cyframi, dane uzyskane w procesie zerowania tablic - maiymi cyframL/:

1 2 2 -5 -)
3 3 9 -20 -1

§ | 7 |35 |60, -1 =%
1 2 2 -5 ] 3 5

0 1 2 % 0 -3 -3

0 1 =% 0 0 -

95/33 -1%3 15“ 1

lo «
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85| |X
Wielomian ma wige ksztatts W= %% X - U Y + % albo:ﬁszs{-lo} {Y }
45 ] | XY

Dla skontrolowania rachunku obliczamy wartosci Jakie przybiera wielomian
W dla par wartosci podanych w tabliecy:

95 1 3 5 165 5
W = Yoy {=10p-912 3 7 =), 1660 = 120 jek 1 powinno byce
45 2 9 35 1980 6C

Gdyby chodzilo o wartosé jakg przybiera ten wielomian np: dla x=4 y=5

95 4
nepisalibysmys W =), {-10}-{ 5} = s 1230 = 37.273
as| |20

Uwagae W praktyce rachunkowej nie liczymy oczywiscie przy pomocy ulamkéw
zwykiych, lecz dziesigtnych, lepiej dostosowanych do rachunku maszynowegoe
Przyktad liczbowye

Przy jmujge, e ta sama, co w przykiadzie povrzednim, tablica funkcyjna jest
tablieg trd jparametrowego wielomianu, zawierzjzcego wyraz wolny 1 kwadraty
zmiennych, tezne wielomianu:

¥ =0 a2a+:@x+@

znajdziemy parametry /(O , oraz obliczymy wartosé, jaky przybiere
ten wielomian dla x=4 y=5.

kamy wyraznies | 1 1 4 -5 ®
P= 1 9 9 -20} oraz: @ =
1 25 49 -60 @

Zerowanie tablic daje:

1 1 4 -5 -]
1 9 9 «20 -1
1 |25 |49 | =60 |, -1 L B
1l ! 4 -5 I ! |
0] 1 % % 0 8 24
0 0 1l /a 0 0 30
% % % 1
i
. 6] |1
sted wielomian: W= % + % X'+ /i Y*° 1lub krakowianowo: W=/ i §:

Obliczajge dla kontroli rachunku wartosci wielomiamu dla par wartosci zmien-
nych, podanych w tablicy, otrzymamy:

6 3: 32 I 15 5
W= ) Sr11 9 25; =1 60 ¢y = 120 jak byé powinnoe.
1 4 9 49 180 €0

»

Dla wartosci zmiennych: x=4 y=5, wielomian przybiera wartosé:

6 1l
W=) 357-416 = /3 o 111 = 37.
1 25



Wartosé ta jak widaé réini si¢ od wartosci otrzymanej w drodze interpola-
cji przy pomoey poprzednio obranegc wielomianu, stosunkovo nieznacznie.
Pytanie, ktéra z tych wartosci jest “"lepsza" tezne bliisza wartosci stabe-
laryzowanej funkeji jest oczywiscie bez dodatkowych zalozerd nierozstrzygal-
neo

Przyktad liczbowye

Poprzedni przykad, polegajgcy na okresleniu parametréw wielomianu:

W= C) 1l + €E’ X: ‘I’ y?

w zaXozeniu, ze tablica funkcy jna:

x y U
R B 2 5
3 3 20
5 7 60

Jest tablicg tego wielomianu, rozwigzaé moina tez wygodnie, korzystajgc =z
tego 2e krakowian potggowy:
1 1 4 =5
P= 1 9 9 =20
1 25 49 -60

jest "z jednostikowany", teznewyrainie e spéczynniki pray (:) w uktadzie
réwnad liniowychs

1 @Q+1 @ #4 @ = 5

1 O+9 @ +9 @ =20

1 @ +25 & +49 @) = 60

reprezentowanyn przez ten krakowian sg jednosciami. Stosujzec postgpowanie,
opisane na stre. 35 napiszemy odrazu:

s]( ¢ 25  -225]
(3 200 | 49 1 - 49 1466600
60l ) 4 ¢ - 36
@ = 5" -49 -9 44].? = 0033300.
() 20| |- ¢ =25 100 24000
60 |- ¢ -1 0
240
SKQd: W= le666esex? + 0.33300.y2+ & = g'X'¥ % Y2+ 2e

Zastosowanie interpolacji do transformacji spé¥rzednyech geograficznych 2
jednego ukiadu triangulacyjnego na drugi, przy trzech punktach dostosowa-
nia.

Zakkadajqc istnienie pewnych warunkéw, ktére w nowoczesnych sieciach trian-
gulacy jnych sg zawsze speknione,*) i uwazajgc za dopuszczalne i zaniedbywal-
ne bigdy rachunkowe nieprzekraczajgce w szerokosci geograficznej ¥ wielkos-
ei £ 0".0014 /okoto 4 cm/, oraz w dlugosci geograficznej A - wielkodci

2 0.0043 /okoto 8 em./, mozemy transformujac w naszych szerokosciach geo-
graficznych /49°<¢<{ 55° / spéirz¢dne geograficzne z jednego ukiadu trian-
gulacy jnego - nazwijmy go ukladem pierwotnym - na drugi ukiad triangula-

cy jny - nazwijmy go uktadem wtérnym - przyjaé ze:

poprawki5 ktdre nalezy dodaé¢ do spéirzednej geograficznej w ukiadzie pier=-
wotnym dla otrzymania odpowladajscej spéirzednej w uwkladzie wtornym sg funk-
cjami liniowymi spéirzednych'¢ A przeliczanego punktiu znanych z ukiadu pier-
wotnegce. Jezell oznaczyc przez p i q poprawke szerokosci i poprawke diu-
gosei geograficzne] punktu o spéirzednych YA / w ukadzie pierwotaym /,

X)Szczezdty: "Transformac ja spéirzgdnych geograficznych przy pomoey interpo-
lacji" inze.Stefan Hausbrandt. harszawa 1947. Geodezy jny Instytut Naukowo
Badawezy przy Gidwnym Urzgdzie Pomiardw Krajue /bdbitka gwiattédrukowa/.



zas przez A B'C' orgz A" B" C" stale przeksztalcenia begdzie wige:

P =AY+ B AasC
G = A"9+ B"AsC" 222
I\‘o A’ A"
lub w posteci krakowianowej: {Tf= 4A B* B"
% 1] [¢ ¢

Stale przeksztalcenia A B C moina wyznaczy¢ znajgc spéirzedne trzech
"punktéw dostosowania" w ukiadzie pierwotnym: YA, ¢, ¥iA,,oraz wtirnym:
A RS %X 2 ktdrych najpierw obliczymy poprawki punktéw dostosowania:

Po= 9-% g = A-A
dla szerokosciz Dp, = ¢ '-¢, i dla diugosei: q = A}-A,
p; = = q = A=A,
lub w postaei krakowianowej: 48
P, g ] x:] A
P, G = 2 Mg - . 2
p, 4q, Vs A I Ps A

Po obliezeniu tych poprawek zestawié mozemy 2 ukady 3 réwnan /222/ z
trzema niewiadomymi kaidy. Poniewai bedg to ukiady zjednostkowane, najwy=-
godniej rozwigzaé je stosujgc wzory /88 s co doprowadzi do wzoru krakowia-
nowego, wyznaczajgcego poszukiwane szesé parametrdéw:

[ pl qlw [ 7‘-2 "P3 ’Az "P3 1
Pz Q.Q 7\3 "?. -7\3 “Pl
4% A" P, 4q; . A%
B’ B" = < g < S 224
c' C" pl q-l —)\3 “?2 7\3 LPZ S
P, 4, -9, )
| Ps Q3] j -A2 -9 AN P

gdzie Y A spéirzedne w ukladzie pierwotnym, zas s oznacza sumg S OS-
tatniej kolumnye. Realizacjg rdéwnenia 224 naleiy rozpoczgé od obliczenia
sumy s i zapisania jej, co umozliwi nastgpnie czysto arytmometryczng
realizacjg¢ wzorue Wielkosei Y i A najwygodniej na poczgtku rachunku wyrae-
zi¢ w dziesigtkach tysigcy sekund, teje w "jednostkach dts", np:

10° = 36000" = 3 dts,60 , ewentualnie w innych jednostkach, nadajgecych sig
do rachunku maszynowegos

Przykiad liczbowye

Znajge spéirzedne geograficzne trzech punktéw dostosowania:

w ukiadzie pierwotnym m

dts ]
1/ Goldberg ¥ = 19. 24848881 A, = Te 42003517
2/ EZichenberg®,= 19 09574656 A.= 6e 29621916

3/ Dohnasberg,= 1%« 60952536 A;= 6. 63791183

i w ukitadzie wtiérnym zna jdziemy poprawki

. dats i i szerokoscl p dlugosei g
Y = 19 22822790 A= Te. 41992348 -246091 «1e1169
9's 19, 09547885 A= 6e 20611834 ~2.6771  =1.0082

Pr= 19+ 60926401 A= 6. 63780110 246135 -1.1073



i obliezymy spéiezynniki przeksztalcenia 4'B C' A" B"G" ,stosujagec
wzZér 234.
r-2.6091 -1le1169 =6029621916 19.60952536 -123-46586929-
AT A" -266771 «1.0082 6063791183 19.22848881 «127.63701334
B’B"} = | «266135 -101073y J 742003517 19.09574656 ~141.69111107 'Lé o
cfen «2:6091 <=1.1169 «6063791183 «19.,09574656 12675588129
-Ze6771 =10082 -7.42003517 =19.60952536 145.50336784
h-2.6l35 -1.1073J L-6.29621916 «19,22848881 121.06677%66
g = 0053203579 °
0090670 -00139517
= 0049788 =-0080245
-4V, 7221 2".1612

Réwnania przeksztalcajgce /222/ majs wige postaé:

D = 0090670 ¥ + 0049798 A ~4.7221
==0e139517 ¥ - 0080245 A +2.1612

rrzyczem 'Y 1 A wyrazamy w jednostkach dts /dziesiqtkach tysiecy sekunq/
a poprawki p i q otrzymjemy w sekundach. Po sprawdzemiu, ie poprawki
p i ¢ dla punktéw dostosowania, obliczone z tych rdéwnar, wynoszg scisle:

~2.6091 =1.1169
=2¢6771 =1.0082
=206135 ~1.1073

mozemy transformoweé punkty triangulacyjne z ukladu pierwotnego na witérnye.
Rachunek wygodnie prowadzié¢ w schemacie, w ktérym nad kolumng szerokosci
wpisujemy spétezynniki A°A", nad kolumng diugosci = spétczymniki B BY,

a obok, w tych samych wierszach, wyrazy wolmne C’C".
Nazwa Spotezynniki przeksztatcenia FPaprawki
punkty 0.090 670 0.049798 =47221| p
i -0.139 517 -0.080245 2.1612 g ' Uwagi.
) ] Spotrzedne _ uktadu Spofrzedne  uktadu
p/erwotng/. —

w[a'mega

pierwotnego
Y+p A+q

(NS A i S |

Walday 192681 5464 | 69236 5471 | 1 |-2'6303 |-1"0626 | 19756789161 | 675235 4654
Rinkowken | 19.3257 4197 | 6.7017 4825 1 |-2"6361 |-1'0729 | 19.3254 7836 | 6.7016 4096
Gr Rohdau | 19.3602 8809 | 6.9124 1772 ! |-2'6207 |-1'0974 | 19.3800 2602 | 6.9/23 0798
Kinigsbruch | 19.3487 7035 | 6.5305 6665 I |-2"6425 |-1'0623 | 19.3485 0610 | 6.5304 6042
Gnieschau | 19.4563 0437 | 6.7404 8871 I |-2'6222 |-10945 | 19.4580 42/5 | 6.7403 7926

Uvagi dotyczgce postepowania przy ilosci gunktéw dostosowania wigkszej od

trzeche

Gdy ilosé punktéw dostosowania przekracza trzy moina bgdz to: L/ zatozy¢é
inng formuig interpolacy jng, uwzgledniajgqeg wyisze poteggi, bgdz:
przestaé¢ na zwigzku liniowym /22%/ i przeprowadzié wyréwnanie metodg naj-
mniejszych kwadratdéw; bgdi wreszcie 3/ przeliczaé punkty sieci z trzech
tylko punktéw dostosowania, obierajgec te, ktire dla danego punktu korzyst-
nie sg poxozone /blizko i w pozliwie jednakowe] odlegloéc;/. A
Zdaje sig, ze ta ostatnia droga - rachunkowo najprostsza - jest jJednoczecnie

najbarézie] uzasadnionae.

™

bo =

Poszukiwanie parametréw zwigzku wyziszego stopnis,
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wobec stwierdzenia, ie zwigzek 1liniowy daje sig uzasadnié, Jest
zwykig straty czasu, pomijajge juz niepewnoséé w obliczeniu parametréw. Za-
tozenie zaé jednego zwigzku liniowego /jednej "piaszczyzny interpolacyjnej"/
na wigkszym obszarze, do czego w rezultacie prowadzi tu metoda najmniejszych
kwadratdw, stanowi wypaczenie podejscia interpolacyjnego, ktiére przecie:

nie dlatego zostalo obrane w formie najprostszej, ie zwigzek liniowy zacho=-
dzi, lecz dlatego ie moie on by¢ na mnie jszych obszarach przyjety w charakte-
rze przyblizeniae.

Rozdzilazl IV.

Interpolacja funkcji trzech argumentiw.

Interpolacji funkeji trzech argumentéw w postaci ogdlnej /"nieregularnej“/
nie bedziemy specjalnie rozpatrywaé, gdyz zagadnienie rozwigzuje sig¢ tu zu=-
peinie analogicznie do odnosnego zagadnienia dla funkcji dwéch argumentiwe
Nie wydaje sig przytem, aby to zagadnienie mogio znaleié szersze zastosowa-
niee

Rozpatrzymy natomiast zagadnienie interpolacji regularney funkecji trzech
argumentow, ktdrego, jak to jui w innym miejscu podkreslilismy, interpole-
cja réznicowa wogdile nie rozpatruje, a ktére w ujgciu interpolacji bezpo-
sredniej daje sig ujgé i realizowaé w zupeinie przejrzysty sposdébe hozliwos=-
ci stosowania tej interpolacji w zagadnieniach geodezy jnych oméwimy w dale
szym ciggu. Wyobraimy sobie uklad tablic wartosci funkcji trzech zmiennych
U= :/xy z /, z ktérych poczgtkowa tablica zawiera zespét wartosci tej funk=
cji dla statej wartosci zmiennej niezaleinej z = 2z, , nastgpna zespéi ware
tosci tej funkcji dla staej, lecz innej wartosci zmiennej niezaleinej

zZ =2 1 tede przyczem jest:

A x = const, Ay = const, Az = const;

Tablice takie moina sobie wyobrazié, jako kolejre karty ksigzkie.
Zasymbolizujemy przez U° U' U" +..U® krakowiany zestawione z elementéw tych
tablic, wyznaczonych przez zakres interpolacji, a wigc wyrainie:

225

! ' ' (i
U:O U:) LX) oUr:no Uoo UIO oo oUmo Uf:: Uc? LA OUE::)O
° ° 8 ) | ‘ (r) ) (°)
Uo- Um Uﬂ Umi UI By Uov Un Um| U(’)_ Uo( UH Umi 226
.' Q' 'D .' .' .‘ .(P) .(P) .(P)
Uon Um o0 oUmn Uon an L] OUmn Uon an o .Umn

oraz przez A B C krakowiany interpolacyjne zestawione w znany nam sSposéb,
ewentualnie wzigte z tablicy krakowianow interpolacyjnych wediug utamkéw K:

Ky = 20 X0 Ky it Yo, By w25 20 227
AX Ay Az

Piszgqc wyrainie te krakowiany, mieé bedziemy:

& B, Co

e A Hw Jo ae ) 228
. L) .
A, Bn Gs

Jezell teraz w znany nam z interpolacji funkeji dwéeh argumentéw sposéb wye
interpolujemy z kaidej tablicy wartosé funkeji f /x vy 2 / przyczem 3z,
mieé bedzie kolejno znaczenie 32,2z, eee2, Otrzymamy uklad wartosci:

&g |
o
&
0
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z ktorego, jako z ukiadu wartosci funkcji jednej zmiennej] 2z, umiemy juz

wyinterpolowaé szukang wartosé funkeji. U= f /i y z,/. Mamy wigc ostate-
cznie:
U° Co
U (o
U = [ ° 230
[.J(P) &(P)
albo tez 0 -
uwzgledniajae /229/ Anll=B Co A+DeB
A.UsB ] A.U.B
u = . . lub: u = ° 'Q_'~———231
A.UB c” A.UYB

Dla przeprowadzenia interpolacji w ujeciu mnoienia zupeinegoc tablic /stro31/
zestawilibyémy tablice osiowag: A|B i mnozge jg przez kolejne tablice
zespolu: (U’ coe ees Obliczyli zespsk wartosci:

([&TE]- [T7) 5
(IIIIII'IIII> 232

(- )

z ktérych, zestawia jgc tablicg: 1 mnoige jg przez tabliceg: Co
Cq
Ce
znajdziemy ostatecznie: g°
u = 233
C’,}:

Przykzad liczbowye.

Z danego ukiadu tablic wyinterpolowaé¢ przy pomoey interpolacji trd jwyrazo-
wej warto$é funkeji u=f /xy z/ dla wartodci zmiennych x* = 3.00
y = 3.60 z = 0e25.

- pA L]
Utamki interpolacy jne K wynosza: K,= 333 = 0.50 K,= 2_%9:3 = 0620
Qe 25-0
K,= S— T 0e25
06375 0.72 0e65625
Stgd krakowiany interpolacyjne: A =7 0.750 B = 0e36 C= 043750
«06125 -0 08 =-009375
z=(0 z=1 4 z=2 N
Y 3 6 9 Y’ 3 6 g 24 3 6 g
X X X
2 5 12 18 2 5 30 45 2 24 48 72
4 ] 24 36 4 27 54 8/ 4 42 84 126
6 18 36 54 6 39 78 "z & 60 120 180
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Interpolacje z tablicy /z = o / daje /229/

0375 6 12 18 0.72 9 072
= 00750;-112 24 36;-7 036 =4187-{ 0e36; = 1080
-0.125) |18 36 54] |-0.08 27| |=0.08

Interpolacja z tabliey /z = 1 /s

06375 15 30 45 072 21 0e72
= 0e750¢°327 54 8ly ) 0e36 (= 142() 036 = 2520 Skad ostatecznie(230)
-0e125] |39 78 11%) |=0.08 63| (=008 10.80) [0.65625
Interpolacja z tabliey /z = 2/: e 5;23 q;z:g =
06375 24 48 72 0.72 33 072 = 1440
= 067501342 B84 1267 036 = 166 0e36¢ = 39,60 &
-0e125 60 120 180] (=008 99 -0.08

W ujeciu mnoienia zupeinego tabli¢ rozpoczglibysmy od zestawienia tabli-

cy osiowej |A] B]
0e72 Qed6 =008

0375 00270 | 0135 | =06030
Qe750 0540 | 064270 | =06060
=0e125 =0e090 | =06045 C.010

Po sprawdzeniu, ie suma elementéw tablicy jest jednodcig, mnoiymy jg ko-
le jno przez dane tablice funkeyjne, otrzym jgc /brzy sumowaniu w grani-
cach kazdej tablicy/: 10800 25.200 394600

5t5d ostatecznie:

10.8 065625
u = 2562 0443750 | = 14440
396 -0.09375/2

Postepowanie rachunkowe w ujeciu mnozenia zupelnego Jest tu wygodnie jsze
od ujecia krakowlanowsgoe.

Wprawdzie w obu metodach musimy wykonaé po 39 mnoied, zapisujge po 13 po-
zycji liczbowyche Jednak w ujgciu "mnozenia zupeinego" mnozenia przy ze-
stawieniu, "tabliczki interpolujgcej" sq iatwiejsze, jako wymagajgce mniej-
szej ilosci nastawiern. Réwniez odpada potrzeba przepisywania krakowiandwe.
Zysk na czasie nis jest zresztg wislki, choé niewgtpliwye

Zakodezenies. Mozliwoéei zastosoward interpolacji bezposredniel w geodezjie.

Nie méwigec juz o przydatnosci interpolacji bezposredniej w dziedzinim o=
pracowywania wszelkich tablic funkey jnych tak niezbgdnych w rachunkach
geodezy jnych, zwrécimy tu specjalng uwage na przydatnoséé interpolacji funke-
c¢ji dwéch i trzech argumentéw w postaci regularnej do rozwigzysania caze=-
go szeregu zagadnien geodezji i1 kartografii matematyczneje

Zagadnienia te, ktdire nazwadé by mozina krétko zagadnieniami transformacy jny-
mi, majg nastgpujgea jednakowsy pod wzglgdem formy, choé wysoce réinorodng
pod wzglgdem tredci matematycznej postac: z danych pod postacig regular-
pych tablic funkey jnych wartosci jakie przybierajg funkeje U xkykzh/

¥ /xv.2z./ ¥ /x.¥.2./ dla znanych wartoéci zmiennych X, y, zsees naleiy obli-
ezy¢é w drodze wielowyrazowej interpolacji wartoséci tych funkeji: Q/iky.zk

Vv /%3 2./ ¥ /x.3 2/ dla danyeh wartosci zmiennych. Dane sg wigc w zae
gadnienin wartosci: x,y, 2. oraz tablice funkcyjne; szukamy wartodci:

U /x.v2/) V/ xyz/) ¥/xy2z/, coujmjeny krétko, méwige o transe
formacji zmiennyeh x y z na zmienne U V W o Ilosé¢ zmiennych X ¥ Z ove
moze przytem byé réwna, mniejsza, lub wigksza od ilosci zmiennych U V W.
lelezy tu w szczegdélnosci nastgpujgee zagadnienia /hyslawiamy je Jezykiem



technicznym, niezawsze dcisiym, lecz ogélnie przyjetym/; aktualne w naszych

warunkach pracy:

1/ Przeliczenie spéirzgdnych geograficznych na prostokgtne /w prazyjetym u
nas uktadzie 3° Gaussa - Kriigera /.

a/ Przeliczenie spéirzegdnych prostokgtnych na geograficzne.

3/ Przeliczenie spéirzgdnych w poblizu styku ukladdéw 3° ne ukiad sgsiedni
/wschodnie na zachodnie i odwrotnie/.

Q/ Przeliczenie spéirzgdnych z jednego odwzorowania na inne /hp. quasi ste-
reograficzne na Gaussa-Krtigera/»

Przeliczamy tu z reguly 2 wielkosei na 2 /i przyjetym wyziej ujeciu symbo-

licznym transformujemy X Y na UV /.

¥ zagadnieniu L/ poszukuje sig tei niskiedy i "zbieinodeci Gaussa" - mamy

wtedy przeliczenie dwich wielkosci na trzy. Do zadar przeliczajgeych trazy

wielkosci, a wigc zadan wymaga jgcych interpolacji funkeji trzeeh argumen=
tow, opisanej na stre 100 naleig:

Q/ Przeliczenie dfugodci linii geodezyjnej, jej azymutu, oraz szerckodci

geograficznej poczgtku linii ne przyrost szerokosci, przyrost diugosci geo-

graficzne] i przyrost azymutu /t.zu. zadanis gidwne Wprost/.

q/ Przeliczenie przyrostéw spéirzednych geograficznych migdzy dvoma punkta=
mi na linii geodezyjnej, oraz szerokosci punkiuv poczgtkowego na diugoscé
1inii geodezyjnej i jej azymity na poczgtku i na koncu /f.zw.zadanie
gléwne w postaci odwrdéconej /e

Kazde z wymienionych tu zagadnier /moznaby podawaé ich wigcej/ jest = jak
wiadomo =~ zupeinie odrgbne gdy chodzi o jego szczegdlowg szatg matematycze
nge Kazde wymaga nieco innego podejscia rachunkowego i1 przez to jui wyma=
ga specjalnych kwalifikae ji fachowych, lub chociaz obeznania z istniejgey-
mi dla rozwigzania danego zadania pomoecami rachunkowymie
W ujgeiu interpolacji bezposredniej - oczywiscie przy zaZozeniu istnienia
odpowiednich tablic funkcyjnych, opracowanych przez fachowedw - rozwigzae
nis wszystkich tych zadand staje sig ratwodostgpne dla kaidego rachmistrza,
umie jgcego tylko obchodzié sig z arytmometrem. Niewymagajgce dodatkowych
rachunkéw kontrole, oparte na zwigzkach XA = 1 ewentualnie [A] Bj,=1,
grarantujg przytem bezblednosé wykonania, co jest dla rachunkéw geodez ji
wyzszej, tak ubogich w kontrole, ogromnie waine.
Z omawianych tu zagadnied zilustrowalismy w tekscie rozwigzaniem liczbowym
zagadnienia 1/ i 25‘/str.83,84 /s Zilustrowanie pozostaiych wymienionych
zagadnied nie byZo z braku odpowiednich tablic funkey jnych mozliws. Jezell
chodzi o zastosowania interpolacji nieregularnej funkeji dwéch argumentdw
to najwazniejszymi wydajg sig zagadnienia transformacji spéirzednych geo-
graficznych jednego ukiadu na innye

Ilustracjg podalismy na str.97.



Krakowiany interpolacyjne
4 (8C)
interpalacfi  lrzy I czterowyrazowes

Stuzgce do interpalowania
wartosci funkcfi jednega, dwich i trzech argumentiw

przy pomacy bezposrednie/ interpolacji wielomianowey
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Tablica 1
AT e I
. KRAKOWIANY INTERPOLACJI TROJWYRAZOWEJ
|
| ! [
| A A | A | a A A | a | A | a A
0.000 0.020 0.040 0.060 | 0.080 0.100 | 0.120 0.140 | 0.160 | 0.180
1.000 0000 | ©.970 2000 | 0.942.8000 ©0.911 8000 | 0.883 2000 0.855 oooo | 0.827 zoooi 0.799 8000! o0.772 8oooi ©.746 2000
o 0.039 6000 | 0.078 4000 | o0.116 4000| o0.153 6ooo '0.190 0000 | 0.225 6000 0.260 4000 ©0.294 400 | 0.327 60cO
O |—0.009 8000 |—0.019 2000 -~0.028 2000 |- -—0.036 8000 —0.045 0000 |—0.052 8000 —o0.060 2000’— 10.067 2000 |--0.073 §000
0.001 0.021 0.041 | 0.061 0.081 0.101 0.121 0.141 0.161 0.181 |
0.998 5005 | 0.668 7205| 0.939 3405| o©0.910 3605| 0.881 7805 0.853 6005 | 0.825 8205| ©0.798 4405| 0©.771 4605 | 0.744 8805 |
0.001 9990 | ©0.041 5590! 0.080 3190, ©0.118 2790| ©.155 4390 0.191 7990 | ©0.227 3590 0.262 1190 0.296 0790 | 0.329 2390 |
T-0.000 4995 |—0.010 2795 |—0.019 6595 |—0.028 6395 |—0.037 2195 70045 3995 |70.053 1795 | —0.060 5595 |--0.067 5395 [—-0.074 1195 |
0.002 0.022 0.042 0.062 0.082 0.102 0.122 0.142 0.162 0.182
0.997 0020 0.967 2420 0.937 8820| o0.908 9220| o0.880 3620 0.852 2020| 0.824 4420 o0.797 0820| o0.770 1220| 0.743 5620
0.003 9960 | ©0.043 5160 0.082 2360 o0.120 1560| o0.157 2760 0.193 5960 | o0.229 1160| 0.263 8360 o0.297 7560| 0.330 §760
~—0.000 9980 —O. oxq~758o -0.020 nSo" -0.029 0780 ,--0.037 6380 0.045 ‘,‘98({ ——€.053 5580 ooﬁo 9180 | - - 0.067 8780 - ~0.074 4380
0.003 0.023 0.043 | 0.063 0.083 0.163 0.123 0.143 0.163 0.183
0.995 5045 | ©.965 7645| 0.936 4245, 0.907 4845 0.878 9445 0.850 8045 | ©.823 0645| 0.795 7245 ©0.768 7845| 0.742 2445
0.005 9910 | 0.045 4710| ©.084 1510 0.122 0310 0.159 11O 0.195 3910 o©.230 8710 0.265 §510| 0.299 4310| 0.332 §1IO
©-0.091 4955 |—0.011 2355 |-~0.020 5755 |-—0.029 5155 | - 0.038 0555 0.046 1955 |--.053 9355|—0.061 2755 | —0.068 2155| ©.074 7555
0.004 0.024 0.044 0.064 0.084 0.104 0.124 0.144 0.164 0.184 |
0.994 0080 | o0.964 2880| 0.934 9680 0.906 0480| 0.877 5280 0.849 4080 o.821 6880 o0.794 3680| 0.767 4480| o.740 9280
0.007 9840| o0.047 4240| 0.086 0650 ©0.123 9040| 0.160 9440 c.197 18401 0.232 6240 0.267 2630 0.301 1040| 0.334 1440 |
~0.001 9920 |—0.011 7120|0.021 €320 |—0.029 9520 | 0.038 4720 —0.046 5920 —0.054 3120 0.061 6320|—0.068 5520 |- -0.075 0720
0.005 0.025 0.045 0.065 0.085 0.105 0.125 0.145 0.165 0.185 |
0.992 5125| 0.962 8125| 0.933 5125| 0.904 6125| 0.876 112§ 0.848 o125 o0.820 3125| 0.793 o125| 0.766 1125| 0.739 6125 |
0.009 9750 | 0.049 3750( 0.087 9750 | o0.125 7750| 0.162 7750 0.198 9750 | 0.234 3750| 0.268 9750 0.302 7750| 0.335 7750
| —0.002 48,5 —o.012 1875 |-—o.021 4875 —0.030 3875 |—0.038 8875 -—0.046 9875 [—0.054 6875 |- 0.061 9875 0068 8875 ~0.075 38,5
B e Aot od 1 AR dioil e iriaes 208 T M) e Al 2 PBRodsd il 2 B [ i
L0 006 0.026 0.046 0.066 0.086 0.106 0.126 0.146 0.166 0.186 |
: 0.991 o180| o0.961 3380| 0.932 0580| o0.903 1780| 0.874 6980 0.846 6180 | 0.818 9380 o0.791 6580 0.764 7780 0.738 2980|
| o011 9640| o.051 3240; 0.089 8840 o0.127 6440 o0.164 6040 0.200 7640} 0.236 1240| 0.270 6840 0.304 4440 | 0.337 4040'
|—0.002 9820 |—0.012 6620 | —0.021 9420 | —0.030 8220 |-—0.039 3020 -0.047 3820 ;Oﬁs'S‘QQ?_{ ~0.062 3420 -0.069 2220 |—0.075 7020
0.007 0.027 0.047 0.067 0.087 0.107 0.127 0.147 0.167 0.187
0.989 5245| 0.959 8645| ©.930 6045| 0.901 7445| 0.873 2845 0845 2245 0817 5645| 0790 3045| 0.763 4445| ©.736 9845
0.013 9510| 0.053 2710| ©.091 79I0| 0.129 5110| 0.166 4310 0.202 5510 | 0.237 8710 0.272 3910| 0.306 ¥110  0.339 0310 |
~—0.003 4755 1—0.013 1355 0.C22 3955 “0.031 2555 | 0.039 7155 0.047 7755; ©0.055 4355 -0.062 6955 | -0.069 5555 -0.076 0155 |
0.008 0.028 0.048 0.068 0.088 0.108 0.128 | 0.148 0.168 0.188 |
0.988 0320| 0.958 3920| ©.929 1520 0.900 3120 0.87x% 8720 0.843 8320 0.816 1920| 0.788 9520 0.762 1120 0.735 6720/
0.015 9360 o0.055 2160| 0.093 6960 o0.131 3760 o0.168 2560 0.204 3360 | 0.239 6160 o0.274 oglo| ©0.307 7760| 0.340 6560 |
—0.003 9680— 0.013 6080 |--0.022 8480 | —0.031 6880 o0.040 1280 —0.048 1680 —o0.055 8080 —©c.063 0480 ——0.069 8880 |- 0.076 3280
0.009 0.029 0.049 0.069 0.089 0.109 0.129 0.149 0.169 0.189 I
0.986 5405| 0.956 9205| 0.927 7005 | ©.898 8805 | 0.870 4605 0.842 4405 | o0.814 8205| 0.787 6005| o©.760 7805 | 0.734 3605
0.017 9190 | 0.057 1590, ©.095 5990 | 0.133 2390 | 0.170 0790 ©0.206 1190 | 0.241 3590| 0.275 7990| 0©.309 4390| 0.342 2790
~—0.004 4595 | -0.014 0795 | 0.023 2995 |-~0.032 1195 | - 0.040 5395 - 0.048 5595 -0.056 1795 0.063 3995 | -0.070 2195 0.076 6305l
| 0. 010 0.030 0.050 0.070 0.090 0.110 0.130 0.150 0.170 0.190
l 0.985 0500 | ©.955 4500, 0.926 2500| 0.897 4500| 0.869 0500 0.841 0500 0.813 4500| 0.786 2500 | ©.759 4500 | 0.733 0500
L 0.019 9000 | 0.059 1000| ©.097 5000| 0©.135 1000| 0.171 9000 0.207 9000 | J'243 1COO| 0.277 5000 | ©0.311 1000 0.343 9000
|~ 0.004 9500 | -0.014 5500 |~ —~0.023 7500 —0.032 5500 |-~0.040 9500 —0.048 9500 |—0.056 5500 |--0.063 7500 ~0.070 5500 |  0.076 9500 |
0.011 0.031 0.051 0.071 0.091 0.111 0.131 0.151 0.171 0.191 |
0.983 5605 | 0.953 9805| ©0.924 8005 | 0.896 0105 | 0.867 6405 0.839 6605 | ©.812 o805| 0.784 9005 | 0.758 1205| o0.731 7405 |
! 0.021 8790 o061 ©390| ©.099 3990 | 0.136 9590 | ©0.173 7190 0.209 6790 o©0.244 8390! 0.279 1990 | 0.312 7590 | o0.345 5190
- 0.005 4395 0.015 0195~ 0.024 1995 | ~0.032 9795 | ~0.041 3595 0.049 3395 |- 0.056 9195 :--0.064 0995 |—0.070 8795 |--0.077 2595 |
0.012 0.032 0.052 0.072 0.092 0.112 0.132 0.152 0.172 0.192
0.682 0720 o0.952 §120| 0.923 3520 0.894 5920| 0.866 2320 0.838 2720| o.810 7120| 0.783 5520 0.756 7920 0.730 4320
0.023 8560 | 0.062 g760| o.101 2960 0.138 8160 o0.175 5360 0.211 4560 | 0.246 5760| o0.280 8960 | o0.3t4 4160| 0.337 1360
|-—0.005 9280 | -0.015 4880 | -0.024 6480 |—0.033 4080 | 0.041 7680 0.049 7280 !—0.057 2880 | 0.064 4480 |--0.071 2080 0077'75@9’
0.013 0.033 0.053 0.073 0.093 0.113 0.133 0.153 0.173 0.193
0.980 5845 | o0.951 0445 | ©0.921 9045 | ©.893 1645| 0.864 8245 0.836 8845 | o0.809 3445| 0.782 2045| 0.755 4645| 0.729 1245
0.025 8310 o0.064 9110| 0.103 1910| o0.140 6710| 0.177 3510 0.213 2310| o0.248 3110| 0.282 5910| 0.316 0710| 0.348 7510
| —0.006 4155 |- -0.015 9555 [—0.025 0955 |—0.033 8355 |—0.042 1755 —/0.050 1155|0057 6555 | —0.064 7955 |—0.071 5355 |—0.077 8755
0.014 0.034 0.054 0.074 0.094 0.114 0.134 0.154 0.174 0.194
0.979 0980 | 0.949 5780 | ©.920 4580 | o0.891 7380| 0.863 4180 0.835 4980| 0©.807 9780| o.780 8580| 0.754 1380| o0.727 8180
0.027 8040 o0.0606 844c| o©0.105 0840| o0.142 5240 | 0.179 1640 0.215 0040 | 0.250 0440 | 0.284 2840 0.317 7240 0.350 3640
- 0006 9020 | —0.016 4220 | ~0.025 5420 | ©C.034 2620 —-0.042 5320 ~0.050 5020 | - 0.058 0220 —0.065 1420 —0.071 87620” oo78‘|_58_2£
0.015 0.035 0.055 0.075 0.095 0.115 0.135 0.155 0,175 0.195
0.977 6125| 0.948 1125 0.919 or25| o0.890 3125| 0.862 o125 0.834 1125| 0.806 6125! 0.779 5125| 0.752 8125| 0.726 5125
0.029 7750| 0.068 7750| ©.106 9750| ©.144 3750| ©0.180 9750 0.216 7750 o0.251 7750| 0.285 9750| 0.319 3750| 0.351 9750
—-0.007 3875 |- 0.016 8875 |—0.035 9875 |—0.034 6375 |-"0.042 9875 0050 8875 |—0.058 3375 |—0.065 4875 |--0.072 1875 | —0.078 4875
0.016 0.036 0.056 0.076 0.096 0.116 0.136 0.156 0.176 0.196
0.976 1280| 0.946 6380! ©.917 5680 0.888 8880 0.860 6080 0.832 72801 o0.805 2480 0.778 1680| o.751 4880 o0.725 2080
C.031 7440, 0.070 7040 | o0.108 8640| o0.146 2240| o.182 7840 0.218 5440| o0.253 5040 | 0.287 6640 o0.321 0240| 0.353 5840
——0.007 8720 |—0.017 3520 ~0.026 4320 -0.035 1120~ 0.043 3920 ~70.051 3720 | —0.058 7520 [—0.065 8320|0072 5120 |—0.078 7920
0.017 0.037 0.057 0.077 0.097 0.117 0.137 0.157 0.177 0.197
0.974 6445, 0.945 1845! 0.916 1245| 0.887 4645| 0.859 2045 0.831 3445 o0.803 8845| 0.776 8245| o0.750 1645| o0.723 9045
0.033 711C| 0.072 6310| 0.110 7510| 0.148 o710| 0.184 5910 0.220 3110 0.255 2310 0.289 3510 o0.322 6710| 0.355 1910
—0.008 3555 |—0.017 8155 |—0.026 8755 | —0.035 5355 —0.043 7955 —0.051 6555 |-—0.059 1155|—0.066 1755|—0.072 8355 [ 0.079 0955
0.018 0.038 0.058 0.078 0.098 0.118 0.138 0.158 0.178 0.198
0.973 1620| 0.943 7220| ©.914 6820| 0.886 o420! 0.857 8020 0.829 9620| o0.802 §5220| 0.775 4820| o0.748 8420| 0.722 6020
0.035 6760 | 0.074 5560| o.112 6360| o.149 9160| 0©.186 3960 0.222 0760| 0.256 9560 | o0.291 0360| 0.324 3160| 0.356 7960
—0.008 8380 —0.018 2780 |—0.027 3180|—0.035 9580 |—0.044 1930 2052 03801 —oi059 4780|0086 5180 0,073 2580 [—p.oyy 3980
T 0.019 | 0.039 0.059 0.079 0.099 0.119 0.139 0.159 0.179 0.199
0.971 6805 | 0.942 2605| o0.913 2405/ 0.884 6205| 0.856 4005 0.828 5805 o.801 1605 | 0.774 1405| ©.747 5205| o0.721 3005
0.037 6390 | 0.076 4790| o.r14 5190, 0.15% 7590| o©.188 1990 0.223 8390 o0.258 6790 | o0.292 7190| ©0.325 9590 | 0.358 3990
—0.009 3195 —0.018 7395 —0.027 7595 —0036 3795 | —0.044 5995 0052 4195 ~—0.059 8395 —0.066 3595 —0a73 4795 —0.079. 6995 ]
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Tablica 1
r——— ————— e ————— e
i |
5 KRAKOWIANY INTERPOLACJI TROJWYRAZOWEJ |
i |
A | A A | & | & A |- & | A& | A A
i 0,200 0.220 ] ©0.240 0.260 | 0.280 0.300 0.320 0.340 | 0.360 0.380
I 0720 0000 | o0.694 2000| 0.668 §000| 0.643 8000 0.619 2000 0.595 0000 0.57I 2000, 0.547 Soco‘ 0.524 80cco| 0.502 2000 !
; 0.360 cooo | ©.391 6oool C.422 4000 | 0.452 4000 ; 0.481 6000 0.510 0000 | 0.537 6000 0.564 4000, ©0.590 4000! 0.615 6000 |
—0.080 0000 |-—0.085 8ooo| —0.091 2000 |—0.096 2000 i—0.100 8000 —0.105 0000 -—0.108 8000 —0.1¥12 2000 |—0C.1I§ 2000 - l—o. —0.117 8000 |
0.201 0221 | 0.241 0.261 0.281 0.301 0.321 | 0.341 0.361 0.381 |
0.718 7005 | 0.692 9205 | ©.667 5405| 0.642 5605| o0.617 9805 0.593 8005| 0.570 0205 | 0.546 6405 | 0.523 6605 o.501 0805 :
0.361 5990 0.393 1590| ©0.423 g19c| ©0.453 8790 0.483 0390 0.511 3990| 0.538 9590 0.565 71g0! 0.591 6790! 0.616 8390
—0.080 2995 |—0.086 0795 |——0.001 4595 |—-0.096 4395 |—0.101 0195 ~-0.105 1995 |~—0.108 9795 |~ 0.112 3595 |—-0.1X5 3395 |—O.117 9195
0.202 0.222 0.242 0.262 0.282 0.302 0322 | 0.342 0.362 0.382
0.717 4020 0.691 64zo| 0.666 28201 o0.641 3220! 0.616 7620 0.592 6020| 0.568 8420 0.545 4820 0.522 5220| 0.499 9620
0.363 1960 | 0.394 7160 ©.425 4360! 0.455 3560! 0.484 4760 0.512 7960| 0.540 3160, 0.567 0360| 0.592 9560! 0.618 o760
—0.080 5980 |—0.086 3580 |--0.091 71801 0.096 6780 —o.101 2380 —0.105 3980 |—0.109 1580 |—0.112 5180 |—0.115 4780 |-—0.118 0380
0.203 0.223 | 0.243 0.263 | 0.283 0.303 0.323 0.343 0.363 0.383
0.716 1045 | o©.690 3645| 0.665 0245 0.640 0845| 0.615 5445 0.591 4045 | 0.567 6645 0.544 3245| 0.521 3845 ©.498 8445 91
0.364 7910 0.396 2710’ 0.426 g510! 0.456 8310| 0.485 9110 ©.514 1910 0.541 671c| 0.568 3510 0.594 2310( 0.679 3130
—o0.080 8955_ —-0086’6_3ﬁ :79.‘991‘97_5i—_o.92_6_q‘155 —O.XOT 4555 _~0.105 5955 | —0.109 3355 |—0.112 6755 |—0.115 6155 :79_._1“1__8‘_1.55_5|
0.204 0.224 0.244 0.264 0.284 0.304 0.324 0.344 0.364 0.384
0.714 8080| 0.689 0880  ©.663 7680 ©.638 8480 o0.614 3280 0.5g0 2080| 0.566 4880 0.543 1680 0.520 2480| o0.497 7280
0.366 3840| 0.397 8240! ©.428 4640 ©0.458 3040 0.487 3440 0.515 5840 | 0.543 0240| 0.569 6640| ©0.595 5040| 0©.620 5440
'—0.081 1920 |-—0.086 9120/ —0.092 2320 |~ 0.097 1529.— -0,101 6720 ~-0.105 7920 [—0.109 §120 [—0.112 8320 |—~0.115 7520 '_‘"._‘.‘,3,_3739
. 0.205 0.225 0.245 0.265 | 0.285 0.305 0.325 0.345 0.365 0.385
| 0.713 5125| 0.687 8125 0.662 §125| 0.637 6:25: 0.613 1125 0.589 0125 | 0.565 3125 0.542 O125| ©.519 T125] 0.496 6125
| 0367 9750| ©.399 3750, ©.429 9750| ©.459 7750 ©.488 7750 0.516 9750 | 0.544 3750 0.570 9750 0.596 7750, 0.621 7750
|—0.081 4875 —o0.087 1815» —0.092 4875 |—0.097 ,875 {—o.101 8875 ~~0.105 9875 [—o0.109 6875 '—o0.112 9875 |—O.115 8875 '——o.ns 3875
| 0.206 0226 | 0.246 0.266 | 0.286 0.306 0.326 | 0.346 0.366 0.386 |
o.712 2180! 0.686 53803 0.661 2580| 0.636 37801 o0.611 8980 0.587 8180 o0.564 13801 0.540 8580 | o0.517 9780| 0.495 49803
’ 0.369 5640 0.400 9240| 0©.431 4840! 0.461 2440? 0.490 2040 0.518 3640| 0.545 7240| 0.572 2840 ! 0.598 0440 | 0.623 0040/
~0081 7}020 —0. 08,7{632 —0.092 7420 “f:?_gz76}1.2‘9_‘—“0.192 1020 0.106 tSzo ~-0.109 8629 013 1420 i -0.116 0220 --0.118 5020 |
207 0.227 | 0.247 0.267 | 0.287 0.307 0.327 0.347 0.367 0.387
o7lo 9245| 0.685 2645 | 0.660 0045 | 0.635 1445| 0.610 6845 0.586 6245 | 0.562 9645 0.539 7045| ©.576 8445| 0.494 3845 |
0.371 ISIO| 0.402 4710 0.432 9910 0.462 7110 0.491 6310 0.519 7510| ©.547 0710! 0.573 5910| ©.599 3110| 0.624 2310
—oosz o,ssi——0087 7355 |—0.092 9955 | —0.097 85! 8555 “-0.102 3155 ;79'106 3755 {—0.110 0355 |~—0.113 2955 -~-0.116 1555 (—O.118 6_1;5_3
0208 | 0.228 0.248 | 0.268 0.288 0.308 0.328 0.348 0.368 0.388 |
0.709 6320 0.683 9920| 0.658 ;5zoi 0.633 g120| 0.609 4720 0.585 4320| o0.561 7920| 0.538 5520| o0.515 7120| 0©0.493 2720 |
0.372 7360| 0.404 0160 0.434 4960| 0.464 1760 0.493 o560 0.521 1360 0.548 4160| 0.574 8960| o0.600 5760| 0.625 4560 |
—-0.082 3680 —-o. o§§_o_o§9| -0.093 2480 |~ ©.098 0880 | —o0.102 5280 --0.106 5680 |-—0.110 2080 |—-0.113 4480 |—0.116 2880 |-—0.118 Zz?_o’
"~ 0.209 0.229 0.249 0.269 0.289 0.309 0.329 0.349 0.369 0.389
0.708 3405| ©0.682 7205| 0©.657 s005! ©.632 6805 | 0.608 2605 0.584 2405| o.560 6205| 0.537 4005| o©.514 5805| 0.492 1605
©0.374 3190 ©0.405 5590 ©0.435 9990 0.465 6390} ©.494 4790 0.522 5190 | 0.549 7590 | ©0.576 1990 o0.601 8390| 0.626 6790
—0.082 6595 |-——0.088 2795 |--0.093 4995 |~ 0.098_Ql_?5_. ~°0.102 7395 'o.mﬁr 7595 | -0.I10 3795 |—O0.1X3 5995 (—0.116 4195 ~-0.118 83?5
0.210 0.230 0.250 0.270 0.290 0.310 0.330 | 0.350 0.370 0.390
0.707 0500 | 0.681 4500 0.656 2500, 0.631 4500 0.607 0500 0.583 0500 | 0.559 4500 | 0.536 2500 0.513 4500{ 0.491 0500
0.375 9000 | ©.407 ¥C00| 0.437 5000 | 0.467 1000 | 0.495 9000 0.523 9000 | O©.551 1000 | 0.577 5000! 0.603 1000| 0.627 9000
—o.082 9500 -—0.088 5500 --0.093 7500 [—0.098 5500 | ~0.102 9500 -0.106 9500 |--0.110 §500 |-—0.113 7500 |—0.116 5500 (—-0.118 9500
T 0.211 0.231 0.251 0.271 0.291 0.311 0.331 0.351 0.371 0.391
o.705 7605 ©0.680 1805| o0.655 coo5| 0.630 2205 o.6c5 8405 0.581 8605 | 0.558 2805| o0.535 1005 O.512 3205| ©0.489 9405
©0.377 4790| ©0.408 6390 0.438 9990 0.468 s5590| 0.497 3190 0.525 2790 | 0.552 4390| 0.578 7990| 0.604 3590 0.629 I¥90
i —0.083 2395 |—0.088 8195!—0.093 9995 ! ~0.098 7795 |~0.103 1595 --0.107 1395 —-0.110 7195 —0.113 8995,—0.116 6795 |-—0.119 0595
0.212 0.232 0.252 l 0.272 0.292 0.312 0.332 0.352 0.372 0.392
0.704 4720| 0.678 gr20| 0.653 7520 0.628 g920| 0.604 6320 o.580 6720 0.557 1120| 0.533 9520 oO.511 1920| 0.488 8320
0.379 0560 | o.410 1760 0©.440 4960 0©.470 o160 | ©0.498 7360 0.526 6560| o©.553 7760 o©.580 ogbo| o.605 6160]| ©.630 3360
—-0.083 5280 |—o0.089 o880 |-—0.094 2480 |-—0.099 0080 [ —0.103 3680 —o.107 3280 |-0.110 8880 |—0.114 0480 {-—0.716 8080 [—o0.119 1680
0.213 0.233 | 0.253 0.273 0.293 0.313 0.333 0.353 0.373 0.393
0.703 1845 | 0.677 6445| 0.652 5045 | 0.627 7645{ ©0.603 4245 0.579 4845 | ©.555 9445 0.532 8045 0.510 0645| 0.487 7245
°0.380 6310| ©.411 7110| 0.441 9910 | ©.47% 4710 osoo 1510 0.528 0310 ©0.555 11i0| 0.581 3910 0.606 8710| 0.631 5510
0-083 8155 |—0.089 3555 |'~0.004 4955 |"0:099 2355 | 0103 5755 —i107: 5155 | —O.X(1 0555 |-oiltg 955 [oarb 9355 0119 2758
0.214 0.234 0.254 0.274 0.294 0.314 0.334 0.354 0.374 0.394 |
o.701 8980| 0.676 3780 0.65% 2580 0.626 5380! o0.602 2180 0.578 2980 o0.554 7780 0.531 6580| 0.508 9380| ©0.486 6(80i
0.382 2040| 0.413 2440 ©0.443 4840 ©.472 9240; 0O.501 5640 0.529 4040 0.556 4440 0.582 6840 0©0.608 1240| 0.632 7640
j—o.o§_4.1_qzo —-0.089 6220 |—0.094 7420 0.099 4620 | —0.103 7820 —0.107 7020 —O.IIT 2220 —0.114 3420 --0.117 0620 1{3_9__18&:
0.215 0.235 0.255 | 0275 | 0.295 0315 | 0.335 0.355 0.375 0.395 |
0.700 6125 | 0.675 1125, ©.650 o125( 0.625 3125| ©0.601 OK25 0.577 1125 | o0.553 6125 o0.530 5125| oO.507 8125| 0.485 5125}
0.383 7750 | 0.414 7750 | ©.444 9750| ©.474 3750| 0.502 9750 ©0.530.7750| ©0.557 7750 ©0.583 9750 0.609 3750 | d.633 9750 |
i—o.oSq 3875 |—0.089 8875 |—0.094 875 [-~0.099 6875 |—0.103 9875 _o.107 8875 |—o.x11 3875 —0.134 4875 | —0.x17 1875 |—0.119 4875
0.216 0.236 0.256 0.276 0.296 0.316 0.336 | 0.356 0.376 "~ 0.396
0.699 3280| 0.673 8480| ©0.648 7680| o0.624 0880| 0.599 8280 0.575 9280 | 0.552 4480 o0.529 3680| 0.506 6880| ©0.484 4080
0.385 3440| 0.416 3040| 0.446 4640| 0.475 8240! o©.504 3840 0.532 1440 | 0.559 1040 | ©0.585 2640| o0.610 6240| ©.635 1840
|—0.084 6720 |—0.090 1520 |-—0.095 2320 |—-0.099 9120|—0.104 1920 ~-0.108 0720 [—0.111 §520 —0.1¥4 6320 |—0.117 3120|—0.119 5920
I 0.217 0.237 0.257 0.277 0.297 0.317 0.337 0.357 0.377 0.397
0.698 0445| 0.672 5845 0.647 5245| 0.622 8645| 0.598 6045 0-574 7445 | ©0.551 2845 0.528 2245| 0.505 5645 | ©.483 3045
0.386 g110| 0.417 8310| 0.447 9510| 0©.477.2710| 0.505 7910 0.533 §110| 0.560 4310 0.586 5510| o.611 8710 ©.636 3910
—0.084 9555 [—0.090 4155 [—0.095 4755 (—0.100 ¥355 [—0.104 3955 —0.108 2555 —O.IIT 7155 —O.114 7755 |--0.117 4355 /—0.119 6955
0.218 0.238 0.258 0.278 0.298 0.318 0338 | 0.358 0.378 0.398
0.696 7620 0.67x 3220 0.646 2820| 0.621 6420 0.597 4020 0.573 5620 0.550 1220| ©0.527 0820| 0.504 4420| 0©.482 2020
0.388 4760 | o©.416 3560 0.449 4360| ©0.478 7160} 0,507 1960 0.534 8760, o.561 7560| ©.587 8360 0.613 1160| ©0.637 5960]
—o0.085 2380 |—0.090 6780 [--0.095 7180 [— —0.100 3580 |-—0.104 5980 -0.108 4380 |—o.111 87§c_> —o.114 9180 —0.117 5580 |—0.119 7980 |
0.219 0.239 0.25¢ 0.279 0.299 0.319 0.339 0.359 0.379 0.399 |
0.695 4805 | o©.670 obos| ©.645 0405| 0.620 4205 0.596 2005 0.572 3805| 0.548 9605 | 0.525 9405| o0.503 3205 | ©.481 xoos'
0.390 0390 ©0.420 8790| 0.450 9190 0©.480 1590 | 0.508 5990 0.536 2390 0563 0790 | ©0.589 1190 o0.614 3590( 0.638 7990
—0.085 5195 -—-0.090 9395 |-—0.095 9595 |*~0.100 5795 |--0.104 7995|  |—0.108 6:95 . uz 2 0395 | ~0.115 0595 |—0.117 6795 —o.119 899 8995
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e e e e e — e
|
KRAKOWIANY INTERPOI.ACJI TROJWYRAZOWEJ |
A | A | A | a A k| aw | & A A
0.400 i 0.420 0.440 0.460 0.480 0.500 0.520 0.540 0.560 0.580
0.480 0000 ! ©0.458 2000 0.436 8000 | 0.415 8000| 0.395 2000 0.375 €000 | 0.355 2000 0.335 8000 | 0.316 8000 | 0.298 2000
0.640 occo | 0.663 6000 0.686 4000 | 0.708 4000 | 0.729 6000 0.750 0000 | ©.769 6000! ©.788 4000 | 0.806 4000| 0.823 6000
—0.120 0000 |-—0.121 8000 (—0.123 2000 |—0.124 2000 [—O0.124 8000 0125 0000 |—-0.124 8000 —0.124 2000 —0.123 2000 |—O0.121 8000
0.401 0.421 0.441 0.461 0.481 0.501 0.521 0.541 0.561 0.581
©0.478 9005 | 0.457 1205 | 0.435 7405 | 0.414 7605| 0.394 1805 0.374 0005 | 0.354 2205 | 0.334 8405| o0.315 8605 o0.297 2805
0.641 1990 | 0.664 7590 0.687 5190| 0.709 4790| ©.730 6390 0.750 9990 | o0.770 5590 | 0.789 3190| o0.807 2790| 0.824 4390
0120 0995|0121 8795 | —0.123 2595 | —0.124 3395 |—0.124 8195| | —0.124 9995 |—0.124 7795 |—0.124 1595 —0.123 1395 |—0.131 7195
0.402 [ 0.422 0.442 0.462 0.482 0.502 0.522 0.542 0.562 0.582
0.477 8020, 0.456 0420| 0.434 6820| 0.413 7220( 0©:393 1620 ©.373 0020 | 0.353 2420/ ©.333 8820| 0.314 9220| 0.296 3620
0.642 3960| 0.665 9160, 0.688 6360 0.710 5560| 0.731 6760 0.751 9960 | o0.771 5160| ©0.790 2360| 0.808 1560 0.825 2760
—-0.120 1980 |—o.121 9580 [ ~©0.123 3180 |—o0.124 2780 —0.124 8380 0124 9980 | —0.124 7580 |--0.124 1180 |—0.123 0780 —o.121 6380
' 0.403 0.423 0.443 0463 0.483 0.503 0.523 0.543 0.563 | 0.583
| 0476 7045| 0.454 9645| 0.433 6245| 0.412 6845} 0.392 1445 ©:372 0045 | 0.352 2645 | 0.332 9245| ©0.313 9845 | 0.295 4445
; 0.643 5910 0.667 o710 0.689 7510 o711 6310 0.732 7110 0.752 9910 | 0.772 4710| 0.791 1510| 0.809 0310| 0826 1110
T0.120 2955 |—0.122 0355 |-~0.123 3755 |—0.124 3155 —0.124 8555 —O:134 9955 [—O:124 7355 |—0.124 0755 [—0.123 OIS5|—0.121 5555
| 0.404 0.424 0.444 0.464 0.484 0.504 0.524 0.544 0.564 0.584
| ©0.475 6080 o0.453 8880 0.432 5680 o0.411 6480 0.391 1280 0.371 co8o o.35| 2880 | o0.331 9680 | 0.313 0480} o0.294 5280
| 0.644 7840| 0.668 2240| 0.690 8640 0.712 7040| 0.733 7440 0.753 9840 o0.773 4146 0.792 0640 ©0.809 9o4o| 0.826 9440
I©-0.120 3920 |—0.122 1120 [—0.123 4320 |--0.124 3520 |—0.124 8720 0.124 9920 |—0.124 7120|—0.124 0320 |—0.122 9520 |—0.121 4720
| 0.405 0.425 0.445 0.465 0.485 0.505 0.525 0.545 0.565 0.585
| 0.474 5125 0.452 8125 0.431 §125| 0.410 6125 0©.390 i12§ 0.370 0125 0.350 3125| 0.33f O125| ©O.312 X125( 0.293 612§
i 0.645 9750 | ©0.669 3750 0.69x 9750 | 0.713 7750| 0.734 7750 ©.754 9750| ©.774 3750| o0.792 g750| o.810 7750| 0.827 7750
| 0120 4875 [—0.122 1875 | —0.123 4875 |—-0.124 3875 i—o —o.124 8875 —0.124 9875 |—o0.124 6875 —0.123 9875 |—o0.122 8875 |—o.121 3875
} 0.406 0.426 0.446 0.466 | 0.486 10.506 0.526 0.546 0.566 0.586
| ©0.473 4180 o0.451 7380 o0.430 4580| 0.409 5780 0.389 og80 ©0.369 oi8o| 0.349 3380| o0.330 o580 o0.311 1780 o0.292 6980
0.647 1640 0.670 5240| 0.693 0840, ©.714 8440| 0.735 8040 0.755 9640 ©0.775 3240 0.793 8840' 0.811 6440! 0.828 6040
0120 5820 |—0.122 2620 | —0.123 5420 |—0.124 4230 —0.124 9020 70124 9820 —0.124 6620 --0.123 9420 | —0.122 8220 |—0.121 3020,
0.407 0.427 0.447 0.467 i 0.487 0.507 0.527 0.547 0.567 0.587
0.472 3245| 0.450 6645 0.429 4045| 0.408 5445, 0.388 0845 0.368 0245 | ©0.348 3645| 0.329 1045| 0.310 2445| o0.291 7845
0.648 3510 0.671 6710| o0.604 1910| 0.715 9110| 0.736 8310 0.756 9510| 0.776 2710 0.794 7910 0.812 s110| 0©.829 4310
—0.120 6755 | —0.122 3355 - 0.123 5955 —0.124 4555 |--0.124 9155 ©:124 9755 |—0.124 6355 —-0.123 8955 |—0.122 7555 |—0.121 2155
0.408 0.428 0.448 | 0468 | 0. 488 0.508 0.528 § 0.548 0.568 0.588
©0.471 2320 0.449 5920 0.428 3520 0.407 5120 0.387 0720 0.367 0320| 0.347 3920 0.328 1520| 0.309-3120[ 0.290 8720
0.649 53(>ol 0.672 8160 0.695 2960| 0.716 9760 0.737 856¢C 0.757 9360 ©0.777 2160, 0.795 6960| o0.813 3760/ 0.830 2560
—o0.120 7680 - o. 112_49_2(3 —-0.123 6480 |—0.124 484{!3:;73.72‘4779180 —0.124 9680 —0.124 6080 ‘_171_23785.83 ——0.122 6880 —o.21 1280
0.409 0.429 0.449 0.469 0.489 0.509 0.529 0.549 0.569 0.589
0.470 1405 | 0.448 5205 | 0.427 3005, 0.406 4805 . 0.386 obos 0.366 0405 | 0.346 4205| 0.327 2005 | 0.308 3805] 0.289 960§
0.650 7190} 0.673 9590| 0.696 3990| 0.718 0390 | 0.738 8790 0.758 9190| 0.778 1590| 0.796 5990 | 0.814 2390| 0.831 0790
~-0.120 8595 | —0.122 4795 |-0.123 6995 |—0.124 5195 | —0.124 9395 70124 9595 |—0-124 5795 |—0.123 7995 [—0.122 6195 |—o0.121 0395
0.410 0.430 0.450 0.470 | 0.490 0.510 0.530 0.550 0.570 0.590
0.469 0500 | 0.447 4500 0.426 2500 0.405 4500 | 0.385 o500 0.365 0500 | 0.345 4500 0.326 2500| 0.307 4500 0.289 0500
0.651 9gooo | 0.675 1000| 0.697 5000| ©0.719 I000| 0.739 9000 0.759 9000 | ©0.779 1000 | ©.797 5000| 0.815 10c00| 0.831 9000
~0.120 9500 |~ 0.122 5500 —0.123 7500 | —0.124 §500 | ~0.124 9500 ~—0.124 9500 |—-0.124 5500 | —0.123 7500 |—0.122 5500 |—-0.120 9500
0.411 0.431 0.451 0.471 0.491 0.511 0.531 0.551 0.571 0.591
0.467 9605, 0.446 3805 | 0.425 2005| 0.404 4205 | 0.384 0405 0.364 0605 | 0.344 4805 o0.325 3005| 0.306 §205| ©0.285 1405
0.653 0790 0.676 2390| 0.698 5990 | 0.720 1590| 0.740 9190 0.760 8790 | o0.780 0390| 0©.798 3990| 0.815 9590| 0.832 7190
—0.121 0395 | —~0.122 6195 |—0.123 7995 | —0.124 5795 —0.124 9595 T70.124 9395 |~ ©.124 5195 |—0.123 6995 |~ 0.122 4795 [--0.120 8595
0412 | 0432 0452 | 0.472 0.492 0.512 0.532 0.552 0.572 0.592
0.466 8720! 0.445 3120| 0.424 1520| 0.403 3920 ©.383 0320 0.363 0720 | ©.343 §5120| 0.324 3520| 0.305 5920 o0.287 2320
0.654 2560i 0.677 3760 | 0.699 6960 | o0.721 2160| 0.741 9360 0.761 8560 | o0.780 9760| o0.79¢ 2960| 0.816 8160| 0©.833 5360
—0.121 1280 |—0.122 _68}9 —0.123 3580 —0.124 6080  —o.124 9680 —0.124 9280 —_ox_zj_4§80 -0 12349559 —O. 1272“49_8_9. - 0.120 -‘680
0.413 | 0.433 0.453 | 0.473 1 0.493 0.513 0.533 0.553 0.573 0.593
0.465 7845 | ©.444 2445| o0.423 1045 | 0.402 3645 | 0.382 o245 0.362 0845 0.342 5445 0.323 4045 | 0.304 6645| ©0.286 3245
0.655 4310‘ 0.678 5110| 0©0.700 7910 0.722 2710 0.742 9510 0.762 8310| 0.781 9110 o0.800 1910| 0.817 6710 o©.834 3510
0.1 2185 [-0.122 7555 |--0.123 Boss |-—0.124 6355 —0.124 9755 0124 .9155 |- 0.124 4555 |—0.123 §955 |~-0.123 3355 |—0.120 6755 |
T 0.414 : 0.434 0.454 0.474 | 0.494 0.514 0.534 0.554 0.574 0.594 |
0.464 6980| o0.443 1780 0.422 o580| o.401 3380| 0.381 o180 0.361 0980 c.341 5780| o0.322 4580 | o0.303 7380| o0.285 4180‘.
| 0.656 6040 | 0.679 6440 | o.701 884o| ©.723 3240, 0.743 9640 0.763 8040 | o0.782 8440| o.801 0840 | 0.818 5240 0.835 1640 |
~-0.121 3020 |—0.122 8220 --0.123 9420 0.124 6620 | —0.124 9820 —0.124 9020 —0.124 4220 0.123 542Q| - 0.122 2620 |—0.120 sSzoi
it ekit] Bl ol oo £ 2 Bl |=22029 2328 Rocdbetod I et M
0.415 0.435 : 0.455 0.475 | 0.495 0515 | 0.835 | 0.555 0.575 0.595 .
0.463 6125 | 0.442 1125 0.421 0125 0.400 3125 0.380 012§ 0.360 1125 | 0.340 6125 | o.321 5125 0.302 8125| ©0.284 5125‘
0.657 7750 ©0.680 7750| 0.702 9750! ©0.724 3750, 0©.744 9750 0.764 7750| ©0.783 7750 o801 9750 | ©0.819 3750| 0.835 9750
e o_lil__}msls_ — ) 121__§§,5 —0.123 9875 |- 012.‘;_@5_,‘5 ~0.124 98,5 0124 8875 |- 0.124 38,5 ‘0.123 4875 | o.122 1875.»-»0.129-48751
', 0.416 0.436 0.456 0.476 | 0.496 0.516 0.536 0.556 0.576 0.596 |
| 0.462 5280| 0.441 0480| o0.419 9680] o0.399 2880! o0.379 coBo 0.359 1280| 0.339 6480‘ 0.320 5680 | o.301r 8880| o0.283 6080
| 0.658 9440 | 0.681 go40| 0.704 0640 0.725 4240 0.745.9840 0.765 7440 0.784 7040 o0.802 8640| o0.820 2240| 0.836 7840
|—0.121 4720(-0.122 9520 ---0.124 0320 |-—0.124 7120 —oO. ~-0.124 9920 —+0.124 8720 - 0.124 3520'-0.123 4320 |~ 0.122 1120 —0.120 3920
T 0417 | 0.437 | 0.457 0.477 | 0.497 0.517 | 0537 | 0.557 0.577 0.597
0461 4445 ©0.439 9845| 0.418 9245, 0.398 26451 0.378 0045 0.358 1445 0338 6845 | 0.319 6245 | 0.300 9645 | 0.282 7045
0.660 1110 0.683 o310 o0.705 1510' 0.726 4710| 0.746 9910 0.766 7110 0.785 6310 0.803 75IO| o.821 o710| 0.837 5910
:t__(’;lzlASSASS ~0.i123 0155 |—0.124 0755, ~0.124 7355 |-~0.124 9955 ~0.124 8555 —o0.124 3'55,'__023_3755! 0.122 0355 | ©0.120 295§
0.418 0.438 0.458 0.478 | 0.498 0.518 | 0.538 | 0.558 0.578 0.598
0.460 3620 ©0.438 9220 o0.417 8820 o0.397 2420. 0.377 0020 0.357 1620 0.337 7220° 0.318 6820! 0.300 0420| 0.281 8020
0.661 2760 ©0.684 1560 o0.706 2360 o0.727 5160 ©0.747 9960 0.767 6760  0.786 5560, o.804 6360 ! o0.821 g160| 0.838 3960
—0.121 6380 ~-0.123 0780 |~ 0.124 1!‘83 —o.124 7580 0.124 99_89 0.124 83_8_0 0.124 1780_ f_°_”3,_3,3.89 —0.121 9580_ —0.120 1989
| 0.419 | 0.439 0459 | 0479 | 0.499 0.519 0.539 i 0.559 0.579 0.599
0.459 28055 0.437 8605 | 0.416 8405 | 0.396 2205 0.376 000§ 0.356 1805 0.336 7605 o0.317 7405; 0.299 1205 | o0.280 9005|
0.662 4390, 0.685 2790| 0.707 3190] 0.728 5590 0.748 9990 0.768 6390 0.787 4790, 0.805 5190 | 0©.822 7590 0.839 1990
—0.121 7195 ! 0.123 1395 1—0.124 1595 "~ 0.124 7795 ‘—0 124 99951 'o.r24 8195 —o.124 2395 —0.123 2595 |--0.121 8795 '—0.120 0995
3 00 39 TR
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Tablica i
i KRAKOWIANY INTERPOLACJI TROJWYRAZOWEJ
| A A | A ) =& A A A, | A F &
| ]
| 0.600 0.620 0.640 0.660 0.680 0.700 0.720 0.6742000 0(3 ':;62000 0(3 789000
0.280 0000 | ©0.262 2000| ©.244 8000 | 0.227 8000 | o0.281 2000 0.195 0000 | ©0.179 ;ooo 0.163 s b 42 ol 3,: 2000
0.840 0000| 0.855 6000| 0.870 4000| 0.884 4000 | 0.897 6000 _Vo.qqo gxg _g ?:; sggg ngggz :ooo 5 g;! ‘;ooo I ggs i
—0.120 0000 |—0.117 8000 |—0.115 2000 |—0.1 }_262000 —o.(;oggsigg 06?01 o e 0 ot _.6'78'1 0C
0.601 0.621 0.641 0.661 i 3 .
l 0.279 1005| 0.261 3205 | 0.243 9405 | ©.226 9605 | o.210 3805 0.194 2005 | ©.178 4205 0.163 0405 | o0.148 3605 0.133 4805
0.840 7990| 0.856 3590 | 0.871 1190| 0.885 0790 0.898 2390 _0.910 5990 _g.g;; 1590 ‘__2.33; g;g(s) -—Zg;; 9;3(; hggg; :23:
|—o0.119 8995 |-—0.117 6795 |-—0O.115 0595 |—0.112 ;395 —0.108 ;195 08?0;995 07537_95 -09742 i 0«752
0.602 0.622 0.642 0.66 0.68 § 0. } ¢ ;
0.278 2020| o©0.260 4420| 0.243 0820 0.226 1220| 0.209 5620 0.193 4020| 0.177 64:0{ 0.162 28;0 0.147 32;2 o.x;: 7620]
0.841 5960| o0.857 1160 0.871 8360 0.885 7560| 0.898 8760 o0.911 1960 0.922 7180, 0.933 4380 0.943 258 _o.gg 478°’
—o.¥19 7980 | —o.117 5580 |-—0.114 9180 |0.111 8780 |—o0.108 4380 —0.104 5980 |—0.100 3580 | —0.095 7180 |- 0.0970637_3 o.g 758;3_0
0.603 0.623 0.643 0.663 0.683 0.703 0.723 0.743 0. ;
| 0.277 3045| ©.259 §645| 0.242 2245| ©0.225 2845| 0.208 7445 0.192 6045 o.lz6 !2361(5’ 0.161 523(5’ 2.146 g&:g g.!3; Oﬁg
' 0.842 3910| o0.857 8710 o0.872 s510| 0.886 4310 0.899 5110 0.911 7910 __0.9 3 27 0.933 95 I 943 2 _o.gg 9
—0.119 6955 [—0.117 4355 [—0.114 7755 |—O.111 7155 |—0.108 2555 40.:04__22_5_5. 050702;355 ,~og<;;42755 089;6; 55 6;81555
0.604 0.624 0.644 0.664 0.684 0.70 ; ; : d
0.276 4080 | o0.258 6880| o0.241 3680| 0.224 4480| o0.207 9280 0.191 8<8>80 2.126 3282 o.160 7282 2.145 8282 2.13; 3282'
| 0.843 1840| 0.858 6240 | 0.873 2640| 0.887 r1ogo| 0.900 1440 0.912 3840 .923 824 0.934 464 944 304 g 92 244 :
—0.119 §920 (—0.117 3120 |—0.114 6320 |—0.111 5520 |—0.108 0720 —0.104 1920 |—0.099 9120 i'£'°95' 2320 jf°°9;61553° _0_(;3;;632_29
0.605 0.625 0.645 0.665 0.685 0.705 0725 | 0.745 0 [
0:275 5125| o0.257 8125| 0.240 §125| 0.223 6125 0.207 112§ 0.19X 012§ g.lzs 3123 2.160 ong 2.145 uzg 2132 6113;
0.843 9750| 0.859 3750 0.873 9750| 0.887 7750| 0.900 7750 0.912 9750 924 ggs -934 9;5 -934 ng ;- Og 7;5 I
——0.119 4875 |—o0.117 1875 |—o0.114 4875 |—0.111 3875 |-—0.107 8875 ~—0.103 9875 |—0.099 6875 |—0.094 9875 |—0.0 966 75 08 748% 75
0.606 0.626 0.646 0.666 0.686 0.706 0.726 0.746 0.7 :
0.274 6180| 0.256 9380 o0.239 6580| o0.222 7780| o0.206 2980 o.190 2180 | 0.374 538%0| o.159 2580 o0.144 3780| o.129 8980
0.844 7640, o0.860 1240| 0.874 6840, 0.888 4440| o0.901 4040 0.913 5640, ©0.924 9;40 0.935 4840I >o.935A 2140 »o 934 2013
—o.119 3820 l—o.n7 0620 |—0.114 3420 |—0.111 2220 |—0.107 7020 —o0.103 7820 _—_0_39797; 20 5989;‘1;4;0,-5_.5‘ ?967-270 03;8170
0.607 0.627 0.647 0.667 0.687 0.707 ; ;

0.273 7245 | 0.256 0645 | 0.238 8045 | ©0.221 9445| o0.205 4845 0.189 4245{ ©0.173 ,E45 0.158 5045 | o0.143 6445! o.129 ;84?’(
0.845 5510 o0.860 8710| 0.875 3910 0.889 1110| 0.902 0310 0.914 1510 | ©0.925 4710| 0.935 99IO o.qgs 7110 0.9_24 831
—0.119 2755.(—0.116 9355 |—0.114 1955 |—0.11F 0555 !—0.107 5155 -—0.103 5755 [~0.099 2355 |-—0.094 4955 [—0.0 96;555 —o.o;é_sls_é

0.608 0.628 0.648 0.668 0.688 0.708 0.728 0.748 0.7 0.
0.272 8320| 0.255 1920| 0.237 9520| ©0.221 1120| O.204 6720 0.188 6320, ©0.172 9920 0.157 7520| oO.142 9120| o0.128 4720
0.846 3360| 0.861 6160| 0.876 ogbo| 0.889 7760| o0.902 6560 0.914 7360 0.926 oxﬁoI 0.936 4960| 0.946 1760 | 0©0.955 o560
—o0.119 1680 |—o0.716 8080 | —0.114 0480 |—o0.110 8880 |—0.107 3280 —0.103 3680 [—0.099 0080 —0.094 2480 |—0.089 0880 |- 0.083 5280
0.609 0.629 0.649 0.669 ~0.689 0.709 0.729 0.749 0.769 0.789
0.271 9405 | 0.254 3205| 0.237 1005| o0.220 2805| o0.203 8605 0.187 8405 | o©0.172 2205| 0.157 0005 | o.142 1805| o0.127 7605
0.847 1190| 0.862 3590| 0.876 7990| o0.890 4390| 0.903 2790 0.975 3190 | 0.926 5590| 0.936 9990| 0.946 3390 o.qgs 4790
—0.119 0595 |—0.116 6795 |[—0.113 8995 |—0.110 7195 |—0.107 1395 --0.103 15¢5 —0.098 7795 |—-0.093 9995 |—0.088 8195 |—0.083 2395
0.610 0.630 0.650 0.670 0.690 0.710 0.730 0.750 0.770 0.790
0.271 0500 | 0.253 4500 | ©0.236 2500 0.219 4500 0.203 050Q 0.187 0500 | ©.171 4500| 0.156 2500| ©0.141 4500! 0.127 0500
0.847 9000| 0.863 1000| 0.8;7 5000 | 0.891 1000| 0.903 9000 0.95§ 9000 | 0.927 1000 | 0.937 sooo‘ 0.947 1000 | ©.955 9000 |
—0.118 9500 [—0.116 5500 |—0.113 7500 [—0.110 §500 |—0.106 9500 —0.102 9500 |-—0.098 5500 |—0.093 7500 |--0.088 5500 | —0.082 Q5°°:
0.611 0.631 0.651 0.671 0.691 0.711 0.731 0.751 0.771 0.791
0.270 1605 o0.252 5805 0.235 4005| 0.218 6205| 0.202 2405 0.186 2605| ©O.170 6805 | o.155 5005 | 0.140 7205| 0.126 3405
0.848 6790| 0863 8390 0.878 1990| 0.891 7590| 0.904 5190 0.916 4790| 0.927 6390! 0.937 9992 ©.947 5590| 0.956 3190
—o.118 8395 |—0.116 4195 |—0.113 5995 (—0.110 3795 |—0.106 7595 -—0.102 7395 ~—0.098 3195 |- 0.093 4905 |—0.088 2795 |--0.082 6595 |
0.612 0.632 0.652 0.672 0.692 0.712 0.732 0.752 0772 | 0.792
0.269 2720| o0.251 7120 0©.234 §520| 0.217 7920| 0.201 4320 0.185 4720 o.16g 9120 o.xsg 75;0 o.rgg 99;0 o.ng 6320
0.849 4560| 0.864 5760 0.878 896o| 0.892 4160| 0.905 1360 0.917 o560 | ©0.928 1760| 0©.938 4060| o©.94 oxqo 0.956 7360 |
| —0.118 7280 |—0.116 2880 [—0.113 4480 |—o0.110 2080 [—0.106 5680 —0.102 5280 |—0.098 0880 —0.093 2480 |—0.088 cofo | -0.082 3680
0.613 0.633 0.653 0.673 0.693 0.713 0.733 0.753 0.773 0.793
0.268 3845| o0.250 8445| 0.233 7045| 0.216 9645| 0.200 6245 0.184 6845| 0.169 1445| o0.154 0045| 0.139 2645| 0.124 9245
0.850 2310| 0.865 3110| 0.879 59|o| 0.893 o710| 0.905 7510 0.917 6310| 0.928 7110| ©.938 9910 0.948 4710| 0.957 1510
—®.118 6155 |—0.116 1555 |—0.113 2955 —O.110 0355 |—0.106 3755 —0.102 3155 |—0.097 8555 —0.092- 9955 [—0.087 7355 [—0.082 0755 |
0.614 0.634 0.654 0.674 0.694 0.714 0.734 0.754 0.774 0794
0.267 4980| o0.249 9780 | 0.232 8580 0.216 1380| o.199 8180 0.183 8980! 0.168 3780} o.153 2580 | o0.138 5380| o0.124 2180
0.851 0040 | 0.866 0440 | 0.880 2840| 0.893 7240| 0.906 3640 0.918 2040| 0.929 2440| ©0.939 4840| 0.948 9240 | 0.957 5640
—0.118 5020 (—0.116 0220 |-—0.113 1420 ——0.109 8620 (—0.106 1820 —0.102 1020 [—0.097 6220 {-—0.092 7420 —0.087 4620 |--0.081 7820
0.615 0.635 0.655 0.675 0.695 0.715 0.735 | 0.755 0.775 0.795
0.266 6125 0.249 1125| 0.232 OI25| 0.215 3125| 0.199 OI2§ 0.183 1125| o©.167 6125 o.152 §125| 0.137 8125| 0.123 512§
0.851 7750 0.866 7750 0.880 9750 0.894 3750| ©.906 9750 0.918 7750 0.929 7750 ©0.939 9750 | 0.949 3750 0.957 9750
—o.x18 3875 |—o.115 8875 —o.112 9875 —0.109 6875 |—0.105 9875 —o.101 8875 [-—0.097 3875 |-0.092 4875 |—0.087 1875 |—0.081 4875
" 0.616 0.636 0.656 0.676 0.696 0.716 0.736 0.756 0.776 0.796
0.265 7280| 0.248 2480 o0.231 1680| o0.214 4880| 0©.198 2080 0.182 3280| 0.166 8480| o.151 7680| 0.137 0880 o0.r22 8080
0.852 5440| 0.867 5040 | 0.881 6640 | 0.895 0240| ©0.907 5840 0.919 3440 | 0.930 3040 0.940 4640| 0.949 8240 | 0.958 3840
—0.118 2720|—o0.115 7520 —0:112 8320 |—0.109 5120 |—0.105 7920 —0.101 6720 /—0.097 1520 |-—0.092 2320 |—0.086 9120 —0.081 1920
0.617 0.637 0.657 0.677 | 0.697 0.717 0.737 0.757 0.777 0.797
0.264 8445 0.247 3845| 0.230 3245| o0.213 6645| ©0.197 4045 0.18x 5445| 0.166 0845( o.151 0245| 0.136 3645 0.122 1045
0.853 3110| 0.868 2310| 0.882 3510| 0.895 6710 0.908 1910 0.919 9110 | 0.930 8310 | 0.940 9510( 0.950 2710| 0958 7910
—o0.118 1555 [—o.115 6155 |[—0.112 6755 |[—0.109 3355 |~—0.10§ 59§55 —O.101 4555 |-—0.096 9155 —0.091 9755 {—0.086 6355 —0.080 8955
0.618 0.638 0.658 0.678 0.698 0.718 0.738 0.758 0.778 0.798
0.263 9620 0.246 5220| 0.229 4820| o0.212 8420| o0.196 6020 0.180 7620| o0.165 3220 o.150 2820| o0.135 6420| o0.121 4020
0.854 0760 | 0.868 9560 | 0.883 0360| 0.896 3160 0.908 7960 0.920 4760 | 0.931 3560 | 0.941 4360| o0.950 7160| 0.959 1960
(—0.118 0380 |—o0.115 4780 |—0.112 5180 [—0.109 1580 —o.105 3980 —o.101 2380 |—0.096 6780 |[—0.091 7180 [—0.086 > 3580 |—0.080 5980
0.619 0.639 0.659 0.679 0.699 0.719 0.739 0.759 0.779 0.799
I 0.263 0805 0.245 6605 | o0.228 6405| o0.212 0205| ©0.195 8005 0.179 9805 | 0.164 5605| o0.149 5405| 0.134 9205 0.120 7005
0.854 8390| 0.869 6790| 0.883 7190| 0.896 9590 | ©0.909 3990 0.921 0390 | 0.931 8790| 0.941 9190 | ©0.951 1590 | ©.959 5990
—0.117 9195 |—0.115 3395 |—0.112 3595 |—0.108 9795 |—0.104 1995 —O.101 0195 |—0.096 4395 |—0.091 4595 |—0.086 0795 |—0.080 2995
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Tablica 1

KR AKOWIANY INTERPOLACJI TROJWYRAZOWEJ

| A A | a A A A A | A | =& A
' 0.800 0.820 0.840 0.860 0.880 0.900 0.920 | 0.940 0.960 0.980
| 0120 0000 | 0.106 2000| 0.092 8000| 0.079 8000 | 0.067 2000 0.055 0000 | 0.043 2000| 0.031 8000! 0.020 8000 0.010 2000
0.960 0000 | 0.967 6000 ©.974 4000| 0.980 g4000| 0.985 6ooco 0.990 0000 | 0.993 6000 | 0.996 4000| 0.998 4000 | 0.999 6000 '
—0.080 0000 |-—0.073 8000 {—0.067 2000 |—0.060 2000 |—0.052 8000 —0.045 0000 |—0.036 8000 |—0.028 2000 [—0.019 2000 |[—o0. 009 8000 |
] 0.801 0.821 0.841 0.861 0.881 0.901 0.921 0.941 0.961 0.981
0.119 3005| ©0.10§5 5205 | 0.092 1405! 0©0.079 1605| 0.066 5805 0.054 4005 | 0.042 6205 0.031 2405 | 0.020 2605| 0.009 6805
0.960 3990| 0.967 9590| 0.974 7190| o0.980 6790 0.985 8390 ©0.990 1990 0©.993 7590 | 0.996 5190| 0.998 4790| 0.999 6390
»—0.07_43_629_1 0.073 4795 —0.066 8595 [-—0.059 839_54 ~—0.052 4195 —0.044 5995 | ~0.036 3795 | —0.027 7595 |--0.018 7395 |—0.009 3195
0.802 0.822 0.842 0.862 0.882 0.902 0.922 0.942 0.962 0.982
o.118 6020| o.104 8420| 0.091 4820| 0.078 5220| -0.065 9620 0.053 8020| 0.042 0420 ©0.030 6820 0.019 7220 0.009 1620
0.960 7960| 0.968 3160| 0.975 0360| 0.980 g9560| 0.986 0760 0.990 3960 ©.993 9160 0.996 6360 ©.998 5560| 0.999 6760
—0.079 3980 |-—0.073 1580 |—0.066 5180 [—0.059 4780 |—0.052 0380 70.044 1980 |—0.035 9580 |—-0.027 3180 --0.018 2780 |-—0.008 8380
0.803 0.823 0.843 0.863 0.883 0.903 0.923 0.943 0.963 0.983
r Q.117 9045 | o0.104 1645! o©.090 8245| ©0.077 8845| 0.065 3445 0.053 2045 | 0.041 4645| 0.030 1245| 0.019 1845| 0.008 6445
0.961 1910 0.968 6710( 0.975 3510 ©0.981 2310/ 0.986 3110 0.990 5910! 0.994 0710 ©0.996 7510| 0.998 6310 0.999 7IIO
0079 0955 |—0.072 8355 |—0.066 1755 |—0.059 1155 | —0.051 6555 T0:043 7955 | 0:035 5355 | —0.026 8755 | ~0.017 8155 |—0.008 3555
0.804 | 0824 | 0.844 0.864 0.884 0.904 0.924 0.944 0.964 0.984
o.117 2080 | o0.103 4880/ o©.090 1680| 0©.077 2480| o0.064 7280 0.052 6080 | 0.040 8880 0.029 5680| ©0.018 6480| ©0.008 1280
| 0.961 5840| oc.969 oz4o| 0.975 6640 ©0.981 5040 | 0.986 5440 0.960 784¢ | 0.994 2240| 0.996 8640| 0.998 7040| 0.999 7440
)——00,8 7920|—0.072 5120}'*0.065'8320 - 9058 7520 | ~0.051 2720 0.043 3920 |~0.035 1120 ;—2926 4320 [—0.017 3§20 |—0.007 8720
0.805 0.825 | 0.845 0.865 0.885 0.905 0.925 0.945 0.965 0.985
o.x16 5125 o.102 8125 0.089 5125| 0.076 6125 0.064 1125 0.052 O125| ©.040 3125| 0©0.029 O125| 0.018 1125| 0.007 6125
| ©0.961 9750| o0.969 3750| ©0.975 9750 ©0.981 7750| 0.986 7750 0.990 9750 | ©.994 3750 | ©.996 9750 | ©.998 7750| 0.999 7750
S0078 4875 o073 1875 |-0i0ts 48751 0,058 S5 prd.ase 378 0043 9875 |--0:034 6375100259875 |--0010 8875100073875
- 0.806 0.826 0.846 0.866 0.886 0.906 | 0.926 0.946 0.966 0.986 |
| o.ais 8180 o.102 1380 0.088 8580 o0.075 9780| 0.063 4980 0.051 4180| 0.039 7380| 0.028 458¢c| o.017 5780| o©.007 0980!
0.962 3640, 0.969 7240| 0.976 2840| o0.982 o440! 0©.987 0040 0.991 1640] 0.994 5240 0.997 o840 0.998 8440| 0.999 8040 |
—~ oozﬁ_iﬁ.z.g'ﬁ_o 071 8620| —0.065 1420 | -0.058 0220 —0.050 5020 -~ 0.042 5820 -0.034 2620 —0.025 5420 —~0.016 4220|—0.006 9020
0.807 ' 0.827 0.847 0.867 0.887 0.907 0.927 0.947 0.967 0.987
0.115 1245 o.101 4645| 0.088 2045| 0.075 3445| 0.062 8845 0.050 8245 | 0.039 1645 0.027 9045| ©0.017 0445| 0.006 5845
| ©.962 7510 o0.970 o710| ©0.976 5910| o©0.982 3110| ©.987 2310 0.991 3510! 0.994 6710 ©0.997 1910| 0.998 g9110| 0.999 8310
|—0-077 8755 |——0.071 5355 [—0.064 7955 |~ 0.057 6555 |-—0.050 1155 70042 1755 ~0.033 8355 |—0.025 0955 |0.015 9555 |—0.006 4155
. 0.808 0.828 0.848 0.868 0.888 0.908 0.928 0.948 0.968 0.988
0.114 4320! 0.100 7920 ©0.087 5520 0.074 7120, 0.062 2720 0.050 2320 0.038 5920| 0.027 3520| ©0.016 §120| ©.006 0720 |
i 0.963 1360 o0.970 4160{ 0.976 8960 | 0.982 5760| o0.987 4560 0.991 5360| 0.994 8160| 0.997 2960| 0.998 g760| o0.999 856oi
i—0.077 5680 |-—0.071 2080 |—0.064 4480 |—0.057 2880 |—-0.049 7280 ~-0.041 7680|—0.033 4080 |-0.024 6480 -—0.015 4880 |—0.005 9’:85’,
I 0.809 0.829 0.849 0.869 0.889 0.909 0.929 0.949 0.969 0.989
| 0.113 7405| ©0.100 1205 | 0.086 goos| ©0.074 o805 0.061 6605 0.049 6405 | 0.038 0205| 0.026 8005| o0.015 9305| 0.005 5605
| 0.963 5190 0.970 7590| ©.977 1990| 0.982 8390 | 0.987 6790 0.991 7190| 0.994 9590 | ©0.997 3990 | ©.999 0390 ©.999 8790
2-0.077 2595 |—0.070 8795 |—0.064 0995 |—0.056 9195 | ~0.049 3395 0041 3505 | 0.032 9795 | —0.024 1995 | 0015 0195 [—0.005 4395
0810 0.830 0.850 0.870 0.890 0.910 0.930 0.950 0.970 0.990 |
| ©0.113 0500, 0.099 4500| 0.086 2500! 0.073 4500| 0.061 0500 0.049 0500 | ©.037 4500| ©0.026 2500 | 0.015 4500 0©.005 0500 |
| 0.963 gooo 0.971 1000 | 0.977 5000| 0.983 1000| 0.987 9000 0.991 9000 | 0.995 1000| ©.997 500C| 0©0.999 1000 | ©.999 9000 |
‘——o 0.076 9500 |—0.070 5500 |—0.063 7500 |—0.056 5500 -0.048 9500 70.040 9500 | —0.032 §500 |—0.023 7500 |—0.014 5500 |~ 0.004 9500 |
0.811 0.831 0.851 0.871 0.891 0.911 0.931 0.951 0.971 0.991
o.112 3605| 0.098 7805| o0.c85 6005 | o0.072 8205| o0.060 4405 0.048 4605| 0.036 8805| o0.025 7005| 0.014 9205| ©.004 5405
0.964 2790| 0.97% 4390 ©0.977 7990| ©0.983 3590 ©0.988 1r90 0.992 0790| 0.995 2390 | 0.997 5990! 0©0.999 1590 ©.999 9190
0.076 6395|0070 2195 | —0.063 3995 | —0.056 1795 |—0.048 5595 | —0.040 5395 |—0.032 1195 —0.023 2995 | —0.014 0795 |—0.004 4595
0.812 0.832 0.852 0.872 0.892 0.912 0.932 0.952 0.972 0.992
o.rrr 6720 0.098 r120| o0.084 9520| 0.072 1920| 0.059 8320 0.047 8720 0.036 3120 0.025 1520| 0.014 3920| ©0.004 03120 |
0.964 656c| o.971 7760| 0.978 0g9bo| 0.983 6160| 0.988 3360 0.992 2560| 0.995 3760| 0.997 6960| 0.999 2160| ©0.999 9360
1--0.076 3280 {—0.069 8880 |—0.063 0480 |—0.055 8080 | —0.048 1680 —0.040 1280 |—0.031 6880|-—0.022 8480|—0.013 6080 |—0.003 9680
0813 0.833 0.853 0.873 0.893 0.913 0.933 0.953 0.973 0.993
o.110 9845 ©.097 4445| ©0.084 3045| o0.071r 5645| ©0.059 2245 0.047 2845| 0.035 7445| 0.024 6045| o.013 8645| 0.003 5245
0.965 o310| o©.972 1110| ©0.978 3910| 0.983 8710 0.983 5510 ©.992 4310 0.995 5II0| 0©0.997 7910| 0©.999 27I0| 0.999 9510
—oo,6 0155 |-—0.069 5555 |—0.062 6955 |-—0.055 4355 |~—0.047 7755 ~0.039 7155 |—0.031 2555|—0.022 3955 [—0.013 1355 |—0.003 4755
| 0.814 0.834 0.854 0.874 0.894 0.914 0.934 0.954 0.974 0.994
| o.110 2980| o0.096 7780 | ©.083 6580 | o0.070 9380| o0.058 6180 0.046 6g80| 0.035 1780| o0.024 0580| o0.013 3380| o0.003 o180
| 0.965 4040 | ©.972 4440 ©.978 6840 | 0.984 1240| 0.988 7640 0.992 6040 ©0.995 6440| 0.997 8840| 0.999 3240 0.999 9640
|—0.075 7020 |—0.069 2220 |—0.062 3420 |- —0.055 0620 |—0.047 3820 —0.039 3020 |---0.030 8220-—0.021 9420 |—0.012 6620 |—0.002 9820
| 0.815 0.835 0.855 0.875 0.895 0.915 0.935 0.955 0.975 0.995
o.109 6125| 0.096 1125| 0.083 0125| 0.070 3125| 0.058 012§ 0.046 1125 | 0.034 6125| 0.023 §5125| o.012 8125 0.002 512§
0.965 7750{ 0.972 7750| ©0.978 9750 | 0.984 3750 0.988 9750 ©.992 7750| ©.995 7750| 0.997 9750 ©.999 3750 | ©.999 9750
—0.075 3875 |—0.068 8875 |—0.061 9875 | —0.054 6875 |—0.046 9875 —0.038 8875 (—0.030 3875 | —0.021 4875 |—-0.012 1875 | —0.002 4875
0.816 0.836 0.856 0876 | 0.896 0.916 0.936 0.956 0.976 0.996
0.108 9280 0.095 4480 | 0.082 3680 0.069 6880 | o0.057 4080 0.045 5280| 0.034 0480| o©.022 9680 o0.012 2880 o0.002 0080
0.966 1440| 0.973 1040| ©.979 2640 | 0.984 6:402 0.989 1840 0.992 9440| 0.995 9040| 0.998 0640 0.999 4240| 0.999 9840
—0.075 0720 |--0.068 5520 ~0.061 6320 - —0.054 3120 —0.046 5920 —0.038 4720]-0.029 9520 |—0.021 0320} -0.0I% 7120 —0.001 9920
0817 | 0.837 0.857 0.877 0.897 0.917 0.937 0.957 0.977 0.997
0.108 2445 | 0.094 7845( 0.081 7245| o0.069 0645| 0.056 8045 0.044 9445| ©0.033 4845 | 0.022 4245| o.011 7645| ©.001 5045
| 0.966 5110| 0.973 4310 ©.979 5510 0.984 8710 0.989 3910 0.993 1110| 0.996 0310 | ©.998 I5X0| 0.999 4710 0.999 9910
|—0.074 7555 |—0.068 2155 [—0.061 2755 |—0.053 9355 |—0.046 1955 :933?_9;55 ~70.029 5155 |—0.020 5755 |——O.0IT 2355 |—0.001 4955
" 0.818 0.838 0.858 0.878 0.898 0.918 0.938 0.958 0.978 0.998
! 0.107 5620 o©0.094 i220| o©0.081 0820| 0.068 4420[ 0.056 2020 0.044 3620 0.032 9220 o0.021 8820 0.011 2420| 0.001 0020
0.966 8760 | o0.973 7560| ©0.979 8360 | -0.985 1160 0.989 5960 0.993 2760| 0.996 1560| 0.998 2360 0.999 5160 0.999 9960
|—0.074 4380 |—0.067 8780 |—0.060 9180 |—0.053 5580 —0.045 7980 0.037 6380 | —0.029 0780|—0.020 1180 |—0.010 7580 |—0.000 9980
0819 0.839 0.859 0879 | 0.899 0.919 0.939 0.959 0.979 0.999
0.106 8805 | 0.093 4605 | 0.080 4405| 0.067 8205« 2.055 6005 0.043 7805| 0.032 3605| 0.021 3405 ©0.0I0 7205| 0.000 5005 |
0.967 2390| 0©.974 0790 | ©0.980 t1goi 0.985 3590 0.989 7990 0.993 4390| ©0.996 2790} 0©.998 3190 0.999 5590 | ©0.999 9990 |
-0.074 1195 |—0.067 ss,os| 0.060 5595 | -0.053 1795 ~—©.045 3995| |- 0037 2195| ~0.028 6395|—0.019 6595 |—0.010 2795 |—0.000 4995 |
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Tablica 1a
e —————————————————————————— e -
l KRAKOWIANY INTERPOLACJI CZTEROWYRAZOWEJ
A A A A | A | a A A | A A
| |
' 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 ! 0.50 0.60 0.70 0.80 ; 0.90
l 1.0000 0000 | ©0.826 5000| 0.672 0000| ©.535 5000| 0.416 COVO| ©.312 §000| 0.224 0000| 0.149 5000 0.088 oooo{ 0.038 5000
° | 0.275 5000 0.504 cooo| ©.688 5000 0.832 0000| ©0.937 5000 1.008 0000 | 1.046 5000 1.056 oooo% 1.039 S°°°:
o —0.130 §000 | —0.224 0000 | ——0.283 5000 | —0.312 ocool-—-o.gn 5000 | —0.288 0000 | ——0.241 5000 | —0.176 oocc! 0.094 5000
° 0.028 5000 | 0.048 ocoo| ©.059 5000 0064 ooool 0.062 5000| ©0.056 0000 | 0.045 5000/ 0.032 oooc! 0.016 sooo;g
I} 0.01 0.11 0.21 0.31 041 | 051 0.61 0.71 0.81 091
0.981 7665 0.810 2115 0.657 5565 0.522 8015| 0.404 9.;65,I 0.302 991§ 0.215 9365 o.142 7815| 0.082 5265 0.034 1715 |
0.029 750§ 0.300 4155 0.524 3805 0.704 6455 0.844 2105 0.946 0755 1.013 2405 ! 1.048 7055! 1.055 470% 1.036 5355%
—o0.014 8005 | —0.141 4655  -—0.231 4305 | —0.287 6955 |---0.313 2605 | —0.311 1255 - 0.284 2905 | -~ 0.235 7555‘~4 ©.168 520t | —-0.085 5855?
0.003 2835 0.030 8385 | 0.049 4935| ©0.060 2485| ©.064 1035 0.062 0585 o0.055 n35i 0.044 2685 | o.030 5235 | o©.014 8785%
0.02 0.12 0.22 0.32 0.42 ‘ 0.52 0.62 ! 0.72 0.82 0.92 !
0.963 7320 0.794 1120 0.643 2920 0.510 2720 0.394 0520 0.293 6320| o0.208 onoi 0.136 1920 0.077 1720, 0.029 9520%
0.059 0040 0.324 8640 | 0.544 3240| 0.720 3840! 0.856 c440| 0©0.954 3040| 1.018 1640 1.050 6240 1.054 6840' 1.033 34401
—0.029 2040 | —0.152 0640 [ —0.238 5240 | —0.291 5840 | —0.314 2440 |-—0.309 5040 ! —o0.280 36402 —0.229 8240! —o0.160 $840|—0.076 5440 |
0.006 4680 0.033 0880| o0.050 go80| ©.060 9280| 0.064 1480 0.061 5680 o0.054 1880 ©.043 0080 0.029 0189! 0.013 2480|
(M = R | FER——
0.03 0.13 0.23 0.33 0.43 0.53 0.63 0.73 083 ! 093 ;
0.945 8955 0.778 2005 | 0.629 2055| ©0.497 9105| ©0.383 3155| 0.284 4205| o0.200 2255| ©.129 7305| 0.071 935'3: 0.025 8405 |
0.087 7635 0.348 8485 0.563 8335 | ©0.735 7185| ©.867 5035| o0.962 1885 1.022 7735 1.052 2585 1.053 6.;;;j 1.c29 9285
—0.043 2135 | —0.162 2985 | —0.245 2835 !-—0.295 1685 [—0.314 9535 [—0.307 6385 |—0.276 2235 | —0.223 7085 0.153 0933 : -—0.067 3785
0.009 5545 0.035 2495 0.052 2445| ©0.061 5395 0.064 1345| 0.061 0295| 0.053 2245 0.041 7195 0.027 5143‘{ o.011 6095
——— — —— ST — . — — B |
f [
i 0.04 0.14 0.24 0.34 0.44 0.54 0.64 074 | 084 ‘ 094
. 0.928 2560 0.762 4760/ o0.615 2960| 0.485 7160 0.372 7360| 0.275 3560 o0.192 5760| ©.123 3960* 0.066 8160{ 0.021 8360
i o.116 0320 0.372 37120 0.582 9120 0.750 6520 0.875 5920| 0.969 7320 1.027 0720 1.053 6120 1.052 35:0[ 1.026 zgzob
;-—0.056 8320 [-—0.172 1720 -0.251. 7120 | —0.298 4§20 | —0.315 3920 | —0.305 5320 | —0.271 8720 ~~0.217 4120 | - 0.145 1520 | 0.058 0920
% 0.012 5440 0.037 3240| 0.053 5040| ©.062 0840| 0.064 0640 0.060 4440 0.052 2240| ©0.040 4040 | 0.025 984>| 0.009 9640
[ 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 095 |
o.910 81125 0.746 93751 o.601 5625| ©.473 6875 o0.362 3125| 0.266 4375! o©0.185 ob25| ©.117 18751 o©.061 8125 ©0.017 9375
0.143 81125 0.395 4375| o.601 5625| o0.765 1875 0.889 3125 0.976 9375 1.031 062§ 1.054 6875 1.050 8125 1.022 4375
—0.070 0625 [—o0.181 6875 | —o0.257 8125 | —o0.301 4375 |—0.315 5625 |—0.303 1875 —0.267 3125|-0.219 9375 ©.137 0625 -0.048 6875
0.015 4375 0.039 3125 0.054 6875 0.062 5625 0.063 9375 0.059 8125 0.051 1875 0.039 062§ 0.024 437§ 0.008 312§ |
0.06 0.16 0.26 0.36 0.46 0.56 0.66 0.76 0.86 0.96
0.893 5640 0.731 5840| 0.588 0040| 0.461 8240| 0.352 0440| 0.257 6640 o0.177 6840| O.IIX 1040| 0.0§6 9240! ©0.014 1440
0171 1080 | 0418 0480| o©.619 7880( 0.779 3280 0899 6680| 0.983 8080| 1.034 7480| 1.055 4880| 1.049 0180 1018 3680
—0.082 9080 | —0.190 8480 | —0.263 5880 | —0.304 1280 | —0.315 4680 | —0.300 6080 [ —0.262 5480 |-—0.204 2880 —0.128 8280 ~0.039 1680 |
0.018 2360 0.041 2160| 0.055 7960| o0.062 9760| ©0.063 7560 0.059 1360| o0.050 1160| ©0.037 6960 o0.022 87602 0.006 6560
=, =t T | HES I e
|
0.07 0.17 0.27 0.37 0.47 0.57 0.67 0.77 0.87 [ 0.97 ;
0.876 5095 0.716 4145 | 0.574 6195| 0.450 1245 0.34% 9295| 0.249 0345| 0©0.170 4395| ©-105 1445| 0.052 1495‘ 0.010 4545‘
0.197 9215 0.440 2065 | 0.637 5915 0.793 0765 0.909 6615| 0.990 3465 1.038 1315 1.056 0165 1.047 o015 | 1.014 0865 |
;———o.ogs 3715 | ~0.199 6565 |—0.269 0415 | —0.306 5265 | -~0.315 IT15|—0.297 7965 | —0.257 5815 |—0.197 4665 |—0.120 4515i——0~°29 5365 |
; 0.020 9405 0.043 0355 0.056 8305 0.063 3255| 0063 5205| 0.058 4155| 0.049 o105| ©0.036 3055 0.021 3oc5i 0.0¢ § 9955i
AR ) =1 i i
0.08 0.18 0.28 0.38 0.48 0.58 0.68 0.78 0.88 | 0.98
0.859 6480 o.701 4280 o0.561 4080| o0.438 5880! 0.331 9680 c.240 5480| o0.163 3280 0.099 3080, 0.047 4880, 0.006 8680 |
| 0.224 2560 0.461 9160 | o0.654 9760| 0©.806 4360| 0.919 2660| ©.996 5560 1.041 2160 1.056 :76ol 1.044 7360 1.009 59601
—o0.107 4560 |—0.208 1160 |-—0.274 1760 |—0.308 6360 |—0.314 4960 | —0.294 7560 | —0.252 4160 —0.190 4760  —O.I1X 936of~~-o.019 7960
0.023 §520 0.044 7730| 0.057 7920| 0.063 6120| 0.063 2320| 0.0§7 65:0 0.047 8720 0.034 8920; 0.019 7120% 0.003 3320
S, S SRR i) SR
0.09 0.19 0.29 0.39 0.49 ! 0.59 0.69 0.79 0.89 ! 0.99 13
0.842 9785 0.686 6235 0.548 3685 | 0.427 2135 0.322 15851 0.232 203§ 0.156" 3485| 0.093 5935 0.042 9385| 0.003 3835
! 0.250 1145 0.483 x795i 0.671 9445 | 0.819 4095| 0.928 5745’ 1.002 4395 1.044 ©045 l.056.2695§ 1.042 234.5;T 1.004 8995
5--0.;.9 1645 |—0.216 2295 | —0.278 9945 | —0310 4595 | —0.313 624sj ~0.291 4895 [ —0.247 0545 [ —0.183 3195 —0.103 2845 | —0.009 9495
l_ 0.026 o715 oo46 4265 ooss 68:5 0.063 8365 0.062 89x5l 0056 8465 0.046 7015 0.033 4565< 0.001 6665

0.018 uxs'

oo cca A S




Krakowiany  wyrdwnawcze

F (pe)

wielomiangw

adwu -trzy 1 czteraparametrawych
stuzace do wyrdwnywama

metodg najmniejszych kwadratow
obserwacyinych  tablic

wielomianowych




- 115 =

Krakowiany wyrdéwnawcze

wielomiandédw dwuparametrowy e he

0.33333 =0.66666 0433333
=0016666 033333 «0.16667

F /2.3/ = {

~0.16667 033333 -0.16665]

-0.3
Qo4
0.1

=0e2

0.4
"0."
0.2
0.1

Oel
0.2
=07
0.4

-002
0.1
0.4

¥ /2.4/ =

~0e3
0e4 Qo2 0O =062
=07 0e2 041 O
0e2 =048 0.2~-0‘ZJ

-0.4

0.4
F /2¢5/= 0.2
0 Oel 0s2 ~0s7 Qo8
0

=062 0s2 04 =04

=-0.47619 038095
038095 =0.70476
0.,23810 0.20952
0.09524 0.12381

-0.04762 0.03810

«0.19048 -0.04762

020952 0012381 0003810 =0.04762
~0.81905 0015238 0012381 0.09524
0.15228 ~0481905 0020952 0.23810]

023810 009524 ~0.04762 -o.1904s]

F /2.6/=

0012381 020852 «0.70476 0438035
0.09524 0023810 0,38095 =0.47619

«0e53571 0035714 0625000 0214286 0403571 «0.07143 =0.17857
0035714 =0.71429 0021429 0.14286 0.07143 C =-0.07143
0625000 0021429 ~082143 0-14286 Co10714 0007143 0.03571
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F [2.7/=

003571 0007143
-0.07143 ©
{=017857 =0.07143

0e¢10714 014286 =-0.82143
007143 014285 0,21429
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0021429 0025000
0071422 0435714
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? /2.8/=

-0.58333 0.33333

042500C 0615667

008333 0

»C0e08333 =0016667

0433333 -0.72619
0425000 0.21429
0:1666T 0415476
0008333 0009524
0 0003571
=0+08333 =0.02381
~0.16667 -0.08333

~0.82143 (014286

0021429 0615476 0.09524
0.10714
0014286 =0.86%05 Qe119C5
0e10714 0011905 «0.86905
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0.03571 0009524 0415476
0 0008333 016667

-0.82143 0.21429

003571 =0.02381 ~0.08333
0007143 0.0357%L Q
0610714 0008524 (.08333
0614286 0s15476 0016667
0025000
0.33333
~0e58333

0021429 -0.7261%
0025000 0033333

F /2.9/a

(=0062222 0431111
0031111 ~0.73888
0.24444 0421111
0017778 0416111
{ 0e11111 011111

0.04444 0.06111
=0.02222 0.01111
~0.08889 ~0.03889

024444
021111
~0.82221
0.14444
Oe11111
0007778
0.04444
0.01111
| ~015555 «0.08889 «0.02222

GCe17778
0016111
014444
=0687221
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0.09444
007778
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0004444
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0011111
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-0,88838
011111
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0.04444 -0.02222 -0,08889%
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0011111
~0.87221
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0.04444
o.11111¢
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[ ~0065455 0.29091

0623636
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=0.82424
C.14545
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0.08485
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0.07273 0.0787%
0.01818 0.03636 0.05455
~0003636 «0.00606 0002424
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0.01818
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0.09091
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0011515
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0012727

0001818 «0003636 ~0.09091
003636 =0e00606 =-0,04849
0e03455 0402424 =0,00606
007273 0005455 G.036256
0e020%1 0.08485 0.07879
0.10809 0.,11515 0Q.12121
~0.8%273 014545 0.16364
0014545 ~(C.82424 0.20606
0016364 0020606 «0.75151
0018182 0023636 0229001
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-0+03636
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0«23636
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=Qs 65455

1
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-1 Krakowiany wyréwnawcze

N=13 wielomiandéw tré jparametrowyc he

=0405  0s15 =0s15 0s05
0e15 =045 0.45 =0.15
F /[3.4/= ~0015 0045 <0.45 0.15
0405 =0s15 015 =005

~0.11429 0e25715 =0.08571 =0.14287 0408572

0425715 ~0+62858 0034284 0417146 -0.14287

F /3.5/= -0.08571 0034284 ~0.51426 0.34284 =0.08571
-0414287 0.17146 0034284 -0.62858 025715

0408572 =014287 -0.08571 Ce25715 =0.11429

=017857 0.32143 0 ~0e14286 -0.10714 C.10714

0032143 ~0.69286 0025714 0.17143 0.05000 =0.10714

7 /3.6/; 0 . 0625714 «0.62857 0.34286 0.17143 -0.14286
«0+14286 0017143 0.34286 =0.62857 0425714 O

=0¢10714 0.05000 0017143 0.25714 -0.69286 032143

0010714 -0.10714 -0.14286 O 0032143 -0.17857

=0.23809 0435714 007143 =0.09524 =0.14286 «0.07143 0011205

0.35714 =0.71429 0.21429 0.14286 0.07143 0 -0.07143
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F /3.7/§ «0009524 0414286 0028571 -0.66666 0028571 0414286 =0.09524
«0e14286 0.07143 0.21429 0028571 «0.71429 0.21429 0.07143

-0.07143 O 0.07143 0.14286 0.21429 -0.71429 0.35714

0.11905 -0.07143 -0.14286 -0.09524 0.07143 035714 -0.23809

=0e29167 0437500 0012500 =0404166 =0012500 =0+12500 ~0+04167 0.12500

0437500 ~0.72024 0019643 0.12500 0006548 0.01786 =0+01786 =0.04167

0.12500 0¢19643 -0.76786 0023214 0.19643 0.12500 0.01786 =0.12500

=0s04166 0012500 023214 ~0.72025 0426786 0.19643 0.06548 ~0.12500

F /3.8/; ~0612500 0.06548 019643 0426786 ~0.72025 0623214 0412500 =0.04166
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-0.04167 -0.01786 0.01786 0.06548 0.12500 0019643 =0.72024 0.37500

0412500 =0.04167 =0¢12500 «0.12500 =0+04166 0.12500 - 037500 =029167

(-0033939 0.38182 0.16363 0.00606 =0409091 =0412727 =0.10303 =0.01818 0s12727)
0038182 =0.72121 0.19091 0.11818 0.06060 0.01818 =0.00909 =0.02121 =0.01818
0016363 0.19091 -0.79913 0.19351 0.16883 0.12684 0.06753 =0s00202 =0.103C3
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-0.12727 0.01818 0.12684 0.19870 0,23377 -0.76797 0.19351 0.11818 0.00606
-0.10303 ~0.0090¢ 0.06753 0.12684 0.16883 0.19351 -0.79913 0.19091 0.16363
=0.01818 =0.02121 =0.00209 0.01818 0.06060 0.11818 0.19091 =0.72121 0.38182
| 0.12727 -0.01818 =0410303 =0.12727 =0.09091 0.00606 0.16363 0.38182 ~0.33939]

(-0.38182 0.38182 0,12091 0.04545 -0.05454 =0.1090% -0.11818 -0.08182 0O 0.12727)
0.38182 =0.72121 0.19091 0.11818 0.06060 0.01818 -0.0090¢ -C.02121 -0.01818 O
0.19091 0.19091 -0.81666 016818 0.14545 0411515 0.07727° 0.03182 =-0.02L21 -Q.08182
0.04545 0011818 0.16818 =0480454 0.20000 0.1818Z 0+14021 0.07727 =0.00909 ~0.11818
F /3.10/= -0.05454 0.06060 0.14545 0020000 =0.77575 0.21818 018182 0.11515 001818 -0.109091
-0.10909 0.01818 0411515 0.18182 0.21818 =0.77575 0020000 0e14545 0406060 =0+05454
=0+11818 =0.00909 0.07727 0.14091 0.18182 0,20000 =0.80454 0.16818 0.11818 0.04545
«0,08182 «0.02121 0.03182 0407727 0.11515 0014545 0016818 -0.81666 0419091 0.19091
0 ~001818 =0.02121 =-0.0090¢ 0.01818 0.06060 0.11818 0.19091 ~0.72121 0.38182
| 0.12727 0O ~0.08182 =0411818 «0.10909 -0.05454 0.04545 0.19091 0.38182 ~0.38182

A
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i Krakowiany wyrdwnawcze
N = 6 wielomiandw czteroparametrowych.
-4
1

~0:01428 0+05714 =0.08571 0605714 =0.01429

0405714 =0422857 0034286 -0+22857 0.05714
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0409091 =0411255 «0.11472 0000866 0.18182 0632900 =0.62554 0.24242

«0.06061 0.09091 0e06061 =0.04545 =0.12121 -0.06061 0e24242 -0.10606

(-0.14141 0.28282 =0002020 -0.12121 -0.090%1 O 0.08081 0.08081 =0.07071)
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