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PRZEDMOWA

Istnieje dosc¢ liczna literatura naukowa o odwzorowaniach karto-
graficznych, zwlaszcza w jezykach obcych. Lecz prawie wszystkie
ksigzki do$¢ powierzchownie traktuja sprawe podstaw tej nauki,
na rzecz utylinarnych zastosowan praktycznych. W dzielach o karto-
grafii matematycznej znalez¢ mozna conajwyzej krotkie rozdziaty,
albo tylko wzmianki, wnikajgce w ogélne podstawy nauki o odwzo-
rowaniach powierzchni,

Teoria odwzorowan nalezy zasadniczo do geometrii réznicz-
kowej, jako dzial teorii powierzchni. Geodeta i kartograf zada
jednak innego podejécia i ujecia tematu, niz matematyk. Niniejsza
ksigzka zajmuje posrednie stanowisko; miejsce jej jest na pograniczu
matematyki i geodezji. Matematyk, poza ujeciem tematu oraz
pewnymi rozwinigeciami teorii i naswietleniami z punktu widzenia
geodety i kartografa, nie znajdzie prawdopodobnie w tej ksigzce
wiele nowego, i zapewne uzna ja za elementarna i nieco rozwlekla.
Geodeta i kartograf uzna jg, by¢ moze, za zbyt oderwang, oraz
zupelnie rézng od dziel zwykle spotykanych i uzywanych.

Ksigzka, jak zaznaczono w tytule, przeznaczona jest dla geo-
detéw i kartograféow. Wzgledy dydaktyczne w znacznym stopniu
byly brane pod uwage przy jej pisaniu. Autor wychodzit ze stano-
wiska, ze ksigzki matematyczne dla niematematykow powinny by¢
pisane bardzo jasno, przystepnie i pogladowo, a jednoczesnie bardzo
Scisle, Dlatego nie unikano omowien i powtorzen, gdy rozwazania
tego wymagaly. Wiele kwestyj autor staral si¢ ujac¢ z perspektywy
rozwoju historycznego; trudno bowiem nie uznac stusznosci pogladu, -
ze jesli o czym$ nie wiemy jak sie to stalo, to i najczesciej nie
rozumiemy tego.

Duzy nacisk polozony zostal na strone pojeciowa: definicje
poje¢ i poprawno$¢ terminologiczna byly stala troskg autora.



Autor starat sie usilnie dotrze¢ do zrodetl i oryginalnych prac
klasycznych, zwigzanych z tematem, nie zadawalajac si¢ materia-
tem wtornym z pézniejszych opracowan.

Sporo uwagi poswiecono notatkom historycznym, zwlaszcza
w teorii konforemnosci i w teorii rownopolowosci.

Tres¢ niniejszej ksigzki, zlozonej z trzech czesci w czternastu
rozdziatach, jest widoczna ze spisu rzeczy. W przypisach na koncu
ksigzki podano uzupelnienia oraz rachunki matematyczne, ktore
pominieto w tekscie, aby nie przerywa¢ biegu mysli sprawami
o podrzedniejszym znaczeniu.

Mam nadzieje, ze ksigzka ta bedzie skromnym przyczynkiem
naukowym i przyniesie korzy$¢. Byloby bardzo wlasciwe, na tej
podbudowie matematycznej, rozwing¢ i przepracowa¢ praktyczng
strone teorii odwzorowan wraz z zastosowaniem w kartografii do
sporzadzania map.

Niech mi wolno bedzie zlozy¢ wyrazy szczerej wdziecznosci
i serdecznego podziekowania Jego Magnificencji Rektorowi Poli-
techniki Warszawskiej, Prof. inz. Edwardowi Warchalowskiemu,
ktoremu, od =zarania mych studidw geodezyjnych pod Jego
kierunkiem, zawdzieczam wzbudzenie ducha i zapalu naukowego,
bez ktérych praca niniejsza i prace moje wczesniejsze z pewnoscia
nie moglyby powsta¢. Dzieki Jego poparciu praca ta ukazuje sig
rowniez w druku.

Dziekuje pracownikom zecerni i drukarni Biura Kartograficznego
Glownego Urzedu Pomiarow Kraju, a w szczegdlnosci Ob. Danielowi
Gajowiec i Ob. Stanistawowi Maliszewskiemu, za dobry skiad
i druk trudnego tekstu matematycznego, pomimo braku wiasciwych
czcionek i trudnosci technicznych.

Dr inz. Franciszek Biernacki

Warszawa, dnia 22 sierpnia 1949 r.
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UWAGA. Z powodu braku obcojezycznych czcionek akcen-
towych, zastgpiono je czcionkami nieco odmiennego typu, badz tez
akcenty pominieto.



CZESC PIERWSZA
PODSTAWY TEORII ODWZOROWAN

ROZDZIAL 1
POJECIE ODWZOROWANIA

1. Poré6wnywanie powierzchni

Najbardziej zwykla metodg poréwnania ze sobg dwéch po-
wierzchni jest ich odpowiednio$¢ punktowa. Takie poréwnanie po-
wierzchni ma wazne znaczenie, zarowno w praktyce jak i w teorii.
W praktyce zawiera ono calo$¢ matematycznego problemu map,
jakakolwiek bylaby zasada ich konstrukcji. W teorii dozwala ono
na wywod pewnych klas wlasnosci jakiej§ powierzchni, oraz na roz-
wigzywanie zadan na powierzchni (drogg posrednia) przez przyjegcie tej
lub innej prostszej powierzchni, na ktérg pierwsza moze by¢ zrepre-
zentowana, wedlug postulowanych praw i warunkéw.

Poréwnanie powierzchni metoda reprezentacji punktowej jest
dzialem geometrii rézniczkowej. Wsréd wielu sposobé6w ustanawiania
odpowiedniosci punktowej miedzy powierzchniami, geometria réznicz-
kowa ogranicza si¢ przewaznie do trzech rodzajow, majacych szersze
teoretyczne znaczenie przy porownywaniu powierzchni ze soba.
Sa to: reprezentacja konforemna, geodezyjna i sferyczna.

W odpowiednio$ci punktowej konforemnej dwoch powierzchni
dazymy do zapewnienia drobiazgowego przyporzagdkowania sobie
dwoéch powierzchni, z zachowaniem podobienstwa w mozliwie jak



najdalej idqcej mierze. W ten sposob np. dwie kule mogg by¢
skoordynowane ze sobg tak, Ze jedynym brakiem do zupeklnego
podobienstwa jest skala; i nawet skala jest tu jednowartosSciowa.
Lecz kula i plaszczyzna nie moga by¢ skoordynowane ze sobg do tego
stopnia podobienstwa. Teoria konforemnej reprezentacji zostala zapo-
czatkowana przez Lagrange’a w jego pracy o teorii map powierzchni
obrotowych !). Nastepnie byla ona uogélniona przez Gaussa ?),
a obecnie stala si¢ waznym dzialem teorii funkcji zmiennej zespo-
lonej.

W odpowiedniodci punktowej geodezyjnej dwéch powierzchni
dazymy do ustanowienia relacji w ten sposob, azeby linie geodezyjne
jednej powierzchni zawsze odpowiadaly liniom geodezyjnym drugiej
powierzchni. W ten sposob, jesli jakas powierzchnia moze by¢
geodezyjnie odtworzona na ptaszczyznie, linie geodezyjne tej powierzch-
ni moga by¢ wyprowadzone z linii prostych plaszczyzny, na skutek
rownan relacji. Ale, jak dowodzi geometria rézniczkowa, ustanowienie
relacji geodezyjnej miedzy dwiema powierzchniami nie zawsze jest
mozliwe. Teoria geodezyjnej reprezentacji jednej powierzchni na drugg,
okazala sie teorig o nieco ograniczonym zasiegu. Byla ona zainicjowana
przez Beltrami'ego (1868) i zostala rozpracowana przez Dini'ego (1859}
i Darboux (Legons sur la theorie genera’e des surfaces, Paris, 4 vois,
1887 — 1896). (Z powodu braku czcionek akcentowych znaczki sa
oddalone, albo niekiedy pominiete).

Jedng z metod odpowiednio$ci punktowej pomiedzy powierzch-
nig i kulq jest sferyczne odwzorowanie Gauss'a na kule o promieniu
jednos$¢, za pomoca promieni, réwnolegtych do normalnych do po-
wierzchni. Punkt na powierzchni kuli, w ktérym linia prosta, przecho-
dzaca przez srodek kuli i rGwnolegia do prostej normalnej odtwarza-
nej powierzchni, przecina kule jednostkowa, jest obrazem sferycznym
punktu powierzchni. Ta reprezentacja dowolnej powierzchni na kule
jednostkowa ma wazne teoretyczne znaczenie; gldwna uwaga jest
tu bardziej skoncentrowana na plaszczyzng styczng do kuli, anizeli

) Joseph Louis de Lagrange (1736 — 1813), Sur la construction des cartes
géographiques. Nouveaux Mémoires de 1'Académie royal de Berlin, Année 1779.

?) Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855). Allgemeine Auflosung der Aufgabe:
Die Theile einer gegebnen Flidche auf einer andern gegebenen Fliiche so abzubilden,
dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen dhnlich wird. (1822).
Astronom. Abhandlungen, herausgegeben von H. C. Schumacher, 3 Heft, Altona 1825,

Obydwie powyisze klasyczne prace zostaly przedrukowane i zaopatrzone
komentarzami w wydawnictwie Ostwalds Klassiiier der Exaliten Wissenschafien, Nr. 55:
Uher Kartenprojection. Abhandlungen von Lagrange (1779) und Gauss (1822), heraus-
gegeben von A. Wangerin, Leipzig 1894.
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na sam punkt stycznosci (obraz sferyczny). Kazdej konfiguracji
na powierzchni oryginalnej odpowiada obraz sferyczny, i pozostaje
do rozwazenia kwestia, w jak daleko idacej mierze, obraz sferyczny
moze by¢ wziety jako substytut oryginalnej konfiguracji, albo moze
ja okresla¢. Powierzchnie rozwijalne na plaszczyzne nie dopuszczaja
jednak sferycznego odwzorowania tego typu.

Jest jeszcze jedna odpowiednio$¢ punktowa powierzchni, o bar-
dzo duzym znaczeniu teoretycznym; ma ona miejsce wtedy, gdy
powierzchnia jest deformowana w jakikolwiek sposob, wykluczajgcy
rozciggliwos¢ lub rozerwanie. Ogolne pojecie o teorii deformacji
powierzchni bedzie podane w osobnym rozdziale.

2. Definicja odwzorowania jednej powierzchni na inng

Niechaj beda dane dwie dowolne regularne powierzchnie
okreslone za pomocg rownan parametrowych:

x=i1 (ulv)l X=F1 (UIV)I
y = f, (u, v),{ Powierzchnia I, Y = F, (U, V),{ Powierzchnia II, (2.1)
2 = £, (V) Z=F,(U,V),

w ktérych oxyz, OXY Z sag dwoma ukladami wspotrzednych kar-
tezjanskich w przestrzeni, za$ u, vi U, V dwiema parami rzeczy-
wistych, niezaleznych zmiennych parametrowych, na pierwszej,
i odpowiednio, na drugiej powierzchni.

Kazidq jedno-jednoznacznq odpowiednio$é punktowq pomiedzy
powierzchniq I, jako oryginatem, i powierzchniq II, jako obrazem,
nazywamy odwzorowaniem (reprezentacjy, przeksztalceniem) po-
wierzchni I na powierzchnie II.

Pewien komentarz do tej definicji wydaje si¢ wskazany. Istotg
odwzorowania dwoéch utworéow geometrycznych jest ustanowienie
odpowiednio$ci punktowej: skojarzenie punktéw obu powierzchni
w przynalezne do siebie pary. Sposéb ustanowienia tej odpowied-
niosci jest na ogdét zupelnie dowolny; jednak, aby odpowiednio$¢
byla odwzorowaniem, musi speinia¢ trzy warunki, a mianowicie:

1) by¢ odpowiednioscia punktowq, to znaczy punktowi ma na
ogo6t odpowiada¢ punkt, nie za$ linia, albo obszar, na obrazie;

2) by¢ jednoznaczng, to znaczy kazdemu punktowi oryginatu
ma na ogél odpowiada¢ jeden i tylko jeden punkt obrazu:

3) by¢ wzajemng, to znaczy kazdemu punktowi powierzchni
obrazu ma na ogoét odpowiadac¢ jeden i tylko jeden punkt powierzchni
oryginahu.



Te trzy cechy odpowiedniosci: punktowos¢, jednoznaczno$c¢
i wzajemno$¢ wyrazamy lacznie w jednej nazwie: odpowiedniosé¢
punktowa jedno-jedneznaczna, czyli odwzorowanie.

Zwréémy uwage na to, ze odwzorowanie jest wlasnoscia
wzajemna; je$li powierzchnia I jest odwzorowana na powierzchnig
1I, to i odwrotnie, powierzchnia II jest réwnoczeSnie odwzorowana
na powierzchnie I; stad mozemy méwi¢ o odwzorowaniu powierzchni
na siebie. W teorii obojetng jest rzecza, ktéra powierzchnie uwazaé
za oryginal, a ktérg za obraz. Dla zastosowan praktycznych i dla
ustalenia pewnego porzadku, uméwimy sie, ze powierzchnie I bedziemy
zawsze uwazali za oryginai, ktéry podlega odwzorowaniu na po-
wierzchnie II, jako na obraz. Z tej wzajemno$ci wynika pewien
dualizm w teorii; figure obrazowa mozemy bada¢ badz w zaleznoSci
od elementéw figury oryginalnej, badz tez w zaleznosci od elementow
figury obrazowej; innymi slowy zwigzki miedzy obrazem i orygina-
tem moga by¢ wyrazane badz w funkcji wielkosci oryginalnych,
badz tez w funkcji wielkosci obrazowych.

3. Funkcje odwzorowawcze

Jesli miedzy dwiema powierzchniami (2.1) ustanowiono jakies
odwzorowanie, to nasuwa sie pytanie: na mocy czego ustanowiono te
odpowiednio$¢é? Aby da¢ odpowiedZ na to pytanie, musimy wnikng¢
w sam proces odwzorowawczy, w sam mechanizm, za posrednictwem
ktorego nastepuje skojarzenie obu powierzchni w przynalezne sobie
pary punktow.

Ustanowienie odpowiednio$ci moze by¢ dokonane za pomocg
dowolnej koncepcji, spelniajgcej wymagany warunek jedno-jedno-
znacznosci punktowej. Moze to by¢ jaka$ konstrukcja geometryczna,
jaki$ dowolny przepis, albo reguta — krotko moéwigc — dowolna
umowa ustanawiajgca relacje miedzy dwiema powierzchniami. Umowy
takie moga by¢ najrozmaitsze, i bez konca — mozemy mieé nie-
skonczenie wiele najrozmaitszych odwzorowan jednej powierzchni
na drugg. Umowy takie majq tez swe dobre i zle strony. Chociaz
forina wyrazania takich uméw moze by¢ dowolna, to jednak naj-
doskonalsza formg jest matematyczny zwigzek funkcyjny miedzy
oryginalem i obrazem: zwigzek pomiedzy punktem (x, y, z) na po-
wierzchni I i odpowiadajacym mu punktem (X, Y, Z) na powierzchniII.
Zwigzek taki bedzie ustanowiony, gdy zmienne parametrowe (U, V)
powierzchni obrazu, okreslajgce punkt (X, Y, Z) na tej powierzchni,



uczynimy funkcjami zmiennych parametrowych (u, v) powierzchni
oryginatu, (lub vice versa), okreslajgcych odpowiadajgcy mu punkt
(x, y, 2) na tej powierzchni.

Twierdzenie. Odwzorowanie pomiedzy powierzchnig odniesiong
do parametrow u, v i druga powierzchnig, odniesiong do para-
metrow U, V, jest analitycznie przedstawione przez réwnania o po-

staci:

U=1%,v),
3.1
V= (u, v)i U—QEQQ¢ B

. d(u,v) s

Zwigzki powyZsze wyrazajq zamiane zmiennych U,V w rownaniach
parametrowych powierzchni II na zmienne u, vi przez to nie zmie-
niamy samej powierzchni, lecz tylko forme jej parametrowego
przedstawienia za pomoca rownan, ktéra, jak wiadomo, nie jest
jedyna. Rownania obu powierzchni beda woéwczas odniesione do
tych samych zmiennych parametrowych, i dzigki temu odpowiednios¢
punktowa bedzie bezposrednio widoczna. Zwiazki (3.1) uproszcza
sie wowczas do postaci: U=u, V=v.

Funkcje ¢,,%, daja umowe za pomocag ktérej nastepuje koja-
rzenie punktéw obu powierzchni w odpowiadajgce sobie pary;
ustanawiajga one, definiujg, czynig, odwzorowanie powierzchni I na

powierzchnig II. Nazywamy je dlatego funkcjami odwzorowawczymi.

Zwigzek miedzy punktem (x, y, z) na powierzchni I i odpowiadajgcym mu
punktem (X, Y, Z) na powierzchni II moze by¢ ustanowiony bardziej ogdlnie
za pomocg dowolnej zaleznosci zmiennych U, V i zmiennych u, v:

WI(U,V)=¢1(U,V), P, (U, V,u,v)=0,

lp‘l(ulv)=q’2(ulv); B ¢,(U,V.u,v)=0; (32)

Rownania (3.2) dajg ogélne funkcje odwzorowawcze, ustanawiajgce odwzorowanie
jednej powierzchni na druga, obojetnie ktorej na ktérag. W wigkszoéci przypadkow
ograniczamy si¢ jednak do prostszej zaleznosci odwzorowawczej w formie réwnan (3.1).

Funkcje odwzorowawcze moga tez podawac¢ zwigzek bezposredni migdzy
wspéirzednymi kartezjanskimi x, y, zi X, Y, Z, np.

X=¢x,y),
Y=¢I(XIY);

wyrazaja one woéwczas prawo odwzorowania plaszczyzny (xy) na plaszczyzne (XY)
w obu ukladach przestrzennych; eliminujgc zmienne parametrowe u, v z rownan
powierzchni I, i zmienne parametrowe U, V z réwnan powierzchni II, otrzymamy
réwnania obu powierzchni w formie uwiklanej;

(3.9)

f(x,y.2=0, F(X,Y, 2)=0;

na mocy funkcji odwzorowawczych (3.3), zaleznos¢ punktowa obu tych powierzchni
jest w zupelnosci okreslona.



Funkcje odwzorowawcze moga by¢ na ogét dowolne!), jednak
muszg podlega¢ pewnym ograniczeniom, ktére zabezpiecza nas od
niepozgdanych osobliwosci i nadadza uzytkownag warto$¢ odwzoro-
waniu. Bedziemy zakladali, ze para funkcji odwzorowawczych ¢,, $,,
okreslajacych odwzorowanie jednej powierzchni na drugg, speinia
nastepujgce warunki, ktére nadajg odwzorowaniu przynajmniej pewien
stopien prawidtowosci:

1) funkcje ¢, i ¢, majg by¢ okre$lone dla wszystkich, albo
przynajmniej dla pewnego zwartego obszaru wartosci u, vi to znaczy
majq istnie¢ i by¢ skonczone na ogoét wszedzie dla catej powierzchni I,
albo przynajmniej dla pewnego interesujacego nas zwartego obszaru
tej powierzchni;

2) funkcje ¢, i ¢, maja by¢ jedno-jednoznaczne, to znaczy
kazdej parze wartosci (u, v) obszaru okre$lonosci ma odpowiadac
na ogot jedna i tylko jedna para wartosci (U, V), i odwrotnie; jest
to warunek na jedno-jednoznaczng odpowiednio$¢ punktowa;

3) funkcje ¢, i ¢, maja by¢ ciggle, gdyz chcemy, aby
odwzorowanie posiadalo wlasno$¢ cigglosci, i nie mialo przerw lub
zagie¢ gwaltownych, przynajmniej w pewnym obszarze:

4) funkcje ¢, i ¢, majg by¢ co najmniej dwukrotnie rézniczko-
walne, a ich czgstkowe pochodne pierwszego i drugiego rzedu maja
by¢ funkcjami ciggtymi w obszarze okreslonosci; warunek ten nadaje
prawidlowos$¢ odwzorowaniui

5) funkcje ¢; i ¢, majg okresla¢ odpowiednio$é punktowq:
ma to miejsce wowczas, gdy obie te funkcje sa niezalezne od siebie:
zadna z nich nie jest funkcja pozostalej. Okazuje sie w analizie
matematycznej, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym nieza-
leznoéci dwoéch funkcji dwoch zmiennych jest to, aby ich wyznacznik
funkcyjny J (Jakobian) nie byf zerem dla wszystkich par wartosci
(u, v) obszaru okreslonosci:

A, Ay |

|

Qu v d¢ 3¢, 3¢ 24,

== :Uu.vv‘—Uv-Vu#O-

‘Ou dv |

) W szczegolnosci moga one by¢ najprostszej mozliwej formy: U=u, V=v;
wtedy uklady wspotrzednych powierzchniowych odpowiadajg sobie, a korespondujace
punkty maja te same wspolrzedne krzywoliniowe na obu powierzchniach.
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Warunek ten wyklucza z naszych rozwazan odwzorowania zdegene-
rowane; punkt przejdzie w punkt, linia w linig, obszar w obszari
wykluczamy za$ odwzorowania, w ktorych punkty przechodzg
w linie lub w obszary, albo w ktérych obrazem obszaru lezacego na
powierzchni I, jest nie obszar na powierzchni II, tylko linia, albo
nawet punkt. Gdyby bowiem jedna z funkcji odwzorowawczych
byla zalezna od drugiej, np. ¢, (u, v) = F[, (u, v)], czyli V=F(U),
to biorgc wszystkie mozliwe punkty (u, v) na powierzchni I,
otrzymaliby$my na powierzchni II, jako obraz, jaka$ lini¢ krzywa
V = F(U). Obraz powierzchni I zdegenerowalby sie zatem do linii.
Otoz takimi zdegenerowanymi odwzorowaniami nie bedziemy sie
w dalszym ciggu zajmowali. Dopuscimy pewne nieprawidlowosci
obrazu, lecz tylko dla pewnych pojedynczych punktéw na po-
wierzchni 1), lub pewnych wyjatkowych linii na tej powierzchni ?),
ale nigdy dla zwartych jej obszaréw.

Odwzorowanie jednej powierzchni na druga, okre$lone parg
funkcyj odwzorowawczych ¢,, ¢,, spelniajacych wyzej wymienione
warunki: okreslonosci, jednowartosciowosci, ciagtosci, rézniczkowal-
nosci i niezaleznosci, nazywamy krétko odwzorowaniem regularnym
tych powierzchni.

Tematem teorii odwzorowan sg regularne odwzorowania regu-
larnych powierzchni. Pomimo tych ogdélnych, zrozumialych dla
zastosowan praktycznych, ograniczen codo funkcyj odwzorowaw-
czych, pozostaje nadal obszerna swoboda w obiorze tych funkcyj.
Od wtasnosci i rodzaju funkcyj odwzorowawczych zalezg w znacznym
stopniu wtasnoéci i rodzaj odwzorowania.

Wyrugujmy z rownan odwzorowawczych (3.1) parametr u. Wow-
czas otrzymamy rownanie

q)l (Ul vl VI) = 0: (3.4)

okreslajgce rodzing krzywych, zalezng od jednego parametru v. Oczy-
wiscie rownanie to bedzie réwnaniem rodziny linij parametrowych
v na powierzchni obrazu. W tenze sam sposob, jesli wyrugujemy

') Jak np. w tych plaskich odwzorowaniach stozkowych kuli, lub elipsoidy
obrotowej, w ktérych biegun geograficzny odtwarza sie w postaci luku kota; albo
w plaskim odwzorowaniu Mercatora dla tychze powierzchni, w ktérym oba bieguny
odtwarzaja sie jako linia prosta w nieskonczonosci,

%) Jak np. dla jednego potudnika,
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z réwnan odwzorowawczych (3.1) parametr v, uzyskamy réwnanie
rodziny linij parametrowych u na obrazie

®, (U V,u=0, (3.5)

Réwnaniami (3.4) i (3.5) positkujemy sie przy studiowaniu ro-
dzaju i ksztaltu odwzorowanych linij parametrowych na powierzchni
obrazu.

4. Poréwnanie obrazu z oryginatem

a) Porownanie wlasnosci.

Gdy dane sa dwie powierzchnie, okreslone réwnaniami para-
metrowymi (2.1) oraz dane jest ich wzajemne odwzorowanie, okreslone
parg funkcyj odwzorowawczych (3.1), to nasuwa sie sprawa porowna-
nia obrazu z oryginatem. Oryginal posiada pewne wtasnosci lub cechy,
ktore dla krétkosci mozemy nazwac: cecha A, cecha B, cecha C itd.
Zapytujemy co sig dzieje z tymi cechami na skutek procesu odwzoro-
wawczego?

Na ogoét moga sie zdarzy¢ trzy nastepujgce ewentualnosci:

1) Pewne cechy oryginalu moga nie dozna¢ zadnej zmiany;
przeksztatcenie nie narusza pewnych cech oryginatu, ktére zacho-
wuja sig, ostajg sig, i s3 wspolne dla oryginatu i obrazu; zwiemy je
niezmiennikami. Sg to jak gdyby cechy dziedziczne.

2) Pewne cechy oryginalu mogg dozna¢ zmian, albo tez za-
traci¢ sig¢ zupelnie.

3) Obraz moze naby¢ nowych cech, ktérych oryginat nie po-
siadal wecale.

Te trzy przypadki moga sie rozmaicie i jednoczesnie kombino-
waé, np. w jakim$ odwzorowaniu cecha B pozostala niezmieniona,
cecha C doznala zmiany, pojawila sie nowa cecha K, ktorej ory-
ginal nie posiadal, itp.

Teoria odwzorowan bedzie miata za zadanie migdzy innymi:

1) zbada¢ czy i jakie istniejg niezmienniki;

2) zbada¢ zmiany, jakosciowo i ilosciowo, wywolane odwzoro-
waniem.

Nie beda nas interesowaty wszystkie wlasnosci oryginatu i obra-
zu, lecz gtdwnie pewna ich grupa: wiasnosci metryczne, czyli metryka.
Wystudiowanie niezmiennikéw metrycznych, oraz zmian w metryce
spowodowanych odwzorowaniem, jest jednym z glownych celow
teorii odwzorowan i stanowi te jej czes¢, ktora zwiemy teoriq znie-
ksztatcen.



b) Twierdzenie.

W kazdym regularnym odwzorowaniu jednej regularnej po-
wierzchni na drugg regularng powierzchnie dwukierunek przechodzi
na ogot zawsze w dwukierunek, albo krotko: dwukierunek jest na
0g6! niezmiennikiem odwzorowania regularnego. Wyjatki mogg mie¢
miejsce tylko w nielicznych pojedynczych punktach. (Zespét dwéch
wprost przeciwnych sobie kierunkéw nazywamy dwukierunkiem).

Twierdzenie to jest niemal oczywiste z powodu ogélnych ogra-
niczen, poczynionych w Nr. 3 w stosunku do funkcyj odwzoro-
wawczych, i wydawaloby sie zbedne. Podajemy je jednak ze wzgledu
na wyjatki, zdarzajgce si¢ nawet w zastosowaniach praktycznych,
oraz jako ilustracje pojecia niezmiennika.

Wezmy na powierzchni I dowolny punkt p i jakas linie ciaggly
I przechodzgcq przez ten punkt. Na powierzchni II niech punkt
P i linia ciggla L beda ich obrazami.

¢ \
L 4 st.! 3
7
AuY)
st.2
T
AuY) T
ct \
Pow. I L
styczna 2 st.2
¢ L ot f
Y
¢ #
L
a b 2 st.2

Rys. 1

Poprowadzmy w punkcie p dwukierunek, tj. styczna do linii I, i zrob-
my to samo w punkcie P na powierzchni II. Je$li punkt P jest punk-
tem zwyklym linii L, to dwukierunek musi przechodzi¢ na dwu-
kierunek, jak wida¢ z Rys. 1, @, b. Gdy natomiast punkt P jest punktem
osobliwym linii L, to chociaz linia L jest ciggla w tym punkcie nie
posiada ona pochodnej w tym punkcie, i dwukierunek przechodzi
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w inny kat, rézny od =, jak wida¢ z Rys. 1, ¢;, ¢;. Ten pogladowy
geometryczny dowéd, musimy teraz zastapi¢ dowodem analitycznym.

Wezmy na powierzchni I, w dowolnym jej punkcie p, dwa
kierunki, okreslone wielko$ciami du, dv oraz du, ¢v, tworzgce ze sobg
kat B. Na powierzchni II w punkcie P, bedacym obrazem punktu p,
tym dwoém obranym kierunkom odpowiadaja jakies dwa inne kierunki,
okreslone tymi samymi wielkosciami du, dv oraz du, v (wskutek
wprowadzenia funkcyj odwzorowawczych w réwnania parametrowe
powierzchnill), i tworzace ze soba jakis kat B, odpowiadajgcy katowi B.

Teoria powierzchni podaje nastgpujacy wzér na cosinus kata
miedzy dwoma kierunkami:

cos _Edudu+ F(dudv +dv oul:—}—_G S —na powierzchni I,

= Y Edi*J2Fdudv -Gy Eou-}-2Fousvt Giv® )
E'dudu+F' (dudv+dviu) + G dv ov

-na powierzchnill.

({0}
p= VE dw+2F dudvtGdv® V Eout2Fautv +Gove

Zatozmy teraz, ze kat ¥ na powierzchni I jest dwukierunkiem, to zna-
czy jest réowny =i zbadajmy jakie to pociggnie konsekwencje w sto-
sunku do odpowiadajgcego mu kata-obrazu £'. Poniewaz cos B dla
f == jest rowny — 1, przeto z pierwszego zwigzku otrzymujemy
- Edu Su - F (du év 4 dv ou) 4 Gdv dv
VEdu® +2Fdudv + Gdv® Y Edu® + 2F ou dv + G ov®
W mianowniku wystepuje iloczyn elementéw liniowych dla dwéch
dowolnych linii przechodzacych przez punkt p na powierzchni I,
w tych samych jak obrane poprzednio kierunkach; linie te przecinaja
sie zatem W punkcie p pod katem B (w naszym zalozeniu réwnym ).
Elementy liniowe nigdy nie sa zerami; mozemy pomnozy¢ obie strony
rownania przez ich iloczyn i podnies¢ obie strony rdownania do
kwadratu; otrzymamy wtedy:
(Edu*+2Fdudv -+ Gdv?) (Eéu>+2Fdudv-+Gév) =
= [Edubu-+ F(dudv-+dvéu +Gdviv]
a po wymnozeniu i redukcji:
GE(dv'euw’+du*dvl)+4Fdudvdviu=
= F*(dudv+dvouP+2EGdudviudv;
GE(dvou—dudv)—[F(dudv-+dvouP?—4Fdudvdviu]==
EGdveéu—dudv)?  —F(dviéu—dudv)?=
(EG—F)(dvou—dudv) =0,
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Wielko$¢ EG — F? jest, jak wiadomo z teorii powierzchni, zawsze
dodatnia i ré6zna od zera w kazdym regularnym punkcie powierzchni.
Stad

+(dvou—dudv)=0,

d% ¥
du du

Dla dowolnego dwukierunku na powierzchni I pochodne dv/du
i dv/0u sg sobie rowne.

Ale te same pochodne, na skutek odwzorowania, okreslaja
jakie$ dwa kierunki w punkcie P na powierzchni II, odpowiadajace
poprzednim i tworzace ze sobg jaki$ kat . Drugi zwigzek (4.1) po-
daje wartos¢ cosinusa tego kata i postuzy nam do jego obliczenia.
Mamy

' ' "2
cospm—_ E+2FE+GEK

- - Lt ol SR T
VEF2Fk+GRVE+2Fk+GE

i kat B’ odpowiadajacy dwukierunkowi B, musi by¢ réwny =, czyli
sam jest tez dwukierunkiem. W ten sposob twierdzenie jest udo-
wodnione,

Twierdzenie zawodzi, w przypadku gdy EG—F?*=0. Wowczas
ma miejsce wyjatek, oméwiony pogladowo na poczatku twierdzenia.
Jako przyklad praktyczny moze postuzy¢ wierzchotek stozka w od-
wzorowaniu stezkowym kuli (albo elipsoidy obrotowej splaszczonej),
w przypadku gdy jest on obrazem bieguna; rozwiniety stozek tworzy
wycinek o kacie mniejszym od 2% i jest obrazem kata 2%. Dowolny
dwukierunek w biegunie na kuli, nie przechodzi w tym przykladzie
w dwukierunek na plaszczyznie, lecz w kat mniejszy od =. Twier-
dzenie o zachowaniu dwukierunku moze tez by¢ dowiedzione, postu-
gujac sig katami kierunkowymi; dowdd ten jest podany w Przypisie 1.

c) Twierdzenie. Gdy punkty p, P dwéch powierzchni I, 11, sq
w jedno-jednoznacznej odpowiednios$ci, to wszelkie regularne odwzo-
rowanie, wiqzqc styczne do krzywych w punkcie p na I ze stycznymi
do odpowiadajqcych krzywych w odpowiadajqcym punkcie P na II,
jest rzutowosciq (czqsteczkowaq).

Odpowiadajgcymi sobie krzywymi na powierzchniach I i II sa
krzywe utworzone przez odpowiadajgce sobie punkty. Odpowiada-
jace sobie styczne sg to linie proste, styczne do odpowiadajacych
sobie krzywych, w odpowiadajacych sobie punktach,
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Na mocy zwyktej definicji rzufowosci pomiedzy dwoma plaskimi
pekami prostych, jako takiej jedno-jednoznacznej odpowiedniosci
pomiedzy prostymi pekéw, ze dwustosunek jakiejkolwiek czwoérki
prostych jednego peku jest rowny dwustosunkowi czterech odpowia-
dajgcych prostych w drugim peku, mozemy latwo dowieS¢ powyz-
szego twierdzenia.

Dowdd zaczyna sie od zrozniczkowania funkcyj odwzorowaw-
czych (3.1), skad uzyskujemy:

dU=U,du-+Uydv,
dV=V,du-4 V,dv.

Podzielenie jednego réwnania przez drugie wyraza kierunek dV/dU
krzywej w punkcie P na powierzchni II jako funkcje liniowo-utamkowa
kierunku dv/du odpowiadajacej krzywej w odpowiadajacym punkcie
p na powierzchni I:

dv V"+V"'§—v
au du ' ()

U.,-l-U.,-—‘i

du

Poniewaz dwustosunek czterech stycznych w punkcie p jest rowny
dwustosunkowi ich kierunkéw dv/du, i podobnie w punkcie P,
i poniewaz dwustosunek jest niezmiennikiem wszelkiej liniowo-
utamkowej transformacji?), wynika stad, ze korespondujgce styczne
sa zrelacjowane przez rzutowos¢, co bylo do okazania.

Kazde regularne odwzorowanie pomiedzy dwiema regularnymi
powierzchniami ma strukture rzutowa. Nalezy podkresli¢, ze na ogét
rzutowos¢ ta jest tylko lokalna, lub moéwigc bardziej obrazowo —
cigsteczkowa. Niektore tylko odwzorowania, stanowigce grupg rzu-
téw w sensie geometrycznym, oprdécz rzutowosci lokalnej maja
takze rzutowos$¢ integralng.

Szczegdélowe rozpatrzenie rzutowosci czgsteczkowej odwzoro-
wania podano w teorii znieksztalcen.

') Dwustosunek czterech liczb a, , .., a; jest réwny dwustosunkowi czterech
liczb b;, .., by, w ktore przeksztalcaja sie¢ liczby a,,.., a; przez kazda liniowo-
ulamkowg transformacje:

Aa,+8 I LA 2

‘" Cq+D ' (AD—BC+0, C+0)
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Nadmienimy w tym miejscu, ze fakt, iz kazde przeksztalcenie
za pomoca funkcyj z cigglymi pierwszymi pochodnymi jest rzuto-
woscig czasteczkowq zauwazyl pierwszy, jak sie zdaje, A. Tissot,
Sur les cartes geographiques, Paris, Comptes Rendus 49 (1859),
str. 673, nastepnie w Nouvelles annales de mathematique (2) 17, 1878,
a takze w Memoire sur la representation des surface, Paris, 1881.

d) Sprowadzenie réwnan parametrowych powierzchni obrazu
do tych samych zmiennych parametrowych, w ktorych wyrazone
sq roéwnania powierzchni oryginatu.

Wprowadzenie funkcyj odwzorowawczych do rownan para-
metrowych powierzchni obrazu stanowi znane z geometrii réznicz-
kowej zagadnienie przeksztalcenia parametréw.

1. Siatki. Przy rozwazaniu powierzchni studiuje sie zwykle
rozmaite linie krzywe na tej powierzchni, a zwlaszcza pewne systemy
krzywych, ktére ujawniajg sie w sposob naturalny przy badaniu
powierzchni. Wigkszoé¢ z tych systemow to siatki linij krzywych,
majacych specjalne wiasnosci.

Definicja. Siatkq krzywych na powierzchni nazywamy zespéi
dwoch jednoparametrowych rodzin linij krzywych na powierzchni,
takich, ze przez kazdy punkt powierzchni przechodzi jedna krzywa
z kaidej rodziny, a obie styczne do tej pary krzywych w kaidym
punkcie powierzchni sq réine.

Niektore siatki sg wspoizmiennikami powierzchni, to znaczy
sq geometrycznie okreslone przez samg powierzchnie i sg niezmienne
przy przeksztalceniu euklidesowym, czyli przy sztywnym ruchu
w przestrzeni. Takimi sg: siatka linij krzywiznowych, siatka linij
minimalnych, siatka linij asymptotycznych i inne.

Parametrowa siatka krzywych na powierzchni niekoniecznie
musi by¢ wspolzmienna z powierzchnia. Przez stosowne przeksztalcenie
parametréw, siatka parametrowa moze sie pokry¢ z kazda wyznaczong
siatka krzywych na powierzchni. W szczegdlnosci kazda siatka
wspolzmienna moze by¢ uczyniona parametrowg. Geometria po-
wierzchni musi by¢ oczywiscie niezalezna od analitycznego przedsta-
wienia uzytego dla powierzchni, a wigc musi by¢ niezalezna od
obioru siatki parametrowej. Czesto analiza jakiego$ szczegdlnego
problemu moze by¢ uproszczona przez stosowny obiér siatki para-
metrowej. Jesli siatka ta jest wspotzmiennikiem powierzchni, wéwczas
wlasnosci tej siatki sa w istocie wlasnosciami samej powierzchni,
iuzycie jakiej$ wspolzmiennej siatki parametrowej jest czesto korzystne,
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Rozwazmy powierzchnie przedstawiong analitycznie za pomoca
réwnan parametrowych:

X=FUV), Y=F,(UV), Z=F,U,V), (4.2)
dla ktoérych nie wszystkie trzy wyznaczniki funkcyjne
L=YvZy—YvZy, Jy=ZvXv—ZvXu, Jy=2XuYvr—XvYu,

znikajg identycznie w pewnym obszarze zmiennych U, V. Kazda
siatka krzywych na tej powierzchni moze by¢ okreslona przez
krzywoliniowe réwnanie rézniczkowe siatki:

AdU*+2BdUdV+CdVi=0, (AC—B*=0), (4.3)

w ktérym wspolczynniki A, B, C sa funkcjami zmiennych U, V.
Odwrotnie, kazde rownanie tej formy, z nieznikajgcym wyroznikiem,
przedstawia siatke krzywych na powierzchni (4.2), poniewaz lewa
strona tego réwnania moze by¢ rozlozona na dwa roézne liniowe
czynniki, ktore po przyrownaniu do zera, przedstawiajg dwie skladowe

rodziny siatki.

Rownanie
dUdV=0, (4.4)

przedstawiajgce krzywoliniowe réwnanie rézniczkowe siatki para-
metrowej na powierzchni (4.2), jest szczegélnym przypadkiem row-
nania (4.3).

2. Zmiana parametréw bez zmiany siatki parametrowej.
Jest rzecza mozliwg zmieni¢ parametry powierzchni, nie zmieniajac
wcale siatki parametrowej.

Okazemy, ze przekszlalcenie

U=1¢, @, + V=1(v), (Uu Vy==0), (4.5)

starych parametréw U, V na nowe u, v za pomoca funkcyj jednej
zmiennej, nie zmienia siatki parametrowej powierzchni. Przeksztal-
cenie to dokonuje sie przez podstawienie tych funkcyj do réwnan
powierzchni (4.2). Kazda krzywa U staje sie krzywaq u, poniewaz
dla V = const. jest takze v = const. Podobnie, kazda krzywa V
staje si¢ krzywgq v. W ten sposéb parametry, kiére si¢ zmieniajg
wzdluz krzywych parametrowych, zostaly zmienione, lecz same
krzywe nie zmienily sie wcale,
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Niezmienno$¢ siatki parametrowej przy przeksztalceniu (4.5)
moze by¢ wykazana rowniez w inny sposéb. Je$li zrézniczkujemy
réwnania (4.5), a nastepnie pomnozymy przez siebie uzyskane réw-
nania, otrzymamy

dUdV =U, Vydudv. (4.6)

Poniewaz siatka parametrowa powierzchni (4.2) ma réwnanie
dUdV ==0, to réwnanie to pocigga za soba takie dudv = 0;
stad siatka parametrowa jest niezmiennikiem rozwazanego prze-
ksztatcenia. Co wiecej, podobne rozumowanie pokaze, ze przeksztal-

cenie
U= '1.’1 (V) ' V= ‘[)2 (U) ' (Uv V== 0) ' (4‘7)

réwniez pozostawia siatke parametrowq bez zmiany, chociaz prze-
mienia ono parametry, ktore sie zmieniajq wzdluz obu rodzin siatki,
tak, ze krzywe U stajg sie¢ krzywymi v, i krzywe V staja si¢ krzy-
wymi u.

Zagadnienie odwrotne, czy przeksztalcenia (4.5) i (4.7) sa jedy-
nymi przeksztalceniami, ktére zachowuja siatke parametrowsg, daje
odpowiedZ twierdzaca, na mocy nastepujgcego twierdzenia.

Twierdzenie. Przekszialcenia (4.5) i (4.7) sq jedynymi prze-
ksztalceniami parametréw powierzchni, pozostawiajqcymi siatke para-
meifrowq bez zmiany.

Dowdd tego twierdzenia mozna poda¢ przez rozwazenie ogélnego
przeksztaicenia parametréow:

U=¢1(U,V), V=%(U,V), (J=quu‘—UuVu=t=0). (4.8)

Skutek tego przeksztalcenia na siatke parametrowg moze by¢
obliczony w nastepujacy sposob. Zrézniczkowanie réwnan (4.8) daje

dU= Uudu+UvdVl
(4.9)
dv=Vudu+VvdV;
mnozac przez siecbie te réwnania, uzyskuje sig

dUdV =U, Vudu® 4+ Us Vo +U, Vi) dudv+U, Vodv:.  (4.10)

Nowa siatka parametrowa, du dv = 0, staje sie starg siatkg,
dUdV = 0, w przypadkn, gdy

UuV,.-==UuV,,=‘=-‘O, Uqu—’-UvVu:{::O.
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Warunki te spetniajg sie, jesli

albo Uy=V.=0, U, Vy == 0;
albo Uy=V,=0, U, V. == 0;

i tylko jesli jeden, albo drugi z tych ldwéch zestawow warunkéw
jest spetniony. Calkowanie tych réwnan zakonczy dowod.

3. Ogdlne przeksztaicenie parametréw.

Okazemy teraz, ze siatka parametrowa moze by¢ zgrana z do-
wolnie przepisanq siatkq krzywych na powierzchni. Niechaj bedzie
dana dowolna siatka (4.3) krzywych na powierzchni (4.2); chcemy
obra¢ przeksztalcenie parametrow (4.8) w taki sposéb, zeby nowa
siatka parametrowa du dv = 0 pokryla sig z siatkg (4.3). Najpierw
nalezy napisa¢ rownanie nowej siatki parametrowej. Przez rozwigzanie
rownan (4.9) wzgledem du i d v otrzymamy:

—

du=— (V,dU —U,dV),

~

(4.11)
dv = % (—VudU+ U, dV),

a przez przemnozenie tych wyrazen

diidyv= % [—Va Vo dU? - (Ua Vi -+ U, Va)dU AV — U, Uy dV?]. (4.12)

Przyrownanie do zera prawej strony tego réwnania daje réwnanie
nowej siatki parametrowej w starych parametrach. Z przyré6wnania
rownan (4.3) i (4.12) wynika, ze, aby nowa siatka parametrowa
pokryla sie z siatkg krzywych (4.3) wystarcza za U i V wzigé¢ dwa
niezalezne rozwigzania dwoch réwnan rozniczkowych

-V.,Y_.L . _Uu vv + Uu vu J— Uv gg

= ' (4.13)
A 2B e

gdy ABC == 0. Ale przypadek, gdy mianownik znika nie przedsta-
wia istotnego wyjatku; w ten sposdéb udowodniono nastepujgce
twierdzenie:
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Twierdzenie. Przyjecie jakiej$ szczegdlnej siatki krzywych na
powierzchni za siatke parametrowq w niczym nie ogranicza po-
wierzchni, przedstawionej za pomocq réwnan parametrowych.

4. Wplyw przeksztalcenia parametréw na niektére funkcje.
Obliczmy teraz skutek jaki wywiera ogolne przeksztalcenie para-
metréow (4.8) na wielko$ci zwigzane z teoria powierzchni.

Zrézniczkowanie réwnan powierzchni (4.2) wzgledem nowych
zmiennych parametrowych u, v daje

Xu = XUUu +XVvu:
Xu f— XUUU + XVVur

(4.14)

i podobne wzory dla pochodnych dla funkcyj Y i Z.

Roéwnania (4.11) podaja wyrazenia dla du i dv, w ktérych
wielko$¢ J jest zdefiniowana w réwnaniach (4.8). Lecz, jesli u, v sa
uwazane za funkcje zmiennych U, V, bezposrednie rézniczkowa-
nie daje:

du=uydU -} uydV,

(4.15)
dv=vydU -} vydV.

Poréwnanie ze sobg wzorow (4.11) i (4.15) prowadzi do zwigzkéw:

Vy Uy
uy = ' uy=— '
J
(4.16)
Vll Ull
Vy=i——=—— Vy= '
J J
a stad takze i do zwigzku
Uyvy— uyvVy= % (4.17)

Oznaczmy przez E, F, Gi L, M, Ni dS wielkoéci podsta-
wowe 1. i 2. rzedu, oraz element liniowy powierzchni (4.2). Sa to
funkcje parametrow U, V. Oznaczmy nastgpnie przez E', F', G';
L', M', N';i dS wielkosci podstawowe tejze powierzchni po wyko-
naniu przeksztalcenia parametrow (4.8). Sa to funkcje nowych
parametréw u, v. Bezposredni rachunek, ktéry pomijamy, pozwala
ustali¢ zestaw nastgpujgcych wzoréw przeksztalceniowych:

F. Blernacki, Teoria Odwzorowan 2
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J=J.J, (i=1,2,3)
E' = EU2+2FU.,V.+GV.2,

F=EU, U+ FU.Vo+U, Vi) -G V. V

G =EU?+2FU,V,+GV.2

T'"=+T.J, (+gdyJ >0, —gdyJ<0); Przypis 12.
@=+a,b==+b,c=+c, (+gdyJ >0, —gdyJ<0),
L=+ (LU2+2MU,V.+NV.3,
M=+[LUU+M{U.V,+ U, Vi) + NV, Vi,

N ==+ (LU2+2MU,V,+ N V.3,

ds = ds,

(4.18)

I

przy czym uwzgledniamy znaki gérne gdy J >0 i dolne gdy J< 0,

Niezmiennoéé¢ cosinuséw kierunkowych a, b, ¢ prostej nor-
malnej, w kazdym punkcie powierzchni, przy przeksztalceniu para-
metréw jest analitycznym wyrazem faktu, Zze normalna jest wspét-
zmiennikiem punktu i powierzchni, oraz nie zalezy, z wyjatkiem
znaku, od krzywych parametrowych. Jakobiany J; i wyréznik T sa,
jak wida¢ ze wzoréw, niezmiennikami wzglednymi, natomiast wiel-
kosci podstawowe E, F, G oraz L, M, N nie sg nawet wzglednymi
niezmiennikami. Pierwsza forma =zasadnicza, wyrazajagca element
liniowy powierzchni, jest niezmiennikiem bezwzglednym przeksztal-
cenia parametrow, co zresztg jest jasne bezposrednio z geometrycz-
nego pogladu. Jest wiele innych funkcyj, ktére sg niezmiennikami
bezwzglednymi przeksztalcenia parametrow; trzy takie funkcje,
zwane niezmiennikami rézniczkowymi (lub tez parametrami roz-
niczkowymi) Beltrami'ego podane sa ponizej, bez przeprowadzenia
rachunkoéw.

Pierwszy parametr rézniczkowy A, ¢ funkcji ¢ (U, V), zdefi-
niowany wzorem

1 - _ _
A9 == [E9* —2Ferqu+ Gor'ls (4.19)

mieszany parametr rézniczkowy A, (¢, $) dwoch funkeyj ¢ (U, V)
i¢(U,V), zdefiniowany wzorem

A (g, 4) = —fl— [Eordr—F (ovbu~+ou ) +Govdeli  (4.20)
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drugi parametr rézniczkowy 4,¢ funkcji ¢ (U, V), zdefiniowany

wzorem
1 E(;y—ﬁ(,cu) ((—Wu——l_"_(py) ]
Ao = — - ——) |; 4.21)
2 ? T [( T V+ T A (

— sg wszystkie trzy niezmiennikami bezwzglednymi przeksztatcenia
parametréw. Niezmienniki te majg duze znaczenie dla geometrii
powierzchni.

Latwo sprawdzi¢ nastepujgce wzory dla szczeg6lnych dwoch
funkcyj 9 (U, V)=Ui¢(U,V)=V:

G E F 1
AlU:F’ A1V=T—Zr Ai(U'v)=——T_;’ AIU_A1V——A12(U'V)=F;
(4.22)
'ET= A!V , ?=__ A] (U'V) .
A1U.A1V""A12(U,V) A,U.AIV—Alz(U.V)
ALU

G=

AU.AV—AU,V)

Jesli uczyniono przeksztalcenie parametréw w ten sposéb,
ze dwie rodziny krzywych, ktérych réwnania w starych para-
metrach sg ¢ (U, V) = const. i ¥ (U, V) = const., staly sie nowymi
krzywymi parametrowymi, wtedy nowe wielko$ci podstawowe
E', F', G' wyrazaja si¢ wzorami:
oy 4, ¢ e 4 (9. 9)

— ) F
A,9. 8,9 —A% (9, 9) Aip. A g —A%(p,9)
A9 , (423)
A9.8,9—A42(9,9)

5. Uproszczenie funkcyj odwzorowawczych przy odwzorowaniu
dwéch powierzchni na siebie.

Przy poréwnywaniu obrazu z oryginalem nalezy rozwaza¢
odpowiadajqce sobie wielko$ci na obu powierzchniach. Wspélrzedne
powierzchniowe u, v na powierzchni oryginatu, oraz wspoélrzedne
powierzchniowe U, V na powierzchni obrazu, sg na ogét dowolne,
a ich obiér niezalezny. Czynnikiem wigZacym obie powierzchnie,
przedstawione za pomocg réwnan (2.1), sa funkcje odwzorowawcze
(3.1), ktore wyrazaja wspolrzedne krzywoliniowe U, V w funkcji
wspélrzednych krzywoliniowych u, v. Korzystnie jest za siatke
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parametrowa na powierzchni obrazu obra¢ nie dowolng siatke, lecz
te, kiéra odpowiada siatce parametrowej oryginalu na skutek od-
wzorowania.

Odwzorowanie powierzchni zostanie, w sensie matematycznym,
wykonane, gdy funkcje odwzorowawcze beda wprowadzone do
rownan parametrowych powierzchni obrazu, czynigc dla tej po-
wierzchni przeksztalcenie parametréow z U, V na u, v:

X=F,(U V) =F [} [u,v), $ @, v)] = @, (u, v),
Y= F2 (Ur V) == F2 ["l’\ (u, V): q’z(ur V)] = (I)z (uv V)r (4-24)
Z=F;(U,V)=F[$, V), $: ([, v)] = (bs (u, v).

W rezultacie obie powierzchnie beda wtedy odniesione do tych
samych parametréw u, v, tak ze odpowiadajace sobie punkty maja
te same wspolrzedne krzywoliniowe. Funkcje odwzorowawcze spehity
w ten sposob swa role, modyfikujgc rownania powierzchni obrazu;
naturalnie wprowadzenie nowych parametrow na powierzchni II nie
zmienia samej powierzchni— parametrowe przedstawienie powierzchni
za pomocg rownan nie jest jedyne — zmienia tylko wspéirzedne
powierzchniowe. Linie parametrowe u, v na powierzchni oryginatu,
oraz linie parametrowe u, v na powierzchni obrazu sa dwiema
siatkami calkiem roznych linij, ale odpowiadcjgcymi sobie w roz-
wazanym odwzorowaniu.

Wrynik przeksztalcenia parametrow na powierzchni obrazu za
pomocy funkcyj odwzorowawczych, moze by¢ wyrazony takze w tej
formie, ze uproscito ono funkcje odwzorowawcze do postaci

U=u,

V=, J=-1).

(4.25)

W powyzszym rozwazaniu nie wprowadzono zadnych restrykcyj
ani w ogélnosci obu powierzchni, ani w ogélnosci funkcyj odwzo-
rowawczych. Mozna wiec sformutowac¢ nastepujgca konkluzje.

Twierdzenie. Zalozenie, ze parametry na jednej z powierzchni
zostaly obrane tak, ze odpowiadajqce sobie punkty majq te same
wspéirzedne krzywoliniowe, w niczym nie ogranicza ani funkcyj
odwzorowawczych, ani samych powierzchni.

Rzecz jasna, ze parametry na pozostalej powierzchni sag dowolne.
Gdy odpowiadajgce sobie punkty maja te same wspolrzedne krzywo-
liniowe, wszelkie réwnanie wigzace wspohzedne krzywoliniowe jest
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réwnaniem krzywej na jednej z powierzchni i jednoczesnie jest
réwnaniem odpowiadajqcej krzywej na pozostatej powierzchni. Co
wiecej, gdy korespondujqce punkty majq te same wspoirzedne krzy-
woliniowe, odpowiadajqce kierunki w korespondujqcych punktach sq
sobie réwne. W rzeczy samej réwnanie (4.A), na skutek uproszczenia
funkcyj odwzorowawczych do postaci (4.25), redukuje sie do postaci:

av _ dv
dU  du'
co dowodzi twierdzenia.

5. Dwa podstawowe zadania teorii odwzorowan

Przy poréwnywaniu ze soba dwéch powierzchni metoda odwzo-
rowania, trzy czynniki wchodzg w gre:
zasada wzajemnosci:

1) powierzchnia oryginatu . . . . (podmiot) (przedmiot),
2) powierzchnia obrazu .« . . (przedmiot) (podmiot),
3) funkcje odwzorowawcze .. .. (akcja) (reakcja).

W teorii odwzorowan bedzie nas glownie interesowal czynnik
trzeci — funkcje odwzorowawcze. Zalozymy, ze powierzchnie orygi-
natu i obrazu sq dane za pomoca réwnan (2.1). Wtedy, w stosunku
do funkcji odwzorowawczych, mozemy zajg¢ jedno z dwdéch mozli-
wych stanowisk:

1) Albo funkcje odwzorowawcze sa dane (obojetne skad, moga
by¢ dowolnie z géry obrane); musimy woéwczas umieé ocenié war-
tos¢ odwzorowania, pozna¢ jego zalety i wady, méc poréwnaé
go z innymi odwzorowaniami — krétko: musimy umie¢ zbada¢ dane
odwzorowanie;

2) Albo funkcje odwzorowawcze sa poszukiwane; wowczas
musimy si¢ czyms$ kierowa¢ w obiorze funkcji odwzorowawczych,
musimy wyjs¢ z pewnych wytycznych, postawi¢ pewne zadania,
czy warunki odwzorowaniu i na ich podstawie poszukiwaé¢ funkcyj
odwzorowawczych, speliajgcych te warunki.

Odpowiednio do tych dwdch stanowisk, mozemy sformulowaé
dwa podstawowe zadania teorii odwzorowan:

Pierwsze zadanie teorii odwzorowan. Dane sg: powierzchnia
oryginatu, powierzchnia obrazu i jakie$ ich odwzorowanie okreslone
funkcjami odwzorowawczymi; zbadaé odwzorowanie.
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Drugie zadanie teorii odwzorowan. Dane sg: powierzchnia ory-
ginatu i powierzchnia obrazu; znaleZé odwzorowanie, ktéreby spetniato
z gory zadane warunki (o ile takie odwzorowanie w ogole istnieje).

Zadanie pierwsze rozwigzuje kompletnie teoria znieksztalcen
odwzorowawczych. Zadanie to jest stosunkowo niezbyt trudne,
i teoria odwzorowan daje $rodki za pomocg ktérych zbadanie danego
odwzorowania dla dwdch danych powierzchni nie przedstawia specjal-
nych trudnosci. W praktyce spotka¢ mozna ksiazki, traktujace sprawe
odwzorowan kartograficznych z tego tylko, ograniczonego, punktu
widzenia; pochodzi to z zamiaru unikania trudno$ci matematycznychi
taka metoda traktowania teorii odwzorowan kartograficznych (kuli)
czesciowo tylko spelnia swe zadanie, ma duzo niedomowien i zbyt
waskie ramy; w wigkszosci przypadkéw nie znamy woéwczas drogi
uzyskania funkcyj odwzorowawczych.

Zadanie drugie jest znacznie rozleglejsze, gdyz pozostawia
do dyspozycji obiér warunkéw stawianych (albo zagdanych od) odwzo-
rowaniu (a). Zada¢ mozemy bardzo duzo, rzeczy mozliwych i nie-
mozliwych; ot6z ogdlna teoria odwzorowan segreguje zadane warunki
i ogranicza zadania zbyt wygorowane, daje mozno$¢ racjonalnego
stawiania warunkéw. Nastepnie uczy, jak rozwigzywa¢ zadania
w kilku najwazniejszych przypadkach. Zadanie drugie nie ma i mie¢
nie moze tak jednolitej i kompletnej teorii, jak zadanie pierwsze,
co wynika z natury samego zadania: roznorodnosci stawianych
warunkow; prowadzi raczej do wielu teoryj poszczegélnych grup
odwzorowan. Rozwigzywanie zadania drugiego, w jego rozmaitych
mozliwych rodzajach, jest na ogét trudne, wymaga gruntowej zna-
jomosci matematyki, i prowadzi zazwyczaj do rozwigzywania réwnan
rozniczkowych czastkowych, ktorych catkami bedg poszukiwane
funkcje odwzorowawcze. W wielu przypadkach w zadaniu tym mu-
simy nadto rozr6zni¢ dwa problemy, A i B. Problem A polega na
okres$leniu takich (analitycznych) funkcji wspoéirzednych, ktére usku-
teczniajg przepisane przyporzadkowanie punktowe obu powierzchni.
Jesli ogélne rozwiazanie problemu A zawiera funkcje dowolne ?),
powstaje problem B, ktéry polega na przyporzadkowaniu sobie ogra-
niczonych obszaréw powierzchni I i II, przy czym jeszcze, dla wyjatko-
wych miejsc wewnatrz obszaru, albo na brzegu, moga by¢ zatozone
dalej idgce warunki brzegowe. Problem B z natury swej jest proble-
mem funkcyjno-teoretycznym.

1) Przy czym stale dowolne uwazamy ogolnie rowniez za funkcje.
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6. Odwzorowanie bezpoSrednie i posrednie

Odwzorowanie jednej powierzchni na drugg mozemy traktowaé
w dwojaki sposob:

a) Albo powierzchnig I (oryginatu) mozemy odwzorowaé bezpo-
§rednio na powierzchnie II (obrazu) za pomocg dowolnej pary funkcji
odwzorowawczych;

c) Albo to samo odwzorowanie mozemy uzyska¢ dwuetapowo
za posrednictwem {rzeciej powierzchni i stosownych dwéch par
funkcji odwzorowawczych, w nastepujacy sposéb: mozemy najwpierw
odwzorowac powierzchnie I na powierzchnie III, i nastgpnie powierzch-
nie III na powierzchnie II (albo, co na jedno wychodzi, odwzorowac po-
wierzchnig I na powierzchnig III, i powierzchnie I na powierzchnie III).
Tym samym powierzchnie I i II bedg tez wzajemnie odwzorowane,
Takie odwzorowanie mozemy nazwaé podwdjnym.

Przy odwzorowaniu posrednim dwoch powierzchni, pewne
wlasnosci moga sie okaza¢ wlasnosciami przechodnimi; jesli odwzo-
rowanie powierzchni I na powierzchni¢ III posiada np. wlasnos¢ A,
i odwzorowanie powierzchni II na powierzchnie III posiada réwniez
wlasno$¢ A, to w wiekszosSci przypadkéw takze i odwzorowanie
powierzchni I na powierzchnie II bedzie te wlasnos¢ posiadac.
Zwtaszcza wlasno$ci metryczne powierzchni sg takimi wilasnosciami
przechodnimi.

Jakag korzy$¢ mozemy uzyskaé¢ przez posrednictwo trzeciej po-
wierzchni w odwzorowaniu dwoch danych powierzchni? Zdawaloby
sie, ze problem raczej sie¢ komplikuje, gdyz zamiast jednego odwzo-
rowania i dwoch powierzchni mamy do czynienia z dwoma odwzoro-
waniami i z trzema powierzchniami. Korzy$¢ polega na tym, ze obiér
trzeciej powierzchni jest w naszej dyspozycjii mozemy obra¢ pewng
standartowq powierzchnie posredniczacy, ktora z reguly jest naj-
prostsza powierzchnia, mianowicie plaszczyzna. W ten sposéb pro-
blem odwzorowania dwoch dowolnych powierzchni, w wielu wypad-
kach moze by¢ sprowadzony do dwoéch prostszych i latwiejszych
probleméw: odwzorowania powierzchni I na plaszczyzne i odwzoro-
wania powierzchni II na te sama plaszczyzne. Taka redukcja pro-
blemu zawilszego do problemu prostszego ma miejsce np. w teorii
odwzorowan konforemnych, rowniez w teorii odwzorowan réwno-
powierzchniowych, i w podobnych problemach. Ale réwniez i pro-
blem odwzorowania dowolnej powierzchni na plaszczyzne moze by¢
nieraz sprowadzony do problemu prostszego; wystarczy znajomos¢
jakiego$ jednego odwzorowania rozwazanego typu w polgczeniu ze
wszystkimi odwzorowaniami plaszczyzny na inng plaszczyzne.
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Odwzorowanie posrednie dwéch powierzchni moze by¢ wyko-
nane nie tylko za pomocg wlaczenia jednej powierzchni posredni-
czacej, lecz takze kilku takich powierzchni; odwzorowanie moze by¢
wykonane wieloetapowo; moéowimy wowczas o odwzorowaniu po-
dwéjnym, potréjnym,... i w ogdle wielokrotnym; (np. elipsoide
odwzorujemy na plaszczyzne, tg¢ plaszczyzne odwzorujemy na inng
plaszczyzne, na koniec kule odwzorujemy na te ostatnig plaszczyzne:
w ten sposob ustanowimy pewne potréjne odwzorowanie elipsoidy
na kule).

Metoda posredniego odwzorowania dwoéch powierzchni znajduje
zwlaszcza zastosowanie przy rozwigzywaniu drugiego podstawowego
zadania teorii odwzorowan.

7. Odwzorowanie rzufowe

W drugim zadaniu teorii odwzorowan chodzi o znalezienie pary
(lub czasami jednej tylko) funkcji odwzorowawczych z pewnych
z gory zadanych warunkéw. Pod tym wzgledem mozemy pomysle¢
bardzo wiele, bardzo rozmaitych koncepcji, ktére pozwolg okresli¢
funkcje odwzorowawcze, kojarzgce punkty obu danych powierzchni
w przynalezne sobie pary. Najstarsza i najprostsza koncepcja obioru
funkcji odwzorowawczych jest ich okresdlenie z warunku geometrycz-
nego rzutowania punktéw jednej powierzchni na druga za pomocg
wigzki promieni centralnych, wychodzacych z jednego punktu, albo
rownolegltych do jednego kierunku. Ustanowienie odpowiednio$ci
punktowej miedzy dwiema powierzchniami w ten szczegdlny sposob
daje powod do nazwania tej grupy odwzorowan rzutami, lub pro-
jekcjami. Rzut jest odwzorowaniem szczegélnego rodzaju. W karto-
grafii matematycznej czesto jednak nie odroznia si¢ $cisle poje¢ rzut
i odwzorowanie, i uzywa sie terminu rzut w sensie szerszym — od-
wzorowania — nawet i wowczas, gdy odwzorowanie rzutowe nie jest.
Zwroci¢ nalezy uwage na te nieco niepoprawng, lecz tradycyjng
terminologie.



ROZDZIAEL II
ODWZOROWANIE IZOMETRYCZNE

Problem izometrii dwoch powierzchni, oraz deformacji jednej powierzchni, wzbu-
dzil duze zainteresowanie i przyciagnal wielu badaczy. W najbardziej ogélnej formie
dyskusje zapoczatkowal Gauss w swym stawnym memuarze Disquisitiones generales
circa superficies curvas, 1827; inne badania, o bardzo waznym znaczeniu dla teorii
powierzchni w ogéle, zawdzigczamy glownie nastepujacym matematykom: H. Minding,
E. Bour, O. Bonnet, G. Darboux i J. Weingarten. Nastepne numery (8 — 13) daja
bardzo ogdlnikowe pojecie o problemie, w zakresie wystarczajacym dla orientacji
w zagadnieniu odwzorowania dwoch powierzchni w ogoéle.

E. F. A. Minding — Uber die Biegung krummer Flichen, J. f. Math. 18 (1838);

20 (1840).
— Wie sich entscheiden liisst, ob zwei gegebene krumme Fliichen auf
einander abwickelbar sind, J. f. Math. 19 (1839).
E. Bour (1860), Théorie de la déformation des surfaces, J. éc. polyt. cah. 39 (1862).
O. Bonnet, M?moire sur la théorie des surfaces applicables a une surface
donnée (1860), J. éc. polyt. cah. 41 (1865); cah. 42 (1867).
G. Darboux, Letons sur la théorie générale des surfaces. Paris, 4 vols. (1887-1896).
J. Weingarten — Uber die Eigenschaften des Linienelementes der Flichen von
konstanter Kriimmung;
— Uber die Deformationen einer biegsamen unausgedehnbaren Fliche,
J. f. Math., 100 (1887).

8. Definicja

Odwzorowanie jednej powierzchni na drugq, w ktérym dlugosci
wszystkich odpowiadajgcych sobie tukéw sq sobie réwne, nazywamy
odwzorowaniem réwnodtugosciowym ').

') Wskazane jest wprowadzenie terminu odwzorowanie wiernodiugosciowe,
w przypadku gdy wszystkie odpowiadajace sobie tuki, wprawdzie nie sa sobie réwne,
lecz pozostajq zawsze w stalym do siebie stosunku, réznym od jednosci: s=kS, k==1.
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Powyzsza definicje wyrazimy w formie matematycznej w na-
stepujgcy sposob:

Odwzorowanie {U =% (@, v)
V=4 (u, v),
* s, X=F,U,V)
powierzchni |y = f, (u, v) na powierzchnie |Y = F, (U, V) jest rowno-
S L Z=FU,V)

diugo$ciowe wtedy i tylko wtedy, gdy s = S dla wszelkich tukéw
odpowiadajacych sobie na obu powierzchniach.

Kazde dowolne dwie powierzchnie mozna zawsze odwzorowac
wzajemnie za pomoca dwoch dowolnych (regularnych) funkcji od-
wzorowawczych. Uzyskane odwzorowanie albo posiada wlasno$¢
zachowania diugosci wszelkich korespondujacych tukoéw, albo tez
tej wlasnosci nie posiada; krotko mowiac, albo jest rownodtugosciowe,
albo nie jest. W tym ostatnim przypadku mozemy pokusic si¢ o po-
szukiwanie innej pary funkcji odwzorowawczych, ktéraby nadawata
odwzorowaniu wlasno$¢ réwnodtugosciowosci. Otéz nie dla kazdych
dwoch powierzchni taka para funkcji odwzorowawczych istnieje:
nie kazde dwie powierzchnie dadzq sie odwzorowa¢ réwnodiugosciowo.
Powierzchnie musza posiada¢ pewne szczegélne cechy, aby daty
sie przyporzadkowa¢ punktowo z zachowaniem dlugosci. Fakt istnie-
nia albo nieistnienia pary funkcji odwzorowawczych, dla ktérych
zasadniczym niezmiennikiem jest dlugos$¢ wszystkich linii, stanowi
o mozliwosci albo niemozliwosci ustanowienia odpowiednio$ci punkto-
wej rownodiugosciowej dla dwéch rozwazanych powierzchni.

9. Gléwne kryterium réwnodiugosciowosci

Gdy punkty dwoéch powierzchni I i II sq w jedno-jednoznacznej
odpowiedniosci i korespondujqce punkty majg te same wspoéirzedne
krzywoliniowe na obu powierzchniach, warunkiem koniecznym i wy-
starczajqcym réwnodiugosciowosci odwzorowania jednej powierzchni
na drugq jest réwnos¢ odpowiadajqgcych sobie wielkosci podstawowych
1. rzedu obu powierzchni, dla kazdej pary odpowiadajgcych sobie
punktéw.

a) Zalézmy, ze mamy dane dwie powierzchnie odniesione do
siebie rownodlugosciowo. Na mocy definicji, korespondujace tuki
sq tej samej dlugosci na obu powierzchniach, a takze i korespon-
dujace elementy linjowe, ds i dS, na powierzchni I i, odpowiednio,
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na powierzchni II, sg sobie réwne. Pierwsza forma rézniczkowa
teorii powierzchni wyraza element liniowy za pomocg wielkosci
podstawowych E, F, G oraz rézniczek du, dv, okreslajacych kieru-
nek elementu liniowego w jakim$ punkcie powierzchni. Mozemy
wiec napisac:

ds?=Edu'+ 2Fdudv+ Gdv? dla powierzchni I,
dS* =Edu®+ 2Fdudv+ Gdv? dla powierzchni II.

Elementy liniowe ds i d S odpowiadaja sobie wzajemnie w rozwa-
zanym odwzorowaniu; odpowiednio$¢ te wyraza fakt, ze w obu
wzorach wystepuja te same zmienne parametrowe.

Zalozenie réwnodlugosciowosci odwzorowania pociaga za soba
réwnos¢ ds=dS, a wigc

Edu*+2Fdudv+Gdv®=E'du®*+2F dudv + Gdv?,
ta za$ réwnos¢ moze mie¢ miejsce tylko wéwczas, gdy
E=E, F=F, G=4G. o (9:1)

Rownos¢ wielkosSci podstawowych w kazdej parze odpowiada-
jacych sobie punktéw jest koniecznym nastepstwem rownodtugoscio-
wosci odwzorowania.

b) Warunek powyzszy jest réwniez i wystarczajacy; stuszne
jest bowiem twierdzenie odwrotne: z rownosci E=E’, F=F', G=G'
w kazdej parze odpowiadajacych sobie punktéw, wynika rownodtu-
gosciowos$¢ odwzorowania jednej powierzchni na druga. Istotnie, wow-
czas ds=dS dia wszelkich dowolnych linii odpowiadajgcych sobie
w ustanowionym odwzorowaniu, co dowodzi réwnodiugosciowosci.

Powyzsze twierdzenie daje pelne kryterium rownodiugosciowosci
odwzorowania; na mocy tego twierdzenia jesteSmy w stanie rozwig-
zywa¢ obydwa podstawowe zadania teorii odwzorowan, w zastoso-
waniu do odwzorowania réwnodlugosciowego.

Zadanie pierwsze: Dane sg dwie powierzchnie i para funkcji
odwzorowawczych, zbada¢ czy odwzorowanie uczynione przez te
funkcje jest réwnodlugosciowe. W tym celu, po wprowadzeniu
funkcji odwzorowawczych w rownania parametrowe powierzchni
obrazu, wystarczy sprawdzi¢ czy korespondujgce wielkosci podsta-
wowe obu powierzchni sa sobie rowne w kazdej parze odpowiada-
jacych punktow. W przypadku réwnosci tych wielko$ci, odwzoro-
wanie jest réwnodtugosciowe. W przypadku nieréwnosci (przy czym
dla pewnych punktéw lub nawet linij moze wyjatkowo mie¢ miejsce
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réwnoéé) odwzorowanie nie jest réwnodilugosciowe; nie przesadza
to jednak sprawy niemozliwosci uzyskania odwzorowania ré6wno-
dtugosciowego dla rozwazanych powierzchni: jakas inna para funkcji
odwzorowawczych moze ewentualnie rownodlugosciowos¢ osiggnac.

Zadanie drugie: Dane sa dwie powierzchnie; poszukujemy pary
funkcji odwzorowawczych, ktéreby ustanawialty odwzorowanie rowno-
dtugoéciowe jednej powierzchni na druga. Poszukiwane funkcje
musza woéwczas spelni¢ trzy warunki: E=E', F=F, G=G". Dwie
nieznane funkcje mamy wyznaczy¢ z trzech réwnan rézniczkowych
czastkowych pierwszego rzedu. Zadanie o ustanowieniu réwnodtu-
gosciowosci dla dwoch powierzchni nie zawsze bedzie rozwigzalne:
dwie funkcje spelniajagce trzy réwnania moga w ogdle nie istnie¢
dla danych dwéch powierzchni. Ta bezposrednia droga badania
mozliwoéci ustanowienia odwzorowania réwnodlugosciowego dla
dwoéch danych powierzchni nastrecza na ogoét duze trudnosci natury
matematycznej. Istnieje jednak prostszy, posredni sposob stwier-
dzenia czy rownodiugosciowo$¢ dla danych dwoéch powierzchni
w ogole istnieje czy nie, a to na podstawie krzywizny.

10. Krzywiznowe kryterium rownodlugo$ciowosci

Warunkiem koniecznym i na ogél niewystarczajgcym réwno-
diugosciowosci odwzorowania jednej powierzchni na drugq, jest
réwnos¢ krzywizn obu powierzchni w kazdej parze odpowiadajqcych
sobie punktéw.

a) Rownodtugosciowos$¢ odwzorowania pocigga za soba, w sposéb
konieczny, rownosé¢ krzywizn obu powierzchni w korespondujgcych
punktach. Istotnie, na mocy gléwnego kryterium, zachowanie diu-
gosci powoduje z konieczno$ci rownos$¢ wielkosci podstawowych
w odpowiadajgcych sobie punktach. Krzywizna powierzchni, jak
dowiodt Gauss'), moze by¢ analitycznie przedstawiona w funkcji
samych tylko wielkosci podstawowych 1. rzedu i ich pochodnych
czastkowych pierwszego i drugiego rzedu:

4(EG—F)(LN — M?) + 2(EG — F?) (Ev» — 2 Fuv + Guu) +
+E[(2Fu _‘Eu)Gv = Gu2] +G [(ZFU R Gu) Eu o=~ Ev2] +
~+ F(2F,Ev+2F.Gyu+ Ev Gy — E. Gy, — 4F, F,) = 0.
') Badania Gauss'a, dotyczace teorii powierzchni, zawarte sa w epokowej
pracy p. t. Disquisitiones generales circa superficies curvas, 1827, Gott. Comm. rec.

6 (1828); Werke 4; Ostwalds Klassiker Nr. 5. Polski przeklad tej pracy wydany
byt w r. 1913 w Warszawie,
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Jest to jedno z podstawowych réwnan teorii powierzchni, zwane
réwnaniem charakterystycznym Gauss'a. Krzywizna powierzchni, jak
uczy ogoélna teoria powierzchni, najprosciej wyraza si¢ za pomoca
wielko$ci podstawowych pierwszego i drugiego rzedu:

EG—F

Wielko$¢ LN-—M?, na mocy charakterystycznego réwnania Gauss'a,
jest funkcja samych tylko wielkosci E, F, G i ich pochodnych
czastkowych; mozemy przeto napisa¢ ogélnie:

K,=1f(E,F,QG) dla powierzchni I,
K, =f{(E, F', Q) dla powierzchni II.

Skoro réwnodiugosciowos$¢ pocigga za sobg réwnosé wielkosci
podstawowych 1. rzedu w kazdej parze odpowiadajgcych sobie
punktéw, to i krzywizny obu powierzchni w tych punktach muszg
by¢ sobie réwne, jako jednakowe funkcje od réwnych argumentéw:

K1=K2.

b) Réwnos$¢ krzywizn obu powierzchni w kazdej parze kore-
spondujgcych punktéw nie jest na ogél warunkiem wystarczajgcym
réwnodtugo$ciowosci; jesli w jakim$ odwzorowaniu krzywizny
w kazdej parze odpowiadajacych sobie punktéw obu powierzchni
sa sobie réwne, odwzorowanie moze zar6wno by¢, jak i nie by¢
rownodiugosciowe. Wrynika to stad, ze rownosé

f(E,F,G)=1{(E F,QG),
moze mie¢ miejsce nie tylko wéwczas, gdy
E=E,F=F, G=G,

lecz takze i w innych przypadkach; dwie jednakowe funkcje
od réznych argumentéw mogg by¢ réwne nie tylko wskutek réow-
nosci odpowiednich argumentéw, lecz takze i wskutek innych
przyczyn. Rownos¢

K, =K,

moze zatem mie¢ miejsce takze i wtedy, gdy
E==E,F==F, GG,

a wiec dla odwzorowania nieré6wnodlugosciowego.
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Zastanowmy sie teraz jak korzysta¢ z powyzszego kryterium
krzywiznowego. WidzieliSmy, Ze z zachowania dlugosci w odwzo-
rowaniu jednej powierzchni na drugag wynika zawsze, jako ko-
nieczne nastepstwo, réwnos¢ krzywizn w kazdej parze korespon-
dujgcych punktéw. Z réwnosci krzywizn nie wynika réwnodtu-
gosciowos¢ odwzorowania. Ale z nieréwnosci krzywizn, we wszyst-
kich na ogét odpowiadajgcych sobie punktach, wynika zawsze
nieréwnodlugosciowos$¢é odwzorowania '), nie jest bowiem spelniony
warunek Kkonieczny. Mozemy wiec korzysta¢ z kryterium krzy-
wiznowego jedynie w sensie negatywnym. Jesli jedna z powierzchni
jest powierzchnig o stalej krzywiznie, negatywne kryterium krzy-
wiznowe rozstrzyga sprawe o niemozliwosci ustanowienia odwzoro-
wania réwnodiugosciowego w ogole: rownosci krzywizn we wszyst-
kich korespondujacych punktach obu powierzchni nie moze by¢
i nie ma nigdy, jakiekolwiek bylyby funkcje odwzorowawcze.

11. Badanie niezmiennik6w odwzorowania réwnodiugos$ciowego

Zasadniczym niezmiennikiem tego odwzorowania jest, na mocy
definicji, dlugo$¢ wszystkich odpowiadajgcych sobie linii. PoznaliSmy
rowniez dwa inne niezmienniki tego odwzorowania, mianowicie
wielkosci podstawowe 1. rzedu i krzywizna powierzchni, w odpo-
wiadajacych sobie punktach. Interesuje nas przede wszystkim me-
tryka, a wiec katy i pola. Wykazemy, ze w odwzorowaniu rowno-
diugosciowym rowniez katy i pola odpowiadajgcych sobie figur sg
zachowane.

a) Kqty sq niezmiennikiem odwzorowania réwnodiugosciowego.
Niechaj na dwoch powierzchniach bedg dwa katy 8i f', odpowiadajace
sobie, okreslone za pomoca kierunkéw dv/du oraz dv/éu. Wowczas

du -
cosp = o EQudu+ F(dudv +dviu) + Gdviv

VEdw + 2 Fdudv+Gdv: ./ Eéu’ + 2 Foubv - Gove
(11.1)

cosBie=s E'dudu—~+F'(dudv-dvéu) 4+ Gdviv

VEdw@+2F dudv+Gdv:.VESw+2F budvFGove

Fakt, ze sg to katy odpowiadajgce sobie na obu powierzchniach,
na skutek odwzorowania jednej powierzchni na drugg, wyrazony

) Nie przesadza to jednak sprawy nieistnienia w ogole odwzorowania réowno-
diugosciowego dla rozwazanych dwéch powierzchni.
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jest tym, ze w obu wzorach wystepujg te same zmienne parame-
trowe. Skoro odwzorowanie jest rownodilugosciowe, to spelnia sie
warunek konieczny i wystarczajacy:

E=E,F=F,G=G

w kazdej parze korespondujgcych punktow. Wtedy prawe strony
obu wzoréw sg jednakowe i otrzymujemy:

cos f = cos B', skad B =§".

Katy zatem sa zachowane. Odwzorowanie réwnodiugosciowe jest
zawsze takze i réwnokgtne (czyli izogonalne). Twierdzenie odwrotne
nie jest stuszne, rownokatno$¢ nie musi pocigga¢ za sobg réwno-
dtugosciowosci.

b) Pola sq niezmiennikiem odwzorowania réwnodiugosciowego.
Wezmy dwa odpowiadajgce sobie elementy powierzchniowe dp i d P
na powierzchni oryginalu i obrazu. Mamy

dp=VEG— Fdudv, dP=VEG — F*dudv.

Odpowiednio$¢ elementéw powierzchniowych w zwigzku odwzoro-
wawczym jest wyrazona przez wystepowanie tych samych zmiennych
parametrowych na obu powierzchniach. Skoro odwzorowanie jest
réwnoditugosciowe, to wielko$ci podstawowe E, F, G dla powierzchni I
sa odpowiednio réwne wielkosciom podstawowym E’, F', G' dla
powierzchni II, w kazdej parze korespondujacych punktéw, a przeto
dp=dP, skad p=P. Pola odpowiadajagcych sobie obszaré6w na
obu powierzchniach sg sobie réwne, sg zachowane w odwzorowaniu
réwnodiugosciowym. Odwzorowanie réwnodlugoéciowe jest zarazem
zawsze réwnopowierzchniowe. Twierdzenie odwrotne nie jest stuszne,
réwnopowierzchniowo$¢ nie musi pocigga¢ rownodlugo$ciowosci.

c) Reasumujac widzimy, Ze odwzorowanie rownodtugosciowe
dwoch powierzchni (o ile w ogdle istnieje) ma wazne niezmienniki
metryczne: zachowuje dlugosci wszystkich tukow, zachowuje wszystkie
katy i wszystkie pola odpowiadajgce sobie, zatem zachowuje w calosci
metryke. Z tego powodu odwzorowanie réwnodlugosciowe nazywamy
bardziej dobitnie odwzorowaniem izometrycznym lub izometriq; dwie
powierzchnie przyporzadkowane sobie punktowo za pomocg odwzo-
rowania izometrycznego nazywamy powierzchniami izometrycznymi.

Z rownodlugosciowosci wynika zawsze izometria i odwrotnie,
z izometrii wynika zawsze réwnodilugosciowos¢; dwa te pojecia
sq wigc réwnowazne (ale nie réwnoznaczne).
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12. Deformacja, czyli giecie powierzchni

Przypusémy, ze powierzchni¢ traktujemy jako dwuwymiarowa
gietka i nierozciggliwa, cienka powloke. Powierzchnia ta moze
dowolnie sie zmienia¢, na skutek dowolnego ciggtego giecia powloki
bez rozdarcia lub zaginania. Kazdg takg zmiane nazywamy deformacjq
powierzchni.

Wyobrazmy sobie jaka$ lini¢, zakre$long na powierzchni
i przypusémy, ze powierzchnia doznaje dowolnych deformacji.
Poniewaz nie ma ani rozciggliwo$ci, ani rozdarcia powloki, dlugosé¢
linii miedzy dwoma dowolnymi jej punktami pozostanie bez zmiany.
Zasadniczym niezmiennikiem deformacji, czyli giecia powierzchni,
jest dlugo$¢ wszystkich linii. W sensie geometrycznym deformacja
powierzchni jest niczym innym, jak odwzorowaniem réwnodiugo-
éciowym, a przez to i izometrycznym danej powierzchni na jej
forme wygieta. Z punktu widzenia czystej geometrii lepiej jest
deformacje powierzchni traktowa¢ jako odwzorowanie (izometryczne)
jednej powierzchni na druga, gdyz przez to pozbywamy si¢ pew-
nych fizykalnych zatozen co do struktury powierzchni: takie cechy
jak giecie, nierozciggliwo$¢, nierozrywalno$¢ powloki sa w zasadzie
geometrii obce. Odwzorowanie izometryczne, jako relacja punktowa
miedzy dwiema powierzchniami definiowana funkcjami odwzoro-
wawczymi, jest pojeciem niezaleznym od mozliwosci gigcia, czyli
deformacji powierzchni.

Deformacja jest jednym z rodzajow odwzorowania izometrycz-
nego dwoch odpowiednich powierzchni. Izometria bowiem moze
mie¢ miejsce w dwoéch innych jeszcze przypadkach: kongruencji
i symetrii (albo: prostej i odwrotnej kongruencji). Réwniez kazda
kombinacja tych trzech gléwnych typéw izometrii: deformacji, kon-
gruencji i symetrii, ztozona z ktérychkolwiek dwoch, albo nawet ze
wszystkich trzech przeksztalcen naraz, jest odwzorowaniem izome-
trycznym.

Istniejg pewne wlasnos$ci powierzchni, ktére nie ulegajg zmianie
wskutek procesu giecia, czyli deformacji powierzchni, i ktore sg
wspélne dla koncowej formy powierzchni i poczatkowej.

Wszystkie niezmienniki odwzorowania réwnodlugosciowego,
a tym samym i izometrycznego, sa takze niezmiennikami deformacji
powierzchni. Jakkolwiek bedziemy gieli powierzchnie, uwazajgc ja
za gietka i nierozciggliwga dwuwymiarowq powloke, nie zmienimy
przez to nigdy metryki: dtugosci wszystkich linij, wielko$ci wszyst-
kich katow i pol pozostana niezmienne, chociaz forma powierzchni
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i figur na powierzchni ulegnie zmianie. Metryka jest niezmiennikiem
giecia powierzchni. Nastepnie wielko$ci podstawowe E, F, G sa rowniez
niezmiennikami giecia powierzchni. Wreszcie krzywizna jest niezmien-
nikiem giecia powierzchni (gdyz zalezy od wielkoéci podstawowych
E, F, Gi ich pochodnych, ktére nie zmieniajg sie przez giecie powierz-
chni, jako funkcje punktu); ta ostatnia wlasno$¢ giecia powierzchni,
podana przez Gauss'a w jego Disquisitiones w r. 1827 jako theorema
egregium, ,,teorema wspaniata", przeczy zdawatoby sie intuicji i, raczej,
bylibySmy sklonni uwaza¢, ze krzywizna w poszczegélnych punktach
powierzchni winna dozna¢ zmiany wskutek deforinacji, czyli giecia
jej powtoki.

W ogoéle kazdy metryczny niezmiennik teorii powierzchni, ktory
wyraza si¢ wzorem wprowadzajacym tylko wielko$ci podstawowe
1. rzedu E, F, G i ich czastkowe pochodne wzgledem parametrow
u, v, jest takze niezmiennikiem giecia, czyli izometrycznego odwzo-
rowania powierzchni. Stad mozna sformutowa¢, bez potrzeby dowodu,
nastepujace

Twierdzenie. Diugosci, katy, pola, krzywizna geodezyjna, krzy-
wizna Gaussowska, linie geodezyjne i liniem inimalne sq niezmiennikami
giecia powierzchni.

13. Powierzchnie rozwijalne i nierozwijalne

Przypus¢my, ze mamy dwie powierzchnie, takie ze kazda z nich
moze dozna¢ deformacji w drugg, albo (co na jedno wychodzi) ze obie
one moga dozna¢ deformacji w jaka$ jedng i te samag trzecig po-
wierzchnie. Dwie dane powierzchnie nazywamy woéwczas rozwijalnymi
na siebie. Matematyczna teoria rozwijalnosci dwdéch powierzchni
jest zazwyczaj (lecz nie zawsze) tym samym, co teoria deformacji
jednej powierzchni, tak Ze zwykle dogodnie jest zajmowac sie tylko
deformacija.

Mozliwo$¢ albo niemozliwo$é ustanowienia izometrii miedzy
dwiema powierzchniami decyduje o rozwijalnosci, albo nierozwijal-
nosci wzajemnej tych powierzchni. Rozwijalno$¢ dwoch powierzchni
nie jest wiec zadnym ich odwzorowaniem, lecz tylko mozliwosciq
(istnieniem) pewnego odwzorowania dla tych powierzchni.

Dwie powierzchnie rozwijalne na siebie mogq (ale nie musza)
by¢ odwzorowane na siebie izometrycznie; mozliwo$¢ izometrii
dla powierzchni rozwijalnych isinieje, niekoniecznie jednak musimy

F. Biernacki, Teoria Odwzorowar 3
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z niej korzysta¢. Rozwijalno$¢ jest warunkiem koniecznym i nie-
wystarczajagcym izometrii; z izometrii wynika zawsze rozwijalnos¢
powierzchni i zazwyczaj takze (ale nie zawsze) deformacja; z roz-
wijalnosci nie musi wynika¢ izometria.

Dwie powierzchnie nierozwijalne na siebie nie mogq by¢
odwzorowane izometrycznie i z koniecznosci muszq zawsze (jakie-
kolwiek bylyby funkcje odwzorowawcze) by¢ zrelacjowane nieizo-
metrycznie; mozliwos¢ izometrii dla takich dwoéch powierzchni nie
istnieje.

Dwie powierzchnie ,

N

| -» nierozwijalne na siebie

rozwijalne na siebie

e

[ odwzorowanie izo-

odwzorowanie izo- ’

metryczne dla nich metryczne dla nich‘
istnieje. nie istnieje.
1. metryka w calo- {

T $ci zachowana, TN |
odwzorowane | |2, wszystkie 3 wiel- _ odwzorowane nieizo- i
izometrycznie koéci podstawo- dla kazdej metrycznie i

_—‘l— we 1. rzedu sg so- pary' od- . L - B

' ’ bie odpowiednio powiada 1. metryka w
i réwne, {)§0Ych so- calosci nie
3. krzywizny row- | '€ pum zachowana, i
ne, ktow. 2. nie wszystkie | W kai-
: 14 ameieiiom 3 wielkosci gggﬂ“a‘
odwzorowane ’
lelonietiviznia calosci nie podsta‘.wowe parze
1€1Zzometryc zachowana, s sobie od- | odpo-
nie wszystkie } dla powiednio wiada-
3 wielkosci | kazdej réwne, JQ‘{)YCh
podstawowe | pary T sobie
1.1zedu sg so- | odpo- k?/.y‘wmny punk-
| ' bie odpowied- ; wiada- nierowne, tow.
b i nio rowne, jacych
e . krzywizny sobie
defor- ruch | rowne, albo | punk-
macja | | sztywny | symetria nieréwne, tow.

Zastanowmy sie w koncu nad zwigzkiem pomiedzy krzywizng

powierzchni i rozwijalnoscia. Warunkiem koniecznym i na ogéi nie-
wystarczajgcym réwnosci krzywizn w kazdej parze korespondujqcych
punktéw dwoéch powierzchni jest ich rozwijalnosé.
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Dwie powierzchnie rozwijalne mozna zawsze odwzorowa¢ na
siebie tak, zeby ich krzywizny w kazdej parze przyporzadkowanych
sobie punktéw byly réwne. Stuszne jest tez twierdzenie odwrotne:
jesli w jakim$ odwzorowaniu (izometrycznym albo nieizometrycznym)
dwoch powierzchni ich krzywizny, w kazdej parze skojarzonych
punktéw, sa sobie rowne, to powierzchnie sg rozwijalne. Moze sig
tez zdarzy¢, ze w kaizdym dowolnym odwzorowaniu dwéch po-
wierzchni ich krzywizny sa zawsze réwne, co ma miejsce gdy obie
powierzchnie sg o stalej i tej samej krzywiznie.

Jesli w jakim$ odwzorowaniu nieizometrycznym wszystkie na
og6l korespondujgce krzywizny obu powierzchni sg nieréowne, to
powierzchnie moga by¢ zaré6wno rozwijalne, jak i nierozwijalne na
siebie. Lecz jes$li w Zadnym odwzorowaniu nie moze by¢ réwnosci
wszystkich korespondujacych krzywizn obu powierzchni i z koniecz-
nosci mamy zawsze na o0goél nierownos¢ krzywizn przy wszelkim
odwzorowaniu, powierzchnie sg nierozwijalne, a ich odwzorowanie
musi by¢ zawsze nieizometryczne.

Krzywizna powierzchni rozstrzyga sprawe rozwijalnosci albo
nierozwijalnosci dwéch powierzchni na siebie.

Zastosujmy powyzsze kryterium krzywiznowe do najprostszych,
interesujgcych nas, powierzchni.

a) Plaszczyzna i plaszczyzna; oczywiscie sg to powierzchnie
rozwijalne na siebie (przez kongruencje). Krzywizna plaszczyzny jest
wielkoscia stalq i réwnqg zeru; dla obu powierzchni rownos¢ krzywizn
ma miejsce zawsze (i wszedzie, tj. we wszystkich ich punktach), bez
wzgledu na ich wzajemne odwzorowanie. Dwie plaszczyzny moga by¢
odwzorowane wzajemnie na siebie badz izometrycznie, badz tez nie-
izometrycznie; w obu przypadkach krzywizny nie tylko w korespondu-
jacych, lecz w ogdle we wszystkich punktach sg réwne, co dowodzi
rozwijalno$ci obu powierzchni.

b) Kula i kula; na ogél sg nierozwijalne, z wyjatkiem przy-
padku gdy obie kule majg te samag wielko$¢, tj. ten sam promien.
Krzywizna kuli I jest wielkoScig stala dla catej kuli i réwna 1/R’;
krzywizna kuli II jest rowniez wielkoscig stalg dla catej kuli i rowna
1/R". W zadnym skojarzeniu punktowym obu powierzchni nie moze
by¢ rownosci wszystkich odpowiadajgcych sobie krzywizn, z koniecz-
nosci krzywizny sa zawsze i wszedzie nierdowne (wyjawszy przypadek
R'=R"). To dowodzi nierozwijalnosci obu powierzchni.

W ogole dwie powierzchnie o stalej krzywiznie sa nierozwi-
jalne (a tym samym niemozliwe do odwzorowania izometrycznego),
chyba Ze obie wartosci state sa te same.
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c) Kula i plaszczyzna; obie powierzchnie sa powierzchniami
o stalej krzywiznie; rownosci krzywizn nie ma nigdy i nigdzie
w zadnej parze punktow. Jakiekolwiek byloby odwzorowanie kuli
na plaszczyzne, zawsze i wszedzie bedzie miala miejsce nieréwnosc¢
krzywizn w kazdej parze punktéow. To dowodzi nierozwijalnosci
kuli i plaszczyzny. Izometria dla kuli i plaszczyzny nie istnieje, ani
dla calej kuli, ani dla zadnego obszaru lezacego na kuli.

d) Stozek, walec (niekoniecznie kolowe), powierzchnia prosto-
liniowa styczno$ciowa (utworzona przez ruch linii prostej w prze-
strzeni, w sposéb ciagly, stycznie do dowolnej linii przestrzennej) —
wszystkie sa wzajemnie na siebie rozwijalne (przez deformacje),
gdyz s to powierzchnie o stalej zerowej krzywiznie. Kazda z nich
jest rowniez rozwijalna na plaszczyznie (przez deformacje), z tego
samego powodu.

e) Stozek albo walec i kula sg powierzchniami nierozwijal-
nymi, gdyz réwnosci krzywizn nigdy i nigdzie nie osiggniemy przy
zadnym przyporzadkowaniu punktowym tych powierzchni. Izometria
dla takich powierzchni nie istnieje.

f) Elipsoida obrotowa splaszczona i plaszczyzna. Krzywizna
takiej elipsoidy,

it g A O ST G
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jest wielkoscig dodatnig i zmienng w zaleznosci od szerokosci geo-
graficznej 9. W zadnym punkcie elipsoidy krzywizna nie staje sie
zerem (M.N jest zawsze wielkoscig skonczong). Krzywizna pla-
szczyzny jest rowna zeru w kazdym jej punkcie. Dla zadnej pary
funkcji odwzorowawczych nie moze by¢ réwnosci krzywizn nie
tylko we wszystkich korespondujacych, lecz w ogdle we wszystkich
punktach. Nieréwno$¢ krzywizn ma miejsce zawsze (i wszedzie),
a to dowodzi nierozwijalnosci elipsoidy i plaszczyzny, i wskutek
tego niemozliwosci ich izometrii.

@) Elipsoida obrotowa splaszczona i kula. Tutaj intuicja ponie-
kad nas zawodzi, nie jesteSmy w stanie wyczu¢ a priori, jak to
mialo miejsce w poprzednich przykladach, czy te powierzchnie
sa rozwijalne, czy nie. I dopiero kryterium krzywiznowe, tak pozy-
teczne przy rozstrzyganiu tej sprawy, moze nam da¢ odpowiedz.
Mamy:

Kg=+"% ¢ K=
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Moga by¢ punkty na obu powierzchniach, w ktérych krzywizny
sg sobie réwne; mozemy bowiem obra¢ stosownie promien kuli R.
Dla wszystkich punktéow elipsoidy dla ktorych

to znaczy dla punktéw lezacych na pewnych dwdch réwnolezni-
kach =+ ¢, krzywizna elipsoidy i kuli bedzie mogta byé¢ jednakowa.
We wszystkich innych punktach réwnosci krzywizn nie ma. W zad-
nym odwzorowaniu nie moze by¢ réwnosci krzywizn w kazdej parze
korespondujgcych punktoéw: zawsze, chociaz nie wszedzie, mamy
niero6wnos¢ krzywizn. To dowodzi nierozwijalnosci obu powierzchni.

Ewentualna réwno$¢ krzywizn w niektérych (nawet w nie-
skonczenie wielu) punktach nie wystarcza do wzajemnej rozwijal-
nosci obu powierzchai; réwnos¢ krzywizn we wszystkich korespon-
dujgcych punktach powoduje rozwijalnosc.

Bezposredni dowdd nierozwijalnosci kuli i elipsoidy na pla-
szczyzng, oparty na poszukiwaniu pary funkcji odwzorowawczych
spelniajgcych trzy warunki E=E', F=F', G= G' i wykazaniu,
ze taka para funkcji w ogdle nie istnieje, bedzie podany w teorii
znieksztatcen, Nr 22 i 23.



ROZDZIAL III
KLASYFIKACJA ODWZOROWAN

14. Zasady klasyfikacji

Zastanowmy sie krotko nad kwestiga uskutecznienia klasyfi-
kacji jakiego$ zbioru przedmiotéw, skonczonego lub nieskonczonego,
w ogdle. Wedlug jakich zasad taka klasyfikacje zrobi¢, czym sie
kierowa¢ przy uskutecznieniu klasyfikacji zbioru?

Przedmioty nalezace do zbioru posiadaja najrozmaitsze cechy
i zbior bedzie zawieral przedmioty posiadajace pewne wspdine
cechy. Chcgc ustanowi¢ jaka$ zasade klasyfikacji zbioru, nalezy
ustali¢ zespé? cech i ich hierarchie, jako podstawe klasyfikacji
danego zbioru. Nastepnie musimy posiada¢ s$rodki, tj. kryteria,
za pomoca ktérych bedziemy w stanie rozstrzyga¢ sprawe przy-
naleznosci poszczegdlnych przedmiotéow zbioru, podlegajacych kla-
syfikacji, do poszczegdlnych klas, stosownie do posiadania lub nie-
posiadania cech i podcech, obranych za podstawe klasyfikacji. Usta-
nawiajac rozmaite zespoly cech i podcech, jako podstawe klasyfi-
kacji, mozemy mie¢, dla jednego i tego samego zbioru, bardzo wiele
rozmaitych klasyfikacyj. Z posréd nich wybieramy te, ktére z tych
czy innych wzgledéw, sg najbardziej pozgdane i uzyteczne.

W teorii odwzorowan jednej powierzchni na druga wchodza
w gre trzy czynniki:

1. powierzchnia oryginatu,

2. powierzchnia obrazu,

3. funkcje odwzorowawcze.

Kazdy z tych trzech czynnikow moze by¢ obrany za giéwng
ceche klasyfikacji, a dalszy szereg cech i podcech za gtéwna podstawe
rozbudowy klasyfikacji. Istnieja wiec tyiko trzy gtowne klasyfikacje
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odwzorowan. Zainteresowania nasze kieruja si¢ jednak przewaznie
do drugiego, a zwlaszcza trzeciego czynnika. Stosownie do tego, ogra-
niczymy si¢ do dwoch gtéownych klasyfikacji odwzorowan:

a) Klasyfikacja przedmiotowa, dla ktoérej cechg gtéwna jest po-
wierzchnia obrazu (przedmiot);

b) Klasyfikacja rodzajowa, dla ktérej cecha gtéwna jest rodzaj
odwzorowania (funkcje odwzorowawcze).

15. Klasyfikacja przedmiotowa

Podstawa klasyfikacji jest zesp6l nastepujacych cech:
rodzaj powierzchni obrazu . . . . cecha gtéwna (1. rzedu),
rodzaj powierzchni I} (cecha 2. rzedu),
rodzaj odwzorowania (cecha 3. rzedu).
Idea porownywania ze soba dwodch powierzchni droga odwzo-
rowania punktowego jednej na druga, albo rozwigzywania zadan na
powierzchni drogg (posrednig) sprowadzania ich do zadan na po-
wierzchniach mniej skomplikowanych, wysuwa dwa najprostsze
rodzaje powierzchni obrazu, jako powierzchnie standartowe, a mia-
nowicie kule i plaszczyzne. Wtedy schemat klasyfikacji odwzorowan
bedzie nastepujacy: (patrz str. 41)

. cechy wtoérne

16. Klasyfikacja rodzajowa

Rodzaj odwzorowania jest cechg gtdwna tej klasyfikacji. Wzgledy
teoretyczne, jak i praktyczne wysunely dwie najwazniejsze cechy
gtowne (1. rzedu), wedtug ktérych nastepuje rozbudowa tej klasyfi-
kacji, a mianowicie:

a) metryke,

b) rodzaj linij na powierzchni obrazu, w ktére maja sie prze-
twarza¢ pewne linie lub rodziny linij.

Stosownie do tego, uzyskujemy dwa giéwne rozgalezienia klasyfi-
kacji rodzajowej, z ktorych pierwsze nazwiemy klasyfikacjq metryczng,
drugie za$ — klasyfikacjq wediug rodzaju linij. Tu zajmiemy sie
szczegotowo (Nr 17 — 20) klasyfikacja metryczng, wobec jej ponie-
kad kompletnosci i waznego znaczenia, zaréwno w teorii jak
i w praktyce.

Klasyfikacja wediug rodzaju linij nie jest i by¢ nie moze tak
kompietna, jak klasyfikacja metryczna; jak dotychczas, doznala ona
stosunkowo stabej rozbudowy i ogranicza si¢ do przypadkow:
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a) odwzorowar geodezyjnych, w ktérych linie geodezyjne jed-
nej powierzchni przechodza w linie geodezyjne drugiej powierzchni;

b) odwzorowar kolowych, w ktorych kota geodezyjne jednej
powierzchni przechodzg w kola geodezyjne drugiej powierzchni;
w szczegdlnosci odwzorowan kotowych plaskich, w Kktérych kota
geodezyjne powierzchni oryginalu przechodza w kola na pila-
szczyznie.

Osobng podgrupe w tej klasyfikacji stanowi klasyfikacja
praktyczna, dotyczaca odwzorowan plaskich, rozgaleziona w kilka
grup; ograniczymy si¢ tu jednak tylko do dwoéch najwazniejszych:

a) Odwzorowania plaskie prostoliniowe, w ktorych pewna
siatka na powierzchni oryginalu (zwykle siatka parametrowa) od-
twarza sie na plaszczyznie w linie najprostszego rodzaju: w dwie
rodziny prostychi

b) Odwzorowania plaskie stozkowe, w ktérych pewna siatka
na powierzchni oryginalu (zwykle parametrowa) odtwarza si¢ na
plaszczyznie w dwie rodziny linij, przecinajacych sie¢ prostokatnie,
z ktorych jedna rodzina jest pekiem prostych, przechodzacych przez
jeden punkt, a druga sklada si¢ z koncentrycznych tukéw kot
(lub pelnych ké1) o wspélnym $rodku w wierzcholku peku.

(Patrz str. 43).

17. Klasyfikacja metryczna

Nieskonczong rozmaito$¢ odwzorowan jednej powierzchni na
druga rozklasyfikujemy na grupy i podgrupy, biorac metryke
za ceche glownag, zas dlugosci tukow, katy i pola za podcechy.

Jak dotad, porzadkowanie nieskonczonego zbioru, jakim roz-
porzadzamy w problemie odwzorowania powierzchni, zostalo doko-
nane w grubym podziale, przez wprowadzenie poje¢ odwzorowania
regularnego i nieregularnego. Odwzorowanie regularne mamy wtedy,
gdy funkcje odwzorowawcze spelniaja pewne ogélne warunki,
na mocy ktorych odwzorowanie jest pozbawione niepozadanych
osobliwosci i ktére nadajga uzytkowa warto$¢ odwzorowaniu.
Nastepnie, odwzorowania regularne podzielilismy na dwie grupy
za pomocg najwazniejszego moze dla nas pojecia — metryki; odwzo-
rowania izometryczne, zachowujgce dlugosci wszystkich tukow
(@ przez to i cala metryke w ogdle), oraz odwzorowania nieizo-
metryczne, ktore nie zachowujg dlugosci wszystkich lukow, lecz
conajwyzej niektérych tylko, lub lukéw pewnej, nawet nieskon-
czonej, grupy linij; odwzorowania nieizomeiryczne na ogél zawsze
psuja meatryke w rozmaity sposéb i w roznaitym stopniu,
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Z czysto logicznego punktu widzenia, grupe odwzorowan nie-
izometrycznych mozemy rozklasyfikowaé, w sposéb dalej idacy,
na cztery podgrupy:

1. odwzorowania zachowujgce katy i pola jednoczesnie;

2. odwzorowania zachowujace tylko katy, pola nie;

3. odwzorowania zachowujgce tylko pola, katy nie;

4. odwzorowania nie zachowujace ani katow, ani pol.

Okaze si¢ w nastepstwie, ze grupa pierwsza odwzorowan nie-
izometrycznych, zachowujaca jak najwiecej wiasnosci metrycznych,
a wiec katy i pola jednoczesnie, nie istnieje i musi by¢ skreslona
z klasyfikacji. Jest to oczywiscie duza strata, widzimy co tracimy
w metryce i co sig da z niej (mozliwie jak najwiecej) uratowac.
Trzy pozostate grupy sa mozliwe. Co do ostatniej grupy odwzo-
rowan, nie zachowujacych zadnego elementu metryki, objetych
ogdlng nazwg odwzorowan dowolnych, moga one, kosztem strat
w metryce, uzyskiwa¢ inne pozadane wtlasnosci, lub by¢ czyms$
posrednim miedzy grupa rownokatng i réwnopowierzchniows, zbli-
zajac sie w jedng lub w druga strone. Czesto tg grupe odwzo-
rowan dowolnych nazywa sie konwencjonalnymi; nazwa ta nie
wydaje si¢ udana, wszystkie bowiem odwzorowania sa w istocie
rzeczy konwencjonalne, czyli umowne.

Dalszy podzial kazdej z tych trzech grup, a wiec grupy row-
nokatnej, grupy réwnopowierzchniowej i grupy dowolnej, na pod-
grupy moze by¢ przeprowadzony przez wprowadzenie dalszych
cech, mianowicie rozdzaju powierzchni oryginatu, lub jakich$ innych
dalszych koncepciji.

Zasadniczag kwestig jest teraz posiadanie $rodkéw, a wiec
kryteriéw, dajacych moznos$¢ zasegregowania poszczegolnych odwzo-
rowan do powyzszych grup. Takie kryteria podaja nastepne numery.

18. Odwzerowania konforemne

W literaturze naukowej spotykamy nastepujaca terminologie:

— W jez. angielskim: orthomorphic (ortomorficzne, prostoksztaltne; termin
uzyty przez Germain'a, 1865 i przez A. Cayley'a, 1892), conformal (konforemne);

— w jez. francuskim: conformes (konforemne), autogonales (autogonalne,
termin uzyty przez Tissot'a, 1881), géographiques (geograficzne; termin uzyty przez
J. Liouville'a, 1850, dla odroznienia od funkcyjno-teoretycznego problemu odwzo-
rowania konforemnego);

— W jez. niemieckim: in der kleinsten Theilen &nliche (czasteczkowo-podobne,
Gauss, 1822), konforme (konforemne, nazwa wprowadzona przez Gauss'a, 1843), winkeltreue
(wiernokatne, A. Breusing, 1882), iscgonale (izogonalne, rownokatne, F. Siebeck 1858);

—w jez. rosyjskim: rawnougol’'nyja izobrazenija (rownokatne odwzorowania),
konformnyja izobrazenija (konforemne odwzorowania).
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a) Definicja.
Wezmy pod uwage stosunek elementow liniowych, odpowia-
dajacych sobie na powierzchni obrazu i oryginatu:

45
ds '

ktéry bedziemy oznaczaé literg m.

W odwzorowaniach izometrycznych, zachowujacych dilugosci
wszelkich linij odpowiadajgcych sobie, stosunek ten jest wszedzie
staly i réwny jednosci. Takze i stosunek wielkosci podstawowych
1. rzedu, w kazdej parze korespondujacych punktéw, jest, jak
wiemy z gtéwnego kryterium izometrii dwéch powierzchni, réwniez
staly i rowny jednosci:

-
ds " E

E

m =£=-—:1_
F

W odwzorowaniu izometrycznym elementy liniowe, a takze i wiel-
kosci podstawowe 1. rzedu, sg proporcjonalne, przy czym czynnik
proporcjonalnosci jest ten sam w kazdej parze punktéow i jest
réwny jednosci. Mamy jednakowaq, czyli stala proporcjonalnosc
korespondujacych elementéw liniowych, z czynnikiem proporcjo-
nalnosci rownym jednosci. Taka stala warto$¢ czynnika proporcjo-
nalno$ci warunkuje réwno$¢ wszystkich odpowiadajgcych sobie
tuk 6w (réwnodilugosciowo$c), a co za tym idzie—réwnokatnoéé i réwno-
powierzchniowos¢.

Rozwazmy teraz przypadek nieco ogolniejszy, gdy stosunek
elementow liniowych, odpowiadajacych sobie, jest wszedzie wielko-
Scig stala, lecz réing od jednosci. Mamy, tak jak poprzednio, stalq
proporcjonalnos¢ elementéw liniowych, lecz czynnik proporcjonal-
nosci jest rowny dowolnej stalej C==1:

m=§=C i takze £=i=§=c
ds B F G

Woéwczas odwzorowanie nie jest rownodlugo$ciowe, a zatem nie
jest i izometryczne; ma jednak wlasnosci zblizone do odwzoro-
wania izometrycznego:

a) rtownym sobie tukom powierzchni oryginatu odpowiadajg
rowne sobie tuki na powierzchni obrazu, wilasnoé¢ ktérg nazwiemy
wiernodiugosciowosciq;
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b) rbwnym sobie obszarom na powierzchni oryginatu odpo-
wiadaja réowne sobie obszary na powierzchni obrazu, wiasnos¢
ktéra nazwiemy wiernopowierzchniowosciq;

c) katy, odpowiadajace sobie na obu powierzchniach, sa rowne,
a wiec odwzorowanie jest rownokatne. Rownokatnos¢ i wiernokat-
no$¢ nie wymagaja rozroznienia i moga byC uwazane za pojgcia
identyczne.

Jesli wiec odwzorowanie zachowuje stala proporcjonalnos¢
korespondujacych elementéw liniowych, z czynnikiem proporcjonal-
noéci réznym od jednosci, odwzorowanie jest wiernodiugosciowe,
wiernopowierzchniowe i réwnokatne. Takie odwzorowanie dwdéch
powierzchni na siebie nazywamy krétko podobienistwem. Podo-
bienstwo nie jest odwzorowaniem izometrycznym, ale przez zastoso-
wanie odpowiedniej redukcji (skali) moze by¢ doprowadzone do
izometrii (a przez redukcje i ewentualnie deformacje do kongruencji).

Rozwazmy na koniec przypadek jeszcze ogdlniejszy, gdy stosunek
odpowiadajgcych sobie elementéow liniowych jest wielkoscia stalg
w kazdym poszczegdélnym punkcie powierzchni, lecz réznqg stalq dla
réznych punktéw. Zamiast stalej proporcjonalnosci elementéw linio-
wych mamy teraz zmienng proporcjonalnosc¢: stosunek m elementow
liniowych obrazu i oryginatu jest funkcjq punktu powierzchni.

Teraz mozemy podac definicje: odwzorowanie jednej powierzchni
na drugq, w ktérym korespondujqce elementy liniowe sq proporcjo-
nalne, nazywamy odwzorowaniem konforemnym. Czynnik proporcjo-
nalnosci m moze by¢ przy tym albo funkcjg punktu a proporcjo-
nalno$¢ zmienna i rézng w roznych punktach, albo wielkoscia stala
a proporcjonalno$¢ stalg i jednakowa we wszystkich punktach po-
wierzchni; w ten sposéb podobienstwo, a takze kongruencja, moga
by¢ uwazane za szczegdlne przypadki konforemnosci: czynnik stalej
proporcjonalnosci jest wielkoS$ciq stalg, w szczegélnosci réwng jednosci.

W odwzorowaniu konforemnym bedziemy zaznaczaé wyraznie
fakt zmiennej proporcjonalnosci korespondujacych elementow linio-
wych, piszac ze m jest na ogét funkcjg punktu powierzchni:

ds

mu,v)= :
(u,v) ds

w szczeg6lnych przypadkach m moze by¢ funkcja jednej tylko
zmiennej parametrowej u albo v, albo moze by¢ stalg (dodatnig).

Zwrétmy jeszcze uwage, ze w odwzorowaniu konforemnym
mamy proporcjonalno$é czgsteczkowq. W odréznieniu od niej, zwykla
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proporcjonalno$¢ skonczonych figur bedziemy nazywali proporcjo-
nalno$ciq skoriczonq. Proporcjonalno$¢ czasteczkowa charakteryzuje
stosunek dS/dsi proporcjonalnos¢ skonczona charakteryzuje sto-
sunek S/s. Proporcjonalno$¢ skoriczona S/s = const. pociaga za soba
takze proporcjonalnos¢ czasteczkowa dS/ds = const.,, i to te samg;
lecz niekoniecznie na odwrét: proporcjonalno$¢ czasteczkowa dS/ds =
= m(u, v) nie pocigga za soba na ogét proporcjonalnosci skonczonej,
chyba ze m jest wielkoScig stalg.

b) Kryterium konforemnosci.

Gdy punkty dwéch powierzchni I i Il sq w jedno-jednoznacznej
odpowiedniosci i korespondujqce punkly majq te same wspéirzedne
krzywoliniowe u, v na obu powierzchniach, warunkiem koniecznym
i wystarczajqcym konforemnosci odwzorowania jednej powierzchni
na drugq jest proporcjonalno$é odpowiednich wielkosci podstawowych
1, rzedu, w kazdej parze odpowiadajqcych sobie punktéw:

R . (18.1)
E F G

Stosunek ten jest na ogét jaka$ funkcja punktu powierzchni,
gdyz same wielko$ci podstawowe E', F', G' dla powierzchni obrazu
i E, F, G dla powierzchni oryginalu sa funkcjami punktu powierzchni;
mozemy go tymczasem oznaczy¢ f (u, v).

Koniecznosé. Wykazemy, ze z konforemnos$ci odwzorowania
warunek proporcjonalnosci korespondujgcych wielkosci podstawo-
wych wynika jako konieczne nastepstwo. Istotnie, z =zalozenia
konforemnosci odwzorowania, mamy:

Edu’+2Fdudv+Gdv?
Edu®*+2Fdudv-+|+Gdv?

dSs 'dS\? =
m (u, v) = — oraz (—— =m’(u,v)=
ds ds

Prawa strona rownania bedzie funkcja punktu, czyli nie bedzie
zalezna od du, dv wtedy, gdy E:E=F:F=G":G = f(u,v)i gdyz
tylko wtedy bedzie:

~ f@,v).[Edu*+42Fdudv-+ Gdv?] '
Edu*+ 2Fdudv + Gdv?®

(dS

—)2== m®(u,v)
ds

czyli (ﬁ)dz m?(u, v)=f1(u,v).
ds
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DowiedliSmy wigc, ze konforemno$¢ pocigga za sobg propor-
cjonalno$¢ wielkosci podstawowych 1. rzedu, w kazdej parze odpo-
wiadajacych sobie punktow. Nadto wykazaliSmy, ze stosunek pro-
porcjonalnosci, bedacy na ogét funkcjg punktu, przyjeta pierwotnie
dowolnie jako f(u,v), jest rtowny m*(u, v):

(dS/ds)=m?(u,v)=E:E=F:F=G":G.

Wystarczalnosé. Odwrotnie, z proporcjonalnosci wielkosci 1. rzedu
wynika konforemno$¢ odwzorowania; warunek proporcjonalnosci
jest nie tylko konieczny, lecz i wystarczajgcy dla konforemnosci.
Istotnie, je$li E:E=F:F=G":G wowczas, jak latwo widzie¢,
musi by¢:

ds

=mlu,v),
ds

co dowodzi proporcjonalnosci korespondujgcych elementéw linio-
wych, czyli konforemnosci.

W ten sposéb twierdzenie jest udowodnione.

Whniosek. Je$li w odwzorowaniu konforemnym, w ktérym siatki
parametrowe na obu powierzchniach odpowiadajq sobie, jedna z siatek
(albo na powierzchni oryginatu, albo na powierzchni obrazu) jest
ortogonalna, to i druga siatka musi by¢ tez ortogonalna. Istotnie,
jesli w podwojnej proporcji:

g __ ¥ G'

E F G

wyrazajacej warunek konforemnosci, F' jest zerem, za$ F' : F okreslong
funkcja punktu, o wartosci (zawsze) réznej od zera, to stosunek F':F
musi by¢ wielkoscig nieoznaczong, czyli F musi by¢ rowniez rowne
zeru; podobnie, gdyby F =0, to i F' musi by¢ réwne zeru dla tej
samej przyczyny.

Znaczenie kryterium konforemnosci. Powyzsze kryterium pozwala
rozwigza¢ oba podstawowe zadania teorii odwzorowan.

Zadanie pierwsze: majac dane dwie powierzchnie i jakie$ ich od-
wzorowanie, okreslone parg funkcyj odwzorowawczych ¥, $,, zbadaé
czy to odwzorowanie jest konforemne, czy nie? Zadanie jest nietrudne
do rozwigzania; sprowadzamy rownania powierzchni obrazu, za pomocg
funkcji odwzorowawczych, do tych samych parametrow jakie wyste-
puja w rownaniach powierzchni oryginatu; znajdujemy korespondu-
jace wielkosci podstawowe 1. rzedu dla obu powierzchni; beda to
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na ogo6t jakie$ funkcje parametréw u, vi sprawdzamy, czy ma
miejsce wszedzie ich proporcjonalnos¢, czy nie. To rozstrzyga sprawe,
Nie kazde wigc odwzorowanie bedzie konforemne, lecz tylko to,
ktérego funkcje odwzorowawcze czynig zado$¢ warunkowi kryterium.

Zadanie drugie: majac dane dwie powierzchnie poszukujemy
odwzorowania, to jest pary funkcyj odwzorowawczych, ktére by byto
konforemne. To zadanie jest znacznie trudniejsze od poprzedniego,
ale na ogot zawsze rozwigzalne, gdyz z dwoch warunkéw (tj. z dwéch
rownan rozniczkowych czastkowych pierwszego rzedu o dwéch
funkcjach niewiadomych):

E:E=F:F=G:QG,

czyli, zwazajgc skutek (4.18) wywolany przeksztalceniem parametréow
na wielkosci E, F, G:

% [EU2 4+ 2FUsVu+ GVt =

= i_ [EUyUy+ F (UuVy+ Uy Vi) + GVyVy] =
- é [EUZ + 2FUyVy+ GV,

mamy okresli¢ dwie niewiadome funkcje, czynigce zado$¢ tym dwoém
warunkom. Zadanie jest w ogo6lnosci okreslone, a wiec kazde dwie
powierzchnie dadzg sie zawsze odwzorowa¢ konforemnie i, jak sie
okaze, w nieskonczenie wiele sposobow. Rownania te, jak wiadomo,
dopuszczajg nieskonczenie wiele par rozwigzan dla U, V jako
funkcyj u, v. Stad wszelka powierzchnia moze byé odwzorowana
konforemnie na wszelkq inng powierzchnie i, w samej rzeczy, od-
wzorowanie jest mozliwe na nieskoriczenie wiele sposobéw. Jedno-
znaczne okreSlenie zadania wymaga uzupelnienia przez przyjecie
dalszych warunkéw brzegowych. Znalezienie pary funkcyj polega
na rozwigzaniu ukladu dwoch réwnan rézniczkowych czastkowych
i zwykle jest polgczone ze znacznymi trudno$ciami natury matema-
tycznej. Tylko pewna specjalna grupa funkcyj bedzie speiniala te dwa
rownania, a przeto ustanawiala grupe odwzorowan konforemnych.

Dwie powierzchnie, odniesione konforemnie do jednej i tej samej
trzeciej powierzchni, sa rowniez do siebie konforemne, poniewaz
w korespondujgcych punktach wszystkie trzy powierzchnie sg wza-
jemnie czgsteczkowo podobne. Aby ustanowi¢ konforemng relacje
miedzy dwiema dowolnymi powierzchniami, wystarczy kazdag z nich
odnie$¢ konforemnie do pewnej standartowej trzeciej powierzchni;

F. Biernacki, Teorla Odwzorowan 4



50

im prostsza jest ta standartowa powierzchnia, tym prostsze sq rownania
konforemnosci. Zatem plaszczyzne obieramy jako powierzchnie po-
$redniczacg. W ten sposob problem konforemnego odwzorowania
dla dwoch dowolnych powierzchni, sprowadza sie do problemu
prostszego: odwzorowania konforemnego dowolnej powierzchni na
plaszczyzne. Ale rowniez i ten problem redukuje si¢ do jeszcze
prostszego: wystarczy znajomos$¢ jakiego$ jednego (mozliwie naj-
prostszego) odwzorowania konforemnego powierzchni na plaszczyzng
w polaczeniu ze wszystkimi konforemnymi odwzorowaniami plasz-
czyzny na inng plaszczyzne. Ta redukcja ma miejsce przy wszystkich
podobnych zadaniach, np. przy odwzorowaniach réwnopowierzchnio-
wych, i t. p.
Zadanie drugie jest tematem teorii odwzorowar konforemnych,
ktorg zajmiemy sig szczegélowo w nastepstwie.
c) Badanie niezmiennikéw odwzorowania konforemnego.
Odwzorowanie konforemne nieizometryczne, jak kazde w ogéle od-
wzorowanie nieizometryczne, psuje metryke, ale, jak sig¢ okaze, nie cala.
Zasadniczym niezmiennikiem odwzorowania konforemnego sa katy.
Twierdzenie. Odwzorowanie konforemne jest zawsze réwno-
katne, czyli izogonalne. Niechaj bedzie dane jakie$ konforemne od-
wzorowanie jednej powierzchni na druga. Wezmy dowolng pare
odpowiadajacych sobie punktéw i w nich dowolng pare korespondu-
jacych katéw B i P', utworzonych przez dwie pary korespondujg-
cych kierunkéw dv/du oraz ¢v/du. Na mocy ogélnej teorii po-
wierzchni mamy:
e E'dudu-F (dudv-++dviu) + G'dviv
VE du®+2F dudv-}+Gdv®. ]/E ou“+2F ouov—}--G’6v3
(18.2)

SO s _ Edudu-+F(dudv-+dviu) | Gdviv
VEdw -2 Fdudv+Gdv® . VEou® 2 Foudv - Gov®

Z zatozenia konforemnosci odwzorowania mamy E:E=F:F=G":Gi
to pozwoli na zastgpienie wielkosci E', F', G' w pierwszym wzorze
przez wielkosci E, F, G, dzieki podstawieniu: E' = m*E, F' = m*F,
G' = m®G. Po wykonaniu tego podstawienia i skréceniu w liczniku
i mianowniku wielkosci m? prawe strony réwnan (18.2) stana sie
jednakowe; a wiec i lewe strony rownan musza by¢ sobie rowne:

cos ' = cos §,
B = 4 B.

A wiec kgty pod wzgledem wartesci sq sobie rowne.

skad
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Twierdzenie odwrotne. Odwzorowanie réwnokqtne jest zawsze
konforemne. Istotnie, z réwnos$ci wszystkich odpowiadajacych sobie
katow na obu powierzchniach, 8’ =, skad wynika réwno$¢:

cos B' = cos B.

A wiec lewe strony obu réwnan (18.2) sa sobie réwne. Wskutek
tego i prawe strony obu tych réwnan musza by¢ identycznie
rowne (to znaczy dla wszystkich wartosci du, dv;i du, ¢v). Taka za$
identyczna réwnos$¢ bedzie miala miejsce tylko wtedy, gdy wiel-
kosci 1. rzedu bedq proporcjonalne:

E _F G’
E H G’

co, na mocy kryterium, dowodzi konforemnosci odwzorowania.

Konforemnos$¢ i réwnokatnos$¢ sg to dwie cechy, ktére zawsze
ida ze sobg w parze, nieodigcznie jedna od drugiej — cechy kon-
junkcyjne. Konforemnos$¢ zawsze pociaga za soba réwnokatno$cé;
réwnokatno$¢ zawsze pociaga za soba konforemnos¢: sg to wiec
dwie cechy réwnowazne (lecz nie réwnoznaczne). Odwzorowania
konforemne mozna przeto nazywac¢ rownokatnymi, co najczesciej
zreszta ma miejsce. Oba twierdzenia, proste i odwrotne, moglibySmy
polaczy¢ w jedno: warunkiem koniecznym i wystarczajgcym kon-
foremnosci jest rownokagtnosc.

W nowszych czasach wprowadzono pewne rozréznienie obu poje¢: réwno-
katnosci i konforemnosci. Rownokgtnos¢, czyli izogonalnosé¢, oznacza réwnosé katow
pod wzgledem ich wielkosci, bez zwracania uwagi na zwrot (sens) obu katow.
Konforemno$¢ oznacza réwnos¢ katow z zachowaniem zwrotu kata. Kazde odwzo-
rowanie konforemne jest rownokatne, lecz nie kazde odwzorowanie réwnokgtne
bytoby konforemne. To rozréznienie wprowadzil, jak sie zdaje, matematyk
C. Carathéodory '), okolo 1932 roku.

Gdyby zaja¢ stanowisko zgodne z powyzszym, nalezalo by odpowiednio do-
stosowa¢ do niego tre$¢ niniejszego paragrafu.

Niekiedy mozna spotka¢ termin: odwzorowanie podobne, za-
miast odwzorowanie konforemne. Nie jest to poprawnie. Naturalnie,
wskutek proporcjonalnoéci elementéw liniowych i réwnosci katow,
podobienstwo zachodzi, ale tylko czgsteczkowe, lokalne, i jest dla
kazdej czastki (punktu) inne; proporcjonalnosé¢ elementéw liniowych
nie jest wszedzie stala, lecz zmienia sie od punktu do punktu,
bedgc stals w kazdym pojedynczym punkcie. Stad w obszarach

) Conformal Representation by C. Carahéodory, Dr Phil.,, Cambridge, 1932.
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skonczonych podobienstwa w zwyklym znaczeniu (tak zw. skonczo-
nego) nie ma. Nazwa: odwzorowanie podobne wprowadzalaby wigc
pewne niepozadane pomieszanie; lepiej jej unika¢. Podobienstwo
skonczone pocigga zawsze za soba podobienstwo czgsteczkowe,
i to to samo, lecz niekoniecznie na odwroét: podobienstwo czastecz-
kowe nie pocigga za sobg na ogol podobienstwa skonczonego.
Konforemnos$¢ jest warunkiem koniecznym i niewystarczajacym
podobienstwa.

Zwrotmy na koniec uwage na stosunek konforemnosci do
izometrii. Odwzorowanie izometryczne jest zawsze konforemne, na
skutek zachowania katowi twierdzenie odwrotne nie jest na ogot
stuszne, konforemno$¢ nie musi pociggac¢ za sobg izometrii. Konfo-
remnos$¢ jest warunkiem koniecznym i niewystarczajgcym izometrii.

Odwzorowanie konforemne nieizometryczne posiada jeden tylko
niezmiennik metryczny: katy; innych niezmiennikow metrycznych
nie posiada, w szczegolnosci nie moze zachowywaé poli dowod
tego twierdzenia bedzie podany w Nr 20.

19. Odwzorowania réwnopowierzchniowe ')

W literaturze naukowej obcojezycznej spotykamy nastepujace nazwy:

— w jezyku angielskim: equal area (rownopowierzchniowe), equivalent (réw-
nowazne), surface-true (powierzchniowo-prawdziwe);

— w jezyku francuskim: équivalentes (rownowazne), authaliques (autaliczne,
termin uzyty przez Tissot'a);

— w jezyku niemieckim: fliichenireue (wiernopowierzchniowe), dquivalent
(réwnowazne);

— w jezyku rosyjskim: rawnowielikije (rownowielkie), ekwiwalentnyje (row-
nowazne).

a) Definicja.

Odwzorowanie jednej powierzchni na druga, w ktérym ele-
menty pol, odpowiadajace sobie, s3 w kazdym punkcie roéwne, na-
zywamy odwzorowaniem réwnopowierzchniowym. Stosunek elemen-
tow powierzchniowych jest wtedy wielkoscig stalg i réwng jednosci
we wszystkich punktach powierzchni. W przypadku, gdy stosunek
ten jest wszedzie wielkoscia stalq, lecz réing od jednosci, odwzoro-
rowanie bedziemy nazywa¢ wiernopowierzchniowym @),

') W literaturze polskiej mozna niekiedy spotka¢ termin réwnowazne.

?) M. Fiorini, Le projezioni delle carte geografiche, Bologna 1881, oraz
Le projezioni quantitative ed equivalenti della cartografia, Roma 1887, nazywa takie
odwzorowania ,quantitative” (kwantytatywnymi), w odrdznieniu od ,equivalenti”
(réwnopowierzchniowych).
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b) Kryterium réwnopowierzchniowosci.

Gdy punkty dwdch powierzchni I i Il sq w jedno-jednoznacznej
odpowiednioéci i korespondujqce punkty majq te same wspéirzedne
krzywoliniowe u, v na obu powierzchniach, warunkiem koniecznym
i wystarczajqcym réwnopowierzchniowosci odwzorowania jednej po-
wierzchni na drugq, jest nastepujqcy zwiqzek wielkosci podstawowych
1. rzedu:

EG —F?=EG— F?, (19.1)
ew. dla wiernopowierzchniowosci:
EG —F?=k(EG—F?,

w kazidej parze odpowiadajgcych sobie punktéw na obu powierzch-
niach, po sprowadzeniu roéwnan parametrowych powierzchni obrazu,
za pomocg funkcji odwzorowawczych, do tych samych parametrow,
w ktérych wyrazona jest powierzchnia oryginahu.

Warunek ten jest konieczny. Wezmy dwa elementy powierzch-
niowe dp i dP, na powierzchni oryginatu i obrazu, odpowiadajace
sobie w odwzorowaniu; jesli odwzorowanie jest rownopowierzch-
niowe, to dP=dp w kazdej parze korespondujgcych punktow.
Roéwnos¢ ta, na podstawie ogolnej teorii powierzchni, wyraza sig
jak nastepuje:

VEG —F?*dudv=VEG— Fdudv,
skad
E'G —F?=EG— F.

Warunek ten jest rowniez wystarczajacy; z réownosci (19.1),
majgcej miejsce w kazdej parze odpowiadajacych sobie punktow,
wynika, oczywiscie, d P =dp, czyli rownopowierzchniowo$¢ odwzo-
rowania.

Znaczenie kryterium réwnopowierzchniowosci dla rozwigzywa-
nia obu podstawowych zadan teorii odwzorowan, wynika niemal
bezposrednio.

Zadanie pierwsze: majac dane dwie powierzchnie i jakie$ ich
odwzorowanie, okreslone para funkcji odwzorowawczych, zbadaé
czy odwzorowanie jest rownopowierzchniowe (ewentualnie wierno-
powierzchniowe), czy tez nie? Zadanie jest stosunkowo latwe, wy-
starczy obliczy¢, po sprowadzeniu rownan powierzchni do tych
samych parametréow, wielkosci podstawowe E, F, G i odpowiada-
jace im E', F', G', i sprawdzi¢ czy warunek (19.1), ewentualnie ze
stalg k, spelnia si¢ wszedzie, w kazdej parze odpowiadajgcych sobie
punktéw, czy tez nie spelnia sie wszedzie,
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Zadanie drugie: majac dane dwie powierzchnie, okresli¢é rowno-
powierzchniowe (ewentualnie wiernopowierzchniowe) odwzorowanie
jednej z nich na drugy. Zadanie jest trudniejsze niz poprzednie
i polega na znalezieniu dwoch funkcji odwzorowawczych z jednego
rownania rézniczkowego czastkowego 1. rzedu. Zadanie nie jest
jednoznacznie okreslone i ma jeden stopien dowolnosci: jedna
z funkcyj mozemy obra¢ dowolnie, a drugg okresli¢ z réwnania
rézniczkowego, warunkujgcego réwnopowierzchniowo$¢. Oczywiste
jest, ze kazda powierzchnia moze by¢ odwzorowana réwnopo-
wierzchniowo na kazdg innag powierzchnie.

Dwie powierzchnie odniesione réwnopowierzchniowo do jed-
nej i tej samej trzeciej powierzchni, sg réwniez do siebie odnie-
sione rownopowierzchniowo, poniewaz w korespondujacych punktach
wszystkich trzech powierzchni, elementy powierzchniowe sg sobie
rowne. Problem odwzorowania rownopowierzchniowego jednej po-
wierzchni na druga sprowadza sie do problemu jednego (mozliwie
najprostszego) odwzorowania rownopowierzchniowego danej po-
wierzchni na plaszczyzne oraz wszystkich rownopowierzchniowych
odwzorowan plaszczyzny na drugag plaszczyzne.

Zadanie drugie jest tematem teorii odwzorowan réwnopo-
wierzchniowych, ktéra zajmiemy sie szczegétowo w nastepstwie.

c) Badanie niezmiennikéw odwzorowania réwnopowierzchnio-
wego.

Odwzorowanie rownopowierzchniowe nieizometryczne psuje
na ogol metryke, ale nie cala. Zasadniczym niezmiennikiem odwzo-
rowania sa pola. (To uzasadnia nazwe).

Twierdzenie. Odwzorowanie réwnopowierzchniowe zachowuje
pola wszystkich odpowiadajqcych sobie obszaréw. Istotnie, z row-
nosci dP =dp wynika przez calkowanie P = p (stala calkowania
jest rowna zeru, gdyz dla p = 0, musi by¢ tez P =0).

Twierdzenie odwrotne. Odwzorowanie zachowujqce réwnosé
pdl dla wszystkich odpowiadajgcych sobie obszarow jest réwno-
powierzchniowe. Jesli P = p dla wszystkich odpowiadajacych sobie
obszaréw, to réwno$¢ ta pocigga za sobg takze dP = dp, w kazdej
parze korespondujgcych punktéw, a wiec odwzorowanie musi byé¢
rownopowierzchniowe.

Jesliby réwnos$¢ pol miata miejsce nie dla wszystkich odpo-
wiadajacych sobie obszarow, lecz dla niektorych, wowczas réwnosc

= p nie musi pocigga¢ za sobg rownosci dP =dp, w kazdej
parze przyporzadkowywanych sobie punktéw; odwzorowanie nie
jest rownopowierzchniowe.
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Zachowanie pol we wszystkich czasteczkach stanowi zarazem
o zachowaniu pdl we wszystkich odpowiadajgcych sobie obsza-
rach skonczonych, gdyz te ostatnie moga by¢ uwazane za sumy
nieskonczenie wielu pol czasteczkowych, wchodzacych w rozwazane
obszary; réwnopowierzchniowosé¢ czasteczkowa powoduje réwniez
réwnopowierzchniowos¢ skoriczong (rowno$é pél wszelkich obszarow
korespondujacych). Twierdzenie odwrotne nie jest na ogét stuszne:
pola skonczonych, odpowiadajacych sobie, obszaréw moga byé
réwne, pomimo ze poletka, odpowiadajace sobie lokalnie, nie sg
sobie wszystkie réwne: z réwnosci niektérych pol skonczonych nie
wynika rownos¢ poél w czasteczkach, a wiec nie wynika takze
rownopowierzchniowo$¢ odwzorowania. Dopiero réwnos$¢ wszelkich
odpowiadajacych sobie pdl skonczonych pocigga za soba takze
rownos¢ elementéw pél w kazdej parze odpowiadajgcych punktéw,
a przez to réwnopowierzchniowo$¢ odwzorowania.

Zwr6¢my na koniec uwage na stosunek réwnopowierzchnio-
wosci do izometrii. Odwzorowanie izometryczne jest zawsze réwno-
powierzchniowe; twierdzenie odwrotne nie jest na ogél stuszne:
rownopowierzchniowo$¢ nie pocigga za soba izometrii; jest wiec
warunkiem koniecznym i niewystarczajacym izometrii.

Odwzorowanie réwnopowierzchniowe posiada jeden tylko nie-
zmiennik metryczny: pola; innych niezmiennikow metrycznych nie
posiada, w szczego6lnosci nie moze zachowywac katow.

20. Konforemno$¢ (réwnokatno$¢) i réwnopowierzchniowo$é —
dyzjunkcja
a) Twierdzenie.

Nieizometryczne odwzorowanie réwnokgtne nie moze by¢ jedno-
cze$nie rownopowierzchniowe i, odwrotnie: nieizometryczne odwzo-
rowanie réwnopowierzchniowe nie moze by¢ réownoczeénie rowno-
katne.

Réwnokatno$¢ i réwnopowierzchniowo$é sq cechami dyzjunk-
cyjnymi, jednocze$nie nie moga wspolistnie¢, chyba ze odwzoro-
wanie jest izometryczne.

Aby katy i elementy pél (a przez to i same pola) byly zarazem
niezmiennikami odwzorowania nieizometrycznego dwoch powierzchni,
musiataby istnie¢ para funkcji odwzorowawczych, ktore by speiniaty
rownoczesnie dwa warunki (a trzy réwnania rozniczkowe):

. E F' G'

m? (u, v) ==

= —=—=1,0raz EG — F?*=EG— F.
E F G
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Wykazemy, ze te warunki nie moga wspdlistnie¢ dla zadnej
pary funkcji odwzorowawczych: ze sg sprzeczne ze soba.
Istotnie, z warunku pierwszego mamy:

mE=E m*F=F, m*G=G';
uwzgledniajagc te wartosci w warunku drugim, otrzymamy:

(m*E) (m*G) — (m*F)? = EG — F?,
skad

mt= 1,

m =-+1.

Réwnokatno$¢ i rownopowierzchniowo$¢ moze mie¢ miejsce
jedynie tylko w przypadku m (u,v) =1, a wiec tylko w odwzoro-
waniach izometrycznych. W kazdym odwzorowaniu nieizometrycznym
obie te wlasnosci wspolistnie¢ nie moga. Wskutek tego musieliSmy
w schemacie klasyfikacyjnym skresli¢ podgrupe zachowujaca katy
i pola, jako nie istniejgca.

b) Whnioski.

Klasyfikacja metryczna orientuje nas kompletnie w stratach
jakie musimy ponies¢ w metryce i w mozliwosciach czeSciowego
jej uratowania. W odwzorowaniach nieizometrycznych metryka
sie psuje, ale niekoniecznie cata. Wystudiowanie w jaki sposéb
i w jakim stopniu psuje sie metryka, stanowi tresc¢ teorii znieksztal-
cen. Znajgc szkody, jakie powstajag w metryce na skutek odwzoro-
wania, mozemy oceni¢ warto$¢ odwzorowania z punktu widzenia
jego wlasnosci metrycznych i stara¢ sig co$ zaradzi¢, przez sprowa-
dzenie wywolanych i nieuniknionych szkéd do mozliwie malych
granic, albo uzyska¢ posrednie rozltozenie szkdd, i t. p. Jesli zdecy-
dujemy si¢ na rezygnacje z niezmiennikéw metrycznych w ogole
i przejdziemy do grupy odwzorowan dowolnych, to ta grupa zwlaszcza
dostarcza wielu mozliwosci rozmaitych koncepcji rozkladu i wielkosci
szkod w metryce. Musimy woéwczas kierowa¢ sie jakimi$ innymi
wzgledami oceny warto$ci odwzorowania. W grupie odwzorowan
dowolnych na wyrdznienie zastuguje, jesli chodzi o wlasnosci
metryczne, grupa odwzorowan posrednich, w ktorych katy doznaja
znieksztalcen mniejszych niz w odwzorowaniu réwnopowierzchnio-
wym i réwnocze$nie pola doznajg znieksztalcen mniejszych niz
w odwzorowaniu rownokatnym; w grupie tej zainteresowanie wzbu-
dzily zwlaszcza te odwzorowania, w ktérych pewna rodzina linij
(najczesciej parametrowych) na powierzchni oryginatu odtwarza sig
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na powierzchni obrazu na jaka$ inng rodzine linii (ewentualnie
tez parametrowych) z zachowaniem diugosci wzdluz tych linii’).
Fakt, ze jedna rodzina linij odwzorowuje sie réwnodlugosciowo
nie przesadza sprawy roéwnodlugosSciowosci odwzorowania, gdyz
w takim odwzorowaniu wlasnos¢ ta musi by¢ cechg ogélng dla
wszelkich linij odpowiadajacych sobie, nie za$ tylko dla niektorych,
lub nawet nieskonczenie wielu linij jednej rodziny. W szczegdlnosci,
jesli ta jedna rodzina linij, odtwarzanych z zachowaniem dtugosci,
jest, na powierzchni oryginatu, rodzing linij geodezyjnych i odpo-
wiadajacy jej obraz jest réwniez rodzing linij geodezyjnych na po-
wierzchni obrazu, odwzorowanie zawyczaj nazywamy rownoodlegio-
Sciowym (poniewaz pojecie odlegtosci definiowane jest przez dtugosc
linii geodezyjnej). Fakt, ze jedna rodzina linij geodezyjnych odtwarza
sie w rodzineg linij rowniez geodezyjnych (tutaj, nadto, z zachowaniem
dhugosci, czy raczej odlegtosci), nie przesadza sprawy, ze odwzorowanie
jest geodezyjne, gdyz w takim odwzorowaniu wszelkie linie geode-
zyjne oryginalu muszg przechodzi¢ w linie geodezyjne obrazu
(geodezyjnos¢ musi by¢ cechg ogolng).

Nazwa odwzorowanie rownoodleglo$ciowe (automecoique u Tis-
sot'a, equidistant(e) — u wielu innych autoréw, rawnopromiezutocz-
noje — w jezyku rosyjskim, mittabstandstreue — w literaturze nie-
mieckiej), ktora uzyskata powszechne uzycie w kartografii matema-
tycznej w wyzej podanym znaczeniu, wydaje sie¢ nieco nieudana,
odbiega bowiem od ogdélnego systemu terminologii, przyjetego w teorii
odwzorowan. Pod pojeciem odwzorowanie rownoodleglosciowe, zgod-
nie z ogolna zasada, skionni byliby$my rozumie¢ odwzorowanie,
w ktorym wszystkie odleglosci przechodza w odlegloscii a wiec
byloby to szczegbdine odwzorowanie geodezyjne: zachowujace diugosci
wszystkich odpowiadajgcych sobie linij geodezyjnych. W braku
lepszego terminu zmuszeni jesteSmy pozosta¢ przy dotychczasowym,
wezszym znaczeniu pojecia roéwnoodlegtosciowosci.

) Byloby bardzo pozadane wprowadzenie jakiejs stosownej, krotkiej nazwy
dla grupy odwzorowan, posiadajacych takg wiasnosc.



CZESC DRUGA
TEORIA ZNIEKSZTALCEN METRYCZNYCH

ROZDZIAL IV

NIEROZWIJALNOSC KULI NA PEASZCZYZNIE.
SIATKI ORTCGONALNE TISSOTA

21. Wstep

Istotg naukowego traktowania odwzorowan jest zbadanie szkod
w metryce, czyli znieksztalcen metrycznych, powodowanych od-
wzorowaniem jednej powierzchni na druga. Chcac mie¢ ocene
odwzorowania pod wzgledem wlasnosci metrycznych, tak cennych
zarbwno w teorii jak i w praktyce, nalezy wystudiowaé¢ co, gdzie,
jak i ile sie znieksztalca w skutek procesu odwzorowawczego.
Zadanie teorii znieksztalcen polega na zbadaniu odwzorowania i wy-
studiowaniu psucia si¢ wlasno$ci metrycznych oryginalu, przy jego
odtwarzaniu na obraz. Jest to wiec zadanie typu pierwszego teorii od-
wzorowan, a rozwigzaniem tego zadania jest teoria znieksztalcen. Sta-
nowi ona jedng z najistotniejszych czesci ogdlnej teorii odwzorowan.

Teoria metrycznych znieksztalcen odwzorowawczych zostala
rozpracowana przez Augusta Tissot'a w drugiej potowie XIX stulecia,
arezultaty jego badan zostaly zebrane w jedno dzielo, o klasycznym
znaczeniu: Memoire sur la representation des surfaces et les projections
des cartes geographiques, Paris 1881.
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Teoria znieksztalcen daje $rodki i kryteria do badania odwzo-
rowan pod wzgledem wtiasno$ci metrycznych i znieksztalcen; daje
sposoby oceny wartoSci odwzorowania, jego ztych i dobrych stron,
orientuje nas w mozliwosciach i uzytkowaniu odwzorowania. Ujmuje
wszystkie odwzorowania w ogdlne prawa, jakim one podlegajg, nie-
zaleznie od rodzaju powierzchni oryginalu i obrazu, i niezaleznie od
rodzaju odwzorowania. Daje wspélne podloze dla wszystkich odwzo-
rowan, przez co teoria odwzorowan, a zwlaszcza jej cze$¢ — karto-
grafia matematyczna — stala sig¢ teoretycznie rozpracowang i ponie-
kad wykonczong nauka: doznala usystematyzowania, a wczedniejszy
dorobek wielu stuleci, z poczatku najczesciej fragmentaryczny i waski,
obejmujgcy zagadnienia nad poszczegélnymi odwzorowaniami lub
grupami odwzorowan, znalazt swe wlasciwe miejsce przez wildczenie
do jednej nauki i uzyskal znakomitg podstawe ogolng. Fakty, ktére
wydawaly sie rézne, okazywaly sie nastepstwem tego samego
ogdélnego prawa, ktére w pojedynczych przypadkach przyjmowalo
szczegllny wyraz,

22. Dowdd nierozwijalnos$ci kuli na plaszczyinie

W numerze 13. podaliSmy posredni dowod twierdzenia o nie-
rozwijalnosci kuli na plaszczyzneg, na podstawie kryterium krzywizno-
wego. Obecnie podamy dowdd bezposredni, na podstawie pelnego
kryterium izometrii.

Dana jest kula o promieniu R i plaszczyzna; siatke geograficzng
na kuli obieramy za siatke parametrowa: rownolezniki ¢, jako linie
u; poludniki A, jako linie v. Na plaszczyznie, za siatke wspélrzednych
obieramy dwie dowolne rodziny linij: U = const. i V = const. Na-
piszmy réwnania parametrowe obu powierzchni:

X == R cos % cos A X=F (UV)
y = R cos ¢ sin » ¢ kula, Y = F, (U, V) | plaszczyzna,
z = Rsin g Z=0
oraz rownania dowolnej pary funkcji odwzorowawczych:
U=4¢ (.M
V=1, (2.},

ktore, po wprowadzeniu do réwnan plaszczyzny, przedstawiag nam
te plaszczyzne w innych wspélrzednych, mianowicie obraz siatki
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sferycznej @, M bedzie teraz siatkg wspolrzednych krzywoliniowych
na plaszczyznie:

X="F[b: (9. N, s (o, N] = P, (3, 1),

Y="Flb @GN &@ N==2@FN,

Z=0.

Uwaga. Réwnania plaszczyzny mogliby$my réwniez przyja¢ w najprostszej
formie, obierajagc wspotrzedne kartezjanskie X, Y na plaszczyznie jako parametry.
Wowczas rownania parametrowe plaszczyzny bylyby:

X=U,
Y=V,
Z=0,

a po wprowadzeniu w nie funkcyj odwzorowawczych ¢,, ¢, :

X=4‘1(‘Pl)‘)v
Y =94 (9. M),
Z=0.

Moglibysmy postapi¢ jeszcze inaczej, mianowicie pozostawi¢ réwnania para-
metrowe plaszczyzny w ogoélnej formie, wyrazonej w funkcji dowolnych para-
metréow U, V, natomiast funkcje odwzorowawcze przyja¢ w najprostszej formie:

U=g9,

V=X
wowczas funkcje F;, F, pozostaja te same, zamieniamy w nich tylko wszedzie
UnaoiVmnah.

Jakagkolwiek metode obierzemy, przebieg dowodu twierdzenia jest taki sam.

Po sprowadzeniu rownan plaszczyzny do parametréw ¢, A mo-
zemy obliczy¢ odpowiadajgce sobie wielkosci podstawowe 1. rzedu
dla kuli i dla plaszczyzny. Beda one:

E=R?
=0 dla kuli,
G = (R cos ¢)*
oraz - -
X\ ( Y
f— | — —_— = X2 Y. 2
Hlge] ~tlay) —HHY
, 0X X dY dY
Frs + = X, X3+ Y, Y, { dla plaszczyzny.

do OA I DN

00X\ oY \? 3
' | —— —_t | — — Yl!
G (M) F(M) XY
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Jesli kula miataby by¢ rozwijalna na plaszczyznie, to mu-
siataby istnie¢ przynajmniej jedna para funkcyj odwzorowawczych
d,, by, spelniajgca warunek konieczny i wystarczajgcy izometrii
dwoéch powierzchni, warunek, ktéry daje trzy zwiazki: E'=E,
F'=F, G'=G; w naszym przypadku:

X _’_Y?z = R3
X?X)‘—'-Y?Y)\:O (A)
X2 4,2 = (R cos 9)°.

Wykazemy, ze te trzy zwigzki nie mogg sie speilnia¢ wszystkie
rownoczesnie przy zadnym regularnym odwzorowaniu kuli na pla-
szczyzne; nie mogg wspolistnie¢: sq sprzeczne ze sobg. Mamy tu
przykiad drugiego zadania ogdlnej teorii powierzchni: poszukiwanie
odwzorowania, spelniajgcego zgdane warunki (izometrii, w danym
przypadku). Wykazemy, ze takiego odwzorowania dla danych dwéch
powierzchni, w ogdle nie ma.

a) Obliczmy pochodne X i Y; przy pomocy drugiego i trze-
ciego rownania (A), uwzgledniajgc przy rachunku pierwsze rownanie;
otrzymamy:

X)==*Y,cos¢
(B)
Y, =+ X,cos ¢,
a przez zrézniczkowanie obu tych rownan wzgledem zmiennej ¢, otrzy-
mujemy: .
Xyg = Yyo cOs ¢ + Yysin ¢ 5
Yy == = Xy cOs ¢ + X, sin ¢.

b) Wré¢my teraz do rownan (A). Zrézniczkujemy pierwsze
réwnanie (A) osobno wedlug ¢ i osobno wedtug », i drugie wed-
lug ¢, otrzymamy:

Xy XKoo - Yo Yoo =0
XoXeh T Y Y =0 ©

X X,%., + Y5 ’Y(F,‘p =0,

(po uwzglednieniu drugiego z otrzymanych réwnan w trzecim). Roz-
wigzujac pierwsze i trzecie réwnanie (C) wediug X,, i Yy, otrzy-
mujemy:

(X5, Yy — X, Y)) Xpp = 0

-
(X Yo — X, Y3) Yoo = 0. ¥
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Mozemy teraz mie¢ dwa przypadki:
albo X, Y, — X, Yy == 0, albo X; Y, — X, Yy = 0.

Przypadek pierwszy.

Jesli X3 Yo— X,Y) == 0, odwzorowanie jest regularne i mo-
zemy réownania (C') skréci¢ przez ten wyznacznik. Woéwczas otrzy-
mujemy:

Xgp =10

Yoo =0.
Warunki te dowodzg, ze X, i Y, nie zaleza od ¢, sa wigc

albo funkcjami samego tylko A — nazwijmy je X,=F (¥,
Y,=F, (\) — albo wielkosciami stalymi, albo wreszcie rowne zeru:

albo X,=F,(}), albo =C,, albo =0;
ialbo Y,=F, (), albo = C,, albo = 0.

Mozemy zatem mie¢ na ogdél 9 kombinacyj, przez polgczenie kazdej
alternatywy dla X, z kazda dla Y. Kombinacja zerowa, gdy jedno-
czesdnie X,=101 Y,= 0, musi odpas¢, a to wobec pierwszego row-
nania (A):

X?2+Y<?3=R2=¥=0.

Kazda z pozostatych o$miu kombinacyj prowadzi rowniez do sprzecz-
nosci. Istotnie:

1) Zatézmy, ze X, i Y, sa funkcjami samego tylko A
X?:Fl ()‘)l Yq,= F2 ()‘);
zatem takze i ich pochodne wzgledem X:
X(p)\ o Fl. ()\) '
Yo =F' 0,

sg funkcjami samego tylko A.
Tymczasem z poprzednich réwnan (B’), ktére przyjmg postac:

Xg =7 Yysin ¢ =+ F, (N sin ¢,
Y. = F X, sin ¢ = & F (M) sin ¢,
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wynika, ze pochodne X i Y, sa funkcjami nie tylko A, lecz takze
i zmiennej ¢. PopadliSmy wiec w sprzecznos¢; a zatem trzy
warunki (A) nie moga sie spelnia¢ wszystkie réwnoczesnie,

2) do 6). Podobnie, kazda z pieciu dalszych kombinacyj, a wiec
zalozenie:

r
X,=F, (N | X,=F,( [ X,=C, X, =0 X,=C,
Yo=C, | Y,=0 Yo=F( | Y,=F,0) | Y,=C,,

prowadzi, jak latwo pokazaé¢, rowniez do sprzecznosci.

7) Zalozenie X,=C,, Y,= 0 daje X, =0, Y, = 0; a z réw-
nan (B): Xp =+ Yysin¢g=10; Yy = + X, sin ¢ = + C; sin 9.
W pierwszej z tych pochodnych, X, sprzecznosci nie ma: w obu
obliczeniach sg one réwne zeru; natomiast mamy sprzeczno$¢
w drugiej z tych pochodnych, Y, , ktéra raz wypada réwna zeru,
drugi raz ré6wna -+ C, sin ¢. '

8) Podobnie, ostatnie zatozenie: Xq, =0, Y? = C,, w obliczeniu
jednej pochodnej da zgodnos¢, a drugiej sprzecznosé.

W ten sposob wyczerpaliSmy wszystkie mozliwoséci i okazaliSmy,
ze rownania (A), w przypadku pierwszym, nie moga sie spelnia¢
wszystkie rownoczesnie przy zadnym odwzorowaniu regularnym
kuli na plaszczyzne; dowodzi to nieistnienia odwzorowania izome-
trycznego kuli na plaszczyzne, a przez to i nierozwijalnosci kuli
na plaszczyzne,

Przypadek drugi.

Nie trudno okaza¢, ze warunki (A), izometrii kuli i ptaszczyzny,
nie moga sie spelnia¢ rownoczesnie takze przy takim nieregularnym
(zdegenerowanym) odwzorowaniu, w ktérym

X\ Yo— X, Yy =0, (D)

W tym przypadku réwnania (C') nic nam nie méwig o warto-
sciach Xy, i Yy, @ tym samym i o wartosciach X, 1 Y,.

Mozemy jednak poczyni¢ pewne przypuszczenia co do war-
tosci X, albo Y, i z nich wyciggna¢ wnioski.

Gdyby np. Y, == 0, to z réwnania (D) otrzymamy X, = X, Y} /Y,
a wstawiajgc to w drugie rownanie (A), otrzymaliby$my:

Y; = 0:
uwzgledniajgc to w warunku (D), otrzymujemy:

X5 =0;
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bytoby wiec X;2-+Y;? = 0, whrew trzeciemu z réwnan (A). Zaloze-
nie Y,==0 prowadzi zatem do sprzecznosci (wyjawszy dwa punkty
powierzchni, mianowicie bieguny: ¢ = -+ 90°). Musi wiec by¢ na ogét
zawsze Y, = 0.

Do podobnej sprzecznosci prowadzi przyjecie Y; == 0, i wynika-
loby analogicznie, ze Y; musi by¢ na ogét zawsze zerem.

Nie moze za$ by¢ réwnoczesnie Y, =Y; = 0, gdyz z drugiego
rownania (A) wynikaloby, ze rownoczeénie albo X; = 0, albo X, =0,
a wiec znowu mielibySmy sprzecznos¢ z pierwszym lub z trzecim
réwnaniem (A).

W ten sposéb wykazaliSmy, ze i w przypadku drugim réwnania
(A) nie moga sie na ogdt spelniaé wszystkie rownoczesnie.

Dowdéd nierozwijalnosci kuli na plaszczyzng, wedlug podobnej w zasadzie
metody, podal pierwszy Leonhard Euler (1707 — 1783), matematyk szwajcarski,
w swej rozprawie p. t. De repraesentatione superficiei sphaericae super plano, Acta
Acad. Scient. Imperial. Petropolitanae pro anno 1777. Rozprawa ta, wraz z dwiema
innymi rozprawami kartograficznymi tegoz autora, zostala wydana réowniez w prze-
kladzie niemieckim, w wydawnictwie Ostwalds Klassiker der Exakten Wissen-
schaften, nr 93, Leipzig 1898, pod tytulem: Drei Abhandlungen iiber Kartenprojection
von Leonhard Euler (1777); herausgegeben von A. Wangerin. Dowéd Euler'a, dla
poréwnania go z dowodem podanym tutaj, a takze ze wzgledéw historycznych,
przytaczamy w Przepisie 2, w przekladzie polskim z Ostwalds Klassiker.

Na podobnych zasadach opiera si¢ tez dowod E. Bellirami'ego, podany przez
M. Fiorini'ego, Le projezioni delle carte geografiche, Bologna 1881.

W literaturze naukowej polskiej, dowdd nierozwijalnosci kuli na plaszczyzne
podat prof. dr Antoni Lomnicki, Kartografia matematyczna, Lwéw — Warszawa, 1927.

Dowéd podany tutaj, w duzej mierze wzoruje si¢ na tej pracy, jest jednak nieco
pelniejszy.

23. Dowéd nierozwijalnosci elipsoidy obrotowej na plaszczyzne

Dowdd niemozliwosci ustanowienia izometrii migdzy powierzch-
nig elipsoidy i plaszczyzng, (a tym samym i inny dowdd tegoz dla
kuli i plaszczyzny), jest nastepujacy?).

Przyjmijmy siatke geograficzng na elipsoidzie obrotowej za
siatke parametrowg, a jej obraz na plaszczyznie — za siatke para-
metrowg plaszczyzny.

Wezmy pod uwage dwa konsekutywne réwnolezniki ¢ i ¢-d¢
na elipsoidzie i ich obrazy na plaszczyznie; obrazy potudnikéw
muszg przecina¢ obrazy roéwnoleznikéw ortogonalnie, jesli odwzo-

') Dowdd ten podano, z niewielkimi zmianami, wedlug J. I. Craig, M. A., The
Theory of Map Projections, Cairo 1910; Craig przypisuje ten dowdd 7. L. Bennett' owi-

F. Blernacki, Teoria Odwzerowai s
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rowanie ma by¢ izometryczne. Poniewaz dilugos¢ wzdluz tuku po-
ludnika, zawarta pomiedzy dwoma konsekutywnymi obrazami réw-
noleznikéw, musi by¢ niezalezna od dlugosci geograficznej, oba
rownolezniki-obrazy musza by¢ wszedzie w tym samym od siebie
odstepie, mierzonym wzdluz normalnej. Nadto, dzigki symetrii,
krzywizna roéwnolezniko6w-obrazéw musi by¢ stala. Przeto réwno-
lezniki elipsoidalne musza odtwarza¢ si¢ na plaszczyZnie w koncen-
tryczne kola, w odstepie wzajemnym takim samym, jak na eli-
psoidzie:
do= fg”}“” Mdo=Mdo;

M oznacza promien krzywizny poludnika dla elipsoidy, w szero-
kosci ¢. Je$li p i p--dp beda promieniami tych dwoch koét na
plaszczyznie, mamy doc = —dp.

Kat $rodkowy, podparty lukiem rownoleznika ¢ o dtugosci
rd\, bedzie rd}p, gdyz luk réwnoleinika na plaszczyZnie musi
by¢ réwny lukowi réwnoleznika na elipsoidzie, wobec izometrii;
(r = promien réwnoleznika % na elipsoidzie); kat érodkowy, podparty
tukiem réwnoleinika ¢ +d¢ o diugosci (r-}-dr)d}, jest, z tego
samego powodu, réwny:

(r-+-dnd’
p—dp

i oba te wyrazenia musza by¢ sobie réwne, gdyz przedstawiaja te
samg wielkos¢. To prowadzi do warunku:

—————— e p= i
; o -dp , skad rd pdr
wprowadzajac zmienng ¢ i biorgc dp = —ds=-— Md¢, otrzymamy
(Ncosg) (—Mde¢)=p(—Msingdy) i p=Nctgp=rcosecyi
N oznacza promien krzywizny przekroju normalnego, prostopadiego
do potudnika, w szerokosci ¢.
Takg wartos¢ musialby mie¢ promien réwnoleznika ¢ na
plaszczyzZnie.
Przez rozniczkowanie mamy:

dp — _‘;d____ (r Cosec(?)d(? = —*(AI—}—ICOSGC(P Ctg(F)d(?'
¢

Z drugiej strony jest do=—dp i
Mdey = (M - rcosecycige)de,
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dla wspélnej wartosci 9. Stad, aby réwnos$¢ ta miala miejsce, wyra-
zenie rcosecy ctgy musi znika¢ dla rozwazanej wartosci ©. Ale

wyrazenie to znika tylko w biegunach, dla ¢ = 4 %/2, lecz nigdzie
poza tym. Przeto odwzorowanie izometryczne powierzchni elipsoidy,
albo dowolnego obszaru powierzchni elipsoidy, na plaszczyzne jest
niemozliwe.

W przypadku kuli byloby: M= N=R, r== R cos¢, p=r.cosec?,

Rdp=—dp=— di (r cosecy) d9 = (R -} r cosec ctgp) do.
o0

24. Pierwsze twierdzenie Tissota (o siatkach ortogonalnych)

a) Twierdzenie.

W dowolnym regularnym odwzorowaniu jednej regularnej po-
wierzchni na drugq istnieje zawsze przynajmniej jedna i — je§li
odwzorowanie nie jest konforemne — tylko jednd siatka ortogonalna
na powierzchni oryginalu, ktérej obraz na drugiej powierzchni bedzie
siatkq réwniez ortogonalng.

W przypadku odwzorowania konforemnego, siatek ortogonalnych
odpowiadajgcych sobie jest nieskonczenie wiele, kazda bowiem siatka
ortogonalna na powierzchni oryginalu odwzorowuje sie w siatke
réwniez ortogonalng na powierzchni obrazu, z powodu zachowania
katow.

W' regularnym odwzorowaniu jednej regularnej powierzchni
na drugg, albo istnieje nieskonczenie wiele par siatek ortogonalnych
odpowiadajacych sobie (kazda siatka ortogonalna przechodzi w orto-
gonalng), albo tez istnieje tylko jedna jedyna para takich siatek.
Innych przypadkéw, przy regularnych odwzorowaniach dwoéch do-
wolnych regularnych powierzchni na siebie, nie ma.

Dowdd. Niechaj bedgq dane dwie dowolne regularne powierzch-
nie, okreslone za pomocg réwnan parametrowych, w dwéch prosto-
katnych przestrzennych ukladach xyz i XY Z:

x=1f(u,v) X=F U,V

) powierzchnia I » powierzchnia II
Y R f2 (l.l, V, (oryginal), Y= F2 (Ur V) (obraz), (24-1)
z =1, (u,v) Z=F,(U,V)

oraz dwie dowolne funkcje odwzorowawcze, okreslajace regularne
odwzorowanie powierzchni pierwszej, jako oryginalu. na powierzch-
nie drugg, jako obrazu:
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U=1 (u, v J:a(u,\/)

= == 0). 24,2
V =4, (u,v), 0 (u,v) 242

Uskutecznimy odwzorowanie w sensie matematycznym, gdy
wprowadzimy funkcje odwzorowawcze do rownan parametrowych
powierzchni obrazu (zamiana zmiennych parametrowych), sprowadza-
jac te réownania do nowego rodzaju wspolrzednych powierzchnio-
wych, mianowicie do tych samych parametréw u, v, ktére wystepuja
na powierzchni oryginatu. Wtedy linie u ilinie v na obu powierzch-
niach odpowiadajq sobie, a siatki utworzone pizez te dwie rodziny linij
na obu powierzchniach sg odpowiadajqcymi sobie siatkami wspot-
rzednych powierzchniowych. Mozemy wéwczas mowi¢ o elementach
i wielkosciach odpowiadajgcych sobie wzajemnie na skutek odwzo-
rowania.

Niech E,F,G i E', F', G’ bedg odpowiadajacymi sobie wielko-
$ciami podstawowymi 1. rzedu na pierwszej i, odpowiednio, na drugiej
powierzchni.

Dowdd twierdzenia bedzie polegal na wykazaniu:

1) ze para siatek ortogonalnych, odpowiadajacych scbie, musi
istnie¢ w ogdle,

2) ze—ijesli odwzorowanie nie jest konforemne—jest tylko jedna.

Wezmy na powierzchni oryginalu dowolny punkt (u, v) i dwie
dowolne linie, lezagce na tej powierzchni, przecinajgce si¢ w tym
punkcie pod katem §. Na powierzchni obrazu, obranemu punktowi
odpowiada punkt-obraz o tych samych (wobec wprowadzenia funkcyj
odwzorowawczych do réwnan powierzchni II) parametrach (u, v),
w swoim ukladzie wspolrzednych powierzchniowych, a dwém obra-
nym liniom odpowiadajg dwie inne linie obrazowe, przecinajace
sie w punkcie, bedgcym obrazem pierwszego; niech odpowiada-
jacy kat, pod ktérym przecinajg sie te dwie linie obrazowe, bedzie ['.

Z ogo6lnej teorii powierzchni mamy nastepujace wzory na
cosinus kata, jaki tworza dwie dowolne linie na powierzchni, wyzna-
czone kierunkami dv/du i év/du, w ich punkcie przecigcia:

Edudu—+ F(dudv+dviu) +Gdvév
VEdu®+2Fdudv-+-Gdv? .V Edu? 42 Féuov 4 Gov?
na powierzchni I, (24.3)

E'dudu-F(dutv-Fdviu -+ Gdviv
VE du+2F dudvLGdvi. Fow+2Fouiv Gov

na powierzchni Il

cos B =

ces B'==
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Fakt, ze katy B i ' sa odpowiadajacymi sobie katami, wyraza sie
tym, ze w obu wzorach wystepuja te same parametry.

Aby siatki na obu powierzchniach mogly byé¢ ortogonalne
i jedna byla obrazem drugiej, trzeba zbada¢ czy jest mozliwe, aby
jednoczeénie B = =/2 i B’ = =/2, i jakie to spowoduje wymagania,
oraz czy te wymagania moga by¢ spelnione, i kiedy ewentualnie?

A wiec mamy zbada¢, czy jest mozliwe, aby cos 3 =cosf'=0.
Aby tak bytlo, trzeba zeby réwnoczesnie oba liczniki w powyzszych
wyrazeniach byly zerami. (Mianowniki sg oczywiscie rézne od zera,
sq bowiem pierwiastkami kwadratowymi z formy kwadratowej zawsze
dodatniej).

Stad:

Edudu-+ F(dudv-+dviu +Gdviv=0,

E'dudu-+ F(duév-+dviu +Gdviv=0,

(24.4)

albo, dzielac oba réwnania przez dudu i oznaczajagc pochodne
dv/éu i dv/du przez k, i k,, otrzymamy:

E +F (k1+k2)+lek2=0,
E'+ F'(kl -I_.kg) +G'k1k2 =0,

ukiad dwoch réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu a drugiego
stopnia, z dwiema niewiadomymi. Pochodne k, i k, wyznaczajg pro-
stopadte do siebie kierunki obu linij, w ich wsp6lnym punkcie prze-
ciecia; dotyczy to zaré6wno powierzchni pierwszej, jak i powierzchni
drugiej. Zadanie sprowadza si¢ do stwierdzenia:

1) czy istnieja wielkosci k, i k,, czynigce zado$¢ tym dwom
warunkom;

2) jesli istnieja, to czy tylko jedna para, czy wigcej?

Co do punktu drugiego, odpowiedz jest natychmiastowa: mamy
uklad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi, jesli wiec ten uklad
rownan w ogdéle posiada rozwigzania rzeczywiste na k; i k,, to
posiada ich tylko jedno. A wiec ta cze$¢ twierdzenia (w zalozeniu,
ze odwzorowanie nie jest konforemne) jest dowiedziona.

Ale czy rozwiazania k, i k, w ogole istnieja? Okazemy, ze dla
powyzszego ukladu réwnan istniejg zawsze rozwigzania, to znaczy, ze
ten uklad rownan rézniczkowych ma zawsze rzeczywiste rozwigzania.

W tym celu dwa te réwnania, drugiego stopnia o dwdch nie-
wiadomych, wobec wystepowania w nich sumy i iloczynu niewia-
domych, mozemy przeksztalci¢ na jedno rownanie drugiego stopnia,
o jednej niewiadomej k i o tych samych pierwiastkach k; i k..

(24.5)
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Rozwigzujagc powyzszy uklad réwnan wzgledem (k, + k,) i (k; k),
jako uklad réwnan liniowych, otrzymamy:

—E,G
— PG E'G—EG
e 7 R o S S
11k ‘ F,G e s 0%
F, G
(24.6)
!P,——E
F,—E EF —E'F E FEG—EG
k1k3= —— _— e ———
‘F.G FG — P'G G GFG—FG
PG

Ukladamy teraz réwnanie kwadratowe, ktérego pierwiastkami
beda k, i k;, na mocy ich sumy i iloczynu:

p_EG—EG, | EF—FEF_, . _dv

PE—FE" " FG—FGE du

czyli (FG —FQG K —(EG—EGQ)k+(EF—EF)=0, (247

Jest to rownanie rozniczkowe 1. rzedu a drugiego stopnia, o jednej
niewiadomej k, ré6wnowazne poprzedniemu ukladowi dwéch rownan
drugiego stopnia, o dwoch niewiadomych k i k.

Chodzi teraz o to, czy réwnanie to posiada zawsze rzeczywiste
rozwigzania k; i k,.

Zauwazmy najpierw, ze réwnanie spelnia si¢ identycznie,
to znaczy dla wszystkich mozliwych par kierunkéw prostopadtych
(dla kazdego k), jesli wszystkie trzy wyrazy, wystepujagce w tym
roOwnaniu, s roéwne zeru:

FG —FG=0, EG—EG =0, EF—FE=0,

co prowadzi do warunku:

E_F_G

E F G
wyrazajgcego konforemnos$¢ odwzorowania; w odwzorowaniu konfo-
remnym jednej powierzchni na druga mamy przeto nieskorniczenie wiele
par siatek ortogonalnych, odpowiadajgcych sobie: kazda dowelna para
kierunkow prostopadiych odtwarza sie rowniez jako para kierunkow

prostopadtych. (Wynika to zreszta takie i z warunku zachowania
katéow w takim odwzorowaniu).
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Okazemy jednak, ze takze wtedy, gdy odwzorowanie nie jest
konforemne i proporcjonalnoé¢ wielkosci podstawowych nie za-
chodzi, réwnanie kwadratowe na k ma zawsze rzeczywiste rozwia-
zania k, i k;, a wiec istnieje tylko jedna siatka ortogonalna, ma-
jaca jako obraz takze siatke ortogonalna.

W tym celu przejdziemy do jeszcze nieco innego réwnania:
napiszemy rownanie kwadratowe, ktorego pierwiastki z, i z, beda
o F/G wigksze od pierwiastkéw k, i k,, poprzedniego réwnania
kwadratowego:

gy =(k 1 F .,.._._'f_): Vil
(z, -+ zo) \Il i G)—}-— (k_ f G (ky + k) - i
EG—EG 2F

2,2, = (k. ER F) (k 2)— ke () + (—g) -

z(_.__E.__fi.E'Gr.EGi_)+(F E'G‘T"E.G.'.) ! (£)2=
G G FG —FG L3

G FG —FG G
__£+F_2__£(§—F2 gan Tg.;
G ' @ G G

dla krotkosci oznaczylismy:

Z, + 2z, = C oraz z,z._,=——-T—‘,-
G..
C jest liczbg rzeczywista, stala, niezalezna od k, gdy pozostajemy
w jednym punkcie powierzchni (to jest dajemy liczbom u i v stale
wartosci); wielkosci T = EG — F? jest, jak wiemy, zawsze dodatnia.
Roéwnanie kwadratowe dla z bedzie wicc:

a to réwnanie posiada zawsze rzeczywiste pierwiastki:

C [ e
Zy,e = — "k Ty "!' '
i 2 4 G?

poniewaz pod znakiem pierwiastka wystepuje suma kwadratéw
dwoch liczb rzeczywistych, a wigc liczba dodatniai pierwiastki réwe
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nania kwadratowego na z nie mogg by¢ nigdy zespolone. Zatem
réwniez i pierwiastki k, i k., ktore sa o F/G mniejsze od pierwiast-
kéw z, i z,, bedg tez rzeczywiste:

2 T
k],2=z|'2'——f—'=——c—i C ,T_.____'F_.
G 2 4 G* G

W ten sposéb pierwsze twierdzenie Tissot'a o siatkach orto-
gonalnych jest zupeilnie udowodnione. Istnieje wiegc, albo tylko
jedna jedyna para siatek ortogonalnych, odpowiadajacych sobie
w relacji odwzorowawczej dwoch powierzchni, albo takich par
jest nieskonczenie wiele; ten ostatni przypadek ma miejsce tylko
w odwzorowaniach konforemnych.

August Tissot podal swoje twierdzenie o siatkach ortogonalnych w Nouvelles
Annales Mathématiques, 2-e Série, t. XVII, 1878, w memuarze, ktéry poézniej, wraz
z innymi badaniami, wlgczyl do ogdlnego dzieta Mémoire sur la Représentation des
Surfaces et les Projections des Cartes Géographiques, Paris 1881. Tissot nie podat
analitycznego dowodu swego twierdzenia, lecz tylko pogladowy dowod geome-
tryczny.

Podamy tu, idac za Tissot'em, ten pogladowy dowdd tego zasadniczego
twierdzenia (wedtug Dr. A, Lomnickiego, Kart. Matem.), Niechaj na Rys. 2, liniom I, i,

Rys. 2

(posiadajgcym w punkcie P okreslone styczne), przecinajgcym sig pod katem prostym
na jednej powierzchni, odpowiadajg linie 1," i 1, (takZe posiadajace okreslone
styczne) na drugiej, przecinajgce sie¢ pod katem ostrym B, z jednej strony,
a rozwartym $,'—z drugiej. Wezmy pod uwage styczne AB, CD i A'B', C'D" do
tych linij. Obracajmy teraz uklad A BCD okolo punktu P o 90° az kat B, przejdzie
w polozenie BC. W odwzorowaniu kat 8," przechodzi w kat 8,', zmicnia si¢ wiec
z ostrego na rozwarty. Wskutek cigglosci odwzorowania musi wiec istnie¢ takie
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posrednie potozenie ukladu ABCD, nazwijmy je A, B, C, D,, ze w odwzorowaniu
odpowie mu réowniez uklad prostokatny A;" B, C," D,’, tj. ze kat prosty A, PC,.
zamienia sie¢ tez na prosty A,'P'C,. Rozumowanie to stosuje si¢ do kazdego
punktu powierzchni. Posuwajac sie po powierzchniach w tych dwu prostopadiych
do siebie kierunkach i wynajdujac po drodze ciagle, znowuz odpowiadajace sobie
kierunki prostopadle, powleczemy obydwie powierzchnie siatkami ortogonalnymi,
odpowiadajacymi sobie w odwzorowaniu. Zmieniajagc we wszelki mozliwy sposéb,
z zachowaniem ciaglosci, kolejne nastepstwo krzywych, kazdej z dwu rodzin na obu
powierzchniach, otrzymamy dwie siatki nieskonczenie wielu linij, z ktérych kazida
rozklada swoja powierzchnie na czgsteczkowe prostokqty, odpowiadajgce sobie,
i rozklad ten jest jedynym posiadajacym te wlasno$¢ w rozwazanym (niekonforemnym)
odwzorowaniu.

Tissot w swym pogladowym, geometrycznym dowodzie zaklada, ze odwzorowanie
posiada wlasnos¢ ciaglosci i Ze dwukierunek przechodzi na dwukierunek; moga
jednak zdarzy¢ sie¢ w pewnych osobliwych punktach powierzchni wyjatki od tej
reguly, wowczas twierdzenie dla tych wyjatkowych punktéw zawodzi.

b) Krzywe gléwne odwzorowania.

Ta jedyna para siatek ortogonalnych, istniejgca w kazdym
dowolnym (niekonforemnym) regularnym odwzorowaniu dwdch
dowolnych regularnych powierzchni na siebie, nazywa sie siatkq
krzywych giéwnych. Oczywiscie mamy siatke krzywych gléwnych
na powierzchni oryginatu i siatke krzywych gtéwnych na powierzchni
obrazu, obie ortogonalne, i jedna odpowiada drugiej (jest jej obrazem)
w relacji odwzorowawczej.

W odwzorowaniach konforemnych nie ma siatki krzywych
gléwnych; skoro kazda siatka ortogonalna przechodzi réwniez
w ortogonalng, nie ma powodu do wyrdznienia ktdrej$ z nich.
To samo ma miejsce w odwzorowaniu izometrycznym i w podo-
bienistwie; oba te odwzorowania moga by¢ uwazane za szczegdélne
przypadki konforemnosci.

Fakt istnienia i znajomos$¢ siatki krzywych gtéwnych w kazdym
(niekonforemnym) odwzorowaniu nieizometrycznym, dla kazdych
dwéch powierzchni, sa bardzo cenne i — jak sie okaze w nastgp-
stwie — bardzo wazne.

Cennos$¢ siatki krzywych gléwnych polega na tym, ze mozemy
ja wykorzysta¢, przyjmujgc ja za siatke parametrowg na obu po-
wierzchniach, dzigki czemu uzyskamy znaczne korzysci i uproszcze-
nia; dla takich wspélrzednych powierzchniowych mamy bowiem

rownoczesnie:
F=0 i F=0.

Czesto sie zdarza, ze siatka geograficzna powierzchni obrotowej jest, dla
pewnych odwzorowan (niekonforemnych) na plaszczyzne, siatka krzywych gléwnych,
na ogoét jednak tak nie jest. W odwzorowaniach konforemnych siatka geograficzna od-
twarza sie zawsze w siatke ortogonalng, ale wtedy traci sens pojecie krzywych gtéwnych.
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Waznoé¢ siatki krzywych gléwnych polega na jej zwigzku
ze znieksztalceniami metrycznymi, o czym bedzie mowa w Nr. 27, c.

Na podstawie pierwszego twierdzenia Tissot'a, mozemy napisaé
réwnanie rézniczkowe siatki krzywych giéwnych:

(FG — F'G) (‘—11’-)2-—(5'6—-5(;') v | EF—EF=o,
du du

lub (24.8)
dudv e 1

EF —ERdt - GF—GF)dv EG—EG

I

lub wreszcie, w formie wyznacznikowej, latwej do zapamigtania:

dv? —dudv, du® |
E, E; G |=0.
E, E' G |

Jest to rownanie rozniczkowe zwyczajne 1. rzedu a drugiego
stopnia. Wyrazenia (FG'—F'G), (E'G —EQG)), (EF — E'F) sa na 0g61
funkcjami obu parametréw u, v, znanymi, gdy dane sa obie po-
wierzchnie i para funkcji odwzorowawczych.

We wspoélrzednych powierzchniowych u, v na powierzchni
oryginalu, rOwnanie to jest réwnaniem siatki krzywych gléwnych
na powierzchni oryginatu. We wspoéhrzednych powierzchniowych
u, v na powierzchni obrazu, to samo réwnanie jest r6wnaniem siatki
krzywych gltéwnych na powierzchni obrazu. Dla obu powierzchni
réwnanie siatki krzywych gtéwnych jest to samo, lecz znaczenie
wspolrzednych powierzchniowych u, v jest inne.

Rozwigzaniem takiego réwnania sa, jak wiadomo, dwie rodziny
funkcyij:

Ve F 1 (ll, ct) '

V= Fg (u, Cg)-

Wstawiajgc te wartosci v w parametrowe réwnania obu powierzchni,
otrzymamy na nich po dwie rodziny linii krzywych ortogonalnych,
odpowiadajgcych sobie wzajemnie przy odwzorowaniu. Bedg to
krzywe gloéwne.

Z tych dwodch réwnad moznaby obliczy¢ u i v, jako funkcje
dwoéch zmiennych C,, C;, a mianowicie:

u=7y,(C;, Cy),
v == (Cs, Cy),
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a podstawiwszy te u i v w réwnania obu powierzchni, otrzymali-
bysSmy nowe parametrowe przedstawienie tych powierzchni, za po-
mocg parametrow C; i C,. W tym nowym przedstawieniu, siatki
linii parametrowych bylyby juz ortogonalne na jednej i na drugiej
powierzchni. W ten sposoéb krzywe gléwne bylyby przyjete za siatki
parametrowe,

Jesli na powierzchni oryginatu siatka parametrowa jest orto-
gonalna, wowczas F =0 i réwnanie rézniczkowe siatki krzywych
gléwnych uprosci sie do postaci:

. dpdy ... o
Edu® — Gdv? E'G—EG

Jesli nadto FF=0 i (EG—EG)==0 (to znaczy E' :E==G:G),
réwnanie powyzsze bedzie spelnione dla du==0, czyli dla u = const.;
idladv=0, czyli dla v= const. W ten spos6b, gdy ortogonalna
siatka parametrowa na powierzchni oryginalu, odtwarza sie jako
ortogonalna siatka parametrowa na powierzchni obrazu, to jest ona
siatkg krzywych giéwnych. Gdy FF=01i (E'G— EG') = 0, siatka
krzywych gléwnych staje sie nieokreslona; w tym przypadku istnieje
nieskonczenie wiele par siatek ortogonainych odpowiadajacych sobie,
a odwzorowanie jest konforemne.

Roéwnanie rézniczkowe siatki krzywych glownych moze byé
tez uzyskane na innej drodze, co podane jest w Przypisie 3.

c) Kierunki gltéowne.

Przez kazdy punkt na powierzchni oryginatu przechodza dwie
linie krzywe, lezgce na tej powierzchni, przecinajace sie¢ pod katem
prostym i bedace dwiema krzywymi gléwnymi, nalezgcymi do obra-
nego punktu. To samo ma miejsce w odpowiednim punkcie na
powierzchni obrazu.

Linie proste, styczne do krzywych gtéwnych w dowolnym punkcie
powierzchni oryginstu, zwiemy stycznymi giéwnymi, a ich kierun-
ki — kierunkami giéwnymi na powierzchni oryginalu w tym punkcie.

Podobnie, linie proste styczne do krzywych gléwnych w do-
wolnym punkcie powierzchni obrazu, zwiemy stycznymi giéwnymi,
a ich kierunki — kierunkami giéwnymi na powierzchni obrazu w tym
punkcie.

Styczne giéwne i kierunki glowne sy prostopadie do siebie,
co wynika z ortogonalnosci siatki krzywych giéwnych.

Je$li para rozwazanych punktéw jest odpowiadajgca sobie
w relacji odwzorowawczej, to pary stycznych gtdwnych i pary kie-
runkéw giownych sq réwniez parami odpowiadajgcymi sobie.
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Kierunki gléwne w dowolnym punkcie powierzchni oryginalu,
badz obrazu, mozemy wyznaczy¢ w nastepujacy sposob.
Z ukladu dwdéch réownan o dwoéch niewiadomych:

E-+F(k +k)+ Gk k;=0,
E-+F(k +k)+Gk k;=0,

obliczamy liczby k, i k,i podstawiajac znalezione wartosci do wzoru
na kat kierunkowy:

=V EG— F?
tgo—=) EG—F E+KF
otrzymamy dwa Zadane dwukierunki prostopadie do siebie, %, i a,,
w rozwazanym punkcie na powierzchni oryginatu; podobnie, podsta-
wiajgc te same wartosci k, i k, do wzoru na kat kierunkowy:

i n T B S
tge' =VEG —F ELEF'
otrzymamy odpowiadajgce im dwa dwukierunki, «,"1i a,’, ktére sg
rowniez prostopadle do siebie, w odpowiednim punkcie na po-
wierzchni obrazu.

Mozna tez wyznaczy¢ kierunki gléwne z jednego kwadratowego
réwnania rozniczkowego siatki krzywych gtéwnych:

(FG'—F G)dv*— (EG — EG)dudv -+ (EF —E'F) du’ =0,
czyli
(FG —FGK —(EG—EG)k-+(EF —EF) =0,

w ktéorym k =dv/du.
Rozwigzujac to rownanie kwadratowe, otrzymujemy:

k  _EG—EG)+tV(EG—EGF —4(FG —FG)(EF —E'E),
. 2(FG' — F'G)

z tych za$ wartosci k, i k, obliczamy katy kierunkowe kierunkéw

gléwnych na obu powierzchniach, w sposéb wyzej wskazany.



ROZDZIAL V
TEORIA SKALI

25. Skala i podzialka
a) Definicja skali.

Wezmy pod uwage stosunek elementu liniowego dS na po-
wierzchni obrazu do odpowiadajacego mu elementu liniowego ds na
powierzchni oryginatu i oznaczmy go literg m:

dsS
m=—,
ds

Liczbe m, zawsze dodatniq, wyrazajqcq stosunek korespondujgcych
elementéw liniowych, obrazu do oryginalu, nazywamy skalq.

W literaturze naukowej spotykamy rozmaita terminologie odnosnie sto-
sunku d S/ds:

— W jezyku angielskim: scale (skala), linear magnification (powiekszenie
liniowe), extention ratio (stosunek rozciaglosci, stosunek wydtuzenia);

— w jezyku francuskim: rapport de longueurs (stosunek dtugosci), rapport de
similitude (stosunek podobienstwa; tylko w odwzorowaniach konforemnych);

— w jezyku niemieckim: Vergrisserungsverhiilinis (stosunek powickszenia),
Lingenverhiltnis (stosunek diugosci), lineare Modul (modut liniowy);

— w jezyku rosyjskim: massztab linij (skala linij), liniejnyj massztab (skala
liniowa), massztab (skala).

Najwlasciwszg wydaje si¢ nazwa skala i t¢ nazwe zachowamy na oznaczenie
tego stosunku.

b) Skala, jako funkcja wielu zmiennych.

Skala m jest na ogét funkcjg zmiennych parametrowych u, viich
rézniczek du, dv. Wynika to stad, Ze elementy liniowe dS i ds sg
funkcjami tych wielkosci. Fakt, ze skala jest funkcjg tych zmiennych
bedziemy uwidaczniali wyraznie, piszac:

m (u,v, du, dv) = 25 .
ds
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Zwazywszy, ze para zmiennych parametrowych (u, v) wyznacza
punkt na powierzchni I i punkt-obraz na powierzchni II, oraz ze
rozniczki du, dv wyznaczaja, albo kat kierunkowy o rozwazanego
elementu ds na powierzchni oryginalu, albo tez kat kierunkowy o'
odpowiadajgcego mu elementu liniowego d S na powierzchni obrazu,
w rozwazanym punkcie, mozemy réwniez napisac:

m(U-Vra)=m(u,v,a’)=_q§.
ds

Skala jest na ogdt funkcjq trzech zmiennych: punktu (u,v) po-
wierzchni i kierunku « albo @' rozwazanego elementu liniowego ds
albo d S, odpowiednio. W szczegdlnych przypadkach skala moze by¢
funkcjg dwoch tylko, lub nawet jednej zmiennej, w rozmaitych
kombinacjach trzech wielkos$ci u, v, « albo u, v, '. Wreszcie moze
by¢ wielko$cig staly, co ma miejsce w podobienstwie; w szczegdl-
noéci ta stala moze by¢ réwna jednoSci, co ma miejsce w izo-
metrii.

W odwzorowaniach konforemnych skala, jak widzieliSmy wNTr. 18a,
jest funkcjq tylko punktu i jest niezalezna od kierunku, to znaczy
od rozniczek du, dv. Warunek konforemnosci E':E=F :F=G :G
eliminuje bowiem te rézniczki w stosunku dS/ds, i skala staje sig
funkcjg tylko punktu, to jest dwoch zmiennych parametrowych u, v,
lub ewentualnie jednej z nich:

mu,v), m@, m({).

W odwzorowaniach niekonforemnych skala bedzie na ogét zale-
zala od punktu i od kierunku, to jest od trzech zmiennychi przy czym
mozemy mieé¢ rowniez zalezno$¢ od dwoch lub jednej zmiennej pa-
rametrowej, a nawet tylko od samego kierunku:

m(ulvlg')l m(u,ﬁl), m(vlg‘)' m(l);
oraz
m(u,V,G-'), m(U.“'), m(V,a'), m(d').

Przypadek, gdy skala m jest funkcjg samego tylko kierunku
i nie zalezy od punktu (od miejsca na powierzchni), moze mie¢
miejsce dla takich powierzchni, takich zmiennych parametrowych,
i takich odwzorowan, dla ktérych wielkosci podstawowe E, F, G
i E'\F',G sa wszystkie wielko$ciammi statymi, albo iloczynami
wielkosci statych przez tg sama funkcje parametréw u, vi np. w od-
wzorowanju plaszczyzny na plaszczyzng za pomocs pokrewienstwa.
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c) Skala giowna, skala poszczegdlna.

Zasadniczo, w teorii odwzorowan bedziemy rozwazali odwzo-
rowania jednej powierzchni na druga, wykonywane w wielkosci
naturalnej, a wigec w skali gléwnej 1:1. Wowczas wielko$é m,
funkcja na ogét trzech zmiennych, moze by¢ bardziej dobitnie na-
zwana skalq poszczegdlng. Bedzie to liczba zblizona na ogét do jed-
nosci (w rejonach uzytkownych odwzorowania), raz wieksza, raz
mniejsza od jednosci, zaleznie od tego, czy obrazowy element
liniowy dS jest wigkszy, czy tez mniejszy od swego oryginalu ds.

W odwzorowaniach konforemnych mozna skale poszczegdlng
nazywaé takze skalq lokalng, lub miejscowq, poniewaz zalezy ona
tylko od miejsca na powierzchni.

Jesli przed dokonaniem odwzorowania, powierzchnig¢ oryginatu
pomniejszymy w pewnym stalym stosunku 1/N (odwzorowanie przez
podobienistwo), to liczbe 1/N nazywamy skalq giéwng. Dokonujac
odwzorowania tak pomniejszonej powierzchni oryginalu na druga
powierzchnig, w skali 1:1, otrzymujemy skale poszczegélnag m, lecz
wzgledem pierwotnej powierzchni oryginalu, niepomniejszonej —
skale poszczegdlng (m. 1/N), liczbe raz nieco wigksza, inny raz
nieco mniejsza od liczby 1/N (skali gtéwnej), zaleznie od zmian skali m.

Mamy wigc nastepujace pojecia:

skala giowna: m,=1/N,

skala poszczegdélna: m'=m.my,=m. 1/N;
w szczegolnosci gdy 1/N =1, skala gléwna m, jest 1:1, skala
poszczegdlna m' jest réwna m.

d) Znieizsztatcenie liniowe.

Skala m, zawsze dodatnia i w uzytkownych rejonach od-
wzorowania bliska jednosdci, moze by¢ mniejsza lub wigksza od
jednosci. Odchylke skali m od jednosci, kiéra moze byé liczbq
wigkszq albo mniejszq od zera (powiekszenie, pomniejszenie), albo
réwnq zeru, nazywamy znieksztalceniem liniowym elementarnym (lub
znieksztalceniem elementu liniowego d S, iub tez bledem skali):

dS —
=95 _ . dS—ds
ds ds
Wielko$¢ te¢ mozna réwniez wyrazi¢ w procentach albo w pro-

miilach:

(m— 1).100°% lub gode 100%, i
ds
—— ds—ds
(m — 1) . 1000% lub — 1000%55 .
S
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Jesli skala gltéwna jest 1:1, biad skali, czyli znieksztalcenie
elementarne dtugosci, jest (m — 1); jesli skala gléwna jest m,,
czyli 1/N, wowczas skala poszczegélna jest m':

1
'=m.m0=m(1/N)=g£--~v
ds N
i znieksztalcenie liniowe elementarne jest:

(% — 1), czyli, jak poprzednio, (m —1).
0

W literaturze naukowej spotykamy nastepujaca terminologie:

— w jezyku angielskim: scale error (blad skali), linear distortion (dystorsja
liniowa);

— w jezyku francuskim: déformations de longueurs (deformacje dlugosci: ten
termin wydaje si¢ mniej udany, gdyz pod pojeciem deformacji rozumiemy zwykle
zmiane formy bez zmiany metryki), altérations de longueurs (zmiany diugosci);

— w jezyku niemieckim: Lingenverzerrung (znieksztalcenie diugosci);

— w jezyku rosyjskim: iskazenije dlin (znieksztalcenie dlugosci), iskazenije
linij (znieksztalcenie linij).

Niekiedy mozna spotka¢ odmienng nieco terminologie pojeciowa, mianowicie
wielko$¢ m = d S/d s jest czesto nazywana znieksztalceniem liniowym. Wydaje sie
sluszniejsze wielkos¢ m nazywac skalq, zas jej odchylke od jednosci nazywaé
znieksztalceniem. Te¢ odmienng pojeciowq terminologie spotykamy, miedzy innymi,
i w literaturze polskiej: A. komnicki, Kartografia matematyczna, 1927.

e) Definicja podzialki’).

W jezyku polskim rozporzadzamy jeszcze pojeciem podziatki.
Podziatkq nazywamy graficzne przedstawienie skali. Skala jest zawsze
liczbg, lub na ogdt funkcjqi podziatka jest wykresem tej liczby lub
funkcji (poréwnaj: réwnanie kota i kolo). Nie nalezy miesza¢ obu
tych poje¢: skali i podzialki, albo uwaza¢ je za identyczne. Powie-
dzenie: ,podziatka 1:100000" nie ma sensu; poprawnie mozna tylko
powiedzie¢: ,skala 1:100000". Ale zupelnie poprawng jest forma:
wpodziatka dla skali 1:100000".

Skonstruowanie podzialki jest fatwe dla skali gltownej, jako
stalej; obierajac podstawe podziatki, w postaci dowolnego odcinka
prostej, mozemy wykreéli¢ prostoliniowg podziatkg. Oczywiscie dla
jednej i tej samej skali glownej (lub w ogdle stalej) mozemy
skonstruowaé mndstwo podzialek, stosownie do obioru odcinka
podstawowego podzialki.

) Fr. Biernacki, kpt. WIG. Terminologia w tecrii rzutéw kartograficznych,
Wiadomosci Stuiby Geograficznej, Zeszyt 1/1927.
Fr. Biernacki, mjr. korp. geogr. Skala i podziatka, Wiad. St. Geogr. Zeszyt 1/1938.
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Skonstruowanie podziatki dla skali poszczegélnej jest sprawag
znacznie trudniejszg, z powodu zmiennosci tej skali; mamy wtedy
zadanie wykresu funkcji i, zaleznie od charakteru tej funkcji,
a zwlaszcza od ilosci zmiennych, wykres podziatki (lub w ogéle jej
konstrukcja graficzna) moze by¢ mniej lub wiecej skomplikowany(a).
W najprostszych przypadkach, gdy skala poszczegédlna jest funkcja
jednej tylko zmiennej, wykres podzialki nie przedstawia specjalnej
trudnosci i czesto mozna spotka¢ krzywoliniowq podziatke zlozong
na arkuszach mapy w odwzorowaniu konforemnym (np. Mercatora
lub stozkowym Lamberta, w ktérych skala jest funkcja tylko szero-
kosci geograficznej).

26. Skala, jako funkcja kata kierunkowego
na powierzchni oryginatu | na powierzchni obrazu
a) Wywo6d wzoru.,
Wazne jest analityczne wyrazenie, przedstawiajgce skale m

albo znieksztalcenie liniowe elementarne (m — 1) elementu liniowego
dS na powierzchni obrazu, w postaci funkcji wyraznej

kata kierunkowego o elementu
liniowego ds na powierzchni
oryginatu.

kata kierunkowego «' elementu
liniowego dS na powierzchni
obrazu.

Rozwazanie dotyczy oczywiscie dowolnego, lecz pojedynczego

punktu (u,v) na powierzchni
oryginatu.

Z definicji wielko$ci m mamy:
E'du*+ 2F'dudv + G'dv?

obrazu.

i (£)=
ds

Edu*+ 2Fdudv + Gdv?
E'+2F(dv/du) 4+ G'(dv/du)}

E -+ 2F (dv/du) + G (dv/du)®

Aby wprowadzi¢ kat kie-
runkowy «, rozwazanego ele-
mentu liniowego ds na po-
wierzchni oryginatu, nalezy po-
chodng dv/du wyrazi¢ w za-
leznosci od tego kata. Wedlug
ogoélnej teorii powierzchni
dv Etga
——=k = 5
du VEG—F —Ftga

I'. Biernack{, Teorla Odwzorowas

Aby wprowadzi¢ kat kie-
runkowy ', rozwazanego ele-
mentu liniowego dS na po-
wierzchni obrazu, nalezy po-
chodng dv/du wyrazi¢ w za-
leznosci od tego kata. Wedlug
ogdlnej teorii powierzchni
dv E'tga

— k — .
du VEG—F?—Ftga
3
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Podstawiajgc te wartos¢ do row-
nania na m? otrzymamy:

Podstawiajac te wartos¢ do row-
nania na m®, otrzymamy:

m*(u, v, o) = m?(u, v, o) =
Etga E'tg o |
E'+2F E+42F +
o + []/EG = tha] []/EG——F‘ Ftge
Etga | [ E'tg o' |
E +2F E+2F ....... -+
i []/EG——F“’ tha] V EG—F*F'tge']
- Etgo , E'tga' 12
+:G +G [
lI/EG—Fz—tha] _]/EG—~F3—tha_
Etga  E'tga s
 VEG—F— Ftga , VEG —F®—Ftgo]
Po wykonaniu rachunku, otrzymamy nastepujgcy rezultat:
E' 1 E
m® (u, v, @) = —cos’a -} ——— = —cos?a’
( ) E m(u,v, o) E T
F'E—FE' FE' —F'E
— sin 2« ——F—————sin2a
(3 EVEG P T EVEG —F* T
- 2 ‘ o e "
L EP—2FFELGE G, | | EFP—2FFE+GE® 4, .
E(EG— P E'(EG — F®)
czyli czyli
2 1
m’(u, v, o) = ——=
m® (u,v, o)
= Pcos’a -} Qsin2a- Rsin®«, =P'cos®’ 2’} Q'sin 22"} R'sin® o',

gdzie dla krotkosci wprowadzi-
liSmy oznaczenia:

p=l, Qe B EE
E EVEG — F
fiy - EP—OFPEA-GE
E(EG — F?)

gdzie dla krotkosci wprowadzi-
liSmy oznaczenia:

E BE=FE
P == — e e e ———
E E'VEG —F?
R — EF*—2FFE -+ GE®
E'(E'G — F?)

W ten sposéb wyraziliSmy skale dla elementéw liniowych dsidS,
odpowiadajacych sobie na obu powierzchniach, w postaci funkcji
wyraznej kata kierunkowego « elementu ds na powierzchni orygi-
natu, albo kata kierunkowego ¢’ elementu d S na powierzchni obrazu.
Wielkosci E, F, G i E', F', G, dotyczace pierwszej i drugiej po-
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wierzchni, a takze wielkoéci P, Q, R; P', Q', R' z nich utworzone,
sa funkcjami punktu powierzchni; w okreslonym punkcie (u,v) sa

wszystkie wielkoSciami stalymi.

b) Whniosek 1. Réwnos¢ skal na dwukierunku.

Na kazdym dwukierunku
w dowolnym punkcie powierzch-
ni oryginatu, skale w obu zwro-
tach sq sobie réwne.

W dowolnym punkcie po-
wierzchni oryginalu wezmy do-
wolny dwukierunek, wyzna-
czony katami kierunkowymi «
iz—toa.

Na podstawie wzoru na
skale, mamy:

m?(u,v, o) =

= Pcos’a -} Qsin2a -+ Rsin’a
m*(u, v, =+ a) =P cos®(x o) -

~+Qsin 2(x 4 o) + Rsin®*(x -} o),
skad, jak latwo widziec,
mu,v,2) =m(u,v,= 4 ).

W ten sposob, w kierun-
kach réznigcych sie o 180° na
powierzchni oryginalu, skale sa
jednakowe; w szczegdlnosci bedg
jednakowe dla katow kierunko-
wych 0 i ®, oraz ©/2 i 3%/2.

Na kazdym dwukierunku
w dowolnym punkcie powierzch-
ni obrazu, skale w obu zwrotach
sq sobie rowne.

W dowolnym punkcie po-
wierzchni obrazu wezmy do-
wolny dwukierunek, wyzna-
czony katami kierunkowymi o'
in4o,

Na podstawie wzoru na
skale, mamy:

1

m(u, v, @)
= P'cos’ o'+ Q" sin 2 &'} R'sin?a’
L P'cos?(r+a')-

m?(u,v,*+o’)

+Q'sin2(x-}a’) -} R'sin?(x 4 '),

skad, jak latwo widzieé,
m(u,v,«)=m(u,v, = o)

W ten sposéb, w kierun-
kach réznigcych sie o 180° na
powierzchni obrazu, skale sg
jednakowe; w szczego6lnosci row-
nos¢ ta zachodzi dla kierunkow
01i=, oraz ©/2 i 3%/2.

c) Whniosek 2. Niezmiennik skali.

Suma kwadratéw skal dla
dwdch dowolnych, prostopadtych
do siebie kierunkéw na po-
wierzchni oryginalu jest wiel-
kosciq stalq w rozwazanym
punkcie powierzchni.

W dowolnym punkcie (u, v)
powierzchni oryginatu, wezmy
dwa dowolne, prostopadie do

Suma kwadratéw odwrot-
nosci skal dla dwéch dowolnych,
prostopadlych do siebie kierun-
kéw na powierzchni obrazu jest
wielkosciq stalq w rozwazanym
punkcie powierzchni.

W dowolnym punkcie (u, v)
powierzchni obrazu, wezmy dwa
dowolne, prostopadie do siebie
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siebie kierunki, wyznaczone kg-
tami kierunkowymi @ i ®/2-«.
Wowczas mamy:

m’u,v,o) =
= Pcos’a -+ Qsin2a -}- Rsin®*«

m?(u, v, ®/2+2)=P cos®(%/2+a) -
+Qsin2(x/2+0)+ Rsin®(7/2+ 2)
m* (u, v, %/2 +a)=P(—sina)’ +

-+ Q(—sin24)+ R (+ cos 4)*,
skad

m?(u,v,%) -+ m*(u,v, %2 -2 =

=P-+R.

kierunki, wyznaczone katami
kierunkowymi &' i =#/2 4 o'
Woéwczas mamy:

1
m® (u, v, )
=P'cos’a’-+Q’'sin 2 &' R'sin*a’
1 W
— =P'(—sina)? 4

m*(w,v,7/2+%)
+ Q' (— sin 22) 4 R’ (4 cos )3,
skad

1 1

e e _
m* (u,v,%) " m? (u v,'t 2+a)

d) Wniosek 3. Skale wzdtuz linij parametrowych.

Skala m jest funkcja kata
kierunkowego ¢ na powierzchni
oryginalu. Latwo obliczy¢ skale
m dla dwoéch szczegdinych ka-
tow kierunkowych, mianowicie
dla linij parametrowych.

Wzdhuz linii parametro-
wej v, jest « = 0; wzdluz linii
parametrowej u, jest a=0 (kat,
jaki tworzg linie parametrowe
w rozwazanym punkcie po-
wierzchni oryginatu). Uwzgled-
niajgc te wartosci we wzorze
na m® otrzymujemy:

L

E

=Vﬁg

mv=m(u,v.0)=l/ﬁ=

m,=mu,v,9)

Skala m jest funkcja kata
kierunkowego ¢’ na powierzchni
obrazu. katwo obliczy¢ skale m
dla dwodch szczegdlnych katow
kierunkowych, mianowicie dla
linij parametrowych.

Wzdtuz linii parametro-
wej v, jest o' = 0; wzdluz linii
parametrowej u, jest «'=0" (kat,
jaki tworza linie parametrowe
w rozwazanym punkcie po-
wierzchni obrazu). Uwzglednia-
jgac te wartosci we wzorze na
1/m? otrzymujemy:

1 _Jﬂg_-_i,
m? m(u,v,0) T E
m,=m(u,v,0)= E—"

E
L 1 _gﬂ
mS m? (u,v, 9)

—IH(U V'G)_l/“



W ostatnim wzorze nalezy
uwzgledni¢ w rachunku zwigzki:
F
cos @ =——,
VEG
— E2
sin © = B '
EG
sin 20 = 2 sin © cos O
_2FVEG—P
EG

oraz znaczenia dla P,Q, R.
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W  ostatnim wzorze nalezy
uwzgledni¢ w rachunku zwigzki:
COoS @' = —Fi—: ]
VE G’

i B E'G — F*?
sin®' =1 ———,
E'G

sin 20’ = 2 sin ' cos 0’
_2FVEG—F*

BG

oraz znaczenia dla P, Q', R'.

Zar6éwno na powierzchni oryginatu, jak i na powierzchni obrazu,
dla skali wzdtuz linij parametrowych otrzymali$my ten sam rezultat,
co zresztq wynika z faktu, ze jedna siatka parametrowa jest obra-

zem drugiej.

Rezultaty powyzsze mozna tez uzyska¢, prosciej i bezposrednio,

z ogd6lnego wzoru:

e (B PO A R OIS
\ds Edu!+2Fdudv-+Gdv?

zakladajagc w nim dv =0 (v =const.) dla linii parametrowej v, albo
du = 0 (u = const.) dla linii parametrowej u.

Skale wzdluz linij parametrowych wyrazaja sie, prostymi sto-
sunkowo wzorami, za pomocg wielkosci podstawowych 1. rzedu obu
powierzchni. Latwo zatem mozemy obliczyé obie skale dla linij
wspélrzednych powierzchniowych, w dowolnym punkcie powierzchni,
oraz kat linij parametrowych w tym punkcie. Fakt ten jest bardzo
wazny, zwlaszcza dla celéw praktycznych, i bedzie wykorzystany
w Nr. 30.

e) Uproszczenia i wnioski, zwigzane z ortogonalnoscig siatki

parametrowej.

Zalézmy, ze siatka para-
metrowa na powierzchni ory-
ginalu jest ortogonalna, a wiec
F = 0. Obraz tej siatki na dru-
giej powierzchni, przyjety, na
skutek odwzorowania, za siatke
parametrowq na tej powierzchni,

Zalozmy, Ze siatka para-
metrowa na powierzchni obrazu
jest ortogonalna, a wiec F'=0,
Siatka odpowiadajaca jej na po-
wierzchni oryginatu, bedgca siat-
ka parametrowa tej powierzch-
ni, moze by¢ obrana z goéry
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moze by¢ albo ortogonalny, albo
nieortogonalny; czyli albo F'=0,
albo tez F'==0.

1. Niech F=01i F ==0;
siatka parametrowa ortogonalna
na powierzchni oryginalu prze-
chodzi w siatke parametrowa
nieortogonalng na powierzch-
ni obrazu. Wowczas wielkosci
P,Q,Ri P,Q', R przyjma nie-
co prostszg postac:

E’ F’ G
P =—. Q=“’_l R = i
E VEG G
E EF
P =1 Q'= P e
E EVE G —F*
= EF* -+ GE™® )
E'(E'G' — F?)

Odpowiednio do tego, uproszcza
sie tez wzory na skale m:

m? (u, v, ®) == cos® &

by | by

- __E_}i__ - sin 22" -
EVE G — F*
EF?*-} GE*
- EEECE
E'(E'G —F?

sin® o',

|
i

jako ortogonalna albo nieorto-
gonaina; czyli albo F=0, albo
F==0,

1. Niech FF=01i F==0;
siatka parametrowa ortogonalna
na powierzchni drugiej jest obra-
zem siatki parametrowej nie-
ortogonalnej na powierzchni
pierwszej. Woéwczas wielkosci
P,Q,R1iP,Q, R przyjma nie-
co prostsza postac:

P :E—v Q:-— ;/*:'E,,E___ﬂ. '
E EVEG—PF®
_EFP+GE,
E(EG— P
p== —"/—FT' r=2
E V-E'G G

Odpowiednio do tego, uproszcza
sig tez wzory na skale m:

m® (u, v, %) - cos® 2 —
E

E'F
———— i PG
EVEG—PF i3
' r3 LIS »4 ]
E ,F_JF_GJ{_ dinba.
E(EG— F?)

b B
m?(u,v,2) E

F G
+-————-sin2a' 4} — sin®*a’.
VE' G G’

+

2. Niech F=01i F' = 0; siatki parametrowe, odpowiadajace

sobie na obu powierzchniach, sg réwnecze$nie ortogonalne.

Wow-

czas wielkosci P,Q,R i P', @', R uproszcza sig¢ jeszcze bardziej

i przyjma postac:

P=-—E—’ Q=0' R=E-?
E G

p=L qg=0r=E.
E G
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Odpowiednio do tego, uproszcza sie tez wzory na skale m:

E G
m’(u,v,a) =—cos?a —sin?a,
E + G

i SR cos? a' -+ a sin? ',
m?(u,v, o) E' G’

Jesli, dalej, P=R albo P'= R' — mamy konforemno$¢; jesli
zas P==R albo P' == R' — mamy siatke krzywych.giéwnych.

Jezeli wigc siatka ortogonalna przetwarza sie w siatke orto-
gonalng, to moze to sie dzia¢ z dwoch tylko przyczyn: albo wskutek
konforemnos$ci odwzorowania, albo tez wskutek tego, ze mamy do
czynienia z tq jedynq parg siatek ortogonalnych, istniejaca zawsze
w kazdym odwzorowaniu nieizometrycznym i niekonforemnym,
o ktorej méwi pierwsze twierdzenie Tissot'a i ktéra nazwaliémy
krzywymi gtéwnymi.

Konforemno3¢ (albo réwnokatnosé) odwzorowania jednej po-
wierzchni na druga pocigga za soba zawsze ortogonalno$¢ obrazu
siatki pierwotnie ortogonalnej (np. geograficznej). Twierdzenie od-
wrotne nie jest sluszne: z ortogonalno$ci obrazu siatki pierwotnie
ortogonalnej nie musi wynika¢ konforemnos¢ odwzorowania, ale
moze wynika¢ to, ze mamy do czynienia z siatka krzywych gtow-
nych, a to na mocy twierdzenia Tissot'a.

Warunki konforemnoéci odwzorowania, przy uzyciu oznaczen
P, Q, R, wyrazaja sie przeto w postaci:

P=RiQ=0;
mozna latwo okaza¢, ze warunki te sg réwnowazne warunkom
E':E=F :F=G":G. Latwo tez zauwazy¢, ze skala m nie bedzie
zalezna od kierunku « tylko wowczas, gdy P=R i Q =0, a wiec
gdy odwzorowanie jest konforemne ).

') Bezposredni dowod jest nastepujacy. Skala m?= Pcos?a—Qsin2a-}-Rsina
nie bedzie zalezna od kierunku = wowczas, gdy pochodna d m*/d « bedzie tozsamosciowo
rowna zeru. Mamy wobec tego:

d m*
da

= — 2Pcosasina 4 2Qcos2a - 2R sin cos &

= 2Qcos2u — (P— R)sin2a.
Musi wigc by¢ tozsamosciowo (to znaczy dla kazdego «):
2Qcos2a— (P— R)sin2a = 0,

co moze mie¢ miejsce tylko wowczas, gdy P = Ri Q = 0.

Odwrotnie, z warunku P =R i Q = 0, wynika d m*/d 2 = 0. Stad mamy

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i wyslarczajqcym niezaleznoéci skali
od kierunku jest P=R i Q = 0.

Skala moze sie wowczas zmieniac¢ tylko przy przejsciu od jednego punktu do
punktu drugiego.



88
Ten sam wynik otrzyma¢ mozna réwniez z warunkow:
P=RiQ =0,

i wykaza¢, ze s3 one réwnowazne warunkom E':E=F:F=G":G.

f) Wnioski, zwigzane z wielkosciami P, Q, R i P, Q', R'.

1. Zalezno$¢ wielkosci P,Q,R i P, Q. R’. Sze$¢ wielkosci:
P,Q,Ri P,Q, R nie sg wielkosciami niezaleznymi. Miedzy nimi
zachodza, jak latwo sig przekona¢ za pomocg prostego, sprawdza-
jacego rachunku, trzy nastepujace niezalezne zwigzki:

PR—Q)(P'R—Q?%) =1,
P+ R
—T = —pR—@"
PR @

Dzieki temu, wielkosci P', Q', R’ mozemy wyrazi¢ za pomocg wielkosci
P,Q, R (lub odwrotnie), przez rozwigzanie powyzszego ukladu réwnan.
Otrzymamy wtedy:

— Q-z ' R' — -&.Q:__ .
P:(PR— Q@) P(PR— Q@)

P= Q*

1

P
2. Podamy teraz pewne wyrazenia, ktore beda potrzebne w na-

stepstwie i ktore latwo uzyskac przez prosty rachunek algebraiczny:

P_*_R___EG—-ZI"I" -j;G__I:Z' P'+R'=EG —2F F-}—GE'
EG—PF EG —F*
LY o A, - — R2
PR—-Q”:EG—F. p'R'__Qva:E;G—F__,
EG—PF E'G —F?
(wyrazenie zawsze dodatnie); (wyrazenie zawsze dodatnie);
(P+R?—-4(PR— Q) = P+ R)P—4(PR—QY =
= (P-— R+ 40" = (P— R 4 4Q"

Zauwazmy na koniec, ze Q i Q' moga by¢ zerami, tylko rownoczesnie.
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27. Badanie ekstreméw skall
a) Poszukiwanie ekstreméw skali. Pierwsze twierdzenie o ekstre-

mach skali.
Ze wzoru

m?(u,v, o) =
= Pcos®a 4 Qsin2a -} Rsin?«,

widzimy, Ze wraz ze zmiang kata
kierunkowego « elementu linio-
wego ds na powierzchni orygi-
natu, zmienia sie tez i skala m.
Bedziemy rozwazac skale w pew-
nym obranym punkcie (u, v) na
powierzchni oryginatu, traktujac
m jako funkcje jednej zmiennej
o, i zapytujemy o ekstrema tej
funkcji: czy w ogdle istnieja,
kiedy, ile i jakiego rodzaju?

Ze wzoru
W T
m® (u, v, o)
=P'cos’a’'4-Q'sin2a’4 R'sin?a’,

=

widzimy, Ze wraz ze zmiang kata
kierunkowego «' elementu linio-
wego dS na powierzchni obra-
zu, zmienia sie tez i skala m.
Bedziemy rozwazac skale w pew-
nym obranym punkcie (u,v) na
powierzchni obrazu, traktujgc
m jako funkcje jednej zmiennej
@', i zapytujemy o ekstrema tej
funkcji: czy w ogodle istnieja,
kiedy, ile i jakiego rodzaju?

Postepujemy wedtug ogélnych regul analizy matematycznej,
poszukujac tych wartosci kata kierunkowego, dla ktérych znika
pierwsza pochodna funkcji; jest to, jak wiadomo, warunek konieczny

istnienia ekstremum funkcji.
Rozniczkujgc funkcje

m?(u,v, %)
wedlug zmiennej «, otrzymu-
jemy:

2
o2 = P(— 2cos« sina) 4
dao

4+ Q.2cos2a+4 R.2sinacos«,

Rézniczkujac funkcje
.

m? (u, v, «')

wediug zmiennej «', otrzymu-

jemy:

dlt/m® (u, v, #)]
do’

+ Q' .2cos2e 4+ R .2sina’ cos«',

= P'(—2cosa'sina’) -

a przyrownujac te pochodng do zera, otrzymamy warunek konieczny
(i jeszcze nie wystarczajacy) na ekstremum rozwazanej funkcji:

(—P -4 R)sin2a, 4 2Qcos, = 0.

Zauwazmy przede wszyst- !
kim, ze dla P=R i l
rOwnanie to spelnia sie 1den-
tycznie, to znaczy dla kazdego . ‘

(— P+ R)sin2¢a, 4 2Q cos2¢a,’ =0.

Zauwazmy przede wszyst-
kim, ze dla PP=R i Q' =0
rownanie to spehlia si¢ iden-
tycznie, to znaczy dla kazdego «'.
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Woéwcezas nie ma ekstreméw, odwzorowanie zas$ jest, jak wiemy,
konforemne. Formutujemy wigc wniosek: w odwzorowaniu konfo-
remnym nie ma ekstreméw dla skali m; skala nie zalezy wowczas
od kierunku i jest funkcjg tylko punktu: we wszystkich kierunkach
z danego punktu powierzchni skala jest jedaakowa.

Pomijajac ten przypadek, mamy nastepujace rozwigzanie rownania

dm’
dao

= 0

(—P-+R)tg2a. =0,
skad

2Q
P—R

tg2a, =

Katy «., czynigce zado$¢
temu warunkowi, dajg kierunki
na powierzchni oryginatu, w kto-
rych m® moze ewentualnie osig-
ga¢ swe ekstremalne wartoSci.
Takich katéow, w zakresie od
0 do 2%, dla ktorych tg 2« jest
ten sam, mamy czlery:

200 4a), 2(%/2+ =),
2@ +a), 2372+ ),
gdyz:
tgl2(n. 724 a)]=tg2a,
n=10,1,2,3.

dl 1/m?) o
dao'

0:

(—P'+R)tg22' =0,
skad

; 2Q
Uy = =———————
tg2o, o7
Katy «.', czynigce zados¢
temu warunkowi, daja kierunki
na powierzchni obrazu, w kto-
rych 1/m® moze ewentualnie osia-
ga¢ swe ekstremalne wartosci.
Takich katéw, w zakresie od
0 do 2=, dla ktorych tg 2 «.” jest
ten sam, mamy cztery:

20+ ), 2(®/2+ ),
2(x 42, 2@3%/2-42)
gdyz:
tgl2(n. w2+ a)]=tg2a.,
n=20,1,2,3.

Z tych czterech katéw, pierwszy i trzeci oraz drugi i czwarty

sa tylko zmiang kierunkéow o =,

stanowia wiec dwukierunki.

Natomiast katy pierwszy i drugi oraz katy trzeci i cawarty stanowia
dwie pary prostopadlych do siebie kierunkoéow. Wszystkie cztery
katy tworzgq zatem dwa prostopadie do siebie dwukierunki. Mamy
wiec ewentualnie cztery ekstrema funkcji, w rozwazanym punkcie
powierzchni; zwazywszy jednak, (Nr 26 b), ze na kazdym dwukie-
runku skale, w obu zwrotach, sg sobie rowne, sprawa redukuje sie
do dwdch ekstremow,
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Wedlug analizy matematycznej, warunek znikania pierwszej
pochodnej funkcji (jednej zmiennej niezaleznej) dla pewnych war-
tosci zmiennej, nie jest warunkiem wystarczajacym istnienia ekstre-
mow funkcji dla tych wartosci zmiennej. Aby tak bylo, musi jeszcze
druga pochodna funkcji, dla tych wartosci zmiennej, dla ktérych znika
pierwsza pochodna, by¢ réina od zera, a znak drugiej pochodnej

rozstrzyga o rodzaju ekstremum.

Zbadajmy drugq pochodna:

2 3
i"_’l___ [(-—P-LR) sin 2 a. +
do?
+20c052ag]=2(—P+R)cosz O —
—4Qsin22,=cos 22, [2(—P+R)—

-4Qtg2al.

Zbadajmy drugg pochodng:
el d o 5o pisindass
da'? do’
+2Q'cos2,']=2(—P'+R')cos 22, —
—4Q’'sin2%,'=cos22,' [2(-P'+R")—
-4Q tg2a].

Zauwazmy najpierw, ze druga pochodna skali, dla wszystkich
czterech wyzej podanych kierunkéw, na ogol nie jest zerem. Mozemy
si¢ o tym przekona¢ w nastepujgcy sposéb. Druga pochodna dla

kierunkow

tg2a,=—20

P—R

s
(skqd cos 2 ae=l/m =
- ‘/ P — )

(P —R)* —I— 4Q?

przyjmuje wartos¢:
d*m? . / (P —R)?
d a? ] (P—RP44Q?
2(—P+R)—4Q——|=
.[( +R) Qp_n]

L

2 (P—R} .
s = P—R)*}+-4Q%;
P—R (P—R)2+402‘( G
d*m?

d «?

=F2)/ (P—RP+4Q°,

ktéra moze by¢ zerem tylko
w przypadku, gdy P=R i Q=0,
to znaczy w odwzorowaniu kon-
foremnym.

Q.

tg2a =

(skad cos 2 o, =

v

przyjmuje wartosc¢:

(P —RY ) ,
(P'—R)*+4 Q"

(2

—=FY(P—RF+4Q7%
dao'?

ktéra moze by¢ zerem tylko
w przypadku, gdy P'=R'i Q'=0,
to znaczy w odwzorowaniu kon-
foremnym.
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W kazdym innym odwzorowaniu, druga pochodna, dla tych war-
toSci zmiennej niezaleznej, dla ktorych znika pierwsza pochodna, jest
zawsze rézna od zera, wobec czego ekstrema istnieja.

Pozostaje zbada¢ jakiego rodzaju sg te cztery (a wlasciwie dwa,
wziete dwa razy) ekstrema. W tym celu trzeba zbada¢ znak drugiej
pochodnej, dla znalezionych czterech wartosci kata kierunkowego.

Wyrazenie w nawiasie, przy drugiej pachodnej, dla wszystkich
czterech warto$ci katowych, dla ktérych zachodza ekstrema, nie
zmienia znaku, gdyz wystepuje w nin tylko funkcja tangens, ktéra
ma jednakowa warto$¢ dla wszystkich tych czterech katéow. O znaku
drugiej pochodnej decydowa¢ wiec moze tylko czynnik wystepujacy
przed nawiasem, to znaczy funkcja cosinus. Otéz cosinus jest taki
sam dla pierwszego i trzeciego kata, oraz taki sam dla drugiego
i czwartego kata, wskutek periodycznosci tej funkcji. Ale zmienia
znak dla pierwszego i drugiego, oraz dla trzeciego i czwartego kata.
Druga pochodna zmienia zatem znak dla dwoch sposréd tych czte-
rech katow. To dowodzi, ze istnieja dwa maksima: dla tych dwoch
katow, dla ktérych druga pochodna jest ujemna, i dwa minima: dla
tych dwoch katéw, dla ktéorych druga pochodna jest dodatnia.
Poniewaz mamy do czynienia z dwoma dwukierunkami, a na kazdym
dwukierunku obie skale sg sobie rowne, wiec oba maksima, a takze
oba minima, bedg jednakowe.

Powyzsze badanie ujmiemy w nastepujace

Pierwsze twierdzenie o ekstremach skali.

W' kazdym dowolnym regularnym odwzorowaniu jednej po-
wierzchni na drugq, z wylqczeniem odwzorowan konforemnych, skala
m (1/m), jako funkcja kqta kierunkowego « (»') na powierzchni orygi-
natu (obrazu), osiaga, w kazdym na ogdl poszczegdlnym punkcie
powierzchni, dwa jednakowe maksima i dwa jednakowe minima dla
dwoch dwukierunkéw, wyznaczonych warltosciq

tg2a¢=—20—' (tg2a¢'=-—20 ).
P—R P'— R
prostopadlych do siebie na powierzchni oryginalu (obrazu).

W przypadku odwzorowania konforemnego, skala nie ma ekstre-
mow w zadnym punkcie powierzchni i jest jednakowa we wszystkich
kierunkach ‘w kazdym poszczegdlnym punkcie.

b) Drugie twierdzenie o ekstremach skali.

Wiemy, ze ekstrema skali zachodzg dla pary wzajemnie do
siebie prostopadlych dwukierunkéw na powierzchni .

oryginatu. | obrazu.
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Zapytujemy teraz pod jakim katem bedzie sie przecinata odpo-
wiadajgca im para dwukierunkéw ') na powierzchni

obrazu?

i
(374 a)

(gr+el)

Zalézmy, ze o i (%/2 4 o)
oraz (v +a) i (3%/2-4a) jest
parg prostopadlych do siebie
dwukierunkéw na powierzchni
oryginatu, dla ktérych zacho-
dza ekstremalne wartosci skali;
a wiec dla nich jest

tg 20, = 29

PR

Niech «," i «," oraz (=--«,’)
i (r + 2,) bedzie parg odpowia-
dajacych im dwukierunkéw na
powierzchni obrazu.

oryginatu?
I v 4w
(9]’1—01.;)
oLz
(9r+eti)

Rys. 3

Zatozmy, ze o' i (7/2 + «')
oraz (=4 «') i (3%/2 + a) jest
para prostopadlych do siebie
dwukierunkéw na powierzch-
ni obrazu, dla ktérych zacho-
dzg ekstremalne wartosci skali;
a wiec dla nich jest

2Q'
t 2 ae' = ——
o P—R
Niech ¢, i a, oraz (= a,)
i (= 4 a,) bedzie parg odpowia-
dajacych im dwukierunkéw na
powierzchni oryginatu.

Okazemy, ze ta para dwukierunkéow bedzie rowniez prosto-

padia.

!) Na podstawie twierdzenia (Nr 4, b), w kazdym regularnym odwzorowaniu
jednej powierzchni na drugg, dwukierunki przechodza w dwukierunki.
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Dowéd. Z ogéblnej teorii
powierzchni mamy:
tga, =tg(x + o) =
_ (dv/du,VE G — F?
E' 4+ (dv/du), F'
(dv/du) 4, VE G —F?
E + (dv/du)-r:-}-a F

tgay' =tg (7 4 ) =
_(dv/dueyy 4 VEG —F®
B+ @v/duep o F
 (dv/dulzep 4 VEG — F?
T E+@vidus.pyoF

Uwzgledniajgc, ze:

(aa)=vee—r-

du/a }/li_GrE—tha

(@

du -:+a

- Etg (r+} o) ___(d!) )
VEG—F—Ftg(r+a \dula

oraz:

(d_!) o Etg(=/2+a)
du/z/24+a VEG—F*—Ftg(=/2+ a)

(al
du 31r/2+a

N Etg(31=/2_—|—_a)‘ 7 (dv)
VEG—F—Ftg(3=/24 ) \dulr/2+a’

podstawiajac te pochodne do
obu powyzszych rownan i mno-
zgc te rownania stronami, otrzy-
mamy:

Dowéd. Z ogélnej teorii
powierzchni mamy:
tga, =tg (x4 a) =
_(@v/du), VEG— P
E + (d V/ du), F
dv/du)y 1V EG—F

E -+ (dv/du); 4 o F

tga, =tg (= o)) =
_(dv/du)yy 4o VEG—F B
© E4@viduegpyoF
_ v/dulz oy 4o VEG—F
T E+@viduws.piaF

Uwzgledniajac, ze:

(dv) . E'tga
du/e VEG—F*—Fitga

e

du/= -+ o

R {1 —
VEG—F*—Ftg(r+a) \du

oraz:

(dv‘, _7_._7£_g~1t/2+a)
du/=24+« }JEG—F*—Fig(r/2+a)

(d_V) _
du/3r/2+a

E'tg(37/2 2+4a)

dv
l /E'G'—F*—F tg(3‘l’/2—y a) (du)‘n:’2+a

podstawiajac te pochodne do
obu powyzszych réwnan i mno-
zgc te roOwnania stronami, otrzy-
mamy:



tgo, tg o =
[Etga)EG — F1-
[EWEG—F — Ptga) +EFtga] -
[E(—ctga) YEG —F]
- [E (l/EG —F? -+ Fctga) — EF ctga] &
(—1) E*-
E'(FG—FY) — (EF —E' F)*+
(E'G — F?) .
+(EF —EFEYEG—Fl(tga—ctga)

Zwazywszy, ze
2

tg2a

(tga —ctga) = —

i ze chodzi nam nie o dowolne
dwa prostopadie do siebie kie-
runki, ale o te, dla ktorych za-
chodzg ekstrema skali, musimy
uwzgledni¢ warunek:

2Q __ 2(EF-EF)JEG-F _

tg2a=
P-R EEG—2EF* +2EFF—E'G

Wtedy, po wykonaniu ra-
chunku, uzyskamy wynik:

tga,’ tgay’ = — 1.

To dowodzi, ze dwa dwukie-
runki, o' i =-|-a," oraz a," i = o’
na powierzchni obrazu sa rowniez
prostopadte do siebie:

a,'=%/2-a,',
"oy '=r-(5/2--0y')=37/24-a,",
Powyizszy wynik sformulujemy
jako

Drugietwierdzenie o ekstre-
mach skali: Dwa dwukierunki
na powierzchni obrazu, ktére od-
powiadajq dwém prostopadliym
do siebie dwukierunkom na po-
wierzchni oryginaiu dla ktérych
zachodzq ekstrema skali — sq
takze prostopadie do siebie.

a5

tgo tga, =
[E'tga'y EG— FY-
[E(;/E G —F*— Figa)+EFiga]-
-[E'(—ctga’) Y EG—F
\[EVEG —F*+F ctga—E Fotge!]
(—1)E2.

E(E'G —F*)— (EF—EF)*+
e == N
+{EF—EF)EY EG—F(tge—ctga’)

Zwazywszy, Ze

(tga’ — ctga)) 2o

i ze chodzi nam nie o dowolne
dwa prostopadle do siebie kie-
runki, ale o te, dla ktérych za-
chodzg ekstrema skali, musimy
uwzgledni¢ warunek:

2Q° _ 2(EF-EF)/EG—F*

tg2u'=
P'—R EEG —2EF' -+2EFF—EG

Wtedy, po wykonaniu ra-
chunku, uzyskamy wynik:

tgo, tga, = — 1.

To dowodzi, ze dwa dwukie-
runki, o, i o, oraz o, i *a,,
na powierzchni oryginatu sg row-
niez prostopadie do siebie:

0 ="%/2-0,,
"oy =%+ (%/2 - 0)=37/2-as,.
Powyzszy wynik sformulujemy
jako

Drugietwierdzenie o ekstre-
mach skali: Dwa dwukierunki na
powierzchni oryginalu, ktére od-
powiadajq dwom prostopadiym
do siebie dwukierunkom na po-
wierzchni obrazu dla ktérych
zachodzq ekstrema skali — sq
takze prostopadie do siebie.
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Widzimy wiec, ze dla dwukierunkéw o ekstremalnych warto-
ciach skali!), prostopadlo$¢ zostaje zachowana (jest niezmiennikiem
odwzorowania), niezaleznie od natury obu powierzchni i rodzaju
ich odwzorowania.

Inny, nieco prostszy i krotszy dowodd tego twierdzenia podany
jest w Przypisie 4.

Zwroémy na koniec uwage, ze wskutek przyjetej przez nas zasady dualizmu
(Nr 2), zestawiamy twierdzenia rownolegle, dla powierzchni oryginalu i obrazu.
Przy tej metodzie traktowania teorii odwzorowan, drugie twierdzenie o ekstremach
skali mogloby byé zbedne, gdyz dwoiste pierwsze twierdzenie wykazuje, ze
ekstrema skali zachodza dla pary dwukierunkéw prostopadtych do siebie na po-
wierzchni oryginatu i dla pary dwukierunkéw prostopadiych do siebie na powierzchni
obrazu. Obie te pary prostopadlych do siebie dwukierunkéw musza by¢ odpowia-
dajgcymi sobie, poniewaz skala dotyczy odpowiadajgcych sobie elementéw liniowych
na obu powierzchniach. Stad drugie twierdzenie o ekstremach tkwi, w gruncie
rzeczy, w obu czeéciach pierwszego twierdzenia o ekstremach. Gdyby$my jednak
porzucili zasade dualizmu i wybrali jedng spoéréd dwu drég postgpowania, drugie
twierdzenie o ekstremach nie mogtoby by¢ pominiete. Na te ewentualno$¢ podalisSmy
wiec niezaleznie to twierdzenie.

c) Trzecie, ogélne twierdzenie o ekstremach skali.

Twierdzenie to wynika z zestawienia ze soba dwéch twierdzen:
pierwszego twierdzenia Tissot'a o siatkach ortogonalnych (Nr 24)
i drugiego twierdzenia o ekstremach skali.

Wedlug twierdzenia Tissot’a, w kazdym regularnym odwzoro-
waniu (wyjawszy odwzorowania konforemne) jednej powierzchni na
druga, istnieje zawsze jedna i tylko jedna para siatek, zachowujgcych
ortogonalnos¢. Drugie twierdzenie o ekstremach skali méwi, ze dla
pary dwukierunkéw o ekstremalnych skalach, prostopadio$¢ jest
ich zasadnicza cecha, zarowno na powierzchni oryginatu, jak i na
powierzchni obrazu. Laczac oba te twierdzenia uzyskujemy

Trzecie, ogdlne twierdzenie o eksiremach skali: Ekstremalne
wartoéci skali zachodzq w kierunkach giéwnych, a wiec wzdiuz krzy-
wych giéwnych odwzorowania.

Jest to bardzo wazny wynik naszych badan. Siatka krzywych
gtéwnych daje bowiem, na obu powierzchniach, odpowiadajgce sobie
linie i kierunki, dla ktérych skala osigga swe ekstremalne wartos$ci.
Fakt, ze dla jednego z prostopadlych do siebie dwukierunkéw mamy
maksimum, a dla drugiego minimum skali (1. twierdzenie o ekstremach,
Nr 27 a), daje powdd do odrdznienia na obu powierzchniach jednej
rodziny krzywych gléwnych, dla ktérych skale sa maksimalne, od
drugiej rodziny krzywych gtéwnych, dla ktoérych skale s3 minimalne.

) Na kazdym dwukierunku skala jest jednakowa w obu zwrotach, (Nr 26 b).
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Zwykle rodzine krzywych gléwnych o skalach maksymalnych nazy-
wamy pierwszq rodzinqg krzywych gléwnych, a kazdg poszczegdlng
krzywa tej rodziny — pierwsza krzywq gidwna;i a jesli rozwazamy dwu-
kierunek-—pierwszq stycznq gidwng; za$ rodzing krzywych giéwnych
o skalach minimalnych nazywamy drugq rodzing krzywych giéwnych,
a kazda poszczegdélng krzywa tej rodziny — drugq krzywq giéwng,
i — odpowiednio — drugq styczng giéwnq. Mozna tez je nazywac
krotko: kizywe glowne maksymalne i krzywe gtéwne minimalne.

d) Wiasnosci siatki krzywych giéwnych.

Strescimy krotko wilasnosci siatki krzywych gtdwnych, zanali-
zowane w twierdzeniu Tissot'a (Nr 24) i w twierdzeniach o ekstre-
mach skali (Nr 27).

Dla odwzorowan niekonforemnych:

1. siatka krzywych glownych istnieje;

2. jest ortogonalna na powierzchni oryginatu;

3. jest ortogonalna na powierzchni obrazu;

4. jest jedyna siatka ortogonalng, ktéra, w danym odwzoro-
waniu, przetwarza si¢ na ortogonalna;

5. daje linie i dwukierunki o ekstremalnych wartosciach skali,
mianowicie: pierwsza rodzine krzywych. gtéwnych, o maksymalnych
warto$ciach skali i druga rodzine krzywych gtéwnych, o minimalnych
wartosciach skali; tym samym daje tez linie o ekstremalnych znie-
ksztatceniach liniowych;

6. wskutek istnienia niezmiennika skali (Nr 26 c) dla dowol-
nych prostopadtych do siebie kierunkéw, suma kwadratéw maksy-
malnej i minimalnej skali daje warto$¢ tego niezmiennika dla danego
punktu powierzchni.

Dla odwzorowan konforemnych:

1. nie ma siatki krzywych gléwnych;

2. kazda siatka ortogonalna przechodzi w siatke ortogonalnai

3. nie ma ekstremow skali; skala jest dla kazdego poszczeg6l-
nego punktu stala, i nie zalezy od kierunku, zmienia si¢ natomiast
na ogé6t od punktu do punktu.

28. Wartosci ekstremalne skali

a) Znalezienie ekstremalnych wartosci skali.

Rozmaite moga by¢ drogi do znalezienia ekstremalnych wartosci
skali. Powszechng analityczna metoda znajdowania wartosci ekstre-
moéw funkcji

1 0 o 0 e . r N
m*(u,v,a) = Pcos®e.-} Qsin2«-|-Rsinta, - = P'cos*e’4 Q'sin2¢'+R'sin*a’,

m*(u,v,a)

F. Biernacki, Teoria Odwzorowai 7
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w zaleznosci od kata kierunko-
wego ¢ elementu liniowego ds na
powierzchni oryginatu, jest pod-
stawienie do powyzszego wzoru
tych warto$ci na kat «, dla kto-
rych pierwsza pochodna funkcji
znika, a wiec
2Q
tg 24, ——

i obliczenie odpowiadajacych
wartoéci skali m, ktore bedg
poszukiwanymi warto$ciami eks-
tremalnymi. W tym celu nale-
zy obliczy¢ wartodci cos® ¢,
sin2 2., sin®2. na podstawie
znajomosci tg 2. .

Najlepiej sprowadzi¢ wszyst-
kie funkcje trygonometryczne
kata @, do kata 2¢.:

1 cos 24

COS>tte = - ;
2

. 1—cos2«
Sln2 ae = ——— £ !

Cos 2t ==
P i/__(P — Ry 58
(P—RF4-4Q°
sin 2 4, = l/ gg’-’_Z Ge
14 tg® 20,

= 1/ o,
(P—RP+4Q°

Podstawiajac te wyrazeniaw row-
nanie na m? otrzymamy:

!
|
|
i
- | i
gQ | = |
L
N | |
&l |
]

w zaleznosci od kata kierunko-
wego ¢’ elementu liniowego dS
na powierzchni obrazu, jest pod-
stawienie do powyzZszego wzoru
tych wartosci na kat «', dla kto-
rych pierwsza pochodna funkcji
znika, a wiec

. 2Q

i obliczenie odpowiadajacych
wartosci skali 1/m, ktore beda
poszukiwanymi wartosciami eks-
tremalnymi. W tym celu nale-
2y obliczy¢ wartosci cos? o',
sin 2¢,, sin®%' na podstawie
znajomosci tg 2 o,',

Najlepiej sprowadzi¢ wszyst-
kie funkcje trygonometryczne
kata o." do kata 22, :

— 1 cos2a,
COS™it bt — iy
2
e 1—cos2¢«,
SIN® O = —— x =
2

Cos20, = E/ .
14 tg?2a’

= 3/ = HF
(P—R)4-4Q"
sin 2 ae' p— i/ t22 2 ac'
14 tg?2e,
Y
(P—RP 40"

Podstawiajgc te wyrazenia wréw-
nanie na 1/m? otrzymamy:




+ e
m?(u, v, o) =P 1._,52912_5‘_,_;_
‘*_—QsinZae-}-R_l"'_czo__sza_e

gorne znaki dotyczg kata <.
albo (x4 2.), zas dolne — kata
(=/2 -+ @) albo (37/2-} a.);

m(u, v, a,) =
N ~(P—RF
—]/’P(li]/ (P— R)2+407):t

o)/ T
P — R)z_j_4Qz
+ 1R (14:]/

Po wykonaniu rachunku, otrzy-
mamy:

P—Ry )
(P—R}+40r

m*(u, v, o,) =

=1,[(P+R 4y (P—REIF+4QY.
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1 =P,1icos2aei_
m*(u,v,a’) 2
+Q'sin 2.} R’ SRR, c;s 21 ;

gorne znaki dotycza kata <.’
albo (= - 2.'), za$ dolne —kata
(/2 + 2.') albo (3%/2 - a.);

1

m* (u, v, «,’)

= (P’ — R')?
e (u}/ P»~R)2+4o')
; 4Q"*
io]/ (P —R)44Q* =
e _(P—Ry
+1,R (m |/ p—-m=+4o=)'

Po wykonaniu rachunku, otrzy-
mamy:
1

m*(u, v, «,’)

=[P +R)x£V (P —R)PF4Q7].

Jedli, jak zwykle, oznaczymy maksymalng warto$¢ skali w rozwa-
zanym punkcie przez a, za$ minimalng przez b, mamy:

a*=",[(P+R+V P—RF+407],

bt=1,4[(P+R) —V (P—RF+4Q%],

oraz:
a®+b*=P-+R,

jako niezmiennik skali.
Réwniez mamy

a’b>=PR— Q"

é =1 [(P+R)—V P—R)EF4Q1,
ﬁ =Y (P+R)H/ P—RE+4Q7,
oraz:

1/a® + 1/b* = P' + R/,

jako niezmiennik skali.
Rowniez mamy

t/a®b®=P'R' — Q"™
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Chcac znalezé same war-
tosci a i b, mozemy postapi¢
jak nastepuje:

(@ + b)? = (a®* 4 b*) + 2ab

= (P+R)+2V/PR—CQ",
(@ — b)* = (a* + b)* — 2ab

= (P4+R) —2V/PR—Q;,

skad:

a=%lVeFR+2VPR—a +

+Ve+Rrn—2/PrR—0ql,

b="%Ve+R+2/PR—G —
—V®+RrR—2/PR QY.

Chcac znalez¢ same war-
tosci 1/a i 1/b, mozemy postapi¢
jak nastepuje:

(1/a + 1/b)* = (1/a* +- 1/b%) + 2/a b
=(P'4+R)4-2/ PR — Q%

(1/a — 1/b)* = (1/a® + 1/b%) — 2/ab
=(P'+R)—2/PR—Q%,

skad’):
T e T evees e
ta="1,[V P +R) +2V/ PR Q"
ErET =
b=V R 2 PR Qi+

V@R 2/PR—QY,
oraz:

Vi +R) —2/PR — oY,

p=2[/er+r +2/PR— 0"+
+V@ +r) —2/PR QY .

Inng, bezposrednia i prostsza metode znalezienia ekstremalnych
wartosci skali, podaje Przypis 5.

Uproszczenia, wynikajace z przyjecia siatki krzywych gtéwnych
za siatke parametrowg, podaje Nr 37.

Powyzsze bezposrednie obliczenie ekstremalnych wartosci skali:
maksymalmej a i minimalnej b, jest do$¢ skomplikowane. W Nr. 30
bedzie podana najprostsza, chociaz posrednia, droga obliczenia tych
warto$ci, na mocy zwigzkow pomiedzy skalami ekstremalnymi
a, b i skalami parametrowymi m,, m,, oraz katami parametro-
wymi 0 i ©', w rozwazanej parze odpowiadajacych sobie punktow
na obu powierzchniach.

') Przy wycigganiu pierwiastka kwadratowego otrzymujemy:
YVa+1b==4y.. .. Ya—1b==+V. .

poniewaz a i b sq zawsze dodatnie i a > b, to przy pierwszym pierwiastku musimy
wzig¢ znak plus, przy drugim znak minus.
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b) Suma kwadratow znieksztalcen liniowych ekstremalnych
w punkcie powierzchni.

Dla pdzniejszych rozwazan bedzie potrzebna funkcja:
(@—1°+b—1)7

czyli suma kwadratow znieksztalcen ekstremalnych elementu linio-
wego dS na powierzchni obrazu, wywolanych procesem odwzoro-
wawczym, w jakim$ punkcie (u, v) powierzchni; albo inaczej, suma
kwadratéw znieksztatcen liniowych elementarnych w obu gléwnych
kierunkach, w rozwazanym punkcie powierzchni.

Mamy:
(a—1)2+b—1)2=2+4(a®>+b?) — 2(a-+b)

=24+(P+R—2V (P+R+2/PR—Q%. | =2+ p%*:%fz—ﬂ/w +RH2Y PR-Q",

PR—Q"*

c) Warunki konforemno$ci oraz réwnopowierzchniowosci od-
wzorowania, wyrazone za pomoca skal ekstremalnych, czyli skal
w kierunkach gtéwnych.

Twierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i wystarczajqcym kon-
foremnosci odwzorowania jednej powierzchni na drugq jest

a=>hb

w kazdym punkcie powierzchni.

Istotnie, dowiedziemy, ze warunek ten jest koniecznym na-
stepstwem konforemnosci. Zalézmy, Ze odwzorowanie jest konfo-
remne, czyli

=RiQ=0.

Uwzgledniajac to we wzorach na
skale ekstremalne a i b, otrzy-
mujemy:

a=VP (albo =V R),
b=VP (albo = V R),
a wiec

PP=R iQ =0.

Uwzgledniajgc to we wzorach
na skale ekstremalne 1/a i 1/b,
otrzymujemy:

1/fa=VP (albo=VR),
1/b=VP (albo=VR),
a wigc 1/a = 1/b oraz

a=h.
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Latwo rowniez wykaza¢, ze warunek ten jest takze i wystar-
czajagcy dla konforemnosci odwzorowania. W samej rzeczy z réwnosci

=h 1/a=1/b
mamy mamy
a’ == b?, 1/a® = 1/b?,

oraz oraz

1,[P+ R + V(P — R+ 4Q] = 1, [(P+R)—V (PP—R)?+4Q% =
=1,[P+R —V(P—RF+40Q1, =1 [(P+R)+V(P—R)+4Q7,

V(P—=REF4Q* =0, V(P R)>ZF+4Q%=0,
co jest mozliwe tylko woweczas, co jest mozliwe tylko woweczas,
gdy gdy
P=RiQ=0, PP=R iQ =0,

a to dowodzi konforemnosci a to dowodzi konforemnosci
odwzorowania. odwzorowania.

Twierdzenie 2. Warunkiem koniecznym i wystarczajqcym réw-
nopowierzchniowos$ci odwzorowania jest:

ab=1

w kazdym punkcie powierzchni.
Warunek ten jest konieczny, to znaczy wynika jako konieczne
nastepstwo réwnopowierzchniowosci odwzorowania. Istotnie, jesli

EG —F*=EG—F,

to to
PR—Q?*== 5a F»—I(Nr2bf) PR—Q"*= 20 = e i
EG——F E'G—F"
co daje co daje
——————— 1
ab='/PR‘_‘Qz=l ab=—————==
VPR —Q*

Warunek ten jest takze i wystarczajacy dla réwnopowierzch-
niowosci odwzorowania. Istotnie, jesli ab=1 to

— TRz oE 2
ab=V)PR— Q"—'I/EG Bt ab=7:::1:-—,-—}/EG ¥ =i
EG— F* VPR —Q EG—F?
skad skad
EG—F*=EG—F, E'G —Ft:=EG—F,

a to dowodzi rownopowierzchniowosci odwzorowania.
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d) Zestaw wzorow dla skal ekstremalnych.

@="5P+R+V P—RFF4Q*], | t/a*="[P+R)—y/ (P—R)*F4Q7,
b*=",[(P4+R) —V (P—RFF4Q%], | 1/b? = Y, [(P4-R) +1/ P—RV+4Q7],
at+b*=P-}R, 1a*--1/b* =P + R,
a?— b=y (P_RFL-4Q, | 1a--1p=—yY (P —REFAQS,
ab=} PR— QF, lab=1 PR —Q%,
(a+b}=((P+R+2) PR—Q, (t/a+1/b)* = (P4 R) 42/ PR~ Q"
(@—b?=(P+R—2) PR—Q?, (1/a—1/b)? = (P+R) —2 )/ PR—Q?,
a=1,VerR+2/Pr '+ ta=1VP+R)+2/PR—Q7—
+Ve+Rr—2/PR—a'l, Ve R —2/ PR —a7,
v=nlVe+Rn+2/PR-0— =17, [V eFR)+2/PR—Q* +
—Ve+Rn—2/Pr—a], +V e +RrR—2/ PR —a,
a—b ___ la—1/b
a-b 1/a4-1/b
g;_y_ﬂ/ (P+R—2/PR—Q* =l/ (P+R)—2/ PR —Q"*
a+b (P--R) +2)YPR—Q° (P4-R)+2Y PR —Q*
(P+ R 4(PR—QY) = (P"+R): —4(P'R' — QY =
=(P—RPF+4Q, =(P—R)*+4Q*
(@—1) 4 (b—1)= @—12+b—1)2=
N rrr = A AT

29. Linie ré6wnodiugosciowe ')

Skala jest funkcja cigglg trzech zmiennych. Na powierzchni
oryginatu i obrazu beda przeto istnialy pary odpowiadajgcych sobie
linij wzdtuz ktérych skala, dla kazdej pary, bedzie miala stala war-
tos¢. Linie jednakowych skal, a tym samym i jednakowych znie-
ksztalcen liniowych, bedziemy nazywali izoskalami®).

W szczegblnosci beda nas interesowaly izoskale o wartosci 1,
czyli linie o zerowym znieksztalceniu liniowym.

) Automekoiczne — wedlug Tissot'a.
?) Nazywane sa one takze izokolami, lub ekwideformatami.
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Odwzorowanie nieizometryczne nigdy nie jest rownodtugo-
$ciowe, nie wyklucza to jednak mozliwosci istnienia niektorych
linij, a nawet catej rodziny linij, zachowujacych diugosci (Nr 20 b).

Izoskale jednostkowe znajdziemy w nastepujacy sposéb.

a) Wzdtuz izoskali jednostkowej, dla kazdego jej punktu, jest
m = 1. Uwzgledniajac to we wzorze na skale, otrzymujemy:

m® (u, v, «) = P cos® a | 1/m?®(u, v, @) = P’ cos? «’ }-
+Qsin2a-+ Rsin?a = 1; -+ Q'sin2a' 4 R sin®a’ = 1;

a piszac (sin®« - cos® o) zamiast a piszgc (sin® 2’} cos® ') zamiast

jednosci, jednosci,

(P—1)+2Qtga+ (R — 1) g2« = 0. (P—1)+2Qtge’ 4 (R 1)tg?e' =0,

Jest to rownanie kwadratowe wzgledem tangensa kata kierun-
kowego, ktore daje mozno$¢ wyznaczenia katéow kierunkowych linij,
odtwarzajgcych sie bez znieksztalcen liniowych, w rozwazanym
punkcie powierzchni (o ile linie takie w danym odwzorowaniu
w ogole istnieja).

Rozwigzujac to réwnanie, otrzymujemy:

—QxY Q= (P-1(R—1) g =@y G- TN =1
R—1 R —1

-0t/ PEH=1=CR-0) -0/ R =P R=TY

N R—1 ' h T ’

tg o =

Wedlug ogdinej teorii powierzchni, rownanie rozniczkowe do-
wolnej linii na powierzchni wyraza sig, jak wiadomo, wzorem:
yo WVAOVEG=F, | @ VEG —F,
E-(dv/du) F ! E' -+ (dv/du) F'

o

uwzgledniajac w tym rownaniu warunek na kat kierunkowy, zna-
leziony powyzej dla izoskal jednostkowych, uzyskujemy rownanie
rézniczkowe linij odtwarzajacych sig¢ bez znieksztalcen liniowych
na powierzchni

oryginatu: obrazu:
@v/[duWVEG—F _ (dvdiVEG —F* _
E -+ (dv/du) F E - (dv/dv) F'

_—Q+V@—P—-1R—1) VO PR
R—1 R—1
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b) Wedlhug wzorow Nr. 36 b, mozemy takze wyrazi¢ tangens kata
kierunkowego, dla ktorego skala jest rowna jednosci, za pomoca
skal ekstremalnych a i b w kierunkach gtéwnych:

m?(u,v,a) =
= a® cos? (» — o) 4-b?sin* (. — o) ,
1 = a®cos? (e — a,) +b?sin% (e — ),
sin® (@ — &) 4 cos? (a — &) =
= a® cos® (a— o) +b? sin? (x—a,),
sin? (@ —a,) (1 — b?) =
= cos® (x — o) (a®* — 1),

skad:

T
=

t a—a?)ZI/-E—_.

g ( —

Réwnanie rozniczkowe linij
jak nastepuje:

tga—tga. l/ @1,
14-tgotgo 1 —b?
skad:

tga_—_— — - j_;'_),___l '
) B
el g
& EG—F
du
dv
gL R
+du
-
i P T _t a(
l_ba—i g

T
m*(u, v, &')

=(1/a*)cos*(a'—a,") - (1/b?) sin?(&"—a,),

1=(1/a*cos*(@"—a,’) 4 (1/b?) sin®(a"—a,’),

sin? (" — 2.) (1 — 1/b?) =
= cos® («' — a.) (1/a® — 1),

skad:

b,/ 1—a
t ((l'--—- a;):—l/__A A
g a b®—1
réwnodlugosciowych otrzymamy

tgo—tgos _b_]/ 1—d®
1—tga'tga, a bt—1

skad:

’

VYEG—F?
du -
Frice

bl/l —
— t qc
P --tg
1——a“
l_t ae_']/
. b —1
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30. Zwigzki miedzy skalami ekstremalnymi i skalami
parametrowymi

a) Pierwszy i drugi zwiazek.

Obliczanie skal ekstremalnych wzdluz krzywych gléwnych
odwzorowania jest do$¢ kiopotliwe, gdyz wyrazaja sie one skom-
plikowanymi wzorami (Nr 28 a). Obliczenie skal m, i m, (Nr 26 d)
wzdtuz linij parametrowych u i v, w punkcie powierzchni, oraz
obliczenie katéw parametrowych © i 0, jakie tworza linie parame-
trowe w odpowiadajgcych sobie punktach na powierzchni oryginatu
i obrazu, jest stosunkowo nietrudne. Ot6z istnieja proste zwiqzki
miedzy tymi szeScioma wielkosciami: a, b, m., m,, ©, 0, za po-
mocq ktorych bedziemy w stanie obliczy¢ ekstremalne wartosci skal,
ai b, w dowolnym punkcie powierzchni, na mocy znajomosci skal
parametrowych m,, m,, oraz kqtéw parametrowych © i 0’, na obu
powierzchniach w tymze punkcie. Ta posrednia droga obliczania skali
maksymalnej a i minimalnej b jest latwiejsza i prostsza od podanej
poprzednio metody ogolnej.

Zwiqzek pierwszy.
Obliczmy wyrazenie

absin 0,

zalezne od kata parametrowe-
go © na powierzchni oryginatu.
Mamy:

absin O =
s R
=|/PR—O’]’ B
EG
s ', 7 Q* VE G= F.&.T_F:
EG —F? EG

absin® = m, m,sin 0",

Zwiqzek pierwszy.
Obliczmy wyrazenie

(1/ab) sin O,

zalezne od kata parametrowe-
go ©° na powierzchni obrazu.
Mamy:

(1/ab) sin €' =
VPR~ 0'2}/ E—G;—_ ',F =

EG —F‘I;‘G—F2
EG — F* EG

=V PR— Q" ]/EG £
/PrR—Q EG EG
_l/ i/G‘/ "__:i
E e) [ =
= —71/ —V 1—cos?0,
ViV

(1/ab)sin ©' = (1/m, m,) sin ©,

=yYPR—Q*

absin & =m,m, sin©",



Zwiqzek drugi.
Podobnie, obliczmy wyrazenie
(a* - b*) sin2 0.
Mamy:
(a* 4 b?) sin* © =

EG—PF
+ EG
_ (£+E'F2—2FF'E+G'52) EG—F*
E E(EG—FY) EG
G'B*—2FFBE
+___

E*G

‘/E' G F _F
2
GVEGYEG"

(a® 4+ b*) sin? O =
=m,*+m,* — 2m, m,cos O cos 0.
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Zwiqzek drugi.
Podobnie, obliczmy wyrazenie

(1/a* - 1/b? sin® 0",
Mamy:
(1/a* - 1/b?) sin? O =
E'G'—F'?
P' 4 R')—
= (P'+R) e
=( +EF’~2FFE+GE" EG —F*
E E(EG —F?Y ) EG'
GE*—2F FE'
._.._.+ '2G___
F' F
_+__
__+__ l/ ‘/ ]/EGl/E'G'
=1/m,*-+1/m,*—2(1/m,m ) cosOcosO’;
2 2
il sin? O’ =
a®b?

’+m’—2m m, cosecosl')
m, m2
(a® -+ b? sin? ©"

m,*m,*(sin*©’/sin* O) .

2 ¥ :
m,*+4m,?*—2m, m,cos® cos &

2 2
mll mll
(a®*+ b¥ sin* O =
=m,* - m,*—2m, m,cos O cos 0",

Pomiedzy skalami m,, m, wzdiuz linij parametrowych u i v, oraz
skalami ekstremalnymi a, b wzdluz linij giéwnych, mamy wiec dwa

nastepujqce zwiqzki:
(a*+ b¥ sin? O =
=m,*+ m,*— 2 m,m,cos® cos &,

ab sin © = m, m, sin &,

ktére réwniez mozemy napisaé w

(a -+ b)*sin? O =
=m,*+m,?—2m, m,cos (0 + ),
(@ — b)?sin2 O =

=m,*-m,*—2m,m,cos (0 — ).

(1/a? 4 1/b?) sin? @ =
=1/m,*+1/m,*—2(1/m, m,) cos® cos®’,

(1/a b) sin ® = (1/m, m,) sin 6,

postaci nastepujqcej:

(1/a+ 1/b)*sin? @ =
=1/m,*+1/m,*~-2(1/m, m ) cos (0-0),
(1/a— 1,/b)*sin2 O’ =
=1/m,*+1/m,*—2(1/m, m ) cos (0—6).



108

Zwiazki te pozwalajg nam obliczy¢ skale ekstremalne a i b za
pomoca skal parametrowych m, i m, oraz katéw parametrowych

0 i 0, w nastepujgcy sposob:

a+b=
= [ﬁf_{ m,? — 2 m, m,cos (A + ) ]‘/,'
- sin?@
a—b=
K [ mz2+m}—2 m,, m,, cos (‘i—_‘ﬂ]"zr
= sin? @
skad:

Ny TE-

2sin®

[/ mEm m e+

l/m" ~+m, -—2m m cos(ﬂ—ﬂ)]

1
2sin @

; []/ m"2+mv7 . 2mu m,;,cos (O4-9)—

_l/ m,*+m,*—2m, m,cos (0 — 9‘)] ;

oraz

a—>b
a-+b -

2 m,*+m,*—2m,m,cos(?—€)
m,?*+m,*—2m, m, cos (06

W odwzorowaniu konforemnym jest a=b=m,
w kazdym punkcie powierzchni.

i

1/a+1/b

[1 ./m"

2 1"mu?_zr'm"m"cos(”-i-H')]""

sin%®’
1/a—1/b=
[Um *+1'm,*~2/m, m,cos (H—H )]‘/a
W R ) sm‘H B
skad:
L
a 2sin 0
N
["/ — - —2——cos(0+46)—
muz ml" mll v
- + —— 2 cos (9—9')J .
mu mtlz v
1__ 1t
b 2 sin &
1 1 1 g
- — - ———2—"—cos(0+0)+
m;* m}? mm,

—f-]/- -1——~2———cos(9 9)]
m,m,

oraz
a—b 1/a—1/b
a+b a1

i/'m" ﬁi,,cos(e -0
2/m, m,cos(0+9)

1/m,4+1/m,?
B 1/m,2+1/m?—

"2+n12 2m m, cos(9 -6°)

m,*-+m,}*—2m, m cos(9+9)

=my i =9
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Ortogonalnos¢ siatki parametrowej na po-

wierzchni oryginatu albo na powierzchni obrazu.

Jesli, w przypadku szczegélnym, siatka wspéhzednych po-
wierzchniowych na powierzchni oryginalu jest ortogonalna, wéwczas
0® = /2, i zwigzki powyzsze uproszcza sie¢ do postaci nastepujacej:

a! + b’ == mu:‘+ mu"
ab=m,m,sin0"");

(a -+ b)t=
=m}?+m}*+2m,m,sin®’,

(a—b)*=

e 2 in (3.
=m,*+m,?—2m,m,sin 0';

. h/- m,* -+ m,*42m,m, sin O’ +

+ ]/- ’nu2 + mn2 -2 m, m, sin Q'] '
b= -—l— .

2

. [l/ ;,‘;“+_rﬁ,,3_—{— 2m, m,sin ®" —

—l/m -—}—m 2 — 2m m,,sm(')]

oraz
a—b m, +m-—2m mst
a+b— m,*-}m 2—}—2m m, sm':)

!) Interpretacja geometryczna {ych zwiazkéw jest podana w Nr,

(1/a*+-1/b%) sin® 0’ = 1/m,* 4 1/m ?,
(1/ab) sin ©' = 1/m, m, ;

(1/a - 1/b)* sin? O’ =
=1/m* <4 1/m,* 4 2 (1/m, m,) sin ©',

(1/a — 1/b)? sin? 0" =

=1/m? 4 1/m}* — 2 (1/m, m,) sin &' ;

|

1

25m0‘ )
- —I— — -I— 2——- sin O -

W s e
/——1— -1~ 1- 2 1 sin®’ | |
] m*  mF m, m

o u o

L
| a

£ .1
b 2sin 0

A, f

oraz

lla—1/b _

la—i—llb
/-lm -

-}lm~

a—b
a-t-h

-2(1/m,m )smH'

g i/ 1/m?--1'm,} l 2(1/m, m, )sm“’

-
pemt--m 2= 2m m, smﬂ

a—b

-E a-tb

mz24+-mz2+4+2m, m_,sm o

38 c.
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Jesli, w przypadku szczegélnym, siatka wspotrzednych po-
wierzchniowych na powierzchni obrazu jest ortogonalna, wéwczas
0'==/2, i zwigzki ogdlne uproszcza sie do postaci nastepujacej:

(a* -+ b¥) sin* O = m,*+m,}
absin 6 =m, m, ;

(a-} b)*sin? B =

sviia 2 ;
=m,}*+m*+2m,m,sin6,

(@a— b)*sin? O =

=m,*+m,*—2m,m,sin 0;

1 -
a=—— []/m,,2+m,,‘+2mum,,sin9+
2sin®

-} l/m,,’+m,,2—2 m, m,sin 9] .

1 ST —
b=—— h//-mu‘-i—m,,’-}-Z m, m,sin® —
2sin®

— l/mu “+m,*—2m, m,sin 9] i

oraz

a—b m,*+m,*—2m,m,sin®
atb m,*+m,*+4-2m,m,sin® '

1/a* 4 1/b* = 1/m,* 4 1/m,?,
1/ab = (1/m,m,) sin ©;

(1/a+1/b)* =
= 1/m,*+ 1/m,* 2 (1/m,m,)sin 0,

(1/a—1/b) =
= 1/m,* -+ 1/m,* —2 (1/m,m,) sin 0 ;

m, m,m,

1 1 1 1 e L o
=iy S T

— —1'-+L—2 1 lin(‘)].

mu2 m112 mumD
1:1_[]/—1—+ 1 +-2 !*sine—}—
b 2LY m? m? m,m,
7 1 5
3 ey ‘1“8‘“"];
m, m, m,m,
oraz
a—b_  la—1pb _

a+b fa+1b

/" 1/m2+1/m,?—2 (1/m, m,)sin ©

B i/ 1/m2+1/m,*2 (1/m, m,)sin®

x 2 i
a—b __ /m“ -+m,*—2m,m, sin ©

PR i
a-}-b E m*+m,*+2m,m,sin 6

c) Wniosek 2. Siatka krzywych gléwnych jest siatkg para-

metrowa.

Jesli, w szczegolnym przypadku dalej idgcym, siatka parame-
trowa jest ortogonalna na powierzchni oryginaiu i rownoczesnie
jej obraz jest siatka parametrowq takze ortogonaing na powierzchni
obrazu, czyli krotko: jesli siatka krzywych gltownych jest obrana
za siatke parametrows, wtedy ® = =/2 i 0' = x/2, a skale parame-
trowe m, i m, staja sie skalami ekstremalnymi. Manmy bowiem

w tym przypadku:
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a+b = m’-+m? 1/a®* +-1/B* = 1/m2+ 1/m.?,
ab= m,m,; l/fab= 1/m,m,;
(@a+bP= (m.+ m), | (/a4 1/b)P= (1/mu—+ 1/m)?,
(@— b= (m,—m)% (1/a—1/bP= (1/m,— 1/m,)?;
a+b = (m.-+m), t/a+1/b = (1/m,-+ 1/m.),
a—b =-+(m,—m), 1/a—1/b =+ (1/m,— 1/m.),

+dlam,>m,, + dla m, >m,,
—dlam, <m,: —dlam, <m,;
skad: skad:
a=Mmi; b=mnudla m: >ny; 1/a=1/my,, 1/b=1/m, dla m,_>mo,
albo . albo
a=m, b=m, dla m:< my. i 1/a=1/m,, 1/b=1/m, dla m,<m.

a jest wieksza za§ b mniejsza z dwoéch liczb m,, m,, i moze
mie¢ miejsce albo pierwsza, albo druga alternatywa, zaleznie od
zorientowania linij parametrowych, bedacych tu krzywymi gtéwnymi,
badZ z pierwsza, badz tez z druga kizywa gléwna.



ROZDZIAL VI
ZNIEKSZTALCENIE KATOW I POL

31. Znieksztalcenie katéw

a) Definicja.

Znieksztalceniem kata B’ na powierzchni obrazu, na skutek
odwzorowania jednej powierzchni na druga, nazywamy réznice &
miedzy katem @ na oryginale i odpowiadajagcym mu katem B’ na
obrazie:

o= —f.

Roéznica ta moze by¢ albo dodatnia, albo ujemna, albo réwna
zeru, zaleznie od tego, czy kat na obrazie doznaje pomniejszenia,
czy powigkszenia, czy tez wcale nie zmienia swej wielkosci.

Definicja ta wymaga paru uwag krytycznych. Zauwazmy naj-
pierw, ze wiasciwiej byloby przyja¢ roznice f'—B za znieksztalcenie
kata B, a to w mysl ogdlnej zasady definiowania znieksztalcen
metrycznych, jako wielkoéci wyrazajgcych pewne relacje obrazu do
oryginalu'). Oczywiscie jest to tylko kwestia znaku, lecz przyjeto
sie powszechnie okresla¢ znieksztalcenie kata §' jako wartos¢ B —B'.
Nastepnie zauwazmy dalej, ze chcac zachowa¢ jednolitg zasade,
winniémy raczej bra¢ nie roznice, lecz stosunek f'/B, i odchytke tego
stosunku od 1, czyli wielko$¢ (B'/8 — 1), nazywa¢ znieksztalceniem
kata f'. Dla katow praktyczniej jest jednak samg roéznice f — B
(lub sluszniej §' — ) nazwac¢ znieksztalceniem kata B'.

) Taka definicja zostala przyjeta w bardzo wyczerpujacym dziele: Traité des
Projections des Carles G3ographiques & l'usage des Cartographes et des G3odésiens
par L. Driencourt et J. Laborde, Paris 1932; 4 tomy.

F. Bigrnacki, Teorla Odwzorowan 8
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Na podstawie rownosci:
=B —PB—Pf)=p—2,
p=0+6—F) =50,

mozemy stwierdzi¢, ze kat na obrazie (oryginale) jest zawsze alge-
braicznie zmniejszony (powiekszony) o wartos¢ znieksztalcenia, w sto-
sunku do kata na oryginale (obrazie).

Kazdy kat na powierzchni moze by¢ zawsze wyrazony przez
réznice katow kierunkowych obu ramion tego kata:

B=ay—ay, fr=uay—a’.
Znieksztatcenie (8 — f') moze wiec by¢ wyrazone jak nastepuje:
=B —pf)=(0— ) — (@' — )

= (ap — &) — (&, — &), (31.1)
czyli

~
0 = 0)2 —— wl.

Znieksztalcenie dowolnego kata 3' redukuje si¢ do réznicy znie-
ksztalcen katow kierunkowych obu ramion tego kagta. Wystarczy
wiec zajg¢ sie badaniem znieksztalcen katowych dla katéw kierun-
kowych. Znieksztalcenie kata kierunkowego ¢’ oznacza¢ bhedziemy

symbolem o:
OW=0a—0a,

Ze wzoru (31.1) na znieksztalcenie kata ' wnosimy, ze kat §
odtwarza sie w rowny mu kat §' (bez znieksztalcen) w dwoch przy-
padkach: albo gdy katy kierunkowe ¢, i 2, obu ramion kata 2 odtwa-
rzaja si¢ na rowne im katy kierunkowe 2,' i ¢,’, albo gdy znieksztatcenia
katow kierunkowych obu ramion kata sg sobie réowne:

(ag — ay') = (&t — ).

b) Zwigzek pomiedzy katem kierunkowym ¢ na powierzchni
oryginatu i odpowiadajgcym mu katem kierunkowym 2’ na powierzchni
obrazu.

Niechaj beda dane dwie powierzchnie i para funkcyj odwzoro-
wawczych, czynig-a odwzorowanie pierwszej powierzchni na druga.
Wezmy pod uwage pare odpowiadajacych sobie punktéw i pare
odpowiadajgcych sobie kierunkéw w tych punktach. Zalézmy, ze
kierunki te okreslone sg odpowiednio katami kierunkowymi « i ',
liczonymi, jak zawsze, od kierunkowej linii parametrowej v, zgodnie
z ruchem wskazéwek zegara.
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Wedtug teorii powierzchni mamy:

_@dVEG=F . (ddVEG—F"
E —{— (dv/du) F E'-{- (dv/du) F'

Fakt, Zze kgly kierunkowe 2 i ¢', na powierzchni oryginatu i obrazu,
sa katami odpowiadajqcymi sobie, wyraza sie przez to, ze w obu
réwnosciach wystgpuja te same parametry w pochodnej dv/du.
Z powyzszych rownan mamy:

8 “+

dv _ Etgoa dv _ E'tg o
du VEG — F* — Ftge du VEG—F?®— Figa
Przez zréwnanie prawych stron tych wyrazen, otrzymujemy szukany
zwigzek miedzy « i «':
Etga E'tga’
VEG—F*—Ftga VEG —F*—F'tga’

ktoéry, po latwych przerébkach, przyjmie postaé:

Ectga—— B' ctg o =
/EG—-F‘ . EF—EF _]/EG —F* EF—EF
—— ’ e = olgo—— .
EG — F?  BYEG—F E'G' — F* EVEG —F*
czyli czyli
Pctgo = I/FR — Q%ctga’ — Q. P'ctga’ = ]/P'R'*O;’ctga —Q'.
(31.2) (31.2)

Whniosek 1. Réwnos¢é katow kierunkowych odpowiadajgcych
sobie.

Aby kat kierunkowy na obrazie byl réwny katowi kierunko-
wemu na oryginale, trzeba, zeby zachodzila réwnosé:

ctga (P — VPR—Q)+4Q=0. | ctga'(P'— ]/FR'_———Q‘B)—I—Q'= 0.
(31.3) (31.3)

Rownos$c¢ ta zachodzi identycznie, to znaczy dla kazdego kata kierun-
kowego, gdy

Q=01iP=Ri : Q=0iP =R:

a wiec: albo dla odwzorowania réwnokatnego (o ile warunki te
speiniajg sie¢ nie tylko dla rozwazanego punktu, lecz dla kazdego
punktu w ogéle), albo dla odwzorowania nierd6wnokatnego, lecz
w rozwazany punkcie posiadajagcego wlasno$¢ zachowania katow.
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Pomijajac ten przypadek identycznego speiniania sie warunku
(31.3), rbwnoé¢ ta ma miejsce dla takich katéw kierunkowych, dla
ktoérych
Q . Q'

ctga'=clgo=—————=—

ctga=ctge' = — —————= a
“VPR—Q° P—VPR—Q®

Katow takich mamy dwa: i (% -}- 2), albo réwne im «'i (= + «'), ktére
tworzg jeden dwukierunek na powierzchni oryginatu i odpowiadajgcy
mu dwukierunek (o réwnym kacie kierunkowym) na powierzchni
obrazu.

Z réwnos$ci prawych stron obu ostatnich réwnan, mamy tez
zwigzek:

e e o ,
P—VPR—Q P—VPR —Q
skad (zwazywszy 7¢ (PR— Q% (PR - Q%) =1, oraz PP == 1),

otrzymujemy:

PR—~Q"’——~—~Q + ailbo tez P'R’ ——Q-:-q-
Q Q

Nadmnienmy, ze Qi Q' raoga by¢ zerami zawsze tylko jednoczes$nie,
co zreszta potwierdzajg ostatnie rownosci.
Whniosek 2. Wyrazenie zwigzku pomiedzy odpowiadajgcymi

sobie katami kierunkowymi ¢ i «' za pomoca skal parametrowych
m, i m, oraz katéw parametrowych ©, ',

Jesli uwzglednimy, ze Jesii uwzglednimy, ze
P2, P’ = 1/m,,
VPR — Q== VPR —Q?=V1/PR—QY) =
G , , in @
sy = 1/ab = ({/mym,) S22,
sin © sin O’
_EF-EF_EP/VEG-EF/VEG_ | Q,___E'NF:”I‘:ff'__
EVEGF  E/1-FYEG | EVEG—F?
_FY EG —(F/VEG(E/E)_ | _FVEG—(FVEG)(EE)_
V1 - PJEG ! V1—F*EG
_ VEGIEGE/VEG) _(F)/EQE/D) | _V EGEGIF/EG)—(F/)/EG)(EE)
V1—FJEG V/1-FYEG
m, m, cos &' — m,? cos © (1/m,, m,) rosO - (1 m,* cos 0')

— - _— ———— e

sin sin &'
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i podstawimy te réwnania do | i podstawimy te wyrazenia do
wzoru, otrzymamy: | wzoru, otrzymamy:
m,fctg %z =m,m, z:::—g ctg o'~ ml— ctg @’ = nﬁ 22—% ctga —
o cos O’ Jom,? , cos & 1 cos® , 1 cosb :
sin @ sin ® ' m,m, sin ®  m,*sin ©
skad: skad:
m, (ctga sin® - cos 0) = (1/my) (ctg2' sin®’ -— cos®’) =
= my (ctg 2'sin®’— cos©’). = (1/m,) (ctg « sin ® — cos ),
(31.4) (31.4)

Whniosek 3. Przypadki szczegdélne dla siatki parametrowej
ortogonalnej.

1. Jesli, w pizypadku szczegélnym, siatka wspolrzedaych pa-
rametrowych na powierzchni

oryginatu ’ obrazu

jest ortogonalna, wowczas F=90, | jestortogonalna, wowczas F'=0,
i zalezno$¢ (31.2) miedzy katami kierunkowymi « i 2' wyrazi sie
wzorem:

£Lctg 0. = | & ctg a'==
E i FE
—q/ EC—E o F .| =l/ BE—F o,
EG VEG EG V G
Podobnie zalezno$c¢ (31.4) Podobnic zalezno$¢ (31.4")
dla O ===/2, wyrazi sie wzorem: | dla ©'===%/2, wyrazi si¢ wzorem:
|
myctg o=m,(ctg ¢’ sin @'—cos ©'), ] ;nl— ctga'== mi (cigasin®-—cos0).

2. Jesli, w przypadku szczegéinym dalej idacym, jednoczesnie
F==01i F'==10, czyli obie siatki parametrowe, odpowiadajace sobie,
sq ortogonalne, wéwczas Q =0 i Q'=0, oraz 0 = 0'= /2, a za-
lezno$¢ miedzy katami kierunkowymi ¢ i o' wyrazi sie wzorami:

Pctga=VPRctg«, ] P ctga'=VP R ctga,
czyli : czyli

V' Pctga==VR ctg o, VP ctge'= VR ctga,
oraz oraz

m, ctg « == m, ctg =" .3 ctg o'= 1 ctg «.

my my
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Jesli odwzorowanie nie jest rownokatne, mamy wowczas do
czynienia z siatkg krzywych gléwnych, jako siatkg parametrowa,
i a jest wiekszg, za$ b mniejsza z dwoch liczb m, i m,. Wtedy:
albo

actga = bctga'; tga = —a—tga', tg ' = Etgd; pierwsza lfnia gléwna a
b a pokrywa linig v;

albo

) ) . fnfa o1
bctga = actga'; tga=—l?— tga', tga =£tga; pierwsza lfnTa gléwna a
a b pokrywa linie u.

W tym ostatnim przypadku, chcac sprowadzi¢ a do linii v, nalezy
e i o' zastapi¢ katami 3%/2 + 2 i 3%/2 4 o

bctg(37n/2 4 a) =actg (372 + 2)
lub
—btga=-—atgei tga—_—.-Z-tgex',

jak poprzednio.

32. Znieksztalcenie kiata kierunkowego

Znamy zwiazek
Pctga = VPR - Q" ctge' —Q, P'cige’' =1V PR —Q* ctga-—Q',

migdzy katem kierunkowym o i jego obrazem #. Interesuje nas
jednak nie tyle ten zwiazek, ile réznica (» — #') = o, ktérg nazwa-
lismy znieksztalceniem kata kierunkowego .

Na podstawie wlasnoéci funkcji trygonometrycznych mamy:

(ol BB, o, SRE—a) fgd—ipa
14-tgatga sin (¢ -+ o) tg 2 - tg o

Zwiqgzki te pozwolg nam oblizzy¢ tangens albo sinus zniekszialcenia
katowego (2 — o) dla kata kierunkowezo #', za pomoca kata « na
oryginale, badz teZ za poinocg kata «' na obrazie, przez pod-
stawienie odpowiediizj wartoéci na g+, badZ na tg«, z zasadni-
czego zwiazku wyzej podanego.,



a) Wzory tangensowe.
W pierwszym przypadku
mamy:

N VPR— Q@
g Pctge+Q'

a podstawiajac to do wzoru
tangensowego, otrzymujemy:

tgz—V PR— QY (Pctga-+ Q)

tg(a—2«') nlhio T A :
1 +tgn)y PR—Q%(Pctge+Q)

P+ Qtga— ) PR—QF

Pctgu + Q-+ tga]/PR Q*

(32.1)

W drugim przypadkumamy:

P
%= VPR—Qictgr —Q

a podstawiajac to do wzoru
tangensowego, otrzymujemy:

P/( PR—Qictgx’' — Q) —tga’
1-+1ge’P/() PR—Qtctgs’ —Q)
P+Qtga' —)/PR—Q

Ptga —Q+ctga’' ) PR—QF
(32.2)

tg(a—ao')=

b) Wzory sinusowe.
W pierwszym przypadku
mamy:

sin(a—-—a')___
sin (a - o)
PR 00
— VPR—Q
W il Pctga—|—0 L
VPR—Q®
Pctgo 4+ Q
Pt Qtgo— IPR—Q

P4 Qtgo 4V PR——Q“
(32.3)
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W pierwszym przypadku
mamy:
__r

VPR —Q" —Q"ctgea—Q’

a podstawiajgc to do wzoru
tangensowego, otrzymujemy:

tga' =

tga—P' (,/PR Q‘ctga—O)
14tg«P' /() PR—Q*ctgo—Q')
=P -Qge+VPR-Q?
P'tga—Q'+ctga ]/P_RTQ_2
(32.17)

tg(u—a)=

W drugim przypadkumamy:

VPR —Q”
T PetgeFQ

a podstawiajac to do wzoru
tangensowego, otrzymujemy:

VPR=Q(P' ctg 2’ +Q')—tgo’
1+tga') PR—Q?/(P'ctge+Q’)
_—P—-Q tg& +V/ PR — =Q*.

Pctge’ +Q'+tga')/ PR—C —Q1
(32.2')

tg(a—a')=

W pierwszym przypadku
mamy:

sin(a—a')____
sin (« 4 &)
tga — b
8T VP R —q° ctge — Q'
% i
t
gat+l/PR -Q?ctge — Q'

=P tga—i—l/?"_ﬁ'—:—a'_”.
P —Q'tga+V PR —Q"
(32.3)
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W drugim przypadku mamy: I W drugim przypadku mamy:
sin (¢ —a) _ | osinfz—a)
sin (@ + o) | sin (o 4 a)
! /D B — 2
'/______, f_w - A tg o' ] _‘P—R'i i tg a'
_VPR—Q%ctge’—Q , Pctgqm—_I—Q
P ! VPR —Q*
-tga' | —_—— g a
VPR —Qctge’ —Q Tt P’ctgu'+Q'+ g

| _—P—Qge+VPR—Q"?
P—Qtge+VPR—Q° | P--Qtga' VPR —QF

(32.4) | (32.4)
Ze wzorow tych widzimy, Zze znieksztatcenie katowe, podobnie
jak i znieksztalcenie liniowe, jest na ogdl funkcja trzech zmiennych:

punktu i kierunku.
Latwo mozna z tych wzoréw wyprowadzi¢ inne, mianowicie

P+Qtga’—VPR— Q"

tg (= — ') i sin (2 — ')/sin (x -+ «')

wyrazi¢ w funkcji skal parametrowych m., m, i katow parametro-
wych 0i0; wy>tarczy w tym celu we wzory te zamiast P,Q,)/ 'PR—Q?
i zamiast P, Q,’ V P'R'— Q ? podstawi¢ wyrazenia podane w Nr, 31 b
(Wniosek 2).

c) Whniosek. W przypadku, gdy siatka wspoélrzednych powierzch-
niowych bedzie siatka krzywych gléwnych, wowczas © =0, ' =0,
i wzory tangensowe i sinusowe na znieksztalcenie kata kierunko-
wego znacznie sie uproszczg. Otrzymamy wowczas, zachowujac te
samg kolejnos$¢ wzorow:

P-—-VPR | o i 4 )

tg(ﬂ—")—Fch'di wwaVpR | E¢ ._a)---b_t”_ ctgaV PR

WP VRtga | _ PV R) g

I/P-} ig?a V'R i - V P tg? a—!—l/R

tgla—w)= — P—VPR | tgl—n)= P VPR

Ptge' 4 ctga VPR ‘ P'ctga’ -tga'V P'R’

VP—VRtga (/ P—V R) tg

= VRttgarp | T VP ga VR
sinfe—a’) _ P—VPR sinfe—a) —P' 4-¥V PR
sin(x+a) P--VPR sin(z--a) P AVPR
_VP—yR VP —VF

T VPHVR VP Ly
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Krzywe gtéwne sa zarazem liniami maksymalnych i minimalnych
znieksztalcen liniowych. Mozemy mie¢ dwojakie zorientowanie siatki
krzywych gtéwnych, gdy siatka ta jest obrana za siatke parametrowa,
stosownie do tego, czy za linie parametrowe kierunkowe obierzemy
krzywe glowne maksymalne, czy minimalne. Jesli umoéwimy sig, ze
linie gtéwne maksymalne bedg liniami kierunkowymi v siatki para-
metrowej, wowczas

a® =P, b? =R I 1/a® =P, 1/b* = R’
i wzory powyzsze mozemy napisaé w nastepujacy sposéb:
tg (’l '1') i (a_»_.—b) t_g_a ! tg ({1 /1') = — (I/TL.L/P_)__t_g__a
a-btgia (1/a)tg®a+1/b
____(a—Db)sin2az _f(a--hbtgo
(a-+b)4-(a-—b) cos 22 a--btg®a
tg (g' e r:'_') - ((:{»___l)_)_tgﬂ_’l_ tg (a - 1') _— MM.
b - atg*a' 1/a — (1/b) tg*2'
__la— bsin2a _(a- btg
(a+b)—(a—Db)cos2’ b-+atg®s
sinz--o) _a—b, sinfe—e) _ Ya—1ib_a-—b,
sin(e+2") a-+-b sin(z-42") t/a+1'b a+hb

d) Linie rownych znieksztalcen katéw kierunkowych.

Znieksztalcenie kata kierunkowego ¢', ktére oznaczyliSmy litera
o == (x — '), jest, podobnie jak i znieksztalcenie liniowe, funkcjg
ciggia trzech zmicnnych: dwoch wspoltizednych powierzchniowych,
u i v, okredlajacych polozenie punktu na powierzchni, oraz samego
kata kierunkowego « {tub 2}, okresdlojacego kierunek. Na powierzchni
oryginalu i obrazu beda przeto istniaty pary odpowiadajacych sobie
linij, wzdluz ktorych katy kierunkowe, dla kazdej pary, doznaja
jednakowych znieksztalcen.

Linie jednakowych znieksztalcen katow kierunkowych bedziemy
nazywali izogonami odwzorowawczymi').

') Nazywane sy one takie ekwideformatami kqtowymi, lub tez izokolami
kgtowymi. Nazwa izogony odwzorowawcze wydaje sie najwlasciwsza: jest zgodna
z powszechna zasadq nomenklatury dla linij réwnych wartosci jakich$ wielkosci
(np. izobary, izotermy, izoskale, itd.). W naszym przypadku chodzi o linie réwnych
wartoéci kqtowych pewnej wiclkosci; ogdlnie uzywana nazwa dla takich linij jest
nazwa izogony. Dla odréznienia od izogon magnetycznych uzupelnimy te gléwna
nazwe dodatkiem wyrézniajacym: odwzorowawcze.
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Roéwnanie rézniczkowe izogon cdwzorowawczych mozemy uzy-
ska¢ w nastepujgcy sposob.

We wzorach tangensowych (32.1) i (32.2") na znieksztalcenie
kata kierunkowego:

tgo=tg(x—a')= tgo=tg (o —a') =
__P+Qtge—VPR—Q@ __P+Qtga—VPR—Q*®
PctgatQ+tgaVPR—Q? | Petgr+Q+geV PR-Q*

zakladamy dla © pewna stala wartos¢ (np. 0 dla izogony zerowej,
lub dowolng inng wartos¢ katowa). Woéwcezas lewa strona rownania
jest wielkoscig stala i znang. Mozemy uporzadkowac to réwnanie
wedlug tg « (tg «'):

tg?a (tgo) PR—Q* — Q)+ | tg?a'(tgoV PR — Q2?4+ Q)+
+ tga(tgoQ—P+VPR—QY)+ 4 + tga'(tgoQ'+P—V PR—QH)+
l-Ptgo = 0. ‘ +P'tgo=0.

Jest to rownanie kwadratowe wzgledem tangensa kata kierun-
kowego, ktore daje moznos¢ okreslenia katéow kierunkowych dozna-
jacych znieksztalcenia o warto$ci ® w punkcie powierzchni (o ile
w rozwazanym punkcie takie katy w ogdle istniejg).

Rozwigzujgc to rownanie otrzymujemy:

—(lgo@ 4P —V/PR—Q)+

tga tga' =
g 2 : | & 2-
+V tgoa—P+VPR—a)— | +Vlgoo +P —VPR—QY) —
-(tgoy PR—Q*—Q) - ‘ (tgo /PR —Q*+Q) -
CiPuelgeV PR=0 Q) _ | —4Puelge/FR-GT10) _
< | -1
=F (E,F,G E,F, G,uv). | =F(E, F G,E,F,G,o).

Wedlug ogdlnej teorii powierzchni, rownanie rézniczkowe do-
wolnej linii na powierzchni wyraza sig, jak wiadomo, wzorem:
(dv/du)V EG — P . _(dv/dwVEG —F?

tga = -~ tga' =— ———

E+(dv/dwF ' 8 = T E L dv/duF

stad uzyskujemy réwnanie rézniczkowe izogon odwzorowawczych
na powierzchni

oryginatu: | obrazu:
du) ) EG—F* du) Y EG—F*
WMWY EG—F_ o p G E F.G.o). (dv/du) ) EG —F"

=F,(E,F,G,E'\F G',w).
E-+(dv/du) F E'+(dv/du) F'
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33. Maksymalne znieksztalcenie kata kierunkowego

Ze Wzorow: ‘ Ze WzZorow:
tg (¢ —0') = | (¢—a) =
_ _P+Qtga—yYPR—Q" - PH+Qtge— ) PR—Q*
Pctgat+Q-4tga)/ PR—Q* Petge’ +Q +tga' Y PR —Q*

W=0—0o = S
btGus =V IR, | oyl PO yFRT ]
PCtg°‘+O+tga|/PR —'_C)_z P'ctga’_i.o-_*}tg a,l/‘P.R;‘_Q,é

= arc tg [

widzimy, Ze wraz ze zmiang kata kierunkowego zmienia si¢ tez jego
znieksztalcenie ®. Bedziemy rozwazali znieksztalcenie katowe w do-
wolnym punkcie (u, v) powierzchni, traktujac o jako funkcje jednej
zmiennej « (2'), i zapytujemy o ekstrema tej funkcji.

W tym celu nalezy obliczy¢ pierwsza pochodng funkcji wzgle-
dem kata kierunkowego o (#) i przyréwnaé¢ te pochodna do zera.

L N de. S

de 14][...]° de’ 1+[...)°

) Mlmn I s W e, :
(Pctga+Q4+tga ) PR— QY (Pctger + Q@ + tga' Y PR — Q¥

1 Qcosta) (Petga+Q+tga- | -{—QUcos’s)(Peigs - Q + tg«

YRP—QY - (P+ Qtga— )/ PR—QY)- VPR-Q)+(P4Qtge Y FR-Q%)-

(P (~1/sin® )+ (1 cos* o))/ PR=Q)}=0, | - (P(-1/sin*) (1/cos®)}/ PR—Q)}=0,

skad: skad:

Pcos®’e -+ Qsin24 - Rsin®a — P’cos*a’ 4 Q'sin24' - R'sin%a’ —

—VPR—Q* =0, — VPR —Q?=0,
czyli | czyli

‘ 1/m* (U: v, a'max) == l/ab,
4
m2 (ur \Z amax) =ab. (33.1) | m"’ (u. v, a‘max) =ab. (331')

Whiosek 1. Dla kierunku, kiérego kaqt kierunkOwy %max (%'max) NQ
powierzchni oryginaiu (obrazu) doznaje ekstremalnego zniekszlatcenia,
skala jest réwna ¥V ab.

Whiosek 2. Jedli ab==1, to m(u, v, %) = 1, oraz mu, v, #'max) =1,
stad: W odwzorowaniu réwnopowierzchniowym skala wzdiuz kierunku,
ktérego kqt kierunkowy doznaje ekstremalnego znielisztalcenia, zoslaje
zachowana.
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Aby obliczy¢ kat kierunkowy %pax (%'mex) Na powierzchni orygi-
natu (obrazu), ktory doznaje ekstremalnego znieksztalcenia, nalezy
rozwigza¢, wzgledem tego kata, nastepujgce réwnanie:

Pcos?a+ Q sin 2« Rsin®a -
VPR—Q@=0.

P'cos®a’-- Q'sin2a’ -+ R'sina’-
—VPR—=Q%=0.

Najprosciej sprowadzi¢ wszystkie funkcje trygonometryczne

do kata podwéjnego:
P(1 4 cos2a)/2--Qsin2a -
+ R(1 —cos24)/2 — ) PR—Q*=0,

L.R—2YPR—Q?
20, sin 2 4 |- ) R.TZ}_;};R“. @ 2,

< ; cos2a:==0. (332)
Zwarywszy, Ze:

2
Q":thaP,

P R
P+R -2/ PR—Q%=(a—b),
P R==(a*-- b cos2e, ,

mamy:

(a - b)(sin2asin2u, -- cos2#cos2x,) =

P'(1-+cos2e)/24+Q'sin2a -

4-R'(1 — cos2a’)/2 — Y PR —Q"* =0,
20 g (PR PRIOR
P'—FR PR

~cos2a' =0. (33.2")

ZWazZywszy, ze:
2Q

— =1{g2a,,
pop ol
1 e [ TYE
PR—2) PR Q::(____ i
a b

P'—R':(l- --1— cos2z,’,
a* b*
mamy:

(i— -+ %)(sin 24'sin2a,'-|-cos 2a'cos 2,')=

(@ b), (.l. ___1_) .
\a b
oraz oraz
€08 2 (%max 'J'c) = <o ‘b’ % cos 2 (x'max av') —a —lﬂ—~ 1“2 .
a--b 1/a+ 1/b
(33.3) (33.3)
Stad: Stad:
Sin2 (dmdx i qe) e 'q—' ' Sinz(a'max""lal)-:' I»Jj_q_ o b .
a-b t/a4+1/b  a+b
9 b ]
COS (Cnax — %e) == -1 COSE( max—%e' )= 7}:'?_.7_ -
a--b 1/a--1/b  a+b
a b
L Fimax kel = i i L "max "'—n' e -
4t %c) l/b tg( ) :t]/a
(33.4) (33.4")
Qrax oraz
I‘: {Ul“ul-\‘ 7'4') tQ (a':nax T B el O (335)
skad
(7-mn.\ '/-a) e (a.nnax gy == a2 (336)
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Nastepnie mamy:
(amnx 7-0) T ('x'max 7(") == Onax W} (33.7)
ze wzordéw (33.6) i 33.7) otrzymujemy:

T Wpax ~ O
Ao = — —"— ‘,l

4 2

(33.8)

Wpax " We

4 2

Wreszcie:
sin (wmax"“ ‘-')e) ==sin [(-"'-max : ‘ao) = (’i'mnx "'ae’)] —

== $iN (Amax~— %) COS(® max— e ) — COS (max— %e) SIN (2" max— %)

@ s /b b
-V el &V Y &

a—b a—b
SIN{Wmax - We) == ——— 1 tg (Omax — We) == ——7=— 1
’ a--b B 2V ab
- ez . (33.9)
COS{®pax— O, ):g}_gb tg 1,((,, — ) == Va _J/_t_’ i
max e G 2 max e ” 21 = l/b

Ze wzorow tych widzimy, ze maksymalne znieksztalcenie kata
kierunkowego jest funkcjg tylko punktu powierzchni.

Najbardziej znieksztalconym katem, o wierzchotku w rozwaza-
nym punkcie powierzchni (nie bedacym katem kierunkowym), bedzie
kat utworzony przez dwa kierunki -+ (Gmax — %) i — (Zmax — %),
symetrycznie lezace wzgledem pierwszej stycznej gtdéwnej. Obrazem
tego kata bedzie kat rowny jego dopeinieniu do =%, poniewaz
2 (% max — %) =% — 2 (Upax — %). Maksymalne znieksztalcenie kata
w punkcie powierzchni jest wigc réwne 2 (0nax — ©.) 1 jest dodatnie.
Kat, ktory tworzy kierunek (¢max — %) z kierunkiem — (%max — %¢) £ 7,
symetrycznym wzgledem drugiej stycznej giownej (przediuzeniem
poprzedniej symetrycznej), doznaje, co do wartosci bezwzglednej,
tego samego znieksztalcenia katowego, lecz o znaku przeciwnym:
— 2 (0max — ©), a wiec ma ujemne znieksztalcenie katowe.

W  Zadnym przypadku maksymalne znieksztaicenie kgtowe,
dodatnie lub ujemne, nie moze dotyczy¢ dwéch kierunkéw prosto-
padiych do siebie.

W przypadku, gdy siatka krzywych glownych jest siatkg para-
metrowg i gdy linie kierunkowe siatki sg obrane wzdluz rodziny
pierwszych krzywych gtéwnych skierowanych, wowczas .= %' =0
i wszystkie wzory podane powyzej znacznie sie uproszcza.



126

34. Znieksztalcenie katowe jako funkcja kierunku

Przyjmijmy krzywe giowne odwzorowania za siatki wspolrzed-
nych parametrowych, odpowiednio na obu powierzchniach, przy
czym za linie kierunkowe siatki obierzmy skierowane krzywe gtéwne
maksymalne.

Zwigzek (31.2) miedzy katem kierunkowym ¢ na powierzchni
oryginahu i odpowiadajgcym mu kgtem kierunkowym «' na powierzchni
obrazu, wyrazi sie wowczas wzorem:

actg o =hctg «'.

Zauwazmy, ze gdy za « podstawimy (%/2 — &) i jednoczes$nie
za o' podstawimy (=/2 — 2), to zwiazek ten pozostanie bez zmiany.
Zatem: jesli kat kierunkowy « na oryginale przechodzi w kat kie-
runkowy ¢’ na obrazie, to kat kierunkowy (=/2 — @) na oryginale
przechodzi w kat kierunkowy (%/2 — @) na obrazie, i oba te katy
kierunkowe doznaja jednakowych znieksztalcen katowych:

'
O =ada—a,

wy = (72 — &) — (82 — o) =& — =,

a wiec o, = u,; stad:

Twierdzenie 1. Jezeli dwa kqty kierunkowe w dowolnym punkcie
na powierzchni oryginatu, liczone od pierwszej stycznej giownej, doznaja
jednakowych znieksztalcenn na skutek odwzorowania, to kazdy z nich
jest uzupelnieniem do %/2 obrazu drugiego.

Kat § na powierzchni oryginatu, utworzony przez dwa rozwa-
zane kierunki: 2, =%/2 — o' i 2, == 0, wyrazi sie wzoreni:

8=y oy = (&2 — &)

Odpowiadajgcy mu kat (' na powierzchni obrazu, utworzony przez

odpowiadajace kierunki: «,"= (=/2 —2) i «,"=2', wyrazi sie jako
pr=(t—a)=@2—a)—a,

Widzimy, ze oba te katy sg sobie rowne: = (', a wiec kat &' nie
doznaje znieksztalcenia. Stad:

Twierdzenie 2. Dla kazdego dowolnego kierunku istnieje jeden,
i tylko jeden inny kierunek, taki Ze kqt uiworzony przez te dwa
kierunki zachowuje sie w odwzorowaniu, i jesli pierwszy kierunek
jest a to drugi bedzie (%/2 — o’) [albo, na powierzchni obrazu: jesli
pierwszy jest #', to drugi bedzie (%/2 — 7)].
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Whniosek. W szczegdlnosci drugi kierunek zlewa sie z pierw-
szym, gdy ten ostatni tworzy kat kierunkowy on.x. Wowczas bowiem
mamy:

% max Na oryginale przechodzi na  #'max  na obrazie,
(7/2 — 2'max) Na oryginale przechodzi na (%/2—omax) Na obrazie,

Umax T+ X'max = %2,

Stad:
Oimax = “max ~ fmax '
Womax = (®/2 — ' max) — (%/2 — Gpax) = Opax — %'max,
Wimax = Womaxi

oraz:

B = (7:/2 — O haz) — % pax = 7‘/2 5 (a'mux + 0 max) = ﬂ/2 e 7‘/2 =0,
B'= (%2 — % max) — %'max = %/2 — (A max + X'max) = %/2 — %/2 =0,
Twierdzenie 3. Dla wszystkich kqtéw zachowujgcych sie w od-
wzorowaniu w punkcie powierzchni, iloczyn skal wzdiuz obu ramion
kazdego kgta jest ten sam i réwna sie ab.

Wezmy dwa ramiona na powierzchni oryginatu, okre$lone
katami kierunkowymi ¢, i ¢,, liczonymi od pierwszej krzywej gtow-
nej w obranym punkcie powierzchni, tworzace kat B=0a, —a,.
Niechaj na powierzchni obrazu odpowiada mu kat §' = a,' —a,’,
Zalézmy, ze kat B zachowuje sie¢ w odwzorowaniu, a wigec f ="
Wskutek tego, kazdy z katow kierunkowych o, i 2, obu ramion
kata @ jest uzupelnieniem do #/2 obrazu pozostalego kata kierun-

kowego:
%y = T[2 — o',

o, = T2 — a,’.
Skale wzdluz kierunkéw o, i ¢, na powierzchni oryginalu sa:

m?®=m?(u, v, «) = a® cos? a, 4+ b?sin? a,,

m,? = m?(u, v, %) = a® cos? 2, + b? sin® a,,
a podstawiajagc w drugim wzorze %, = %/2 — «,’, otrzymamy

m® = a® cos®*a, + b%sin? a,,

my® = a® sin? a,"}- b?cos?«,’.
Uwzglednijmy teraz zwiazek miedzy katami kierunkowymia, i2,":

actgo, = bctg2,’,
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skad tg ¢, = (b/a) tg #,i oraz, na mocy wiasnosci funkcji trygono-
metrycznych:

PRI L. I L A
1-+tg’e,"  1--[(b/a) tg %]*
cos?a,' = R S 1

tftgte, 1 -[bla)tgal®

Podstawiajac te wartosci do wzoru na skale i sprowadzajac
wyrazenia do tego samego kata ¢, i do funkcji tangens, otrzymamy:

m? = az‘_—l___ J'_. b — tgl_oii
14 tg* o 14-tg°
i lRAtgal® 1

' 1+ [(b/a) tg o,]* 1+ [(b/a) tg o]
a po pomnozeniu przez siebie stronami obu tych réwnan:

meme — EP @ tg’ bt oy -a® b gt ay)
) (a® -+ b tg?® o) (1 - tg® o))

skad
m; my, = ab.

Whiosek. Poniewaz dla kata kierunkowego « .  oba kierunki, zachowujgce
kat w odwzorowaniu, zlewajg sie ze soba, a wiec kat zachowany redukuje sig do
zera, przeto m, = m,. Wobec tego mamy:

m*(u,v )=ab, m(u,v, ):r’&'b.

.
’ “max max

Skale wzdiuz dwdéch kierunkéw, ktérych kat doznaje maksymalnego znieksz!alcenia’
sa réwne l/a?).

Whniosek ten mozna dowies¢ takze bezpojrednio. Mianowicie

m* (u, v, o, ) = a*cos® & . -}~ b*sin® omax ;
. a b a
€ “pax = * '//—_ + skad  cos Trnax ; sin* Fmax 4
b L a--b ! a-b

podstawiajgc te wartosci do wzoru na skale, olrzymamy:

b g

mi(u,v,e__)=a* ——---b*
max a+b

- b*- . ab.
a--b

Jedli odwzorowanie jest réwnopowierzchniowe, to ab==11i m(u, v,z )=1,
stgd: w odwzorowaniu réwnopowierzchniowym, skala wzdluz kierunku, ktsrego kat
kierunkowy, odniesiony do pierwszej stycznej glownej w danym punkcie, doznaje

maksymalnego znjelsztalcenia, zostaje zachowana.
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Twierdzenie 4. Pomiedzy znieksztalceniem & dowolnego kqta
prostego, okreslonego kaqtem kierunkowym ¢ jednego z jego ramion
wzgledem pierwszej stycznej gléwnej, oraz skalami ekstremalnymi
a, b i skalami m,, m, wzdluz ramion kqla prostego, zachodzq na-
stepujgce zwiqzki:

sin 0 __cosé 1
(@®> — b’) sin 2« 2ab 2m, m,

W dowolnym punkcie powierzchni oryginalu wezmy dowolny
kat prosty B, okresSlony kierunkami @, i o, ==%/2 -4 a,. Skale
m, (u,v, ) im(u,v, o) dla tych dwoch prostopadltych do siebie
kierunkow bedg wiec nastepujace:

m,* = a* cos® 2, -} b* sin® «,,
m,® = a? sin® a, -} b® cos? «,,
a ich iloczyn wyrazi si¢ w formie:
m,® m,® = (a® cos® ¢, + b? sin® ¢,) (a® sin® @, + b® cos® a,)
= sin® «, cos® &, (a* + b*) - (sin? &, -} cos* «,) a® b*
= sin? &, cos® &, (a* -+ b*) + (1 — 2 sin? @, cos? a,) a® b?.

Znieksztalcenie ¢ rozwazanego kata prostego P bedzie moglo

by¢ wyrazone jako roznica znieksztalcen katéow kierunkowych obu

ramion kata:
3=p—-(3'=(a2——a1) —(a'z——a'l)

= (og — 0") — (&, — &)
= g — Wy,
Z relacyj: ( -

; a—b)tg a,
tg 0, = tg (0 — &'y) = ———>—2,

g 0y = tg (oy — &'y) aib fg'e

: a—b)tg a
tg"’1=tg(°‘1'—“1)=%_rl;)t§Tal'

1

Uy — Oy == 7:/2 g
nie trudno okazaé, ze
(a®* — b?) sin 2 o, '
2ab

tg o =

skad
sin ¢ cos 0
(a® — b? sin 2 a, 2ab

F. Blervacki, Teoria Odwzorowan 9




130

Istotnie, mamy!
(a—b)tg @ (a—Db)tg &

tgw,—tgw _ a+btgia a-b tg*a,
Ittgmtgs || (@—bige @—bige
a-b tg*e, a+b tgia

tgd =tg(w,—w)=

lla—b)tg w]la+btg*es) —[(@a—Db)tga](a+tb tg*a,)
(a+b tg’a) (@a+btg*e)— (@a—b)tgay (a—Db)tg «

__ —@—b)(ctgyttge) _  —(a*—b*(2/sin 2)
2ab[1 4/ (ctg? oy - tg* )] 2ab(—2/sin*2 o)
. (a*—b¥)sin2a,
2ab

Obliczmy teraz cos ¢ na mocy znajomosci tg d:

. T NESRT. . SR 4a* b :
14-tg®2 sin2a, (@®> —b?)*  4a*b*+sin®2q, (a®—b¥?
14— ===
4 a® b®
Nastepnie:
cosé 1 2ab
2ab 2ab 1/402b2+sin”2a, (a* — b?)?
w 1
V/ 4 [sin® a, cos® a, (a*+ b*) + a* b? (1 — 2 sin® 2, cos® a,)]
» 1 . 1
V 4 m* m;? 2m, m,
i stad zwigzek:
sin & _coséd 1

(@ —b?)sin2a, 2ab 2mm,

35. Skala pél i znieksztalcenie elementarne pél

a) Skala pél (elementéow pol).

Stosunek elementu powierzchniowego d P na obrazie do odpo-
wiadajqcego mu elementu powierzchniowego dp na oryginale zwiemy
skalq pdl i oznaczamy literq f:

dP
fluv)=----
(. v) 3

p
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Zgodnie z teorig powierzchni, skale pél mozemy wyrazi¢ jak
nastepuje:
EG—F? EG—F?2 o e
_dP_VEG_Fidudv_ . /EG—F_ 5o b sy
dp VEG— FPdudv EG—F®

Skala pdl jest funkcjq punktu powierzchni, nie zalezy od kie-
runku, co znajduje swoéj wyraz w tym, ze rozniczki du,dv, nie
wystepuja w wyrazeniu na f.

Wielkos¢ PR — Q7 jest, jak wiemy, zawsze dodatnia; funkcja
f(u, v), dajaca skale elementarna pél w rozwazanym punkcie po-
wierzchni, jest funkcja rzeczywistg.

Jesli f = const. we wszystkich punktach powierzchni, wowczas

E'G' —F?*=k(EG— F?,

a odwzorowanie jest wiernopowierzchniowe; w szczegéinosci gdy
stala k = 1 — rownopowierzchniowe. Pola wszelkich skonczonych
obszaréw, odpowiadajgcych sobie, bedg w stalym do siebie stosunku,
w szczegllnosci bedg sobie réwne.

Réwno$¢ pél w czgsteczkach pocigga za sobg réwnos$é pél
w obszarach skonczonych, gdyz sa one suma nieskoiiczenie wielu
czasteczek poli twierdzenie odwrotne nie jest stuszne (Nr 19 c).

Gdy skala gléwna jest 1:1, skala giéwna pdl jest réwniez 1:1,
za$ skala (poszczegdlna) pél jest f(u,v). Gdy skala giéwna jest
m,, czyli 1/N, skala gléwna pol jest m,?, czyli (1/N)?, za$ skala
(poszczegolna) pol jest:

f'=1f -m?®=1-(1/N)%

b) Znieksztalcenie elementu pola (albo zniesztalcenie czgstecz-
kowe pola).

Skala pél f, liczba zawsze dodatnia i w uzytecznych rejonach
odwzorowania bliska jedno$ci, moze by¢ wigksza lub mniejsza od
jednosci, albo réwna jednosci. Odchytke skali pdl f od jednosci,
ktéra moze by¢ liczbqg wiekszq albo mniejszq od zera (powiekszenie,
pomniejszenie) albo réwnq zeru, nazywamy zniekszialceniem po-
wierzchniowym elementarnym (lub znieksztaiceniem elementu pola dP):

(f—1) =£P__ 1 =_d_13~__2£
dp dp
Wielkos$¢ tg, podobnie jak znieksztaicenie liniowe (Nr 25 d),

mozna rdéwniez wyrazi¢ w procentach albo w promiliach, przez po-
mnozenie liczby (f — 1) odpowiednio przez 100, albo przez 1000.
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Gdy skala gtéwna jest 1:1, skala gléwna pol jest rowniez 1:1,
a znieksztalcenie elementu pola jest (f — 1).

Gdy skala gtéwna jest m,, czyli 1/N, wowczas skala giowna
pol jest m? czyli (1/N)? za$ skala poszczegélna pol jest f' = f - m%
Znieksztalcenie elementarne pol jest wtedy:

f' - :
(—— — 1), czyli, jak poprzednio, (f — 1).
m,?

W literaturze naukowej spotykamy nastepujgca terminologie:

— w jez. angielskim: ratio of areas (stosunek pol), scale of areas (skala pol);
distortion of area (dystorsja pola), alteration of areas (zmiana pol);

— w jez. francuskim: rapport des ¢él3ments superficiels (stosunek elementéw
powierzchniowych); altrations de surfaces (zmiany powierzchni);

— w jez. niemieckim: Fliichenverhiiltnis (stosunek pol); Flichenverzerrung
(znieksztalcenie pol);

— w jez. rosyjskim: massztab ploszczadiej (skala pol); (otnositielnoje) iskazenije
ploszczadiej (wzgledne znieksztalcenie pol).

Niekiedy spotka¢ mozna odmienng nieco terminclogie pojeciowa, mianowicie
wielkos¢ f=d P/dp czesto nazywana jest znieksztalceniem pol. Wydaje sie
stuszniejsze wielko$¢ te nazywac skalg pdl, za$ jej odchylke od jednosci nazywac
znieksztalceniem elementarnym pél. Tg¢ odmienng pojeciowq terminologie spotykamy,
migdzy innymi, i w literaturze naukowej polskiej.

c) Linie rownych znieksztalcen (elementéw) pol.

Skala podl jest funkcja ciagla punktu powierzchni. Na po-
wierzchni oryginatu i obrazu beda przeto istniaty pary odpowiada-
jacych sobie linij, wzdluz ktérych skala pdl, dla kazdej pary, bedzie
miala stalg wartosc.

Linie jednakowych skal pdé!, a tym samym i jednakowych
znieksztalcen (elementéw) pol, bedziemy nazywali izoskalami pdl’).

W szczegdlno$ci moga nas interesowac izoskale pol o wartosci
jeden, czyli linie o zerowym znieksztalceniu pdl.

Rownanie izoskal pol uzyska¢ mozna bezposrednio z definicji
skali pol, zakladajgc na f, kolejno, pewne wartosci stale:

f(u, v) = const.

Powyzsze rownanie daje zwigzek pomiedzy parametrami u, vi a wigc
jest rownaniem (we wspoélrzednych parametrowych) linii na po-
wierzchni oryginalu, a takze (wobec sprowadzenia réwnan parame-
trowych powierzchni obrazu do tych samych parametrow u, V)
jest rbwnaniem linii na powierzchni obrazu.

') Nazywane s3 one takze ekwideformatami pdl, lub tez Izokolami pél
(Nr 29, Nr 32 d).
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d) Zaleznos$¢ skali pol i skali liniowej.

Wedlug (33.1), w dowolnym niekonforemnym odwzorowaniu,
skala dla kierunku, ktorego kat kierunkowy doznaje maksymalnego
znieksztalcenia, jest réwna Vab:

m* (u- \4 ’J'max) = m® (u' \4 a'mﬂ) =abh.

Skala pél f (u, v}, zgodnie z definicjg (35.1), jest réwniez réwna
tej samej wielkosci ab.
Stad:
flu,v)=m U, v, tnex) = m* @, V, X'ma) i (35.2)

kwadrat skali liniowej dla kierunku o maksymalnym znieksztalceniu
kqta kierunkowego, jest rowny skali pdl.

Na podstawie wzoréw (33.4), (33.4') i wzoru (35.2) mozemy zesta-
wi¢ nowe wzory dla obliczenia skal ekstremalnych a i b za pomoca
skali pol i katow (%max — %), (#'max — %'), W nasigpujgcy sposob:

i~/ a b
l'abl/ =: al/ '
a-+b a-+b

m (u, V, %max) COS (#'max — %') = @ COS (Amax — %),

skad, na podstawie wzorow (33.8):

(T' “)max—“’e)
' ' BB f o g
a=im (u- V) %max) €08 (*'max = ) =m (ul v, amax) =
COS (%max — ) - (f ‘i"‘fﬂx‘_ me)
4 2
T ( T Omax — O )
sin | —— [———
ot —
= m (U, v, %max) P
T Wpax — We
COS | —
[F+=r")
lub
T Wmax — e AT T Omax — We

a=mfu, v, ) tg{—4+—"—""-—|=Vitg| —4+—""—""),

( “‘)g(4+ 2 ) g(4+ 2 )
i podobnie (35.3)

7 w -— 1) — T (0] [0)

b=nm U, Vv, ty )t S max e =l/ft (_ max e)

( ax g( 2 ) g 4 2
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Stad:
a+b=2VF sec (Opax —

@b
a-+b

= sin (mmax iy me)-

")c)r a—b=2 '/}- tg (wmax T me)l

(35.4)

e) Whioski dla odwzorowania réwnopowierzchniowego.
W przypadku odwzorowania réwnopowierzchniowego

f=

=,

wskutek czego wiele wzoréw z teorii znieksztalcen odpowiednio

sie uprosci. Bedziemy mieli:
(Nr 28 d):
ab=1,
(a+b)=(P+R) 42,
(a—b)!=(P+R)—2,
a=11ly PFRIF2+V (P+R)—2],

b=17.ly PFR 2V (P+RI-2],

b _/FER=S
a+b l/ P+R+2
(@— 14 (b—1)*=

=2+4(P+R -2}y (P+R+2.
(Nr 31Db):

Pctge =ctge' — Q.

(Nr 32)

tg (a__a') P il th&l———_l_
Pctga--Qttga

sin(e—a) P-+Qige—1

sin(e}+2) P+ Qtga-t1

(Nr 33):

m (u' v, amax) =1,

tg (“max T

G} =ta=+1/b,

(Nr 28 d):
llab=1,
(1/a+1/b)* = (P'+R)+2,

(t/a—1/p)r = (P'+R)—2,
t/a=1, [y (P+R)+2—V (P+R)—2],
1/b="1, 1y (PFR)F2+V PFR)—2l,

a—b__ ta—1b _ ]/'P'+R'—2
a--b 1/a+1/b P+R'4-2
(a—1)'<Hb—1)2=

=24 (P +R)—2/(FFR) T2

(Nr 31b):

P ctg @' =ctge — Q.

(Nr 32):

. _P+Qitga—1 :
P'ctga'+Q'4-tga’

sin(z—a’) __ P4-Q'tga’'—1

sin(a - a') P+Q'tga'+1

(Nr 23):

mi{wi o) =15

tg ('z'max s ac') =+ 1/la=*b,



Sin (Omax ‘”e)—a —1. 11— bz. COS (Wpax — W) = 8. .. 40 g
+1 14p "1 b1
aﬁ__l l_bz a—b Wmax W, a—1 1—b
tg (Omax — 00) = == = ot
2 2b 2 2 at+1 1+4b
(Nr 35 d)
, — T ) —w
j— t oS max e , b s t e max e ,
) g( T 2 ) g( 2 )

a+b=2sec (Opax — ®e), @ —b =2 tg (Omax — @) .

Rowniez wzory Nr. 30., podajgce zwigzki pomiedzy wielkosciami
a,b,m,,m,, 0,0 odpowiednio si¢ uproszcza, zwlaszcza w przy-
padku, gdy siatka parametrowa na powierzchni oryginatu jest pro-
stokgtna (@ = =/2).



ROZDZIAL VII

ZNIEKSZTAECENIA METRYCZNE JAKO FUNKCJE SKAL
I KIERUNKOW EKSTREMALNYCH.
RZUTOWOSC CZASTECZKOWA

36. Wryraienie znieksztalcen metrycznych za pomoca skal
i kierunkéw ekstremalnych: a, b, 2. (2.')

Jezeli, w dowolnym punkcie powierzchni, obliczymy maksy-
malng a i minimalng b skale liniowa (elementarng) oraz kat kie-
runkowy ¢. (%) kierunku o ekstremalnej skali, jestesmy w stanie
calg teorie znieksztalcen znacznie upros$ci¢, i wyrazi¢ wszelkie inne
wielkosci w tymze punkcie: skale m w dowolnym kierunku, znieksztat-
cenie (z — o') dowolnego kata kierunkowego, maksymalne znieksztal-
cenie kata, oraz skale pol f, za pomoca wielkosci a, b, i % (2').

W ogolniejszym przypadku, teorie odwzorowawczych znieksztal-
cen metrycznych mozna oprze¢ na wielkosciach my, my, 0, 0', zwigza-
nych z siatka parametrowg powierzchni, i wszystkie znieksztalcenia
metryczne, w dowolnym punkcie powierzchni, wyrazi¢ za pomoca
skal parametrowych m,, m, i kqtéw parametrowych 0 i 0' w tymze
punkcie.

Gdy siatka parametrowa jest zarazem siatkg krzywych gtéwnych
odwzorowania, obie powyzsze metody identyfikuja si¢ ze soba.
Wowczas bowiem 0 = 0" ==/2, 4, =09, =0 i:

albo my,=a, m, = b,
albo m,=bh, m, = a,

zaleznie od obioru pierwszej (maksymalnej), albo drugiej (minimalnej)
rodziny krzywych giéwnych za siatke kierunkowsg.
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W zastosowaniach praktycznych korzystamy badz z pierwszej
(a, b, ), badz z drugiej (m,, m., ©, ') z powyzszych metod, stosownie
do warunkéw zadania, przy czym z reguly, przy sprzyjajacych
warunkach, korzystamy z metody pierwszej, jako najprostszej.

a) Wyrazenie wielkosci P, Q, R, i P, Q', R', za pomoca wielkosci
a, b, i (ae.):

W Nr. 28 d mieliSmy nastepujace zwigzki:

a*+b*=P-+R, la*4-1/b*=P +R',
ab=-+}PR—Q?, (36.1) la=-+VPR—Q®, (36.1°)
a*—b?=+/ (P—RIF4Q". | Ve ptes /(P R)FH4QR.

Katy 2. (') na powierzchni oryginalu (obrazu), dla ktérych
zachodzg ekstrema skali, wyrazaja si¢, jak wiemy (Nr 27 a), wzorem:
2Q ‘ ; 2Q°
t Zae—“‘_ tg 24, = ————
g R g PR
skad . skad

= (P—R)tg2a,. | 2Q = (P' — R) tg 24"

Podstawiajgc te wartos¢ do ostatniego ze wzorow (36.1), otrzymujemy:

a*—b*= | 1/a® — 1/b* =
4(P—R)*t 22«1 4(P—R)tg?2e,
= +]/ (P—R)*+ m.g* 1 =—]/-(P' : R')’+—4———=
==+ (P—R)/cos2¢, , |  =TF(P"—R')/cos2a,,
+dlaP >R, ‘ —dlaP' >R,
~dlaP<R. +dlaP' <R

Wezmy teraz dwa rownania:
(@*—b¥) cos2a =+ (P-—R), (1/a* — 1/b*) cos 2 e’ = 3= (P'—R’),
at + b? = P+R; L a1 = P4+R;

dodajgc i odejmujac od siebie oba te réwnania, otrzymujemy:

dla ! dla
P>R|P<R P'R'|P'>R’
L | e ’ ol (R
a* cos® @, + b*sin*a, == P, =R, ‘ (1/a*) cos® «,'+-(1/b¥) sin*«,'= P'|= R,
a*sin® «, + b* cos* «, = R.,|=P. | (1/a¥) sin® «,'4-(1/b% cos* #,'= R',|= P".

(36,2) (36.2')
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Wreszcie dla obliczenia wielkosci Qi Q" mamy:

—b*=+Vy(P—RPF4Q% 1/a2—1/p*=—y} (P —RP+4Q%
podstawiajgc tu podstawiajac tu
P—R=2Q/tg2«,, P—R=2Qtg2e,,
otrzymamy: otrzymamy:
— b= ; 1/a* — 1/b* =
=4 tg’2a +4Q’ +2Q/sin2x,, | = __l/-t:’cz)a +4O‘2—?F20 /sin2a,’,
Q = =+ (a*— b*)sin«, cosa, , (36.3) \ Q' =7 (1/a*—1/b¥ sina,’ cose,’, (36.3)
+dlaP >R, —dlaP"> R,
—~dlaP<R. +dla P'<R'.

b) Wyrazenie skali m® przez wielkosci a, b i 2. (2.').
Do ogdlnego wzoru na skale:
m*(u,v,#)=Pcos?a-+ Qsin2x+ Rsin*«, | 1/m*(u,v,«')=P'cos*s’+Q’sin2¢'+R’sin’x,

podstawiamy zamiast P, Q, R, (P', Q', R') wyzej obliczone wartosci.
Otrzymamy:

1. w przypadku P >R: 1. w przypadku P'<R':
i 1 1 ok N e
m* = (a* cos® #, | b*sin® ) cos® « -+ ;, = (;; cos® a," 4 —b; sin®a, ) cos® o’ —+
-+ (a*— b sin &, cos 2, sin 2 «-}- L (—1—2 - - bl) sinz,’ cos #,’ sin 2’ -
a
+- (a? sin? «, - b* cos® «,) sin* « , - (i’ sin?a,’ - # cos® ae') sin?a’,
a
m*(u,v,0) = a*cos*(«—a,) +b*sin*(z—u,). 1_2 = i, cos?(«' —a,) + ot sln’(a' —a),
m* a
2 |2
m2(u,v,a)= . b————
[ a*sin¥(«’—a,')+ b*cos*(a'—,’)
|
2. w przypadku P<R: | 2. w przypadku P'>R":
m? = (a*sin® «, |- b* cos? «,) cos® & — | 1_(1 sin?a, -+ 1 coste ) costa’ —
m? a? b? E
— (a* — b?) sin #, cos =, sin 2« - ’ —(J»—L)sma cos e, sin2¢ -
2 b2
| a
2 ¢ JAnes | in? 1 5 1 o). :
+- (a® cos? «, - b? sin® 2,) sin* ., 4 (E cos? a,’ - = sin‘a, ) sina’,
m?(u,v,)=a*sin®(x—a,)+b*cos* (2 —a,). Sl sin?(e'—a,’) +l cos?(a' —ua,’),
m! a2 b2
2 b2
| m¥uve)= £

a*cos®(a'—u,'4-b*sin*(¢'—a,’) )
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Z powyzszych wzoré6w na | Z powyzszych wzoré6w na
skale m? otrzymujemy: l skale 1/m® otrzymujemy:
dlaa — a, = 0: ‘ d}? oo, =0
dla P>R|dlaP<R | dlaP' <R'|dlaP'>R"
m? (u, v, a,) = a, | albo — b?, | .t _ 1 ! =1
m?(u,v,2,’) a* b*
albo
mi(y,v,7,) = a®, | = b*,
dla ¢ —a, =m/2: dla a'—a, = =/2:
‘ E 1 1 1
: Dda)= b =q? ey e S
m*(u,v,z2-+4-2) b*, | albo = a?, m’ (u,v,7/2--5,) b at
| albo
m2 (un v, 1"//2"‘[!' I"(") = b’ o | a'.' ’

stosownie do tego, czy kierunek ¢, (2.) dotyczy pierwszej, czy tez
drugiej stycznej glownej na powierzchni oryginatu (obrazu). Kierunki
obu tych styc:nych réznig sie, jak wiadomo, od siebie o ®/2, co
zresztg zgodne jest z powyzszymi wzorami: dla %, = %/2 + a.
(2.’ = =/2 + 2.) wzory pierwszego przypadku przechodza we wzory
drugiego przypadku.

c) Wyrazenie znieksztalcenia katowego za pomoca skal i kie-
runkéw ekstremalnych.

1. Zwiagzek miedzy odpowiadajacymi sobie katami kierunko-
wymi 2 ia' na powierzchni oryginatu i obrazu.

Wzér (31.2), | Wzér (31.2'),
Pctge=) PR—Qctgea’ —Q, ‘ Pctga =Y PR —Qlctga—Q',

przez podstawienie w nim zamiast wielkosci P, Q, R, (P, Q", R)
wyrazen Nr. 36 a, oraz zamiast VPR —Q? wyrazenia a b, (zamiast
VPR —Q? wyrazenia 1/ab), przeksztalci si¢ w nastepujgcy:

w 1. przypadku P > R: w 1. przypadku P'<R':

— ; ; vip s : sz
(a* cos* #, +4- b*sin* o) ctga=abctga'— (;lécos’ae +;’ sin®a, )ctgu =—ctga—-

!
i ab
- (@®* — b¥ sin ¢, cos ¢, , N

1Y = .
—|—=——]sina cose',
(a’ b? 2 <

co mozna takze przedstawi¢ w postaci:
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i g cos o, " 1 1) cosa, . oo
(a* — )mnacos(a-~~ae)-- Zi-—b—z)—s—in—a,—cos(a—-ae =
1 1
=abctga —-b*ctg . | =Ectga b._,ctga
w 2. przypadku P<R: [ w 2. przypadku P' >R":
1
(a*sin® @, - b* cos* #,) ctg o = (; sin’ae'—i—bizcos’ae') ctga’ =
=abctg ' -} (a* — b*) sin o 13 .y tg o |- 0 a' @’
=abctg a sin o, cos @, , -—abcg o sina,’ cos &',

co mozna takze przedstawi¢ w postaci:

1 1\sina,’
(— ) —-sin (&' —a,) =

. 9 sina,
(a* - b?) R sin (z—a,) = P g e
B et i 1 1
=abctga’' —b*ctga. | —nCtga‘——ctga
2. Znieksztalcenie kata kierunkowego.
Wzér tangensowy (32.1), | Wzér tangensowy (32.27),

_(P+Q'tge —/ PR—Q¥tga’
P4 Qtgattg% Y PR—Q?

(P—Lthl.——L PR— Q)tga
P+Qtgu+ttgie) PR—QF

tg(a—a)=

tg (z—

przez podstawienie w nim zamiast P, Q, VPRIEQ% (P, Q. VPR —Q%
odpowiednich wyrazen, przeksztalci si¢ w nastepujacy:

(1 1
e 2, " BRI Ty T
e cos* s, + b¥sin®a,) + N [(a costa,’ -+ o5 S e ) 3Js

(Gt costia - pYEintu 1 el 7
(a* cos® &, + b* sin® &) -+ (;cos*ac -}-—Esm’ae)—}—
e h 5 sina,'cos ,'tg o' — — |t
+ (a* —b¥ sin &, cos o, tg = —ab]tg« at b2 o g ]ga
+ (@*—b¥) sin«, cos «, tg = abtg*a +(—1;——1—2)smae'cosa tgo'+4 — tga
a b
[ \ . [(l l)cosa
B o o ol OO A o b
T | = (1 l)cosa
(a —b)?(;g—a cos (= — =)+ : F 5 cosar o8& — )+
+—an] | L 3
+b*—ab | tgu | P56 tgoj

1
+b*+ab tg*a ' +mt e
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Wzér sinusowy (32.3), 1 Wzor sinusowy (32.4'),
sin(«—«) _P+Qtga—YPR—G* | sinfu—«)__P+Qlegx—yPR_Q*
sin (x4a) P-+4+Qtga--)YPR—Q* | sin(a-}a) P+Qtge'+)/ PR~ Q"

przeksztalci si¢ odpowiednio w nastgpujgcy:

1 1\cosa,” 1
( —) cos(a —a, H— —

08 a
2 2 e— —
¢ ) cos»(u 2 )+b a* b*/cos +' “ab

= sa 1 1)cosz,
(a* —b’)———COS('l-—a)-i-b’-l-ab ( ) —— cos(a'—2, )+bz+

a bt/ cosa’

Zarowno wzor tangensowy, jak i wzér sinusowy podany zostat
tylko dla przypadku P >R (P'<R').

3. Maksymalne znieksztalcenie katowe.

Wzory Nr. 33. podajg warto$ci maksymalnego znieksztalcenia
kata kierunkowego i maksymalnego znieksztalcenia kata w ogdle,
w punkcie powierzchni, wyrazone bezposrednio w funkcji wielkosci
a, b, % («').

d) Wyrazenie skali pol za pomocag skal ekstremalnych.

Z definicji skal pél (Nr. 35) mamy bezposrednio:

f=abhb,
co zreszta mozna sprawdzi¢ takze rachunklemiwggzez po_d_s_fawxe_me
wielkosci P, Q, R, (P, Q', R') w wyrazenie V PR — Q° (VP'R' — Q").

Wzory Nr. 35 e dla odwzorowania réwnopowierzchniowego
moga by¢ rowniez latwo przeksztalcone w podobny sposéb, i wyra-
zone w funkcji wielkosci a, b, % ().

W Przypisie 6. podano wzory dotyczgce drugiej, ogolniejszej
metody rozwiniecia teorii znieksztalcen w funkcji wielko$ci para-
metrowych m, , m,, 0, ©".

37. Przyjecie siatki krzywych giéwnych odwzorowania za siatke
wspoirzednych powierzchniowych

a) Cel.

W' ogdélnym zadaniu odwzorowawczym dwéch dowolnych po-
wierzchni na siebie, obieraliSmy z poczatku dowolne wspotrzedne
krzywoliniowe u, v i U, V na powierzchni oryginaiu i obrazu, od-
powiednio. Nie byly to odpowiadajace sobie ukiady siatek wspol-
rzednych powierzchniowych.

Nastepnie, na skutek akcji funkeyj odwzorowawczych, byliSmy
w stanie obra¢ za siatke wspotrzednych powierzchniowych na obrazie
te siatke, ktéra jest obrazem dowolnie obranej siatki (u, v) na po-
wierzchni oryginatu. Wtedy siatki parametrowe na obu powierzchniach
beda odpowiadaly sobie w obranym odwzorowaniu: jedna bedzie
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obrazem drugiej. Parametrami na powierzchni obrazu nie beda juz
dowolne parametry U, V nie zrelacjowane z powierzchnig oryginatu, lecz
te same parametry u, v, co i na powierzchni oryginatu. Oczywiscie
siatki parametrowe, pomimo wystgpowania tych samych parametréow,
beda zupelnie réine i odrgbne, dotycza bowiem dwoéch réznych
powierzchni.

Wiadomo, ze od obioru rodzaju i ukladu wspéirzednych po-
wierzchniowych zalezy, w duzej mierze, dogodnos¢, prostota i tfatwos¢
rozwigzywania wielu zadad geometrycznych. Najdogodniejszymi
siatkami wspohrzednych powierzchniowych w problemie o (niekonfo-
remnym) odwzorowaniu dwoch powierzchni na siebie, beda siatki
krzywych giéwnych, w ktérych zadanie odwzorowawcze przedstawia
sie najprosciej. Beda to uklady wspéhrzednych najlepiej, z punktu
widzenia teoretycznego, przystosowane do warunkow zadania. Wynika
to z czterech faktow:

1) ze sa to siatki odpowiadajgce sobie,

2) ze sa to siatki ortogonalne na obu powierzchniach,

3) ze sg jedynag parq ortogonalnych siatek, w ogoéle istniejgcych
w (niekonforemnej) odpowiednios$ci punktowej dwoch powierzchni
(1. twierdzenie Tissota),

4) ze sg liniami ekstremalnych wartosci skali.

Rozmaite (nickonforemne) odwzorowania tych samych dwoch
powierzchni na siebie majg na og6t inne siatki za siatki krzywych
glownych. Teoretycznie, zadanie o odwzorowaniu rozwigzuje sie
i studiuje najprosciej we wspoétrzednych powierzchniowych krzywych
gléwnych. W praktyce siatka krzywych gléwnych danego odwzo-
rowania, tak wazna dla teorii, nie zawsze stanowi podstawe orienta-
cyjna; czesto inna siatka, np. geograficzna na powierzchni obrotowej,
jest takg podstawa. I tylko w niektérych odwzorowaniach (oczywiscie
z wylaczeniem konforemnych) siatka geograficzna powierzchni obro-
towej, z definicji swej ortogonalna, bedzie zarazem siatkq krzywych
gtownych: mianowicie w tych, w ktérych odtwarza si¢ ona ortogo-
nalnie na powierzchni obrazu. Na og6l siatka geograficzna nie musi
by¢ siatka krzywych gtéwnych odwzorowania.

Aby zbada¢ i wystudiowa¢ dane odwzorowanie, pozna¢ jego
wilasnosci metryczne, wady i zalety — krétko: aby poznac teorie
danego odwzorowania — trzeba najpierw znalez¢ siatki krzywyth
gtownych, a nastgpnie obra¢ je za siatki parametrowe. W praktyce,
dla niektorych prostych grup odwzorowan, zrobi¢ to latwo: mozna
a priori odgadna¢ jaka siatka bedzie siatka krzywych gléwnych
odwzorowania. Na og6l znalezienie siatki krzywych giéwnych jest
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dos¢ trudne, nie mozemy postgpowa¢ droga préb, lub polegaé
tylko na intuicji, i przekonywac siz post factum czy siatki rozwa-
zane sg krzywymi gtéwnymi, czy nie. Musimy raczej rozwigza¢ zadanie
o poszukiwaniu siatki krzywych gtéwnych, w my$l pierwszego
twierdzenia Tissota, na podstawie catkowania réwnania rézniczkowego
krzywych gtownych (Nr 24 b).

b) Uproszczenia w teorii odwzorowan, wynikajace z przyjecia
siatek krzywych gléwnych za siatki wspéhrzednych krzywoliniowych.

Zatozmy, ze znamy krzywe gléwne (niekonforemnego) odwzo-
rowania jednej powierzchni na druga, i obierzmy je za siatki para-
metrowe. Wyprowadzimy konsekwencje takiego zalozenia.

1. Na skutek ortogonalnosci obu siatek parametrowych, odpo-
wiadajgcych sobie, mamy F=0 i F = 0. Pociggnie to za soba
caly szereg uproszczen w teorii odwzorowan, a zwlaszcza w teorii
znieksztatcen:

Y G’ ’ E 1 G 1
P=— =mv2' QZO: R=—= muz; P'='—=~'v Ql=0l R'= ==y
E G E' m/} G m}
(") — (“)' — ’,'.‘/2; (’)' —— (:) = 7;/2;
skala: skala:
1 . 5 G ST
m?(v,u, a)==P cos® 2 - Rsin®z, ————=P' cos*a’+ R’'sin’a’,
m*(u,v,o')
9 9 + 9 . 0 — 1 COS2-"+ 1 Sin2a'
== my” ! “u o il 9 - 2
m,"COS™d—{—m=,S1n mv2 m?

zalezno$¢ katow kierunkowych:
Pctga=VPRectg,

myctga=m,ctga’;

znieksztalcenie katow:

_(P—VPR)tga

tg(a—a')=
gf ’ P-+tg2VPR

m, "!"' my tg2 73

- (my— my) sin2a
— e ey
(mv'—"' mu)‘}' (mv"_ m,,)C-’)S2cc

zalezno$¢ katéw kierunkowych:
P'ctga'=VP R ciga,
4 ctga' = 2 ctga;
my my
znieksztatcenie katow:
B —VPR)tga'
P +tg*a' VPR

tg(a—a)=

1 1
( 2 —)sin’lz'

RIS YL a

\my m,/ ‘ \Jm, m,



145

sin(a—a’)  P—V PR | sin(e—e)__P'—VPR
sin(a-a') PV PR | sin(ato) P+VPR
| 11
_mv—mu__; =_mv mu;
mv+mu ‘ .l_+L
; mv mu
skala pol: | skala pol:
|
i='/.ﬁ=mvmu- ‘ —]/-y—— —"—'mvmu-
' 1/m, m,
(37.1) | (37.1°)

2. Na skutek faktu, ze wzdluz krzywych gléwnych zachodzg
eksirema skali: maksimum wzdluz rodziny pierwszych, minimum
wzdluz rodziny drugich krzywych giéwnych. Przyjmujgc krzywe
glowne za siatki parametrowe na obu powierzchniach, musimy jedng
z dwoéch rodzin krzywych gléwnych, dla kazdej powierzchni, obrac
za linie parametrowe kierunkowe v == const., pozostalg rodzine krzy-
wych gléwnych —za linie parametrowe u = const. Oczywiscie wybor
jest dowolny i moze by¢ dwojaki, gdyz dla jednej rodziny mamy
maksimum, dla innej minimum skali. Musimy si¢ zdecydowa¢ na
zorientowanie wzajemne tych dwoéch okolicznoscii uméwimy sie
wiec, ze za linie parametrowe kierunkowe v = const. obierzemy
krzywe giéwne maksymalne. To zalozenie daje:

P =m? = d* R = m,* = b?,
P'=1/m,*=1/a? R'=1/m,*=1/b?, (37.2)
e = o, =0,

Odpowiednio do tych wartosci, wzory poprzednie uproszcza sie
jeszcze bardziej. Ekstrema skali zachodza woéwczas dla kierunkow
o=0, ®/2, ®, 3%/2 na powierzchni oryginalu (przy czym dla 0 i # mamy
maksimum, dla ®/2 i 3%/2 minimum skali) i dla odpowiadajgcych
im, rownych poprzednim, kierunkéw «'=0, %/2, =, 37/2 na po-
wierzchni obrazu.

Wiele wnioskow, zwiazanych z przyjeciem krzywych giéwnych
za siatki parametrowe, podano, w stosownych miejscach, w trakcie
rozwijania teorii odwzorowan (Nr 26 e, 2; Nr 30 ¢; Nr 31 b, wnio-
sek 3; Nr 32c; Nr 34).

F. Biernacki, Teoria Odwzorowan 18
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38. Drugie twierdzenie Tissota, czyli ogélne prawo odwzorowawcze

a) Twierdzenie i jego znaczenie.

Drugie twierdzenie Tissota dotyczy czgsteczkowej struktury
odwzorowania i stanowi najwazniejsze twierdzenie calej teorii od-
wzorowan. Streszcza ono i koncentruje w sobie caly proces odwzo-
rowawczy, a przez to i calg teorig znieksztalcen metrycznych, ktéra
moze by¢ zbudowana na podstawie tego twierdzenia, dajgc, w sposéb
prostszy i, dzigki interpretacji geometrycznej, bardziej pogladowy,
te same wyniki, jakie uzyskaliSmy bezposrednio na drodze analizy
matematycznej. Wnika ono w sam mechanizm procesu odwzoro-
wawczego w pojedynczym punkcie powierzchni i daje pewne ogolne
prawo, rzadzace wszelkim odwzorowaniem jakichkolwiek dwoch po-
wierzchni na siebie.

Twierdzenie. W kazdym regularnym odwzorowaniu jednej po-
wierzchni na drugq, struktura obrazu polega na pokrewienstwie
czgsteczkowym.

Twierdzenie to zwie sie réwniez ogdélnym prawem odwzoro-
wawczym ').

Poniewaz pokrewienstwo jest rzutowosciq, mianowicie jej szcze-
golnym przypadkiem, przeto struktura czgsteczkowa wszelkiego regu-
larnego odwzorowania dwéch dowolnych powierzchni na siebie jest
rzutowa, czyli projekcyjna. To do pewnego stopnia usprawiedliwia
nazywanie wszelkich odwzorowan rzutami, czyli projekcjami. Jednakze
rzutowos¢ czasteczkowa nie pocigga za sobg na ogdél rzutowosci
w obszarach skonczonych, i ten fakt przemawia za odrzuceniem
terminu rzut na rzecz ogélniejszej nazwy — odwzorowanie. Nazwe
rzut nalezy ograniczy¢ do jej wlasciwej i skromniejszej roli: rzutowosci
obszaré6w skonczonych dwoéch powierzchni., Rzutowo$¢ w obszarach
skonczonych pocigga za soba takze i ich rzutowos$¢ czgsteczkowsy,
lecz twierdzenie odwrotne nie jest na ogét stuszne (Nr 4 ¢ i Nr 7).

Szczegoélnym przypadkiem pokrewienstwa czgqsteczkowego jest po-
dobienstwo czgsteczkowe; odwzorowanie na siebie dwoch powierzchni,
oparte na takiej szczegolnej strukturze czasteczkowej, jest, jak wiemy
(Nr 18 c), konforemne.

Fakt zauwazony przez Tissota: pokrewienstwo czgsteczkowe
obrazu i oryginatu, w kazdym odwzorowaniu dwéch powierzchni na
siebie, stanowi znakomite ujecie i zobrazowanie struktury obrazu.

') W jezyku francuskim: loi de déformation; w jezyku niemieckim: allge-
meine Abbildungsgesiitz.
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Tissot sformutowatl twierdzenie w inny nieco sposéb, podajac , prawo
deformacji”, ktére nie zalezy ani od natury obu powierzchni, ani
od sposobu ich odwzorowania: wszelkie odwzorowanie jednej po-
wierzchni na drugq moze by¢ zastqpione, w otoczeniu kazdego punktu,
przez projekcje ortogonalng, uczynionq w stosownej skali. Dla kazdego
punktu powierzchni, z nielicznymi wyjatkami, istnieje szczegélna
plaszczyzna na ktdérg rzutujemy prostokgtnie otoczenie rozwazanego
punktu, i szczegdlny czynnik (skala), ktéry warunkuje wielko$é
zrzutowanej czagsteczki.
b) Wskaznica Tissota !).

Zalézmy, ze dane sq dwie powierzchnie:

x=f1(uvv)v X=FI(U'V)'
y=ig (u, V): i Y=F2 (U, V), (38.1)
z = fy (u, v), Z=F,(U,V),
oraz para funkcji odwzorowawczych:
U= q’l (u, V},
(38.2)
V=14, (u,v),

czynigca odwzorowanie pierwszej powierzchni na druga.

Wezmy punkt (u, v) na powierzchni oryginatu i odpowiadajgcy
mu punkt (U, V) na powierzchni obrazu. Z punktu (u, v), jako ze
srodka, zatoczmy na powierzchni oryginalu kolo geodezyjne infini-
tezymalne o promieniu ds. W odpowiadajagcym mu punkcie (U, V)
na powierzchni II, obrazem tego kola bedzie jakas linia krzywa, ktorg
nazywamy (krzywa) przeksztalcong.

Takze i czasteczka kolowa na oryginale, utworzona przez rozwa-
zane kolo infinitezymalne, przeobrazi sie w jaka$ odpowiadajgca jej
czasteczke na powierzchni obrazu, ograniczong odpowiadajgcq krzywa
przeksztatcona.

Wykazemy teraz, ze sluszne jest nastepujgce

Twierdzenie. Krzywa przeksztaicona kola elementarnego jest
na ogot zawsze elipsq, niezaleznie od rodzaju obu powierzchni i ich
odwzorowania. W odwzorowaniu konforemnym jest kolem.

') Roéwniez: elipsa wyznaczajqca Tissota. W jezyku angielskim: indicatrix;
w jez. francuskim: Indicatrice de Tissot; w jez. niemieckim: Verzerrungsellipse (elipsa
znieksztalcen); w jez. rosyjskim: ukazatielnica, indikatrisa Tisso, ellips iskazenij
(elipsa znieksztalcen).
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Dowdd. Element liniowy, w punkcie (uz,v) na powierzchni
oryginahu, jest
ds®=Edu®-}+2Fdudv -+ Gdv? (38.3)

dla kazdej dowolnej linii przechodzacej przez ten punkt na tej po-
wierzchni. Dla réznych linij w tym punkcie element liniowy bedzie
oczywiscie ro6zny, zaleznie od rodzaju linii. Wezmy wszystkie linie
geodezyjne powierzchni, przechodzgce przez rozwazany punkt, i od-
16zmy na kazdej z nich stalq warto$¢ dlugosci tuku, ds = const.:
utworzymy elementarne koto geodezyjne w punkcie (u, v), jako $rodku,
na powierzchni oryginatu. Zwiazek (38.3) bedzie wéwczas réwnaniem
tego kola elementarnego. Kiedy przechodzimy od punktu (u, v) do
dowolnego innego punktu na obwodzie tego kola, wspéirzedne pa-
rametrowe u, v punktu doznaja przyrostow du, d v, zwigzanych ze
sobg relacja (38.3), w ktérej E, F, G sa wielkosciami stalymi dla
obranego punktu.

Kolo (38.3) poddajemy teraz przeksztalceniu odwzorowawczemu
(38.2), celem uzyskania jego obrazu na powierzchni II. Przyrosty
dU, dV, jakich doznaje odpowiadajgcy punkt (U, V) na powierzchni
obrazu, dane sg za pomocg Wzorow:

dU=UudU'+‘UvdV, IUu:Ux'

J =

. | i (38.4)
dV=V"dU"[’VvdV; VHIVL'

w ktorych znaczki dolne oznaczaja pochodne czastkowe funkcji
odwzorowawczych.

Rownanie krzywej przeksztalconej na powierzchni obrazu uzyska-
my z roéwnania kola elementarnego (38.3) powierzchni oryginatu,
eliminujgc du, dv z rownan (38.3) i (38.4). W tym celu wyznaczymy
wielkosci du, dv z réwnan przeksztatcenia (38.4), i podstawimy je
do réwnania kola (36.3).

Jduz ‘_'Uudv—i_Vude
Jdv= U,dV —V,dU,
szsz :E(—‘UvdV"‘}‘Vu dU)"+‘
“+2F(—U,dV + V,dU)(U,dV — V.dU)+ G (U.dV - V, dU)?

(38.5)

a po wykonaniu dziatan i uporzgdkowaniu wzgledem dU, dV,

dU?(EV,2>—2FV,V,~+GV.2) —2dUdV[EU,Vy—F (UuVe~-Us Vi) --GUL V-
+dV? (EU2—~2FU, U, +GU,?) = Jd s,
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czyli
AdU? —2BdUdV +CdV?*—ds*=0, (38.6)

gdzie, dla uproszczenia, oznaczylisSmy:

A = J"z(EVuz o 2 Fvv Vu + Gvuz):
B=J"?[EU,V, — F(U.Vy+ U Vi) + GU. V., (38.7)
C = J—’(E Uu' — 2 F Uy Uu + GUMZ)'

Forme kwadratowa dodatnig (38.3), ktora przyréwnana do war-
tosci ds® = constans, przedstawia rownanie kola elementarnego
w punkcie (u, v) powierzchni oryginatu, poddaliSmy liniowemu prze-
ksztalceniu (38.4). Takie przeksztatcenie nie zmienia, jak wiadomo,
stopnia réwnania, i otrzymaliSmy rezultat (38.6), ktory jest réwna-
niem stopnia réwniez drugiego.

Funkcje E, F,G,U, V,J, a zatem takze i funkcje A, B, C sa
znanymi funkcjami zmiennych u, v, gdy powierzchnia oryginalu
i funkcje odwzorowawcze sg dane. Sa to funkcje punktu powierzchni,
i w obranym punkcie sg wielko$ciami statymi. Jesli wigc Ui V wezmie-
my jako biezgce wspoélrzedne punktu, réwnanie (38.6) przedstawia
na powierzchni obrazu figure elementarng, w ktorg przeksztatcito
si¢ kolo elementarne w rozwazanym punkcie. Jest wigc réwnaniem
krzywej przeksztatconej.

Réwnanie krzywej przeksztatconej (38.6) przedstawia, jak widag,
jaka$ stozkowq, odniesiong do jej érodka. Zbadajmy jaka to jest
stozkowa. W tym celu obliczmy wyr6éznik A formy kwadratowej
wystepujgcej po lewej stronie rownania.

| A Ac—p

= J-4EV,®—2FV,V,+ GV.2)(EU? — 2FU, U, + GU.?-
—[J=EU,Vy — F(U. Vy + Uy, Vi) - GUL V)P

= J"YEGJ? — F*[— 4U, U, Vo, Vi, + (U, Vo + Uy Vi) *l}

= J-4EGJ* — F* J3}

= J-*(EG — P?). (38.8)

A=

Wielko$¢ EG — F* jest, jak wiadomo, zawsze dodatnia; wiel-
kos¢ J2, jako potega parzystego stopnia, jest réwniez zawsze do-
datnia. Wyréznik formy kwadratowej (38.6) jest wiec zawsze dodatni:

Ave AC — B wm J-3 (BG — F*) >0
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stozkowa, przedstawiajgca krzywa przeksztatcong, jest na ogot elipsq,
nieza'eznie od rodzaju powierzchni obrazu (ktdéra zreszta wecale nie
wchodzita w analityczne rozwazanie) i od rodzaju odwzorowania.
Jest to nast3pstwem faktu, Ze kazde przeksztalcenie za pomocq
funkcji z cigglymi pierwszymi pochodnymi jest w czgsteczkach
przeksztalceniem rzutowym, poniewaz réwnania przeksztatcenia (38.4)
sa liniowe wzgledem rézniczek du,dv, (Nr 4 c).

Jesli podzielimy obie strony réwnania (38.6) przez ds? lub, co
na jedno wychodzi, przyjmiemy promien ds kola elementarnego
za jednostke dlugosci, krzywa przeksztalcona, ktéra przedstawia
w ukladzie ukos$nokgtnym na plaszczyznie stycznej do powierzchni
obrazu, elipsg, bedgcq obrazem tego kola, bedzie miala rozmiary
wyrazone liczbami skonczonymi. Krzywa ta, wedlug wyrazenia
Tissota, stanowi ,rodzaj wskaznicy sposobu odwzorowania w roz-
wazanym punkcie” (une sorte d'indicatrice du mode de projection
au point considere). Bedziemy ja nazywali wskaZnicq Tissota.

Definicja. Wskaznicqg Tissota w punkcie (U,V) na powierzchni
obrazu nazywamy elipse (w odwz. konforemnym kolo), bedqcq
obrazem kola elementarnego o promieniu 1, w odpowiadajacym
mu punkcie (u,v) na powierzchni oryginalu, Jest to wigc po-
wiekszony obraz infinitezymalnej elipsy (38.6), ktora jest krzywa
przeksztalcong infinitezymalnego kota (38.3).

Takg koncepcje i nazwe wprowadzil A. Tissot i oglosit w r. 1859, najpierw
w formie krétkiej wzmianki w memuarze Sur les cartes géographiques, w tomie XLIX,
Comptes rendus des s *ances de 1' Acad Smie des Sciences de Paris; a nastepnie w r. 1878
i 1881, w formie bardziej rozpracowanej, w Nouvelles Annales de Mathématique, t. XVII
oraz w dziele Mimoire sur la repr‘sentation des surfaces.

c) Wzajemna relacja pomigdzy kolem czasteczkowym i elipsa
Tissota.

v

o L/

¥ /

Pow.I Pow I[

Rys. 4
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Niechaj:

punktowi (u, v) na powierzchni oryginalu odpowiada punkt
(u, v) na powierzchni obrazu;

linii parametrowej kierunkowej v w tym punkcie na po-
wierzchni I, odpowiada linia parametrowa v na powierzchni II;

kierunkom glownym na powierzchni I, odpowiadajg kierunki
giéwne na powierzchni II;

katowi kierunkowemu . pierwszego kierunku gléwnego na
powierzchni I, odpowiada kat kierunkowy ¢.' pierwszego kierunku
glownego na powierzchni II;

kolu czgsteczkowemu w punkcie (u, v) na powierzchni I, odpo-
wiada elipsa czasteczkowa w odpowiadajagcym punkcie (u, v) na
powierzchni II.

W kazdym punkcie odwzorowania mamy przynaleznag wskaznice
Tissota, ktorej

1) wielko$¢ (okreslona potosia duza a, albo malg b),

2) ksztatt (okreslony obiema liczbami a i b),

3) polozenie (okreslone punktem (u, v) i orientacjg 2.'),
zmieniajg sie od punktu do punktu, a takze zaleza od rodzaju odwzo-
rowania, i calkowicie charakteryzujg metryczna strukture czasteczkowg
odwzorowania w rozwazanym punkcie.

Nal6zmy na siebie obie czasteczki, ktore moga by¢ uwazane
za plaskie, np. obraz na oryginal. To nalozenie uskutecznimy z zacho-
waniem pewnego porzadku co do:

1) punktu przylozenia; naturalnie bedziemy chcieli skoincydo-
wac jedna pare odpowiadajacych sobie punktoéw: takq pare¢ znamy na
razie tylko jedna: punkt (u, v) i jego obraz, $rodek kola i elipsy
odpowiednio. Naldézmy wigc na siebie obie czasteczki tak, aby
punktem przylozenie byla para punktéw srodkowych odpowiada-
jacych sobie;

2) zorientowaniai po natozeniu $rodkéw obu figur, mozemy do-
wolnie obraca¢ obraz okolo nieruchomego, zal6zmy, oryginatu.
Mozemy rozmaicie zorientowa¢ obie figury; nasuwaja sig dwa
szczegoOlne polozenia, dajace pewna korzys¢: a) mozemy skoincydo-
waé odpowiadajgce sobie linie parametrowe kierunkowe v, wtedy
linie parametrowe u, odpowiadajgce sobie, na ogét si¢ nie skoin-
cyduja (chyba, ze katy parametrowe © i ©' w rozwazanym punkcie
sa sobie rowne); b) mozemy skoincydowaé krzywe giéwne i uzyskac
najbardziej korzystng orientacjei pokryjgq sie¢ one zawsze w rozwa-
zanym punkcie, gdyz sg prostopadie na obu powierzchniach i odpo-
wiadajg sobie. Wtedy linie parametrowe kierunkowe na ogot sig nie



152

pokryja. Zorientowanie obu figur wedlug kierunkéw gtéwnych moze
by¢ dwojakie, najlepiej jednak zorientowa¢ je tak, aby pokryly sie
odpowiadajqce sobie ramiona katow prostych, to jest tak, aby pierw-
sze 1 drugie styczne skoincydowaly sie ze soba odpowiednio. Jesli
siatka krzywych gléwnych jest zarazem siatkq parametrowsa, przy
czym pierwsza krzywa glowna jest linig parametrowa kierunkowq,
wowcezas %, =01 ¢.'=0.

Jesli wiec natozymy na siebie obie czgsteczki, obrazowa na orygi-
nalng, ze skoincydowaniem pary rozwazanych, odpow‘adajacych sobie,
punktéow: $rodkéw kola i elipsy odpowiednio, jako pary punktéow
przylozenia, oraz jesli zorientujemy wzgledem siebie obraz i orygi-
nat przez pokrycie sie w tym punkcie odpowiadajacych sobie krzy-
wych gléownych i obierzemy te krzywe za siatki parametrowe,
otrzymamy najkorzystniejsze warunki do badania struktury czastecz-
kowej odwzorowania.

Zadysponowalismy dotychczas punktem przylozenia i najko-
rzystniejsza orientacjg obu figur czasteczkowych. Pozostala sprawa
wielkosci i ksztaltu, okreslanych polowkami osi wskaZznicy Tissota.

Mozemy mie¢ 5 réznych kombinacyj wzajemnego ustosunko-
wania sig¢ co do wielkosci figury-kola i odpowiadajacej jej figury-
elipsy, co ilustrujg ponizsze rysunki:

1N
A

i 2 3 4
Rys. 5

wn

Jezeli koto-oryginal ma promien réwny 1, we wszystkich kombina-
cjach, to w przypadku:

Loa>1 b>1, a>b ),
2. a>1 b=1, " ’1<>:b\a,
B Bt il B Tis i b< 1< a,
4, a=1, b1, ., |}, - _
5 e, bl, . [JRPNesl

Jesli weZmiemy jaka$ linie na powierzchni obrazu i w kazdym
punkcie tej linii przynalezng wskaznice, to na ogét bedzie to elipsa,
co do wielkodci, ksztaltu 1 orientacji, zmienna w sposéb ciggly
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w punktach tej linii. Gdy linia obrana jest krzywa giéwng, np.
pierwszg, wskaznica bedzie na ogél zmienna wzdluz tej krzywej,
lecz jej orientacja bedzie usystematyzowana.

Po uskutecznieniu natozenia i najkorzystniejszego zoriento-
wania czasteczki oryginalu i obrazu, mozemy teraz przej$¢ do
szczegotowego zbadania wzajemnej relacji odwzorowawczej w po-
jedynczej czasteczce.

Kolo elementarne na powierzchni oryginatu, o promieniu ds=1,
przetwarza sie na ogé! w elipse elementarng, ktéra jest obrazem
tego kota. Cala ,tajemnica' struktury odwzorowania jest rozwikiana
i doskonale wyjasniona przez to pogladowe i przystepne ujecie,
bedace treScigq drugiego twierdzenia Tissota. Wskaznica daje gra-
ficzny obraz catego procesu odwzorowawczego i tego, co sie dzieje
w kazdej pojedynczej czasteczce powierzchni. Daje obraz wszyst-
kich relacyj i znieksztalcen metrycznych, wywotanych odwzorowa-
niem: wartosci skali we wszystkich kierunkach w rozwazanym
punkcie, a tym samym i wartosci znieksztalcen elementu liniowego,
warto$ci znieksztalcen kqtowych, i skale oraz znieksztalcenie ele-
mentéw pol, odpowiadajagcych sobie. Matematyczna teoria wskaz-
nicy Tissota jest innym, i przewaznie zwyklym, wyrazem ujecia
teorii znieksztalcen, bardziej przejrzystym wskutek prostej interpre-
tacji geometrycznej.

e

oryginal,
-\ o0braz

I
'
Rl
2
o\
\

*ot 0
- elipsa

Rys. 6
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Zwazmy rysunek, przedstawiajgcy kolo elementarne oryginatu
i wskaznice, skojarzone ze sobg i zorientowane w wyzej oméwiony
sposob. Zatoczmy ze wspolnego srodka obu figur kolo pomocnicze
na duzej osi wskaznicy. Promien ds kota oryginalnego = 1, pro-
mien kola pomocniczego = ai zmienilimy wigc promien kota
oryginalnego w stosunku 1:a (gdyz 1:1/a = a); zamiast skali glow-
nej 1:1, jaka ma miejsce przy przejsciu od kola oryginalnego do
jego wskaznicy, mamy teraz kolo pomocnicze w skali 1:1/a. Jesli
to kolo pomocnicze zrzutujemy prostokginie na plaszczyzne pochy-
long naokolo osi duzej pod katem arc cos (b/a) do plaszczyzny ory-
ginalnej, to otrzymamy elipse obrazowa, nasza wskaznice Tissota.
Pomiedzy kolem pomocniczym i elipsa istnieje rzutowos¢, co wie-
cej — pokrewienstwo geometryczne.

Kolo pomocnicze jest w pokrewienstwie i w tej samej skali
z elipsg-wskaznicag. Kolo oryginalne miato inng skale, dlatego mu-
sieliSmy najpierw zrowna¢ skale obu figur i wprowadzi¢ koto
pomocnicze.

Mozemy teraz latwo, jak w kazdym pokrewienstwie dwoch
utworéw plaskich, wyznacza¢ odpowiadajgce sobie elementy na
oryginale i obrazie przez posrednictwo kola pomocniczego.

Punkty lezace na osiach na kole oryginalnym i elipsie, oczy-
wiscie odpowiadaja sobie; obrazem punktu 1 na kole jest punkt 1’
na elipsie, obrazem punktu 2 na kole jest punkt 2’ na elipsie.
Wezmy teraz dowolny punkt posredni 3 na kole oryginatu i szu-
kajmy jego obrazu na elipsie. Najpierw, dla zréwnania skali pokre-
wienstwa, znajdziemy odpowiadajagcy mu punkt na kole pomocni-
czym; punkt 3? uzyskamy, gdy przeprowadzimy ze $rodka kota pro-
mien przez punkt 3 i przedluzymy go do przeciecia si¢ z koltem
pomocniczym. Nastepnie, dzieki zaleznosci rzutowej kola pomocni-
czego i elipsy, prosta prostopadia do osi duzej, przeprowadzona
przez punkt 37, przetnie elipse w punkcie 3', ktory bedzie obrazem
punktu 3.

Innymi stowy, najpierw rzutujemy centralnie punkty kola ory-
ginalnego na punkty kola pomocniczego (przez podobienstwo, czyli
zmiane skali), a nastgpnie punkty kola pomocniczego rzutujemy
wigzka réwnolegla, prostokatnie do osi duzej elipsy; w przecieciu
z elipsa otrzymujemy odpowiadajgce punkty elipsy.

Odwrotnie, chcgc dla dowolnego punktu-obrazu na elipsie zna-
lez¢ odpowiadajacy mu punkt-oryginal na kole, nalezy postepo-
wanie powyzsze wykona¢ w odwrotnej kolejnosci: punkty elipsy
rzutowa¢ na kolo pomocnicze wiazka réwnolegly, prostokatnie do
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osi duzej elipsy, a nastepnie kolo pomocnicze rzutowaé¢ centralnie
na kolo oryginalne. Np. wezmy punkt przeciecia sie kola oryginalnego
i elipsy (o ile taki punkt w ogéle istnieje); jesli potraktujemy go jako
punkt 4 na kole oryginalnym, jego obraz na elipsie bedzie 4'; jesli
potraktujemy go jako punkt 5 na elipsie, jego oryginal bedzie
punktem 5 na kole.

W ten sposob punkty wskaznicy-obrazu mogg by¢ wyprowa-
dzone przez czysto geometryczng projekcje kola oryginalnego, zlo-
zong z dwoch rzutéw skladowych: srodkowego i rownolegiego.

Relacja rzutowa czgsteczek obrazu i oryginatu znajduje takze
swoOj wyraz we wzorach teorii znieksztalcen.

Widzielismy, ze skala m® elementu liniowego wyraza sie na-
stepujacymi wzorami:

' 1
m* = P cos* &+ Qsin 2 « 4 R sin* « ) —— = P' cos* «'+- Q" sin 2 «'4-R'sin? o/
m?
F 1 . . | PN .
= a*cos® («-—0,) -+ b?*sin® (@ — a,). l = ———;cos’ ('— a,’) +;;sm’(u — '),
a
skad

(mcos(:'—ae') )2 (vmsin(r;:'-—cne'))’= :

(38.9) (38.9)

Powyzsze wzory majg prosta intepretacje geometryczna. Wzor
(38.9) jest dobrze znanag relacja pomigdzy promieniem wodzagcym
punktu opisujgcego elipsg o pélosiach a i b i pomocniczym katem
(# — a,). Podobnie wzér (38.9') jest rownaniem wskaznicy we wspol-
rzednych biegunowych (m,«" — «.'). Wzory upraszczajq sie przez
zorientowanie wedlug kierunkéw giownych, gdyz wtedy a. =0
iae'=0.

Widzieliémy, ze punktowi 3 na kole oryginalnym odpowiada
punkt 3’ na elipsie, zatem elementowi liniowemu ds (= 1), uzy-
skanemu przez polgczenie srodka 0 z punktem 3 na kole, odpo-
wiada element liniowy dS, uzyskany przez polaczenie Srodka
0 z punktem-obrazem 3’ na elipsie. Skala m =dS/ds; dla ds =1
mamy wprost m = dS; wielko$¢ dS, promien wodzqcy wskaznicy,
przedstawia skale dla rozwazanego elementu liniowego. Polowa osi
duzej a wskaznicy przedstawia maksymalna, za$ potowa osi malej
b — minimalng skale liniowg w rozwazanym punkcie powierzchni.
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Wzory Nr. 30., podajace zwigzki migdzy skalami ekstremalnymi
a, b i skalami parametrowymi my, m, :

(a* 4 b?) sin® ® = m,* + m,* — 2 my, m, cos O cos ©’,
ab sin ® = m, m, sin ©’,

odniesione do wskaznicy Tissota, majg rowniez interpretacje geo-
metryczng, szczegélnie prosta gdy siatka parametrowa na po-
wierzchni oryginalu jest ortogonalna i @ = =/2:

a® 4+ b* =m? + m,*
ab = m, m,sin 9,

Wzory te wyrazajag wlasnosci $rednic sprzezonych elipsy, znane
pod nazwa twierdzen Apolloniusza z Pyrgos (koniec III wieku
przed Chr.):

Twierdzenie 1. Suma kwadratow s$rednic sprzezonych elipsy
jest rowna sumie kwadratow osi.
Twierdzenie 2. Pole réwnolegioboku, zbudowanego na $redni-

cach sprzezonych elipsy, jest rowne polu prostokata, zbudowanego
na osiach elipsy.



ROZDZIAL VIII

ZNIEKSZTAECENIA SKONCZONE I REDUKCJE
ODWZOROWAWCZE')

39. Znieksztalcenia odwzorowawcze elementarne i skonczone

a) Relacje metryczne elementarne i znieksztalcenia elemen-
tarne,

Relacje metryczne przy odwzorowaniu jednej powierzchni na
druga dotyczyly, jak dotychczas, elementéw metrycznych i byty
nastepujace:

m=dS/ds, skala, stosunek odpowiadajgcych sobie elemen-
téw liniowych na obu powierzchniachi:
funkcja na ogot trzech zmiennych: wiel-
ko$¢ lokalno-kierunkowa; w odwzorowa-
niu konforemnym—funkcja na ogét dwdch
zmiennych: wielkos¢ lokalna;:

f=dP/dp, skala pél, stosunek odpowiadajgcych sobie elemen-
téw p6l na obu powierzchniach: funkcja
na ogo6t dwéch zmiennych: wielkos¢ lo-
kalna.
Podobnie dla znieksztalcen metrycznych elementarnych mie-
lisSmy:
dS dS—ds znieksztaicenie elementu liniowego w da-

— :———1:

ds ds  nym punkcie i w danym kierunku;

') Fr. Biernacki, O znieksztalceniach odwzorowawczych i o redukcjach od-
wzorowawczych, Przeglad Geodezyjny Nr 2, Luty, 1949, Warszawa.



o=a—a, znieksztalcenie kgta kierunkowego, roz-
nica pomiedzy katem oryginalnym i odtwo-
rzonym; funkcja na ogoél trzech zmien-
nych; wielkos¢ lokalno-kierunkowa; w od-
wzorowaniu konforemnym © =0, znie-
ksztalcen katowych nie mai

dP dP— dp znieksztalcenie elementu pola w danym
f—l=— =

dp dp punkcie powierzchni: wielkos¢ lokalna.

Znieksztalcenia elementarne mozemy takze wyrazaé w pro-

centach, albo w promillach, jako:
(m — 1) 100°,, albo (m — 1) 1000,
(f —1) 100°%,, albo (f — 1) 1000%/y.

Powyzsze definicje teorii znieksztalcen odwzorowawczych
mialy do czynienia z elementami liniowymi i powierzchniowymi,
nie za$ ze skonczonymi wielkosciami tukow i obszaréw. Przy
znieksztalceniu katowym kwestia ta jest bez znaczenia, definicja
kata miedzy dwoma kierunkami w punkcie powierzchni jest nie-
zalezna od dlugosci ramion tego kata.

b) Relacje metryczne dla wielkosci skonczonych i znieksztat-
cenia skonczone.

Przejdzmy teraz do sprawy relacji metrycznych miedzy skon-
czonymi, odpowiadajgcymi sobie, wielkosciami i do znieksztaicer
skonczonych.

Niechaj tukowi s na powierzchni oryginalu odpowiada tuk S
na powierzchni obrazu (natura linij krzywych na obu powierzch-
niach moze by¢ bardzo rozmaita, nas interesuje tu tylko kwestia
metryki). Podobnie, niechaj pewnemu obszarowi p na oryginale od-
powiada obszar P na obrazie. Bedziemy mieli nastepujgce, analo-
giczne definicje:

S/s, stosunek odpowiadajacych sobie fukéw
na obu powierzchniach: Skala fuku S');

Pp, stosunek odpowiadajqcych sobie pé6l obsza-
row skonczonych: skala pola P');

(S/s) — 1 = (S — s)/s, znieksztalcenie (skoriczone) tuku S 3);

(P/p) — 1 = (P — p)/p, znieksztalcenie (skoriczone) pola P?).

) W braku lepszych nazw i przez analogie do stosunkéw elementéw me-
trycznych, uzyto terminu skala z odpowiednim dodatkiem.
) Moga by¢ réwniez wyrazane w procentach lub w promillach.



159

Aby znalez¢ stosunki wielkosci skonczonych oraz znieksztat-
cenia skonczone dla odpowiadajacych sobie wielkosci, nalezy obli-
czy¢ dilugos¢ tuku S i warto$¢ pola P na powierzchni obrazu, od-
powiednio, na podstawie znajomosci wielko$ci s i p na powierzchni
oryginalu, oraz znanych relacji metrycznych elementarnych m i f
w rozwazanym odwzorowaniu. Zaréwno obliczenie dtugosci tuku S,
jak i obliczenie pola P jest sprawa rachunku catkowego.

Mamy:

dS=mds: s==jhﬂuﬂudu.dvn/EE@-fzﬁdudVA-deﬂ

dP = fdp; P==fDi&LV)VEG;3”dudV.
(D)

Jesli linia o tuku s (albo kontur zamykajacy pole p) na po-
wierzchni oryginalu dana(y) jest przez jej réwnanie w postaci

v=7(u),

(albo ogolniej 7% (u,v)=0, lub w postaci parametrowej u =1, (t),
v =7, (1)), wowczas funkcje wystepujace pod znakiem calki, w obu
przypadkach mozna sprowadzi¢ do jednej zmiennej. Pozostaje wy-
konaé¢, w okreslonych warunkami poczatkowymi granicach, catko-
kowanie, ktére przewaznie jest do$¢ trudne i skomplikowane.
W wielu jednak zagadnieniach praktycznych zadowalamy sie re-
zultatami przyblizonymi.

Ogodlna teoria znieksztalcen skonczonych nie zostala, jak do-
tychczas, rozpracowana w ogoélnej formie, podobnie do ogédlnej
teorii znieksztatcen elementarnych.

c) Wielkos¢ znieksztaicen skonczonych.

Znieksztalcenia skonczone lukéw, albo pdl, zaleza od czterech
nastepujacych czynnikow:

1) natury powierzchni oryginatu,

2) natury powierzchni obrazu,

3) rodzaju odwzorowania,

4) wielkosci tuku lub pola.

Pominmy pierwsze trzy, zwykle z gory ustalone, czynniki
i zwré¢my uwage na czynnik czwarty: wielko$¢ rozwazanej figury
skonczonej, bardziej podlegly naszej dyspozycji.

Im mniejsza jest rozwazana figura skonczona (tuk, pole), tym
bardziej znieksztalcenia skonczone zblizaja sie do znieksztalcen
elementarnych; wreszcie dla figury o dostatecznie matej wielkosci,
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znieksztalcenia skonczone mogg byc¢ praktycznie uwazane za rowne
znieksztalceniom elementarnym.

Dla katéw sprawa ta jest obojetna; znieksztalcenie katowe
elementarne i skonczone s zawsze w kazdym odwzorowaniu po-
jeciami identycznymi.

40. Redukcje odwzorowawcze

a) Geneza i definicja.

Przy rozwigzywaniu zadan na réznych powierzchniach (w prak-
tyce: na plaszczyznie, kuli, lub elipsoidzie obrotowej) postugujemy
sie figurami, utworzonymi z linij geodezyjnych powierzchni, sto-
sujac trygonometri¢ geodezyjng, wiasciwq dla rozwazanej powierzchni
(w praktyce: trygonometri¢ plaska, sferyczna, albo elipsoidalng).

Wyobrazmy sobie na powierzchni oryginalu pewnag ilo$¢
punktéw, polaczonych liniami geodezyjnymi w pewna figure, np. tréj-
kat geodezyjny. Po odwzorowaniu tego trojkata na powierzchnie II,
otrzymamy inny trdojkat, utworzony przez (odpowiadajace liniom
geodezyjnym) linie obrazowe, ktore na ogét nie bedq liniami geo-
dezyjnymi powierzchni obrazu.

Figura geodezyjna na powierzchni oryginaiu przeksztalca sie
na ogé! w odpowiadajgcq jej figure niegeodezyjng na powierzchni
obrazu.

Tylko w odwzorowaniach geodezyjnych (Nr 56) linie geode-
zyjne jednej powierzchni przechodza w linie geodezyjne drugiej
powierzchni. Jednak odwzorowania uzywane do celéw praktycznych,
z nielicznymi wyjatkami, nie sg geodezyjne.

Poniewaz potrafimy rozwigzywac tylko figury geodezyjne, gdyz
dla takich tylko figur (i dla najprostszych, jak dotychczas, po-
wierzchni) zostala rozwinieta i rozpracowana geometria geodezyjna,
to, na powierzchni obrazu, figury niegeodezyjnej nie potrafimy
rozwigza¢, nawet w przypuszczeniu, ze dla powierzchni tej zostala
stworzona i rozwinigta geometria geodezyjna. Powstaje stad pewien
klopot i niedogodnosé.

Dla zaradzenia tej niedogodnosci, znajdujemy posrednie wyjscie
przez wprowadzenie na powierzchni obrazu pomocniczej figury ge-
odezyjnej, zbudowanej na tych samych punktach, co obrazowa figura
niegeodezyjna. Te pomocnicza figure mozemy nazwac¢ geodezyjnym
quasi-obrazem, przynaleznym wiasciwemu obrazowi. Boki, katy i pola
pomocniczej figury geodezyjnej beda sie réznily od przynaleznych
bokéw, katow i pdl obrazowej figury niegeodezyjnej.
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Relacje metryczne pomiedzy figurq-obrazem a figurg-oryginatem
nazywamy znieksztaiceniami odwzorowawczymi skoriczonymi.

Relacje metryczne pomiedzy quasi-obrazowq figurq geodezyjng
a figurq oryginalng nazywamy redukcjami odwzorowawczymi.

Nie nalezy miesza¢ znieksztalcen odwzorowawczych z redukcja-
mi odwzorowawczymi; wiele nieporozumien moze wynikng¢ z pomie-
szania tych poje¢; znieksztalcenia stanowia relacje miedzy obra-
zem i oryginalem, redukcje stanowia relacje miedzy geodezyjnym
quasi-obrazem i oryginatem.

Racjag wprowadzenia pomocniczej figury geodezyjnej na po-
wierzchni obrazu jest cel rachunkowy: mozno$¢ rozwiazania figury
geodezyjnej, a przez to i mozno$¢ rozwigzywania zadan, drogg po-
$rednig, na powierzchni.

W odwzorowaniach geodezyjnych oba te pojecia identyfikujg
sie ze sobg: znieksztalcenia i redukcje stajq si¢ tym samym, ponie-
waz obraz jest bezposrednio figurg geodezyjng. Nie ma wiec po-
trzeby wprowadzania pomocniczej figury i rozrézniania znieksztalcen
i redukcji odwzorowawczych; méwimy wowczas tylko o znieksztatce-
niach.

W odwzorowaniach konforemnych, a wiec i réwnokatnych,
nie ma znieksztalcen katowych, sq natomiast redukcje kgtowe.
W odwzorowaniach geodezyjnych réwnokatnych (to moze mieé
miejsce tylko w izometrii albo w podobienstwie) nie ma ani znie-
ksztalcen katowych, ani redukcyj katowych.

b) Redukcje dilugosci, katéw i pél.

Redukcje odwzorowawcze dotyczg metryki, mozemy wiec mieé
redukcje diugosci, redukcje kqtéw (wzglednie kierunkoéw) i redukcje pol.

I B I

- fedukeje
< =T odwz oro»vs&;g‘ -~

Rys. 7

Przypusémy, ze trojkat geodezyjny A B C na powierzchni
oryginalu przetwarza sie¢ w trojkat niegeodezyjny A'B'C' na po-

F. Biernacki, Teoria Odwzorowan 11
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wierzchni obrazu. Przyporzgadkujmy temu tréjkatowi obrazowemu
przynalezny mu pomocniczy tréjkat geodezyjny. Mozemy mie¢
trzy relacje tych trzech figur:

Relacja obrazu do oryginalu, zwana skalg (luku, pola) wzglednie
znieksztalceniem odwzorowawczym skonczonym;

Relacja geodezyjnego quasi-obrazu do oryginatu, zwana quasi-
skalg geodezyjna (tuku, pola), lub, jak to sie przyjeto — redukcja
odwzorowawczg;

Relacja geodezyjnego quasi-obrazu do obrazu, zwana quasi-
skalg obrazowsq, lub redukcja obrazows.

W odwzorowaniach geodezyjnych wszystkie redukcje obrazowe
sq rowne zeru, a redukcje odwzorowawcze sa rowne znieksztalce-
niom odwzorowawczym.

Oznaczmy przez:

s dlugos¢ boku geodezyjnego na oryginale,

S dlugo$¢ odpowiadajgcego mu boku niegeodezyjnego na obrazie,
S, diugos¢ przynaleznego do S boku geodezyjnego na obrazie,

A kat na oryginale,

A’ kat odpowiadajacy mu na obrazie,

A,'kat trojkata geodezyjnego na obrazie,

p pole tréjkata geodezyjnego na oryginale,

P pole odpowiadajgcego mu trojkata niegeodezyjnego na obrazie,
P, pole przynaleznego quasi-obrazowego trojkata geocdezyjnego.

Wielko$¢:
2 jest skalg boku S,
%—- 1, czyli S_—s—s » znieksztalceniem boku S,
% . quasi-skalg geodezyjng boku S,,
%—1, czyli 30:5 . redukcja boku S,,
S
?0 . quasi-skala obrazowa boku S,
S -
?"— 1, czyli §-"§-S . redukcja obrazowa boku S, ,
A — A » znieksztalceniem kata A,
A —A) . redukcjg kata A,
A — A, » redukcja obrazowa kata A,
P

. skala pola P,
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—i—— 1, czyli P—;B jest znieksztalceniem pola P,

§9 » quasi-skalg geodezyjnag pola P,,
Po_ 1, Czylip—‘)——p » redukcja pola P,,

p p

% » (quasi-skalg obrazowa pola P,,
% —1, Czyli?—“—;—e . redukcja obrazowa pola P,.

W geodezji wyzszej spotykamy nieco odmienna terminologie pojeciowa:
stosunki Sy/s, Py/p nazywane sa wprost redukcjami (dlugosci i powierzchni,
odpowiednio). Wydaje si¢ jednak bardziej wskazane stosunki te nazywaé¢ skalami,
za$ ich odchyltki od jedno$ci — redukcjami. Bedzie to zgodne z ogélnym systemem
nomenklatury teorii znieksztalcen. Tak zreszta ujmuje te sprawe nowsze dzielo
kartografii matematycznej L. Driencourt et J. Laborde, Traité des Projections,
Paris, 1932, vols. 4.

Na podstawie powyzszych oznaczen i definicyj mozemy
napisac:
So_ 8% S, S—s_S—S, S—s_S—8SS  S—s
s S s s s T s S s a s

1). '
quasi-skala geodezyjna boku S, jest réwna iloczynowi quasi-skali
obrazowej boku S, i skali boku S; redukcja odwzorowawcza
boku S, jest rowna iloczynowi redukcji obrazowej boku S, i skali
boku S, plus znieksztalcenie boku S.

2). A—A'=(A—A)+ (A— A),

redukcja kata A, jest rowna sumie redukcji obrazowej kata A,

i znieksztalcenia kata A'.

3). ﬂl=ﬂ_P_; B°—E=PO—P+P—P___P0'“P£+P_P,
p Pp p p p P p p

quasi-skala geodezyjna pola P, jest ro6wna iloczynowi quasi-skali
obrazowej pola P, i skali pola P; redukcja odwzorowawcza pola P,
jest réwna iloczynowi redukcji obrazowej pola P, i skali pola P,

plus znieksztalcenie pola P.

Teoria redukcyj odwzorowawczych nie zostala dotychczas rozpracowana
w ogoélnej formie, analogicznie do ogdlnej teorii znieksztalcen odwzorowawczych.
To tez musimy poprzesta¢ na powyzszych definicjach i pojeciach. W zagadnieniach
praktycznych sprawa redukcji odwzorowawczych zajmuje si¢ geodezja wyzsza,
w przypadku odwzorowan plaskich elipsoidy obrotowej, lub kuli, dla kilku
rozpowszechnionych w uzyciu odwzorowan (mianowicie dla odwzorowania Cassiniego,
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dla odwzorowania konforemnego Gaussa i odwzorowania konforemnego Lamberta).
Kartografia matematyczna przez dlugi okres swego rozwoju nie interesowata sie
sprawa redukcji odwzorowawczych. Dopiero wydane w r. 1932, wyzej wspomniane
dzieto L. Driencourt i J. Laborde'a, w trzecim i czwartym tomie, wlacza te sprawe
do teorii odwzorowan i podaje wyczerpujaca teorie redukcyj w odwzorowaniach
plaskich elipsoidy obrotowej.

c) Pomijanie redukcyj odwzorowawczych.

Zwréci¢ nalezy jeszcze uwage na wielko$¢ redukcyj odwzoro-
wawczych. Wielko$¢ redukcyj odwzorowawczych zalezy od nastepu-
jacych czterech czynnikow:

1) natury powierzchni oryginaty,

2) natury powierzchni obrazu,

3) rodzaju odwzorowania,

4) wielkosci linij, katéow i pél rozwazanej figury skonczonej.

Pominmy pierwsze trzy, zazwyczaj z gory ustalone, czynniki
wplywajace na wielko$¢ redukcyj i zwazmy czynnik trzeci: wielkos¢
rozwazanej figury, bardziej podlegly naszej dyspozycji. Im mniejszy
bedzie trojkat oryginalny A BC, a tym samym i trojkat obrazowy
A’ B' C', tym mniejsze bedg redukcje: wreszcie dla trojkata o do-
statecznie malym rozmiarze redukcje odwzorowawcze bedg mogly
by¢ praktycznie uwazane za réwne znieksztalceniom elementarnym,
i moga by¢ tak mate, ze lezg poza granicami osiggalnej, lub wyma-
galnej dokladnos$ci pomiarowej; woéwczas, w wigkszosci mierniczych
prac praktycznych, moga by¢ zupelnie pominiete.

W pracach pomiarowych mamy do czynienia, w znacznej
przewadze, z pomiarami katowymi. Redukcja katowa (wzglednie
kierunkowa) zalezy od dlugosci bokéw figury na powierzchni,
i jesli boki sa dostatecznie matle, redukcja katowa moze by¢
praktycznie uznana za réwna znieksztalceniu kqtowemu. Jesli nadto
odwzorowanie jest réwnokatne, wtedy w ogoéle mozna pomingé
redukcje katowa. Rowniez i redukcja diugosci dla dostatecznie matych
bokow moze by¢, w odwzorowaniu réwnokatnym, w wigkszosci prac
mierniczych praktycznie pominieta. Stad wynika niezmierna waznos$¢
odwzorowan rownokgtnych dla celow geodezyjnych i mierniczych.

41. Znaczenie teorii znieksztalcen odwzorowawczych

Problem znieksztalcen metrycznych, wywolanych odwzorowa-
niem jednej powierzchni na druga, mozemy rozpatrywa¢ z dwoch
réznych punktéw widzenia. Studium znieksztalcen metrycznych ele-
mentarnych mozemy uzy¢, albo jako metody poréwnywania ze soba
rozmaitych odwzorowan tych samych dwoch powierzchni na siebie,
albo tez z pomiarow dowolnej figury (przewaznie geodezyjnej) na
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powierzchni obrazu, mozemy poszukiwa¢ wielkosci metrycznych dla
odpowiadajacej (lub przyporzadkowanej geodezyjnej) figury oryginatu.
W pierwszym przypadku mamy do czynienia z teorig znieksztatcen
odwzorowawczych elementarnych i wymagamy rezultatéw wyra-
zonych przewaznie w funkcji wielkoSci na powierzchni oryginatu
(np. mozemy znalez¢ znieksztalcenie kata, spowodowane odwzoro-
waniem, w funkcji kata oryginalnego). W drugim przypadku, ktéry
mozemy nazwac obrazometriq') (w szczegdlnosci kartometrig), mamy
do czynienia z teoria znieksztatcen skonczonych, oraz z teorig redukcji
odwzorowawczych, i wymagamy rezultatéw wyrazonych przewaznie
w funkcji wielko$ci na powierzchni obrazu (np. poszukujemy kata
na powierzchni oryginatu, ktéremu odpowiada pomierzony kat na
obrazie, w funkcji tegoz ostatniego kata).

Dwa wiec gtéwne zastosowania ma teoria znieksztatcen odwzo-
rowawczych.

Tissot w swym dziele Memoire sur la Representation des Surfaces
et les Projections des Cartes Geographiques, podat bardzo kompletne
studium pierwszego zastosowania teorii. Pod tym wzgledem teoria
znieksztalcen:

1. Daje $rodki badania, porownywania i oceny wartosci od-
wzorowan pod wzgledem ich wlasnosci metrycznych,

2. Daje mozno$¢ przystosowania danego odwzorowania w spo-
séb najkorzystniejszy do zainteresowanego obszaru,

3. Daje moznos$¢ poszukiwania najlepszego odwzorowania dla
danego obszaru, na podstawie specjalnych kryteriéw dobroci odwzo-
rowania; jedno z takich kryteriéw podal Tissot i uzyt je jako metody
rozwiagzania problemu o najkorzystniejszym odwzorowaniu danego
obszaru (Nr 54).

W drugim swym zastosowaniu — do obrazometrii, czyli do po-
miaréw skonczonych na powierzchni obrazu, teoria znieksztalcen
metrycznych nie doznatla, jak dotychczas, tak kompletnego i ogélnego
studium, jak w pierwszym. Rozwinela sie tylko teoria redukcyj dla
odwzorowan plaskich elipsoidy obrotowej i kuli, oraz teoria odwzo-
rowawcza dla trzech waznych w praktyce linij: loksodromy, czyli
linii stalego kierunku na powierzchni oryginatu: ortodromy, czyli
linii geodezyjnej na powierzchni oryginaiu; i ,linii mapowej”, czyli
linii geodezyjnej na powierzchni obrazu. Temat ten, jako zbyt szcze-
g6lny, nalezy do zastosowan praktycznych ogolnej teorii odwzoro-
wan, i tam winien by¢ rozwazony.

') Czyli ikonometrig.



CZESC TRZECIA

POSZUKIWANIE ODWZOROWAN
SPELNIAJACYCH ROZMAITE WARUNKI
OGOLNE

(DRUGIE ZADANIE PODSTAWOWE TEORI ODWZORQOWAN)

ROZDZIAL IX
WARUNKI OGOLNE. ORTOGONALNOSC

42. Charakter warunkéw

Drugie zadanie podstawowe teorii odwzorowan: poszukiwanie
odwzorowania spelniajgcego pewne z géry obrane warunki, stanowi
podstawe drugiej i bardziej istotnej czesci ogdlnej teorii odwzo-
rowan. Ta cze$¢ teorii jest do$¢ réznorodna, zaleznie od charakteru
stawianych warunkoéw, i znacznie trudniejsza od czesci pierwszej.
W gléwnych rysach naswietlono juz krotko te sprawe w Nr. 5;
obecnie wnikniemy w nia glebiej.

Czym sie kierowaé w wyborze warunkéw? Przede wszystkim
powinny to by¢ warunki o charakterze ogdélnym, gdyz tylko one
pozwalajg na rozwiniecie teorii dla pewnych grup odwzorowan,
obejmujacych duza rozmaito$¢ rozwigzan poszczegolnych. Nastepnie,
warunki sg przewaznie nasuwane albo narzucane wymaganiami
praktyki, w mniejszym zas stopniu zainteresowaniami nauki; stad
przewazajacy wplyw majg warunki o charakterze praktycznym.
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Ogolnoéé i praktyczna uzytecznoé¢ warunkéw stanowia dwie
gléwne wytyczne, ktore kierowaly i nadal kieruja rozwojem tej
czesci teorii odwzorowan. Nie znaczy to jednak, Zeby warunki
wylaniane z praktyki nie mialy wptywu na rozwdéj teorii nauko-
wychi wprost przeciwnie: z nagromadzonych faktéw rozwijaly
sie teorie, droga stopniowych uogélnien i abstrakcyj. W ten spos6b
teoria i praktyka wspieraja sie i uzupelniaja wzajemnie, co,
zwlaszcza w rozwoju nauk $cistych, manifestuje si¢ wyraznie.

Rozmaito$¢ warunkéw, jakich mozemy z goéry zada¢ od od-
wzorowania, majac na uwadze ich ogéino$¢ i praktycznos¢, mozemy
rozklasyfikowa¢ pod wzgledem charakteru na trzy grupy:

1. Warunki dotyczace wiasnosci metrycznych odwzorowania,

2. Warunki dotyczace rodzaju (albo ksztaitu) linij przeksztal-

conych dla pewnych grup linij na powierzchni oryginatu,

3. Warunki dotyczace sposobu odwzorowania.

Powyzszy podzial warunkéw na trzy typy jest raczej orienta-
cyjny do ulozenia planu rozwinigcia przedmiotu, poniewaz warunki
wszystkich trzech grup moga sie rozmaicie, calkowicie lub cze$-
ciowo, 1gczy¢ i kombinowac.

Najwazniejszymi, zaréwno dla teorii jak i dla praktyki, sa
warunki grupy pierwszej, dotyczace metryki obrazu; moga one
by¢ dalej rozklasyfikowane na dwie podgrupy:

a. Co do zachowania wlasnosci metrycznych,

b. Co do wielkosci i rozkladu znieksztalcen odwzorowawczych.

Stosownie do powyzszej klasyfikacji warunkéw, beda rozpa-
trzone w czesci trzeciej nastepujace zagadnienia:

W grupie pierwszej:

Ortogonalno$¢ obrazu siatki parametrowej (Nr 43).
Odwzorowanie konforemne (Nr 44 do 48).
Odwzorowanie réwnopowierzchniowe (Nr 49 do 53).
Warunki dotyczace znieksztalcen odwzorowawczych
(Nr 54 i 55).

Pierwsze trzy zagadnienia dotyczg podgrupy a, czwarte zas
podgrupy b.

W grupie drugiej:

Odwzorowanie geodezyjne (Nr 56).
Odwzorowanie plaskie prostoliniowe (Nr 58).
Odwzorowanie plaskie kotowe (Nr 59).

W grupie trzeciej:

Odwzorowanie sferyczne Gaussa (Nr 60).
Odwzorowanie rzutowe (Nr 61).
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43. Oriogonalno$¢ obrazu siatki parametrowej

Rodzina linij u = const. i rodzina linij v = const. tworzg, jak
wiadomo, siatke parametrowa na powierzchni oryginatu. Podobnie
rodziny linij U == const. i V = const. tworza siatke parametrowa
na powierzchni obrazu. Wielkosci podstawowe 1. rzedu E, F, G
dla powierzchni I, oraz E, F, G dla powierzchni II, sg odpowiednio
funkcjami zmiennych parametrowych u, v oraz U, V.

Wiadomo, ze warunkiem koniecznym i wystarczajagcym orto-
gonalnosci siatki (u, v) na powierzchni I jest F = 0; oraz
siatki (U, V) na powierzchni II jest: F = 0. Naturalnie warunki te,
kazdy oddzielnie, albo oba rownoczesnie, nie muszg by¢ spelnione;
mozna rozwaza¢ kazda z powierzchni, albo obie naraz, w zmienno-
katnych siatkach parametrowych, albo nawet izogonalnych, lecz
nie ortogonalnych. W praktyce, pizynajmniej dla powierzchni
oryginalu, mamy do czynienia przewaznie z siatka parametrowa
ortogonalna,

Obie powierzchnie nie sa, jak dotychczas, niczym ze soba
zwigzane. Ustanowmy relacje punktowa pomiedzy dwiema danymi
powierzchniami za pomocg pary funkcyj odwzorowawczych, to jest
dwoch zwigzkéw pomiedzy wspéhrzednymi krzywoliniowymi obu
powierzchni:

J = 9_,“]’ V) 0
u,v), d(u, v

Otrzymamy wtedy jakies odwzorowanie jednej powierzchni na
druga. Przez wprowadzenie zmiennych u, v zamiast zmiennych
U, V do réwnan powierzchni obrazu, otrzymamy nowe rdéwnania
tej powierzchni, wyrazone w tych samych zmiennych parametro-
wych co i powierzchnia oryginatu, Siatki parametrowe obu po-
wierzchni beda wowczas odpowiadaly sobie. Wielkosci podsta-
wowe 1. rzedu E', F, G dla nowych réwnan parametrowych
powierzchni obrazu beda funkcjami zmiennych u, v (za posre-
dnictwem zmiennych U, V). Zachodza wtedy nastepujace zwiazki
(patrz Nr 4 d):

' o= E-U“ .""+‘ 2 F Uu vu +' G v“:’

F'=EU.U,~+ F (Us Vo4 U V) -G V. V..,
= N (43.1)
G'=EU2~+2FU,V,--GV.?%

EG—F?=(EG—F) -J, czyli T'=+T - J,
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gdzie T'=+VE G —F?, T=+VEG—F*; male litery dolne
przy funkcjach U i V oznaczaja pochodne czastkowe tych funkcyj
wzgledem odnosnej zmiennej, za$ J jest wyznacznikiem funkcyjnym
dla funkcyj odwzorowawczych.

Zazadajmy teraz ortogonalnosci obrazu siatki parametro-
wej (u, v). Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym jest F'=0,
czyli

EUU,+F (Us Vo +U, Vi) +GVuV,=0. (43.2)

Jest to réwnanie rézniczkowe 1. rzedu o dwdéch funkcjach niewia-
domych U i V: sa to wlasnie poszukiwane funkcje odwzorowawcze.
Zadanie posiada jeden stopien swobody: jedna z funkcyj moze
by¢ obrana dowolnie, druga zas — wyznaczona z rownania rézniczko-
wego. Jest wiec nieskonczenie wiele rozwigzan zadania; istnieje
mnostwo odwzorowan posiadajacych wlasnos¢ ortogonalnego od-
twarzania siatki parametrowej powierzchni oryginatu na powierzch-
nie obrazu, i to bez wzgledu na to, czy siatka oryginalu jest
ortogonalna, czy tez nie. Jesli siatka parametrowa oryginatu
jest z zalozenia ortogonalna, z rozwigzania zadania uzyskuje sig
grupe odwzorowan, w ktérych, w mys$l 1. twierdzenia Tissota,

— albo siatka parametrowa bedzie siatka krzywych gtéwnych,

— albo mamy konforemnos¢.

Szczegdlny przypadek zadania stanowi odwzorowanie dowolnej
powierzchni na plaszczyzne. Najprostsza postacia rownan para-
metrowych plaszczyzny sa rownania:

X=U,
Y=YV, (43.3)
Z=0.

Siatka prostoliniowych wspohzednych prostokatnych X, Y jest
wtedy siatkg parametrowa plaszczyzny. Wielkosci podstawowe
1. rzedu dla powierzchni (43.3) sg nastgpujace:

E=1, F=0, G=1.

Rownanie (43.2), ktore rozwigzuje zadanie o ortogonalno$ci obrazu
siatki parametrowej (u, v), uprosci sie w tym przypadku do postaci:

U, U, ";' Vu V,==0 ' (43.4)

przy czym zamiast U i V inozemy napisac X i Y,



ROZDZIAL X
ODWZOROWANIE KONFOREMNE

44. Ogoélna teoria odwzorowania konforemnego

a) Wstep.

Zasadnicze wiadomosci o odwzorowaniu konforemnym: defi-
nicja, kryterium konforemnosci (proporcjonalno$¢ wielkosci podsta-
wowych 1. rzedu), badanie niezmiennikéw — zostaly juz podane,
w zwiazku z klasyfikacja odwzorowan, w Nr. 18. Bez odpowiedzi
pozostalo jednak drugie zadanie podstawowe teorii odwzorowan:
poszukiwanie odwzorowania konforemnego. Zadanie to stanowi
tre$¢ teorii odwzorowania konforemnego jednej powierzchni na
druga. Rozwazania, ktérymi obecnie sie zajmiemy, moga byc¢
uwazane za ciag dalszy Nr. 18.

b) Twierdzenie o liniach minimalnych.

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym odwzorowania kon-
foremnego jednej powierzchni na drugq jest wzajemna odpowiednio$é
linij minimalnych obu powierzchni').

W odwzorowaniu konforemnym linie minimalne na powierzchni
I przechodzg w linie minimalne na powierzchni II. W rzeczy samej,
zalézmy ze odwzorowanie jest konforemne i rozpatrzmy zaleznos¢

dS? = m?ds?,
w ktérej skala m jest funkcjg punktu powierzchni. Jesli ds® znika
wzdluz krzywej na powierzchni oryginatu, dS? bedzie réwniez zni-

') Na 1zeczywistej powierzchni linie minimalne, nazywane niekiedy liniami
zerowymi, sg utworami geometrycznymi urojonymi; majg one jednak $cisty zwiazek
z liniami izometrycznymi powierzchni, ktore sg rzeczywistymi.
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ka¢ wzdhiz odpowiadajacej krzywej na powierzchni obrazu: waru-
nek odpowiednioéci linij minimalnych obu powierzchni jest wiec
koniecznym nastgpstwem konforemnosci.

Odwrotnie, je$li w jakim$ odwzorowaniu linie minimalne
pierwszej powierzchni odpowiadaja liniom minimalnym drugiej po-
wierzchni, wowczas odwzorowanie jest konforemne. Aby dowies¢
tego twierdzenia, obierzmy linie minimalne, odpowiadajace sobie
(w mys$l zalozenia) na obu powierzchniach, za linie parametrowe.
Woéwczas E=G=01iE = G = 0; stosunek elementéw liniowych,
odpowiadajacych sobie, przyjmie postaé:

abag 98 28 dudy P
ds? 2Fdudv F

i ma te sama wartos¢ dla wszystkich linij, przechodzacych przez
rozwazany punkt powierzchni; jest wiec niezalezny od kierunku
elementu liniowego: odwzorowanie jest konforemne. Warunek od-
powiedniosci linij minimalnych obu powierzchni w kazdym punkcie
jest wigc wystarczajacy do konforemnosci odwzorowania.

Powyzsze twierdzenie o liniach minimalnych gra wazng role
w teorii odwzorowania konforemnego.

c) Zasadnicze twierdzenie teorii odwzorowania konforemnego.

Gdy p, q sq parq wspéirzednych izometrycznych') na pierwszej
powierzchni i P, Q parq wspdirzednych izometrycznych na drugiej
powierzchni, ogélne rozwiqzanie zadania o konforemnym odwzoro-
waniu pierwszej powierzchni na drugq podaje zwiqzek:

P+iQ=1(p+igq), (44.1)

(albo zwiagzek ogdlniejszy f(p +iq, P+ iQ)=0), w kiérym f jest
dowolnqg funkcja analityczng swego (swoich) argumentu (éw), i punk-
towi (p,q) na pierwszej powierzchni odpowiada punkt (P, Q) na
drugiej powierzchni.

') Wspélrzedne izometryczne zwane sg rowniez parametrami izometrycznymi
powierzchni; ich zespolone sprzezone liniowe kombinacje: E=p-igq, E=p—iq,
zwane sa wspolizednymi (albo zmiennymi) symetrycznymi powierzchni, albo takze
parametrami linij minimalnych. Rola wspoélrzednych izometrycznych powierzchni
w problemie odwzorowania konforemnego jest bardzo doniosla. Teorig¢ wspoirzednych
izometrycznych powierzchni moZna znalez¢ w dzietach poswirconych geometrii
rozniczkowe;j.
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Dowod tego zasadniczego twierdzenia teorii konforemnosci
dwoch powierzchni opiera sie na teorii funkcji zmiennej zespolonej.

Gdy odwzorowanie ma czyni¢ zado$¢ pewnym warunkom,
w danym przypadku konforemnosci, funkcje odwzorowawcze:

U = q)l (U,V),
V — 4)2 (ulv)l

w ktérych U,V i u, v sa dowolnymi parametrami, odpowiednio dla
powierzchni obrazu i oryginatu, nie moga by¢ calkiem dowolne.
Poniewaz funkcje X, Y, Z, dzieki funkcjom odwzorowawczym, staja
sig takze funkcjami zmiennych u, v, funkcje te musza, oprécz
warunku przepisanego natura drugiej powierzchni, spelniaé jeszcze
warunki przepisane odwzorowaniem.

Definicja konforemnosci wyraza sie zwigzkiem:
dS® = m*ds®, (44.2)

w ktérym skala m jest funkcja punktu powierzchni, nie wprowa-
dzajgcq w zadnym razie elementéw rozniczkowych ds lub dS. Jest
to réwnanie rézniczkowe, a catka tego rownania da poszukiwang
relacje konforemng. Nalezy pozna¢ jakie elementy ogélnosci, ktore
moga by¢ do dyspozycji, calka ta zawiera.

Kwadrat elementu liniowego powierzchni, ds? jest wielkoscia
dodatnig; jest on formg kwadratowa (czyli funkcja jednorodna
drugiego stopnia) od du, dv. Réwnanie (44.2), napisane w pekni,
jest nastepujace:

EdU*+42FdUdV+GdV:=m? (Edu®+2Fdudv+ Gdv?), (44.3)

lub — po rozlozeniu formy kwadratowej, wystepujacej po lewej
i po prawej stronie réwnania, na zespolone sprzezone czynniki,
liniowe wzgledem odno$nych zmiennych parametrowych —

(l/ EdU - 52‘/;‘7— dV) (Vr EdU + -F-;;—T dV) =
VE VE
‘ (44.4)
= m* (l/Edu 4 F{t_lT dv) (I/E; du -~ I:]—7—’1 dv).
E /B

\

_ Wiyl = o o
gizie T=+VEG—PF, T=+VEG—PF, i=V —1.
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Linie izometryczne powierzchni pozostaja, jak wiadomo,
w écistym zwigzku z liniami minimalnymi tejze powierzchni. Znaj-
dziemy najpierw linie minimalne na kazdej powierzchni z osobna,
a potem linie te przyjmiemy za linie parametrowe.
Réwnanie rézniczkowe linij minimalnych na powierzchni ory-
ginatu:
ds*=Edu*+2Fdudv-+Gdv*i=0,

ktore mamy scalkowa¢, dopuszcza dwie calki, ktoére uzyskamy
przez rozwigzanie dwoch réownan rozniczkowych:

Edu-+ (F+iT)dv=0,
Edu+ (F—iT)dv=0.

Niechaj calka pierwszego z tych rownan, liniowych wzgledem
dv/du, bedzie
§=p-+iq=const.

gdzie p,q sa funkcjami rzeczywistymi zmiennych rzeczywistych
u, v; catkg drugiego rownania bedzie wowczas:

_§=p — 1 q = const.

Linie & = const., ¢ = const. s3 poszukiwanymi liniami minimalnymi

na pierwszej powierzchni, zmienne zespolone sprzezone &,& sa

parametrami linij minimalnych, lub parametrami symetrycznymi,

zmienne za$ p,q sa parametrami izometrycznymi powierzchni.

Nie sg to jedyne parametry linij minimalnych, ani jedyne para-

metry izometryczne powierzchni, jak to okazemy w punkcie d).
Nastepnie mamy:

dé=yp,[Edu-+ (F+iT)dvl,
dé=yp,[Edu-+ (F—iT)dv],

przy czym ., sa zespolonymi sprzezonymi czynnikami catkujg-
cymi; sg to funkcje niezalezne od elementéw rozniczkowych;
w szczegdlnych przypadkach moga by¢ wielkosciami rzeczywi-
stymi.
Podobne rozumowanie stosuje sie rowniez do powierzchni
obrazu. Niechaj
1, = P -+ iQ = const.,

E=P iQ = const.,
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bedg catkami rownania rézniczkowego dS?=0, a tym samym
rownaniami linij minimalnych na tej powierzchni, w ktérych P, Q
sg funkcjami rzeczywistymi zmiennych rzeczywistych U, V. 'q,i sa
zespolonymi sprzezonymi zmiennymi symetrycznymi, za$ P, Q rze-
czywistymi parametrami izometrycznymi powierzchni obrazu. Be-
dziemy mieli podobnie:

dn=p, [EdU+ (F4+iT)dV],
d7n =y, [EdU + (F—iT)dV],

przy czym p.,, %, sa zespolonymi sprzezonymi czynnikami calku-
jacymi.

Przyjmijmy teraz linie minimalne 1 == const., 7 == const. na
powierzchni obrazu; oraz linie minimalne & = const., & = const. na
powierzchni oryginatu za linie parametrowe odno$nych powierzchni.
Elementy liniowe dS® i ds? a w zwigzku z tym i réwnanie réz-
niczkowe (44.4), znacznie sie uproszcza:

d d , d& §
— = = = = m S =
vo VE v, VE v, VE v, VE

po wprowadzeniu oznaczen:

. - T L (44.5)
oo E vy E N

roéwnanie to napisa¢ mozemy w postaci:

dndn=»Ardédét,
czyli
(dP*+dQ%) =X (dp*+dg*). (44.6)

Przez wprowadzenie nowych zmiennych parametrowych p, g
oraz P, Q na 1. i 2. powierzchni odpowiednio, za pomoca pewnych
zwiazkow funkcyjnych rzeczywistych:

]U:'/.l (p.q), 1U=:/;l (P, Q)
v =1 (p.q), V=1 (P.Q)
okreslonych w wyzej podany sposob, elementy liniowe ds® i dS®

moga by¢ sprowadzone do postaci izometrycznej, a roéwnanie roz-
niczkowe odwzorowania konforemnego—do postaci (44.6). Pierwsza
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cze$¢ problemu, polegajaca na znalezieniu wspoltrzednych 1zo-
metrycznych na kazdej powierzchni z osobna i przyjeciu linij
izometrycznych za linie parametrowe, zostala zatatwiona.

Druga cze$¢ problemu: rozwigzanie réwnania rézniczkowego
(44.6), bedzie oparta na wykorzystaniu twierdzenia o liniach mini-
malnych, ktérych zachowanie warunkuje konforemno$¢ odwzo-
rowania.

Niechaj d7 znika; woéwczas dé-dé rowniez znika, to jest
znika albo d&, albo d&. Przypusémy, ze d7 i dé znikaja jedno-
czeénie, wowczas 7 i & sg jednoczesnie wielkosciami stalymi. Ale
1 jest funkcja dwoéch zmiennych U, V, i & jest funkcja dwéch
zmiennych u, v stad 7 i & moga by¢ jednoczeénie staltymi tylko
wowczas, gdy miedzy nimi istnieje jaka$s funkcyjna relacja
postaci

n=1(), czyi P+iQ=f(p+igq) (44.7)

w ktorej f oznacza jakgkolwiek funkcje analityczng swego argu-
mentu. Niechaj f, (§) oznacza funkcje sprzezona wzgledem f (§),
to jest powstalg z tej ostatniej przez zastapienie w niej wielkosci
i przez (—i)'). Wtedy:

=14 (), czyli P—iQ=1,(p—iq), (44.8)
co jest konsekwencja relacji (44.7) miedzy zespolonymi zmien-
nymi 7 i .

JeslibysSmy wazigli d ¢ zamiast dé, jako wielko$¢ znikajaca
wraz z d7, mielibySmy, rozumujac podobnie, relacje:

n=1(), czyli P+iQ=1(p—iq),
wraz ze sprzezong konsekwencja:
=14 (&), czyli P—iQ=1, (p+iq).

Rezultatem tego zalozenia, dajgcego drugie rozwigzanie pro-
blemu, jest tylko zmiana znaku przy Q, czyli wziecie odbicia
zwierciadlanego konfiguracji wzgledem osi P, proces ktéry nie na-
rusza konforemnosci. Cala réznica drugiego rozwigzania polega na

') Jesli w funkcji f wielko$é¢ urojona i wchodzi tylko pod postacig argu-
mentu (p-iq) i nie wystepuje w wielkosciach statych, figurujacych w tej funkcji,
wtedy musi by¢ f, =f, aby rzeczywistym wartosciom p, g odpowiadaly rzeczy-
wiste wartosci P, Q.
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tym, ze podobienstwo czasteczkowe jest podobieristwem odwrotnym,
czyli symetriq, w stosunku do pierwszego rozwigzania. Jedno
z rozwigzan daje wiec t. zw. obraz prawy, drugie zas — obraz
lewy. Taka réznica obu rozwigzan nie jest istotna; gdy umoéwimy
si¢ rozroznia¢ na powierzchni obie jej strony: wierzch i spéd,
réznica ta znika, je$li te strone powierzchni, ktdérg pierwotnie
uwazaliSmy za wierzch, uczynimy spodem. Zwtlaszcza gdy jedng
z dwoch powierzchni jest plaszczyzna, rozréznienie obu stron,
wierzchniej (albo prawej) i spodniej (lub lewej) daje sie zawsze
zastosowaC. Mozemy zatem ograniczy¢ si¢ do jednego rozwigzania
i uwaza¢ pierwsza relacje, (44.7), za obejmujaca oba przypadki.

Zadne restrykcje nie byly poczynione co do funkcji anali-
tycznej f.

Twierdzenie, ktére dowiedliSmy, mozemy wypowiedzie¢ réw-
niez w nastepujacej formie:

Powierzchnia jest konforemnie odwzorowana na inng powierz-
chnie za pomoca relacji

n =1 (§),

w ktérej f jest jakakolwiek funkcja analityczng, zas 7 i & sg pa-
rametrami linij minimalnych odnosnych powierzchni.
Podamy jeszcze dwie uwagi wiazace sie¢ z tym twierdzeniem.

1. Odwzorowanie konforemne powierzchni na samgq siebie.
Rézne funkcje f daja rézne konforemne odwzorowania jednej po-
wierzchni na druga. Wszystkie te odwzorowania na powierzchni
drugiej sa réwniez konforemne wzajemnie jedno do drugiego, to
znaczy rozne funkcje f prowadzg do konforemnych odwzorowan
powierzchni drugiej na samgq siebie.

2. Obiér dowolnej funkcji f. W poszczegdlnych zadaniach
odwzorowawczych jako funkcje f mczemy obra¢ a prori jaka$
prostg funkcje analityczng, albo tez funkcja ta moze by¢ wyspecja-
lizowana przez natozenie wiasciwych dalszych warunkéw, albo zg-
dan, dodatkowych do zasadniczej cechy konforemnosci. Co do tej
sprawy patrz Nr 44 f, Nr 45 e, 2, oraz Nr 48 c.

d) Wybor wspoétrzednych izometrycznych.

Wspotrzedne izometryczne p, q, albo zwigzane z nimi wspét-
rzedne symetryczne &, &, nie s3 jedynymi takimi wspéirzednymi
na rozwazanej powierzchni. WezZmy jakgkolwiek funkcje, po-
wiedzmy f(§), czyli f(p-iq), obu zmiennych p, q, danych jako

F, Biernacki, Teorla Odwzorowan 12
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zmienne izometryczne powierzchni. Rozlgczmy nastepnie w funkcji

f (p + iq) obie jej, rzeczywista i urojong, czesci, tak ze:
p+iq=1f(p+iq) czyli &=1(), (44.9)

gdzie p', q' sa rzeczywistymi funkcjami zmiennych p,q. Niechaj
1, (€), czyli f, (p —iq), bedzie funkcja sprzezona z funkcija f (p-iq);
jesli wszystkie wspotczynniki w funkcji f sg rzeczywiste, to f,(&)=f(¢).
Wtedy

p'—iq =1 (p—iq).

Stad, przez rézniczkowanie obu funkcyj, mamy:
dp'+idq'=f (p+iq) (dp+idq),

dp' —idg' =1 (p — iq) (dp — idq);

i przeto:
ds*=n (dp*+dq?
=n'(dp®-dg”),
gdzie: n=n-f(p-+iq) ' (p—iq)
= f (p+ig)

tak, ze n' jest wielkoscia rzeczywistg. Zatem nowe krzywe para-
metrowe p' == const., q' = const. sa réwniez krzywymi izometrycz-
nymi powierzchni. Co wiecej, p', q' stanowig agregat zmiennych
izometrycznych powierzchni, gdy dla funkcji f dopuscimy kom-
pletna rozmaitos¢ formy — wiasnosé¢, ktorej dowod znalez¢ mozna
w geometrii rézniczkowej.

Jak juz wspomniano w koncu punktu c) zwiazek (44.9), ktory
wytwarza agregat zmiennych izometrycznych powierzchni, wyraza
konforemne odwzorowanie powierzchni na sama siebie.

¢=p-+iq=const i &=p — iq' = const.

sg bowiem, jak latwo widzie¢, rowniez catkami réwnania réznicz-
kowego ds*= 0.
W zupelnie podobny sposéb, dowolna funkcja

P'+iQ =F(P+iQ),

w ktérej P', Q' sa rzeczywistymi funkcjami rzeczywistych zmiennych
izometrycznych P, Q na powierzchni obrazu, wytwarza agregat
zmiennych izometrycznych P’, Q' na tej powierzchni.
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W rozwigzaniu ogélnym naszego zadania, podanym w twier-
dzeniu zasadniczym w punkcie c¢) mozemy wigc zastapié zmienne
izometryczne p,q nowymi zmiennymi izometrycznymi p’, ¢’ na
pierwszej powierzchni, a takze, i niezaleznie od pierwszej zamiany,
zmienne izometryczne P, Q zastapi¢ nowymi zmiennymi izome-
trycznymi P, Q" na drugiej powierzchni. Jakkolwiek ogélno¢é
rozwigzania zadania, przez taka zamiane jednych wspotrzednych
izometrycznych innymi wspoétrzednymi izometrycznymi, nic nie zy-
skuje, to jednak w zastosowaniach dogodniej jest uzy¢ to jednej
to drugiej formy.

e) Rozwigzanie zadania o konforemnym odwzorowaniu jednej
powierzchni na druga.

Problem odwzorowania konforemnego powierzchni I na po-
wierzchnie¢ II moze by¢ rozitozony na nastepujgce cztery etapy:

1. Obidr siatki izometrycznej i obidér wspélrzednych izome-
trycznych p, g na powierzchni I. Linie tych wspoéirzednych
rozkladaja powierzchnie na infinitezymalne poletka kwadratowe.

2. Obior siatki izometrycznej i obiér wspoétrzednych izome-
trycznych P, Q na powierzchni IL

3. Obioér funkcji analitycznej f dla okreslenia odpowiednio$ci
punktowej pomiedzy obu powierzchniami.

4. Wywédd funkcji odwzorowawczych.

W sensie teoretycznym, pierwsze trzy etapy zostaly juz
zalatwione. Pozostala sprawa znalezienia funkcyj odwzorowawczych,
w zaleznos$ci od dowolnych parametrow U, V i u, v na powierzchni
obrazu i oryginatu.

Z réwnan:

P+iQ=1f(p+iq),

P—iQ=14(p—iq)
otrzymujemy:

P="/lf(p+1iq) + fi(p —iq)],
iQ="[f(p+iq) —filp —iq)l,

lub, co na jedno wychodzi — po obraniu funkcji f dowolnie,
nawet z wprowadzeniem w niej wielko$ci statych urojonych —
P jest rowne czeSci rzeczywistej, zas iQ (przy drugim rozwigza-
niu — iQ) jest réowne czesci urojonej wyrazenia f (p—+igq).
P i Q beda wiec rzeczywistymi funkcjami zmiennych p, gi beda
to funkcje odwzorowawcze, wyrazone we wspolrzednych izome-
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trycznych dla obu powierzchni. Nastepnie, z tych funkcyj, w drodze
eliminacji, wyznaczymy pierwotne zmienne parametrowe U, V po-
wierzchni obrazu, w funkcji pierwotnych zmiennych parametro-
wych u, v powierzchni oryginalu. Bedg to poszukiwane funkcje
odwzorowawcze U=1{, (u, v), V=1, (u, v), uskuteczniajgce odwzo-
rowanie konforemne.

Rozwiazanie zadania, przy uzyciu dowolnych wspéirzednych
krzywoliniowych u, v oraz U, V na powierzchni I oraz II odpo-
wiednio, i znalezienie funkcyj odwzorowawczych:

U=¢,(U,V),
V =¢y(u, v),

ktore by uskutecznialy konforemne odwzorowanie, mozna rowniez
uzyska¢, wychodzgc z ogélnego warunku konforemnosci:

Warunek ten, po podstawieniu zamiast wielkosci E', F', G’ ich
wyrazen (43.1), przyjmie postac:
EU+2FUuVat GVid _ EUUs+F(Uu Vot-Us Vi) +GVu Vo _
E F
" E‘Uvz"{_zrfi‘;UV VV—I—éVV2 . (44‘1()'
G

Otrzymane zwigzki daja dwa rownania rozniczkowe czgstkowe
1. rzedu, o dwoch funkcjach niewiadomych U i V: sg to wiasnie
poszukiwane funkcje odwzorowawcze. Rozwigzanie tych rownan
stanowi glowny problem zadania.

Metoda rozwigzania polega na sprowadzeniu tych réwnan
do najprostszej formy, przez wprowadzenie odpowiednich nowych
zmiennych. Znalezienie tych zmiennych jest w gruncie rzeczy
najwazniejsza i najtrudniejszq cze$cig calego zadania.

Zamiast dowolnych wspoétrzednych krzywoliniowych u, v na
powierzchni oryginalu nalezy wprowadzi¢ dowolne wspoélrzedne
izometryczne p, q. Sa one jakimi$ funkcjami zmiennych u, v:

p="%(u,v)
(44.11)
q=1¢%(u,v).
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Jak znalez¢ takie funkcje, oméwiono juz wyzej w punkcie c).
We wspoélrzednych izometrycznych p, q (z natury swej zawsze
ortogonalnych), wielkosci podstawowe 1. rzedu dla powierzchni
oryginalu maja upraszczajgce wilasnosci, a mianowicie:

E(P.q) = G(p-q)
F(p,q) == 0 .

Podobnie, zamiast dowolnych wspoélrzednych U, V na po-
wierzchni obrazu, nalezy wprowadzi¢ dowolne wspélrzedne izome-
tryczne P, Qi beda one jakimi$ funkcjami zmiennych U, V:

P — (l)l (U, V)l
(44.12)
Q= (1)2 (U: V}r

a wielkosci podstawowe 1. rzedu dla powierzchni obrazu spelnia¢
beda warunki:

Ep, 0= G, ) »
Fp,=0.

Wprowadzenie zamiast zmiennych u, v nowych zmiennych
P, q, izometrycznych na powierzchni I, oraz zamiast U, V nowych
zmiennych P, Q, izometrycznych na powierzchni II, upraszcza oba
rownania rézniczkowe konforemnosci (44.10) do postaci:

P+ Qp' =P’ + Q¢
Pppq+Qqu = 0.

(44.13)

Stad, przez tatwe przeksztalcenie, osiggamy na koniec najprostszg
ich postac:

Pp=Qq: Qp=—Pq. ((1)
oraz (44.14)
Pp="“0q: Qp‘:Pq- (b)

Roéwnania rézniczkowe czastkowe, 1. 1zedu, o dwoch funkcjach
niewiadomych, podane pod (a) s3 to znane z teorii funkcji réwnania
Cauchy-Riemanna. Rozwigza¢ je mozna piekng metoda za pomoca
funkcji zmiennej zespolonej (patrz Nr 47). Rownania podane pod (b)
sprowadzajg sie do rownan (a) przez zmiang znaku przy funkcji Q, to
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znaczy przez wzigcie figury obrazowej, uzyskanej przez symetrig
wzgledem osi P.
W wyniku rozwigzania uktadu réwnan (a) otrzymamy zwigzki:

P = ‘Fl (p' Q)'
Q="Y,(p q)

(44.15)

dajace funkcje odwzorowawcze, wyrazone w zmiennych izometrycz-
nych, a stad, powracajac do pierwotnych zmiennych przez uwzglednie-
nie (44.11) i (44.12), otrzymamy:

¢, (U, V)=V, (9 (u, V), $(u, V),
®, (U, V) =Y, (9 (u, v), 92 (u, v)),

albo w kroétkiej formie (w przypuszczeniu, Ze powyzsze réwnania
dadzg sie rozwiaza¢ wzgledem U i V):

U= 4’] (ul V):
v= (;)2 (ur V)-

Teoretycznie, drugie zadanie podstawowe teorii odwzorowan
w przypadku odwzorowania konforemnego, jest ogélnie w zupel-
nosci rozwiazane.

Z punktu widzenia czystej analizy matematycznej, podany
rozktad problemu konforemnos$ci na cztery etapy ma stosunkowo
male znaczenie. Zamiana jednych wspoélrzednych izometrycznych
na powierzchni innymi wspolrzednymi izometrycznymi na tejze
powierzchni polega w istocie na relacji analitycznej pomiedzy
dwiema zmiennymi zespolonymi, podobnie jak i odwzorowanie
konforemne powierzchni I na powierzchnie II. W rezultacie konco-
wym, odwzorowanie konforemne ustanawia pewna relacje anali-
tyczng miedzy dwiema zmiennymi zespolonymi: zmienng poczatko-
wa z powierzchni I i zmienna koncowa Z powierzchni II; mato jest
wazne, teoretycznie, czy pomigdzy zmienne z i Z wlgczono czy nie
wlgczono jakie$ zmienne zespolone posredniczace, jesli odpo-
wiednio$¢ punktowa ostateczna jest ta sama.

Mozna na przyklad, nie tracac nic na ogdlnosci mozliwych
rozwazan, przyjac¢ na kazdej powierzchni wspoirzedne izometryczne
najbardziej proste i zrobi¢ jednorazowy., mozliwie najprostszy, wy-
bor funkcji f, wiazacej oba systemy wspodlirzednych.
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Idgc po tej samej mysli, mozna takze ograniczy¢ sie do rozwa-
zenia jednego jakiegos odwzorowania konforemnego powierzchnilna
powierzchnie II, na przyklad tego, ktérego definicja jest mozliwie
najprostsza, a nastgpnie wystudiowa¢ odwzorowania konforemne
powierzchni II na sama siebie; mozna uzyska¢ tq drogg dowolne
odwzorowanie konforemne powierzchni I na powierzchnie II

Jesli jednak porzucimy czysto analityczny punkt widzenia,
podany rozklad problemu konforemnos$ci na cztery etapy ma bardzo
wazne znaczenie praktyczne. Gdy interesujemy sig, z jednej strony,
wlasnosciami geometrycznymi odwzorowania, z drugiej strony wy-
konaniem praktycznym rachunkéw liczbowych, musimy wzigé
pod uwage przynajmniej relacje funkcyjng miedzy dwiema po-
wierzchniami. Czesto okaze sie korzystne rozlozenie w pewien
sposob funkcji dowolnej, wigzacej wspotrzedne poczatkowe p, g po-
wierzchni I ze wspotrzednymi koncowymi P, Q powierzchni II, przez
wprowadzenie na jednej albo na drugiej powierzchni, badz na obu
naraz, systemow wspolrzednych izometrycznych posredniczqcych,
albo tez wlgczenie powierzchni pomocniczej pomiedzy powierzchnie
I'i II. Do kompletnego studium analitycznego wszystkich odwzo-
rowan konforemnych, interesujgcych geodezje i kartografie, wy-
starczaja dwa nastepujgce systemy wspoéirzednych izometrycznych:

— wspoéhrzedne izometryczne potudnikowe na powierzchni obro-

towej,

— wspolrzedne kartezjanskie na plaszczyznie.

f) Rozwigzania poszczegolne.

Ogodlne rozwigzanie zadania o konforemnym odwzorowaniu
jednej powierzchni na drugg zawiera jedng funkcje dowofnq, jest
wigc rozwigzaniem typu A (patrz Nr 5). Wyznaczenie funkcji do-
wolnej stwarza problem typu B: uzyskanie rozwiqzan poszczegdlnych.

Rozwigzania poszczegélne moga by¢ inspirowane wieloma roz-
nymi wzgledami, mozna je jednak uja¢ w dwie grupy:

1. Wyznaczenie funkcji dowolnej, albo pewnych typow tych
funkcyj, przez swobodny ich obidér, a nastepnie wystudiowanie
wilasnosci uzyskanego odwzorowania a posteriori. Jest to metoda
par excellence, klasyczna, jej mozliwosci sa nieograniczone, jak
mozliwosci samej teorii funkcyj analitycznych.

2. Wyznaczenie funkcji analitycznej z pewnych a priori
zadanych, dodatkowych warunkéw lub wilasnosci odwzorowania:
zbadanie, czy takie odwzorowanie w ogdle istnieje, i jesli tak —
znalezienie wyspecyfikowanej funkcji analitycznej, nadajacej od-
wzorowaniu postulowane wiasnosci,
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Druga grupg rozwiagzan poszczegdlnych mozemy podzieli¢
na podgrupy, zaleznie od rodzaju stawianych warunkow. Wyrdz-
nimy trzy podgrupy, dwie z nich wynikajg z praktycznego punktu
widzenia, trzecia ma charakter teoretyczno-funkcyjny.

Podgrupa pierwsza, inspiracji raczej geometryczngj, polega
na zainteresowaniu sie figura geomelryczng krzywych przeksztal-
conych na powierzchni obrazu dla pewnych grup linij na po-
wierzchni oryginatu. Metoda ta, jak dotychczas, byla zastosowana,
jak sie zdaje, tylko do poszukiwania odwzorowan piaskich, prze-
ksztalcajacych potudniki i réwnolezniki powierzchni obrotowej
w krzywe plaskie przepisanej natury. Pierwszy zastosowal te
metode Lagrang=z do uzyskania plaskich konforemnych cdwzoro-
wan kolowych. Znaczenie tej metody jest przede wszystkim geome-
tryczne, jej mozliwe zastosowania maja jedynie cele kartograficzne
na wzgledzie.

Podgrupa druga ma szczegdlny wzglad na uzycie odwzorowan
do celéw geodezyjnych i topograficznych. Polega ona na catko-
witym lub cze$ciowym okresleniu funkcji dowolnej, z warunkow
nalozonych a priori na skalg, albo na znieksztalcenia odwzoro-
wawcze; innymi slowy — na podporzadkowaniu problemu zamiany
wspolrzednych problemowi znieksztalcen. Pierwsze zastosowanie
tej metody podat Lagrange, potem Gauss'), a nastepnie, i to nie-
zaleznie od sprawy konforemnosci, Tissot, ktory na tej drodze
wyprowadzit ,la projection du minimum de deformation”. Syste-
matyczne zastosowanie tej metody do konferemnych odwzorowan
plaskich elipsoidy obrotowej splaszczenej, albo kuli, podai Laborde,
Traite des projections, fasc, IV, Paris, 1932,

Podgrupa trzecia polega na przyporzadkowaniu sobie dwdch
obszaréw zamknietych, ograniczonych zadanymi konturami. Ma ona
duze znaczenie téore‘tycznc i nalezy do teorii funkcyj analitycz-
nych. (Patrz Nr 45e, 2, oraz Nr 48c).

g) Skala.

Ze zwigzkow:

n=£), n=1 ()
czyli
P+iQ=1f(p+iq, P—iQ=f(p—igq),

) Zaréwno Lagrange, jak i Gauss stosowali t¢ metode nie do ogélnego
zadania wyznaczenia funkcji dowolnej, lecz tylko do wyznaczenia statych dowolnych
wchodzacych w funkcje skadingd znane.
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wyrazajgcych relacje konforemna dwéch powierzchni, otrzymujemy
przez rozniczkowanie:
dn=f(§)dé, dn=1"(E)dE,

a przez porownanie z réwnaniem (44.6):

= n v 8 (A
/.:mz?\_]ﬂ:I (;)fl (C)’
Stad
N N ‘
fm k= — " (& (€ ’
= A = (%) £,' (§)

N (44.16)
b= (p+iq) ' (p—iq),

co daje skale, skojarzong z funkcja f. Skala m jest rzeczywista

funkcja punktu powierzchni, poniewaz f' i f;" sa funkcjami zespo-

Jonymi sprzezonymi; jesli f jest funkcjq rzeczywista wowczas f=f,.
Mozemy tez napisac:

N |, el I R
s e ’i(p+1q) = — |#'(p—iq) |,

+/ N . . AT
m:V»Tif(l)‘*‘lqu=l/;'!f|([’ iq)

przy czym Kkreski pionowe oznaczajg modul wielkoéci zespolonej,
a wiec wielkos¢ zawsze rzeczywista.

Wzor na skale moze by¢ napisany w nieco innej formie.
Mianowicie:

dS* =E dU?-+ 2 FAUAV + GdV*® = dnd7/u, ps E = Nd7d1,

ds*=Edu’+-2Fdudv+ Gdv*=d&dé/pp, E=ndidé;

skad
; _1_—=N=ds=*/dnd€; b e TR
o o E Py E
oraz:
£JE 2
v OEOE o BB R )
ds® dnd

dp*-F-dq®* dS* ; ] ' :
=== - e [ ] i ) | 3
dst AP+ dQ (p+iq)f(p q)
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N i n sq skonczonymi rzeczywistymi funkcjami zmiennych U, Viu, v
odpowiednio, za$ dp i dq sa rzeczywistymi liniowymi funkcjami
zmiennych parametrowych du, dv.

h) Skala pol.

Widzieliémy, ze skala liniowa w kazdym punkcie odwzoro-
wania konforemnego

P+iQ=1f(p-+iq)

powierzchni (p,q) na powierzchnie (P, Q), wyraza sig wzorem:

/~ H
m=1/ S|rip-+iq -

w ktorym n i N sa rzeczywistymi funkcjami punktu na po-
wierzchni (p,q) i (P, Q) odpowiednio; (w przypadku dwdch
plaszczyzn o wspélirzednych izometrycznych prostoliniowych x,y
i X,Y,niN sa rowne jednosci)i p,q i P, Q sa dowolnymi izo-
metrycznymi parametrami odnosnych powierzchni.

Wykazemy, ze w odwzorowaniu konforemnym skala p6l f wy-
raza sie wzorem:

N . B %
f= = f' (p+iq)*=m?

czyli jest rowna kwadratowi skali liniowej m.

Niechaj D oznacza dowolny obszar zamknigly na powierzchni
(p,q) i D' odpowiadajagcy mu obszar zamknigty na powierzchni
(P, Q). Pole obszaru D (ktére oznaczymy ta sama literg) na po-
wierzchni (p, q) wyrazi sie wzorem:

D=ffDndpdq,

poniewaz element liniowy ds’®=n(dp*--dgq®), a element po-

wierzchniowy dD =V EG — F°dpdq=ndpdq (gdyz: E=G==n,
F=0).

Podobnie na powierzchni (P, Q):

P s B a0 = [T, B 5o 40,

O(D.q)

na skutek znanego twierdzenia o zamianie zmiennych w calce
podwdjnej. Teraz obliczymy wyznacznik funkcyjny:
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OP bP
d(P.Q) _ dp dq| oapda opPiQ (gg)a (ao)
dp dp

d(p.q) 2@ 20| P dq dp
0p g |

na skutek réwnan Cauchy-Riemanna (patrz wzor (47.2)). Ale

P (%S)”+(%§) P "—+ l =|f (p+iq)
wiec

D= [[,N|f(p+igldpdqg.

Stosunek po6l dowolnych obszaréw skonczonych D' i D, od-
powiadajacych sobie na powierzchni obrazu i oryginalu w odwzo-
rowaniu konforemnym jest nastepujacy:

b J/oNIf(p+iq)tdpdg
i ffondpdq

za$ skala pol f, czyli stosunek korespondujacych elementéw po-

wierzchniowych, jest:
o G0 W il e G ) o it (44.17)
dD n

'

45. Odwzorowania konforeinne plaskie

a) Teoria ogdlna.

Gdy powierzchnia cbrazu jest plaszczyzna, konforemne od-
wzorowanie dowolnej powierzchni na plaszczyzne uzyskujemy za
pomocg dowolnego zwiazku funkcyjnego:

X+Y=1f(p+iq) Wa.1)

lub 7 ==f(§); wspoOlrzedne prostokatne i prostoliniowe X, Y na
plaszczyznie sa, jak wiadomo, wspéirzednymi izometrycznymi
plaszczyzny.

Nie sa to jedyne wspolrzedne izometryczne plaszczyzny; nowe wspolrzedne
prostokatne plaskie X', Y’ (lecz niekoniecznie prostoliniowe), okreslone dowolng za-
leznoscia funkcyjng X' --iY' = F(X 1Y), sq rowniez wspolrzednymi izometrycz-
nymi plaszczyzny, a zalezno$¢ ta wyraza konforemue odwzorowanie plaszczyzny
na samg siebie.
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Skala m w konforemnym ,h odwzorowaniu plaskim dowolnej
powierzchni wyraza sie wzorem:

) . L
m‘lzz--}l--f'(p-l—iQ)fi'(P iq)=—|F(p+iq)P

m = ]/rl: f'(p—+iq) . (45.2)

poniewaz dla plaszczyzny, w przypacku wspoirzednych kartezjan-
skich, N=1.

Nadmieniono juz w Nr. 13, ze gdy dwie powierzchnie sa
konforemnie odwzorowane jedna na drugg, i jedna z nich jest
konforemnie odwzorowana na trzeciag powierzchnig, to i pozostata
jest takze konforemnie zrelacjowana 2z la trzecig, poniewaz
w korespondujacych punktach trzy te powierzchnie sg czastecz-
kowo podobne do siebie. Stad, ahy skojarzy¢ ze soba konforemnie
jakiekolwiek dwie powierzchnie, wystarczy kazda z nich odwzo-
rowa¢ oddzielnie na pewna standartowq trzecia powierzchnie.
Im prostsza bedzie ta ostatnia, tym prostsze beda réwnania kon-
foremnosci. A zatem plaszczyzna jest najodpowiedniejszg po-
wierzchnig, jaka nalezy przyja¢ za powierzchni¢ standartowa.
Redukcje problemu odwzorowawczego mozemy posungé jeszcze
daleji poniewaz wszystkie odwzorowania konforemne dowolnej
powierzchni na plaszczyzne, sa réwniez konforemne wzajemnie,
jedno do drugiego, problem konforemnego odwzorowania jednej
powierzchni na druga redukuje sie w koncu do jakiego$ jednego,
mozliwie najprostszego, odwzorowania konforemnego powierzchni
na plaszczyzne i wszystkich konforemnych odwzorowan plaszczyzny
na sama siebie.

b) Konforemne odwzorowanie powierzchni obrotowej na plasz-
CZYyZNne.

1. Teoria ogdlna.

Obszerna grupe waznych przypadkéw, ktére faktycznie byty
podstawg badan Lagrange'a nad teoria map, dostarczaja po-
wierzchnie obrotowe.

Siatke ortogonalng, utworzona przez potudniki i réwnolezniki
powierzchni obrotowej nazywamy siatkq poludnikowq; jest to naj-
bardziej naturalna siatka parametrowa powierzchni, zwigzana jest
bowiem z osig obrotu. Siatka poludnikowa sklada si¢ z dwoch ro-
dzin linij: rodziny linij geodezyjnych (potudniki) i rodziny kot geo-
dezyjnych (réwnolezniki), ktore sg zreszta kolami plaskimi. Wobec
tego siatka potudnikowa jest siatkq linij izometrycznych, nalezy
tylko okresli¢ parametry izometryczne tej siatki.
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Obierzmy os powierzchni za o$ z uktadu i oznaczmy literg r od-
leglo$¢ dowolnego punktu powierzchni od osi obrotu. Réwnania
parametrowe dowolnej powierzchni obrotowej moga by¢ wyrazone
Za pomoca zwigzkow:

x=rcosh, y=rsin}, z=f(r), (45.3).

w ktorych A jest dlugoscia geograficzng wzgledem jakiego$ usta-
lonego potudnika wyjsciowego, zas$ f — dowolng funkcja rzeczywista,
okreslajgcg krzywa tworzaca w plaszczyznie (z, r). Przy uzyciu para-
metréow r, A, kwadrat elementu liniowego powierzchni wyrazi sie
wzorem:

ds*=dx*4dy*+dz*

o[ do®
= 72 (__n_ —+d )\3) + patiz Przypis 7,  (45.4)
e

przy czym ds oznacza element tuku potudnika w rozwazanym punkcie:
do®*=dr*+}+dz*
= [14f2(r)]dr*. (45.5)
Wielkoéci podstawewe 1. rzedu sg wiec:
=14-1%(r), F=10, G=it5

Krzywymi parametrowymi powierzchni sg potudniki » = const. i réwno-
lezniki r = const. (albo 5 = const.). Wielkosci r, z, ds sa funkcjami
biezgcego parametru linii poludnikowej; najbardziej dla zastosowan
naturalnym parametrem biezgcym poludnika powierzchni obrotowej
jest szerokos¢ geograficzna ¢.

Jak widzimy z powyzszych wzorow, parametry potudnikowe r, ).,
albo takze o,), nie sq parametrami izomefrycznymi powierzchni
obrotowej. fatwo jednak z nich uzyska¢ takie parametry przez
wprowadzenie jednej tylko nowej zmiennej ¥, okreslonej rownaniem
rézniczkowym:

dileeiBl
r
R O T
czylidd = —V1+12(r)dr, (45.6)
r

skad ¥ = ,“ : ViEr(ndr.
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Krzywe ¢ = const. sa tymi samymi krzywymi, co i krzywe
r = const., a wiec rownoleznikami; kwadrat elementu liniowego
przyjmie wowczas posta¢ izometryczng:

ds®=r*(dy*+d ); n=r. (45.7)

Potudniki i réwnolezniki sg liniami izometrycznymi, zas zmien-
ne ¢, A sq izometrycznymi parametrami potudnikowymi powierzchni
obrotowej. Nie sg to jedyne parametry izometryczne tej powierzchni,
lecz sa najprostsze.

Wspolrzedne kartezjanskie X, Y sa izometrycznymi parametrami
plaszczyzny, poniewaz

dS*=dX*4dY’ N=1.

W mysl zasadniczego twierdzenia o odwzorowaniu konforemnym
jednej powierzchni na druga, zwigzek:

X4iY=f($ 1)), (45.8)

w ktérym f jest dowolng funkcja analityczng swego argumentu,
ustanawia konforemne odwzorowanie powierzchni obrotowej na
plaszczyzne, jako ogdlne rozwigzanie zadania.

Skala m, stosunek elementu liniowego d S plaszczyzny do od-
powiadajgcego mu elementu liniowego ds powierzchni, okredli sie
Za pomoca Wzoru:

e %r (6 TR £ ),
(45.9)
m=1|r @+
r!

w ktérym f,(¢ —i}) oznacza funkcje sprzezona z funkcjg f(9 -+ih).
Gdyby$émy okreslili odwzorowanie konforemne za pomoca funkcji
b+ik=F(X+1Y),
skala wyrazilaby sie wzorem:
1

h;;=r*F'(X+iY)-F'.(X—iY)= elF(X+iY)?

za$§ ¥ i A wzorami:

i

[FIX--1Y)+F (X -~ iY)],

N
2

i).=-;—lF(X+iY)- F(X 1Y)
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Stgd wynika, ze linie na plaszczyznie, ktére sa obrazami poludnikéw powierzchni,
dane sa za pomoca réwnania:

F(X+iY)+F, (X —iY)= const.;
za$ linie na plaszczyznie, ktére odtwarzaja rownolezniki powierzchni, dane sq za

pomoca rownania:
F(X—+iY)— F,(X—iY) = const.

Dwa szczegoé'ne przypadki obioru funkcji dowolnej f (grupa 1.,
Nr 44 f) maja specjalne znaczenie. Sa one rozpatrzone ponizej.

2. Konforemne odwzorowanie walcowe powierzchni obrotowej
na plaszczyzne.

Jednym z najprostszych przypadkéw obioru postaci funkcji
dowolnej f(£) jest posta¢ liniowa: f(§) = k&, w ktérej k jest dowolna
stala rzeczywista. Otrzymujemy wowczas:

X+iY=k(d+i}),
tak, ze (45.10)
X=k9, Yo=K\
punktowi (¢, A) na powierzchni odpowiada, na mocy tego zwigzku,
punkt (X, Y) na ptaszczyznie. Odwzorowanie konforemne powierzchni
obrotowej na plaszczyzne za pomoca funkcji liniowej (45.10) nazywa
sie odwzorowaniem walcowym.

Ze wzordéw (45.10) widzimy, Ze rodzina réwnoleznikéw ¢ = const.
i rodzina potludnikéw A = const. na powierzchni obrotowej, od-
twarzajq sie na plaszczyznie w dwie rodziny rownolegtych linij
prostych: X = const. i Y = const., odpowiednio. Te dwie rodziny
prostych réwnoleglych sa prostopadle do siebie, jak zreszta nalezato
oczekiwa¢, wobec zachowania katéw. Potudniki o stalej réznicy
dlugosci geograficznej A, staja sie rownoodleglymi réwnoleglymi do
siebie prostymi Y = const. na plaszczyznie. Rownolezniki o stalej
réznicy parainetru izometrycznego potudnikowego ¢, stajg sie rowno-
legtymi do siebie prostymi X = const., ktérych wzajemne odstepy
wzrastajg dla malejacych r (lub ku biegunom, jesli powierzchnia
obrotowa je posiada).

Funkcja f, sprzezona z funkcjq f bedzie:

£, (8) =f, ($ — i)
=k (b —ik).
Stad, na podstawie wzoru ogolnego (45.9) na skale,

m = k, (45.11)
) 2
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poniewaz kazda z pochodnych " i f;" jest rowna stalej k. Tak wigc
skala jest jednakowa wzdluz roéwnoleznika r = const., i wzrasta wraz
ze zmniejszaniem si¢ odlegloéci r punktu powierzchni od osi obrotu.
Jeséli powierzchnia obrotowa posiada biegun, r maleje do zera
w miare zblizania sie¢ po potudniku ku biegunowi, za$ skala m rosnie
bardzo szybko i staje sie nieskonczenie wielka w biegunie r = 0.

Stala k pozostaje w naszej dyspozycjiimoze by¢ wykorzystana
do lepszego przystosowania obrazu pewnego obszaru do odpowia-
dajacego mu oryginalu. Nie ma ona zadnego wplywu na strukture
obrazu, lecz tylko na jego wielkos¢, dlatego mozna ja nazwac
stalq skali. Stata skali k moze by¢ okreslona z jakiego$ dodatkowego
warunku, na przyktad, zeby na pewnym rownolezniku r, skala m byta
rowna 1; (przy symetrii powierzchni obrotowej wzgledem plaszczyzny
(x, y) — na dwoch réwnoleznikach, o tej samej wartosci promienia ry,
réwnoodlegltych od réwnika).

Jakakolwiek linia prosta aX -+ bY -+ ¢ = 0 na plaszczyznie
obrazu, przecina linie Y = const. pod stalym katem o = arc ctg (— b/a).
Dzieki konforemno$ci, odpowiadajgca jej linia k(ay+br—+c)=0
na powierzchni obrotowej przecina potudnik ) = const. pod stalym
katem, rownym poprzedniemu. Jest to réwnanie liniowe wzgledem
zmiennych izometrycznych potudnikowych ¢, . Taka linia na po-
wierzchni obrotowej nazywa sie loksodromq. Podstawiajgc wartosé¢
dla ¢, znajdziemy réwnanie loksodromy na powierzchni obrotowej:

a d—6+b7\=const., czyli afllfl—f—i'z_(r')dr—l—b)\:const. (45.12)
r r

Trojkatowi prostoliniowemu na plaszczyznie odpowiada trojkat
krzywoliniowy, ktérego boki sa loksodromami, na powierzchni
obrotowej. Poniewaz odpowiadajgce sobie katy w obu figurach sa
sobie rowne, dzieki konforemnosci odwzorowania, wynika stad, ze
suma kqtéw krzywoliniowego tréjkqta loksodromicznego na powierzchni
obrotowej jest rowna dwum kqtom prostym. Z konforemnego walcowego
(normalnego) odwzorowania powierzchni obrotowej na ptaszczyzne
uzyskamy agregat odwzorowan loksodromiczno-linearnych (w ktérych
wszystkie loksodromy powierzchni obrotowej przeksztaicaja sie
w linie proste plaszczyzny), przez przeksztalcenie rzutowe, czyli
kolineacje tej ptaszczyzny. Tracg one jednak konforemnos¢, z wy-
jatkiem przeksztalcenia przez podobienstwo ').

') Patrz Mitteilungen des Reichsamts fiir Landesaufnahme, 1/1935, 1/1936:
Prof. dr Karl Simon, Neue Netzentwiirfe fiir Kurskarten von Gebieten hiherer
Breite.



193

3. Konforemne odwzorowanie stozkowe powierzchni obrotowej
na plaszczyzne.

Drugim prostym przypadkiem szczegélnego obioru formy dla
funkcji f(§) jest funkcja wykladnicza: f(§) = ke“§, w ktérej k, ¢ sg
dwiema dowolnymi stalymi rzeczywistymi, z zastrzezeniem 0<<c<1.
Otrzymujemy woéwczas zaleznos¢ konforemna miedzy plaszczyzna
i powierzchnig obrotowa:

X4+iY=FkecWw+in

I8, cd i Si
=keY¥(cosch+isinck), (45.13)

tak, ze
X=ke?cosch, Y=LkeVsinch.

Odwzorowanie konforemne powierzchni obrotowej na ptasz-
czyzne za pomocg funkcji wykladniczej (45.13) zwie sie odwzoro-
waniem stozkowym.

Jesli na plaszczyznie (X, Y), zamiast wspéirzednych prosto-
katnych, uzyjemy wspoétrzednych biegunowych, okreslonych za-
lezno$ciami:

X =pcosa,
Y =psina,

w ktorych p oznacza promien wodzacy, za$ « amplitude, wéwczas
wzory (45.13), dajace relacje konforemna, mozna przedstawié¢
w postaci:

p=kecY, a=cA,
Ze wzor6éw (45.13) otrzymujemy:

X=7Yctgch, X2 Y2 =K%e%¢Y.

Rodzina potudnikéw A = const. na powierzchni obrotowej odtwarza
sie na plaszczyznie jako pek prostych, przechodzacych przez po-
czatek ukiadu. Rodzina rownoleznikow ¢ = const. — jako rodzina
hukow kot wspotsrodkowych, oczywiscie ortogonalnych wzgledem
peku prostych potudnikowych, ze srodkiem két w poczatku uktadu.
Ortogonalna siatka poludnikowa powierzchni obrotowej przechodzi
w ortogonalng siatke wspoétsrodkowych tukéw kotowych i ich pro-
mieni na plaszczyznie.

F. Biernacki, Teoria Odwzorowan 13
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Obliczmy na koniec skale m. Funkcja f,, sprzezona z funkcja 1,
bedzie rowna funkcji f,
1i{§)=Ke*<S

=keW—IN,
Pochodne f'(%) i f,"(¢) beda przeto:
£1{8) = Kkée°§, £,/ (5)=f(§) = kcect.
Skala m®, wedlug ogdlnego wzoru (45.9), wyrazi si¢ wiec wzorem:

i 2 A2 e
m =1 kcect  kcek=2C gea+D,
s 5

albo, zwazywszy ze E = ik, E=d¢ —ik:

pe

mz—lE ey = (45.14)

r r

Jak widzimy skala jest funkcja jednej tylko zmiennej (gdyz
% i r sg funkcjami jednego tylko parametru biezacego linii potudni-
kowej). Skala jest wigec jednakowa wzdluz réwnoleznika r = const.

Funkcje odwzorowawcze (45.13) zawierajg dwie stale, ktorymi
mozemy dowolnie do pewnego stopnia zadysponowac¢, i uzyskac
rozmaite przystosowanie odwzorowania do interesujgcego nas obszaru.
Stata k nie ma wplywu na strukture obrazu, lecz tylko na jego
wielkos$¢; jest wiec stala skali. Stala ¢ ma wplyw na strukture obrazu,
nie wpltywa jednak na nature linij przeksztalconej siatki parametro-
wej; nazywamy ja stalg stozka. Obie te stale moga by¢ wyznaczone
z rozmaitych dwoch dodatkowych warunkéw, stawianych odwzoro-
waniu.

Najczesciej zadanymi warunkami sg:

Pierwsze warunki Lamberta (1772):

1. Na pewnym dowolnie obranym réwnolezniku r, skala ma
by¢ minimum.

2. Na tymze rownolezniku skala ma sie¢ réwnac¢ jednosci.

W formie matematycznej warunki te wyraza sie jak nastepuje:

dr kc

c:=(—) LG aeliien (45.15)
dofr=r,, I,

Otrzymujemy wowczas konforemne odwzorowanie stozkowe
z jednym giéwnym réwnoleznikiem r,.



Drugie warunki Lamberta (1772):

1. Na dwoch rownoleznikach r, i r,, obranych dowolnie, skale
maja by¢ jednakowe.

2. Na tychze réwnoleznikach skala ma by¢ réwna jednosci.

W formie matematycznej warunki te wyraza sie jak nastepuje:
k_(i e“‘lﬁ e kC e
I Iy

gy =1, (45.16)

Otrzymujemy wowczas konforemne odwzorowanie stozkowe
z dwoma giéwnymi réwnoleznikami, czyli t. zw. drugie odwzorowanie
Lamberta.

Warunki Gaussa (1822, patrz Nr 46 d):

1. Na dwoch rownoleznikach r, i r,, obranych dowolnie, skale
majg by¢ jednakowe.

2. Na dowolnym réwnolezniku r,, lezacym pomiedzy r, i r,
skala ma by¢ rowna jednosci (w szczeg6lnosci na tym, dla ktérego
skala osigga minimum).

W formie matematycznej warunki te wyraza sie jak nastepuje:
BCeep =KC ey, Elocy=y, (45.17)
Iy Iy Iy

Stad otrzymujemy:

o log natr, — log natr, Iy

by — &, ced%

Szczegdlny przypadek konforemnego odwzorowania stozko-
wego, gdy stala stozka c jest réwna jednosci nazywa sie konfo-
remnym odwzorowaniem azymutalnym (¢ = A\) powierzchni obrotowej
na plaszczyzne. Pek prostoliniowych promieni na ptaszczyznie pokry-
wa wowczas cala plaszczyzne, nie za$ tylko jej wycinek; oraz
rodzina wspolsrodkowych kot zawiera cate okregi kol, nie zas tylko
ich czesciowe tuki, jako obrazy réwnoleznikow. ¢ = 1 jest jednym
z granicznych przypadkéw konforemnego odwzorowania stozko-
wego, gdyz dla ¢ > 1 tracimy jednoznaczng odpowiednio$¢ punk-
towa, co, z punktu widzenia praktyki, jest niedopuszczalne.

Drugim granicznym przypadkiem odwzorowania stozkowego
jest ¢ =0. Dla uzyskania wzoru nie mozemy wprost podstawi¢ ¢ =0
do (45.13), gdyz zalezno$¢ ta staje sie wowczas iluzoryczna. Musimy
wykonaé¢ przejscie do granicy, gdy c¢-0. Rozwinmy na szereg
potegowy funkcje wykladniczg we wzorze:

XA4-iY =kec+in,

.
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Otrzymamy:

i\ i) b D)
X+I,Y=k{1+0(¢:z )+[0(¢;I—!1)] +[C(9;{-!1)l +}

X+iY—k=kell+ iN+(1/c)- W(cH}

gdzie W (c?) oznacza wyrazy zawierajace c¢* jako najnizsza potege c.
Przejdzmy teraz do granicy, po obu stronach réwnania, przy ¢~0.
Otrzymamy:
lim (X —k+4iY)= lin;kc(qa + i),

c->

c>0

poniewaz lim W (c*)/c jest zerem. Gdy ¢~ 0 wyrazenia X —k i kc
c—>0

musza dazy¢ do pewnych skonczonych wartosci X ik, o ile chcemy
uzyska¢ zalezno$¢ odwzorowawcza; k musi wiec dazy¢ do nie-
skonczonosci, gdy ¢ dazy do zera. Ostatecznie, drugi graniczny
przypadek, ¢ = 0, odwzorowania stozkowego (45.13) jest odwzoro-
waniem walcowym:

X+iY=k(+i).

Zakres wartosci stalej stozka c¢ jest wiec, w uzytecznych
przypadkach, ograniczony przedzialem zamknigtym:

0<e<1;

dla granicznej wartosci ¢ = 0 odwzorowanie stozkowe przechodzi
w walcowe, za$ dla granicznej wartoéci ¢ = 1 — w odwzorowanie
azymutalne.

Jeszcze jedna kwestia w zwigzku z odwzorowaniem stozko-
wym: dla jakiej wartosci biezgcego parametru poludnikowego
skala osigga ekstremum? W tym celu nalezy przyréwna¢ do zera
pierwsza pochodna skali, wzgledem tego parametru, i rozwigzac
uzyskane rownanie. Bedziemy mieli:

. keeb.cy'.-r—r.kced kcedlcry—r)

m = ) Sy 2 !
stad
cry —r =0,
r dr d (v cos 9)
s i sty ; By S R (45.18)
e 7Y i czyli ¢ pdo

znaczki gorne liter oznaczaja pochodne odnosnych funkcyj wzgle-
dem biezacego parametru poludnikowego, p i v oznaczajg gtowne
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promienie krzywizny powierzchni obrotowej w rozwazanym punkcie,
zas$ ¢ szeroko$¢ geograficzng. Nie trudno dowies¢, ze dla tej war-
tosci statej ¢, druga pochodna, w uzytkownych przypadkach, jest
dodatnia, a wiec skala m osigga minimum dla wartosci ¢ i ¢ zwigza-
nych rownaniem (45.18).

c) Konforemne odwzorowanie kuli na plaszczyzne.

1. Teoria ogdlna.

Obierzmy siatke pcludnikowag za siatke parametrowa kuli,
a dlugosc¢ i szerokos¢ geograficzna, i ¢, za parametry; rOwnanie
kuli o promieniu R wyrazi sie¢ wtedy zwigzkami:

X = R cos ¢ cos ), y = Rcos ¢ sin X, z=Rsin 9.
Element liniowy kuli bedzie:
ds®= (Rd¢)’ -+ (R cos ©d ))?
=do’4-r’d»,
poniewaz d6 = Rd®, r = R cos ¢.

Parametry %, ¢ nie sa wspolrzednymi izometrycznymi kuli.
Dla znalezienia takich wspohzednych nalezy zastosowaé¢ metode,
podang w ogo6lnym przypadku powierzchni obrotowej. Trzeba wiec
okresli¢ nowy parametr @i z réwnania rézniczkowego:
do de |

doix=— =
r cos ®

Przez calkowanie otrzymamy (Przypis 8):

Pik =f 8¢ o ~+ log nat tg (L e 2 !P)+ const. ,
Ccos @ 4 2

przy czym uwzgledniamy jednoczesnie albo znaki goérne, albo znaki

dolne. Zwykle zaktada sie, ze dla ¢ = 0 chcemy mie¢ rowniez ¢ix =0,

albo, co na jedno wychodzi, bierze sie catke w granicach od 0 do ¢;

wowczas stata calkowania jest rowna zeru i

: +
o = = log nat tg (—Z— i % cy) =+ % log nat ————. (45.19)

Parametry ¢ix, » sa izometrycznymi wspéirzednymi poludnikowymi dla
kuli (zwanymi niekiedy wspoélrzednymi Mercatora); gix zwie sie sze-
rokosciq izometryczng kuli (nazywana takze szeroko$cia wzrastajgca
kuli, lub funkcja Mercatora).
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Wszystkie odwzorowania konforemne kuli na plaszczyzne za-
wiera zwiqzek:
X+iY="f(pa+i}),
czyli

X+iY=i[ilognattg(}i%q) —|—i)\]. (45.20)

w ktérym f jest dowolng funkcjq analityczng swego zespolonego
argumentu.
Skala wyrazi si¢ wzorem:

m? = %f' (ix—+ih) - £, (pix—i}),
r

=——|f (pu—1i}) |,

R cos @
w ktérym f, oznacza funkcje zespolong, sprzezong z funkcja f,
znaczki géorne oznaczaja pochodne funkcyj wzgledem odnosnych ze-
spolonych zmiennych, za$ |....| oznacza modul wielkosci zespo-
lonej.

Rozwigzanie ogdlne (45.20) zadania o konforemnym odwzoro-
waniu kuli na plaszczyzne moze by¢ réowniez ujete w inny wzor,
ktory, dzieki swej pieknej formie, zastuguje na podanie. Okazemy
ze: jesli x,vy,z oznaczajq wspoirzedne prostokqine punktu biezqcego
na powierzchni kuli o promieniu R, kazde konforemne odwzoro-
wanie kuli na plaszczyzne (X Y) zawiera zwiqzek:

X+iy=1 (x—'*"l)
R4z
dla rozmaitych form funkcji f.

Istotnie, wskutek dowolnego wyboru wspoéhizednych izome-
trycznych na powierzchni (patrz Nr 44 d), mozemy zamiast wspol-
rzednych izometrycznych poludnikowych @i, A wprowadzi¢ nowe
wspolrzedne izometryczne p’, q', na mocy zwigzku:

p'+iq =F (pux—1i}).

Obierzmy funkcje wykladnicza e %k~ " jako funkcje do-
wolng w powyzszym réwnaniu. Otrzymamy wowczas:

i

ptiqg= e PN == Pk, @'t

== g'Hlognatig(x/i—¢/2), eih = tg (E —éq:) (cos A +4-isinA),
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a przez przyrownanie do siebie oddzielnie czesci rzeczywistych
i oddzielnie czgsci urojonych po obu stronach tego réwnania:

—
i

1
"=tg[— — —0)cosh, g=1t
p 8(4 2.) q g(

T

——lcp)sin)
2 2 '

Konforemne odwzorowanie kuli na plaszczyzne bedzie wiec:
X+4iY=1F(p'+iq)
! » { i
=f|tg (— — — ¢|(cos A 4 isin A) |-
l f (4 2 cp) ( )J
Wyrazeniz w nawiasach mozemy przeksztalci¢ jak nastepuje:
& i sin (—;— —_ cp)
tg 2 (~‘2~ — cp) (cos h—isin \) = ————————(cos A |- isinA)
1 cos ( ; —»qv)

=cosq»cos-)\+icos<9sin>. R__x+iy,

1-+sing R R+z
A wiec:
; x+iy)
X+i¥Y=f|———)"
i (R+z
X——iY=j’(x;iy),
R4z

gdzie f, oznacza funkcje sprzezong z funkcja f.

Zamiast f{(x+iy)/(R+ z)}, mozna, jak latwo widzie¢,
wzig¢é réwniez dowolna funkcje od (y -+iz)/(R-x), albo od
(z+ix)/(R+y)

Czy funkcja f moze by¢ okreslona tak, azeby wszystkie kota
wielkie kuli stawaly sie liniami prostymi na plaszczyznie; czyli,
7eby odwzorowanie konforemne kuli na plaszczyzne bylo zarazem
odwzorowaniem geodezyjnym? Nie, nie ma takiej funkcji, aby to
mialo miejsce. Wezmy bowiem najprostsza funkcje f(§)=¢, to
Znaczy:

Wtedy:
X Y
X=——— Y=—%—.
R+ z R+ z
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Wezmy linie prosts aX-+bY-+c=0 na plaszczyznie obrazu.
Oryginalng linig na kuli dla tej prostej bedzie:

ax by i
R+z+ Rtz +c=0,

czyli
ax+by+cz+cR=0;

jest to pewna plaszczyzna, ktéra wraz z kula:
xa+Y2+ZB_R2=O

da w przecigciu koto, bedgce oryginatem dla rozwazanej prostej.
Kolo to nie jest koltem wielkim: gdyz jego plaszczyzna nie prze-
chodzi przez srodek kuli, chyba Zze ¢=0, co daje pek plaszczyzn
potudnikowych. Zatem nawet najprostsza posta¢ funkcji nie moze
speinia¢ warunku, zeby wszystkie kola wielkie kuli odtwarzaty
sie w odwzorowaniu konforemnym jako linie proste ptaszczyzny.

2. Konforemne odwzorowanie walcowe kuli na plaszczyzne,
czyli odwzorowanie Mercatora.

Obierzmy za funkcje dowolng f, funkcje liniowa:

X+iY=k(ex-i}),
wyrazajaca proporcjonalnos¢ zmiennych zespolonych plaszczyzny
i kuli.
Mamy wowczas:

X =k i = - klog nat tg( cp) klognat1 ~Smu
Y 1-Fsing
(45.21)

Y=k},
oraz skala:

k k

m=s—=——:
r Rcos ¢

Odwzorowanie to zwie sie krotko odwzorowaniem Mercatora.

Gerhard Kremer, bardziej znany pod zlatynizowanym nazwiskiem jako
Mercator (1512 — 1594), sporzadzil w roku 1569 swaq mape $wiata, w ktérej uzyskal
lokalng poprawnos¢ ksztaltow w malych obszarach, rezygnujac z osiagniecia
poprawnosci mapy pod innymi wzgledami. Sposob konstrukcji mapy byt krétko,
lecz niewystarczajagco, opisany w legendzie oryginalu mapy, faktycznie jednak
mapa Mercatora byla przyblizonym rezultatem zamierzonego osiagnigcia. Prawdziwa
jej zasada, to jest metoda obliczenia i konstrukcji siatki geograficznej, byla ogloszona
dopiero po uptywie 30. lat od chwili pojawienia si¢ mapy; w roku 1599 Edward
Wright, matematyk z Cambridge, zbadal teorie odwzorowania w pelniejszym stopniu
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i podal zasade matematyczng mapy tego typu, Rezultaty swe opublikowal w pracy
Certain Errors in Navigation Detected and Corrected. Wright obliczyl ulepszona
tablice, podajgcg tuki potudnika w postaci, jak obecnie méwimy, szerokosci izome-
trycznej albo wzrastajgcej; poznal on dla kuli zalezno$¢ ds:du=secy, na pod-
stawie ktorej obliczyl swojg tablice przez kolejne dodawanie wartosci secansa
dla 1', 2, 3, etc., poniewaz rachunek catkowy nie byl jeszcze znany w tym czasie.
Byla to przyblizona teoria odwzorowania. Dopiero okoto roku 1645 Henry Bond
zauwazyl, ze tablica obliczona przez Wright'a podaje logarytmy tangenséw, podczas
gdy wywadd calki:

¥ ™ 1
secody = -4lognattg|—+—v
0 4 27

podal pierwszy Jumes Gregory (1638 — 1675), matematyk szkocki, w roku 1668.
W ten sposob uplynelo prawie stulecie od pierwszej mapy Mercatora, zanim
réownanie X = log nat tg (=/4 - 9/2) dla rzednej na plaszczyznie w funkcji szerokosci
bylo ostatecznie wykazane.

3. Konforemne odwzorowanie stozkowe kuli na plaszczyzne.

Obierzmy funkcje wyktadnicza za funkcje f zwigzku konfo-
remnego:

X 4+ iY = kecloytiv,

Mamy woéwczas:

X = ke“%ix cosch, Y = ke‘%irsin ¢,

albo, poniewaz e¢%ix = tg° (%/4 4 ¢/2),
X = k tg° (% - —;— q>) cosch, Y=ktg (-; - ;— '{») sinch. (45.22)

Réwnanie plaskiego obrazu dla rodziny poludnikéw * = const.
kuli, uzyskamy przez eliminacje ¢ z obu rownan (45.22):

X=Yctgch.

Podobnie, rownanie plaskiego obrazu rodziny rownoleznikéw == const.
kuli, uzyskamy przez eliminacje » z obu réwnan (45.22):

X2 +y2 = k2 tgzc (i + 1_ (?) = Kk (M) .
4 2 1—sing

Skala m wyrazi sie jak nastepuje:

m= _IF_C eC(?_k:-: ;_kq_-_tgc (_7:_ + _1._(9)
r " Rcoso 4 2
; Y (€ — 1)
-—-:'-kc (1 —t,?E‘?,)” ———+ (Przypis 9).
R (1 —sing)hte—1

W rozwazanym odwzorowaniu mamy do dyspozycji dwie
stale dowolne: stala stozka c¢ i stala skali k. Mozna uzyskac



202

rozmaite konforemne odwzorowania stozkowe kuli na plaszczyzne
z rozmaitych dwoch dodatkowych warunkow. Najczesciej zada-
nymi sa:
Pierwsze warunki Lamberta:
Na pewnym dowolnie obranym réwnolezniku g, skala
ma by¢ minimum i ma si¢ rowna¢ jednosci:

¢ =sin g, m(g) =1.

Otrzymujemy wowczas konforemne odwzorowanie stoz-
kowe z jednym giéwnym réwnoleznikiem.

Drugie warunki Lamberta:
Na dwodch réwnoleznikach ¢,, ¢., obranych dowolnie,
skale maja by¢ jednakowe i rowne jednosci:

kc k¢ .
e fiik=— -e“ik=1,
i & I
skad:
Jognatr,—lognatr,

Pri — Pai
B log nat cos ¢, — log nat cos ¢, -
log nat tg (7/4 + 9,/2) — log nat tg (7/4 + ¢4/2)

r; 15

c tg® (7/4 4 ¢,/2) c tg° (/4 + 9./2)
Otrzymujemy wowczas drugie odwzorowanie Lamberta,
czyli konforemne odwzorowanie stozkowe z dwoma giéw-
nymi réwnoleznikami.

Warunki Gaussa (1822):
Pewien réwnoleznik ¢, ma si¢ odtwarza¢ wiernie, a na
dwoch rownoleznikach ¢, i ¢,, obranych dowolnie po prze-
ciwnych stronach réwnoleznika %,, skale maja by¢

jednakowe:
kc T 1
=2 tot [ — —w,| =1,
I, ( 4 + 2 )
kc T kc 1
_"tgc(_‘T“ cF’l)::—‘t c( = ""?2)'
I Iy 4 2

stad dla stalej stozka ¢ otrzymujemy te samg wartosc
jak i w drugim odwzorowaniu Lamberta, za$

-

c tg® (=/4 4 gs_(,,72)

!
c tge (7/4 4 9,/2)
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Oba graniczne przypadki konforemnego odwzorowania stoi-
kowego kuli na plaszczyzne uzyskuje sig, kladac ¢=1, albo ¢c=0.

W pierwszym przypadku otrzymuje sie konforemne odwzo-
rowanie azymutalne kuli na plaszczyzne, znane pod nazwa odwzo-
rowania stereograficznego:

T 1 T 1
X=ktg|—+ — 9| cos }, Y=ktg|—+ — inh,
g(4—|—2(?) g(4+2<p)sm

X=Yectgh, Xt4yr=jolTsine,
1 —sing

k k1
m==efy="=1" ——
r

R 1—sing

Dla kuli odwzorowanie to moze by¢ uzyskane na innej drodze,
perspektywq kuli z punktu lezacego na jej powierzchni na ptaszczyzne
prostopadia do osi, przechodzacej przez srodek perspektywy i srodek
kuli. Odwzorowanie stereograficzne kuli jest wiec zarazem odwzo-
rowaniem rzutowym, czyli rzutem. W rozwoju historycznym nauki
o odwzorowaniach bylo ono poznane, na tej prostszej geometrycznej
drodze, juz w starozytnosci (przez Hipparcha, 130 przed Chr.).

W drugim przypadku nalezy przej$¢ do granicy przy c-0.
Postepujac podobnie jak w Nr. 45, b, 3, uzyskamy:

X+iY=k(px +i}).

Jest to odwzorowanie Mercatora, zbadane juz poprzednio.
Odwzorowanie konforemne stozkowe dla kuli, a réwniez i dla
elipsoidy obrotowej splaszczonej, podat pierwszy Lambert. Blizsze
dane o pracy Lamberta i jego roli w rozwoju teorii odwzorowan
podano w Notatce historycznej w Nr. 48,
d) Konforemne odwzorowanie elipsoidy obrotowej splaszczonej
na plaszczyzne.

1. Teoria ogdlna.

Niechaj bedzie dana elipsoida obrotowa o potosi duzej a i pélosi
malej b, mimos$rod elipsoidy e* = (a® — b?)/a®. Réwnania parametrowe
elipsoidy, przy obraniu dlugosci » i szerokosci ¢ za parametry, sa
nastepujace:

b* a’(1—e?)

sin ¢ =————sino,
¢ W ?

a N b e
X =—COSPCOSA, Y= _——COSPSInA zZ=-
w w a

gdzie W = ]"/I—MeTs-iFZ'p A
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Element liniowy elipsoidy (po obliczeniu wielkosci podstawo-
wych 1. rzedu: E = M? F =0, G= (Ncosg)?), jest:

ds® = (Md%)? - (Ncospdh)?
= ds* -+ r2d¥,

poniewaz do = Md®, r= N cos%.
M i N oznaczaja gtowne promienie krzywizny elipsoidy i wy-
razajg si¢ wzorami:

m=at—e) _ all—e) a a

w? (1 — €® sin® )" W (1—e*sing)h

Siatka parametrowa poludnikowa ¢ = const., » = const. jest
siatka izometryczng, parametry *, ¢ nie sa jednak parametrami izo-
metrycznymi elipsoidy. Aby uzyska¢ takie parametry wystarczy
okresli¢c nowy parametr ¢;. z rownania rézniczkowego:
go.. Mde 1—e _ d¢

d%ic = i

r N cos? 1 —e?sin*¢ cos¢

Przez scalkowanie w granicach od 0 do % (albo, co na jedno wychodzi,
przez obranie stalej calkowania tak, aby ¢ i 9. znikaly jednoczesnie),
otrzymamy, (Przypis 10):

T 1 1 esing "f’2}
0ie= + lognat{tg | — += —@) | ——— ' 45.23
¢ g {g(4 2?) [1iesincp] ( )

przy czym uwzgledniamy jednoczesnie albo znaki goérne, albo tez
znaki dolne. Parametry ¢;. i A sa izometrycznymi wspéirzednymi
poiudnikowymi dla elipsoidy obrotowej splaszczoneji 9i. zwie sie
szerokosciq izometryczng elipsoidy. (Dla e = 0 otrzymujemy % ).

Wzor (45.23) podat Lambert w roku 1772, w § 117 swej pracy,
patrz Nr 48.

Dziesieciocyfrowe tablice liczbowe dla wszystkich szerokosci co jeden stopien,
do obliczania szerokosci izometrycznej dla migedzynarodowej elipsoidy odniesienia,
podat profesor Politechniki Lwowskiej dr Antoni fomnicki: Sur le choix de la pro-
jection pour la Carte du Monde au millioniéme, Materieaux pour la discussion,
Wiadomoésci Sluzby Geograficznej, zeszyt 3/4, Warszawa, 1928, str. 172.

Dziesigciocyfrowe tablice liczbowe w interwalach jednominutowych, do obli-
czania szerokosci izometrycznej dla elipsoidy Bessela, w granicach od 40° do 60°
szeroko$ci geograficznej, zostaly niedawno podane, giownie dla celow geodezyj-
nych, przez profesora Politechniki Lwowskiej dr. Lucjana Grabowskiego: Tafel zur
Berechnung der isometrischen Breite, Zeitschrift fiir Vermessungswesen, LV, 1929.
Hefte 1, 2, str. 1—09, 33 — 44.
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Waszystkie odwzorowania konforemne elipsoidy obrotowej splasz-
conej na plaszczyzne zawiera relacja:

X+1Y=f(?te+1)‘)a

czyli

T it 3 e/2
X—}—iY=i=-_+_- lognat[tg(fi1~cp)-(1—+ e—s—‘”) ]+ik / (45.24)
| \4 2 1+4esing

w ktorej f jest dowolnq funkcjq analitycznqg swego zespolonego
argumentu.

Skala wyrazi sie wzorem:
a 1 ’ " 3
mi= 1 (PietiX) - fi'(pie—id)

1
e [ i A T
Neosas | @ic 12

W przypadku gdy funkcja dowolna f jest rzeczywista, wowczas f, = f.

2. Konforemne odwzorowanie walcowe elipsoidy na piaszczyzne:

Gdy obierzemy funkcje liniowg X +iY =k (¢ i}) jako
zwigzek konforemny, wyrazajacy proporcjonalnosé¢ zmiennych zespo-
lonych plaszczyzny i elipsoidy, otrzymujemy:

e . in ©o\¢2
X =k9ie=—+klognat [tg(%i}_?)(}iesmg)

2 1-+esing
Y =k, (45.25)
m ko k_ k(1—esing)
r Ncosg acos®

Odwzorowanie to wywiodl Lambert w § 117 swej pracy; moze
ono by¢ uwazane za pewne uogélnienie odwzorowania Mercatora
na przypadek elipsoidy, i czesto nazywane jest réwniez odwzoro-
waniem Mercatora dla elipsoidy. Lepiej jednak nie uogdlnia¢ termi-
nologii personalnej, zwigzanej pierwotnie z kulg, na inne po-
wierzchnie obrotowe, a raczej stosowa¢ terminologie genetyczna,
0og6lng i bardziej poprawng. Dla e =0 odwzorowanie to przechodzi
w odwzorowanie Mercatora.
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3. Konforemne odwzorowanie stozkowe elipsoidy obrolowej
splaszczonej na plaszczyzne.

Gdy funkcje wykladnicza X-+iY =kelg;"» przyjmiemy za
zwiazek konforemny plaszczyzny i elipsoidy, wowczas:

i © 1 1 —esin g\
X=ke% cosch=kt C(— ¢ (———) cosch,
. 4+2 ‘9) 1-tesing

n o= O ce/2
Y =k e%; sin ¢ A=k tg* (Z-}—% (p) (}__egg) sin ¢},

1-}esing
; : c 1 : ce
X=Yctgeh, x2+w=p2=k2(1+s‘““’) (1 es‘“q’) 't (45.26)
1—sing/ \14-esing
7 S 3 cej2
m_—_.k_cecgpl.=\ ke tc(z+.1_ )(leislmp)
r N cos ¢ 4 2 14 esing

__kc (1+4sing)hM (1 — esin g)htett)
a (1—sing)ht) (14 esing)hice—

W odwzorowaniu tym sg do dyspozycji dwie stalte dowolne:
stala stozka c i stata skali k. Obiér tych stalych mozna uwarun-
kowa¢ réznymi dodatkowymi zgdaniami, zwlaszcza warunkami Lam-
berta, lub tez warunkami Gaussa, podobnie jak to mialo miejsce
w przypadku kuli. Odno$ne wzory beda bardziej skomplikowane,
wobec uwzglednienia mimosrodu elipsoidy. Dla e = 0 wzory powyzsze
przechodzg we wzory sferyczne, poprzednio podane.

Oba graniczne przypadki konforemnego odwzorowania stoz-
kowego elipsoidy obrotowej splaszczonej na plaszczyzne uzyskamy,
ktadac ¢=1, badz tez przechodzgc do granicy przy c-0.

W pierwszym granicznym przypadku, ¢=1, uzyskamy bez-
posrednio:

T —h 3 ef2
X=ke?;cos>\=ktg(--—-}_i.‘p)(l esmap_) cos),
4 2 /\14-esing
: x 1 1—esing\*? .
Y=Kke?t: :!1.= ](— A3 )(_ sin A,
4 2 2 ¥ 1-|—esingo)
. g 1—sin® (1 —esin®\*¢
X=Yctgh, X*4Y?=p?=kK?- ( ) ,
ghy X i ene\i L esme (45.27)
m= K en— K g (T4 Lg) (oS
] Ncosp "\4 2 /\l1+esing
_k 1 (—esing)hen
a 1—sing (14 esingp)”E-"
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Jest to konforemne odwzorowanie azymutalne (z==2) elipsoidy
na plaszczyzne. Nie moze ono by¢ uzyskane, jak to byto dla kuli,
na drodze rzutowej, przez perspektywe elipsoidy na plaszczyzne.
W ogéle zadna perspektywa elipsoidy nie moze daé odwzorowania
konforemnego; jedyna powierzchniag krzywa, ktérej perspektywa
jest konforemng, jest powierzchnia kuli, rzutowana stereograficznie.
Dlatego nazwy: odwzorowanie stereograficzne elipsoidy, czesto uzy-
wanej dla tego odwzorowania, nalezy raczej unika¢, jako wpro-
wadzajacej pewien zamet w terminologii'). Niekiedy uzywana
jest nazwa: odwzorowanie quasi-stereograficzne, dla unikniecia nie-
porozumien. Najwlasciwsza nazwa, zwigzang z geneza tego odwzo-
rowania, i podlegajacg uogélnieniu na wszelka powierzchnie obro-
towa, jest: konforemne odwzorowanie azymutalne.

W drugim granicznym przypadku nalezy wykona¢ rachunek
limesowy dla ¢ > 0. Po rozwinieciu funkcji wykladniczej na szereg
potegowy

v Jpacltid) | felgi4iMF
x+zy_k.l1+ *1! -+ a7 +....

(X —k)+iY=ke{(p+iN+(1/c) - W(c*)},

i przejsciu do granicy po obu stronach réownosci, zwazajac ze
lim(X—k) i lim(kc) musza dazy¢ do skonczonych wartosci,
Xik odpowiednio, uzyskamy:
X+iY=k(o4i)),

poniewaz lim (1/c) - W (¢?) =0. Jest to konforemne odwzorowanie
walcowe elipsoidy na plaszczyzne, rozpatrzone juz w punkcie 2.

e) Konforemne odwzorowanie plaszczyzny na plaszczyzne.

1. Teoria ogdlna.

Najprostsza, pod wzgledem analitycznym, grupa przypadkow
powstaje wtedy, gdy powierzchnia, ktéra ma by¢ odwzorowana
konforemnie na ptaszczyzng, jest sama ptlaszczyzna.

Niechaj beda dane dwie plaszczyzny, okreslone za pomoca
najprostszych rownan parametrowych:

x=u, y=v, z=0; X=U, Y=V, Z=0.

') W literaturze naukowej istnieje pie¢ roznych okreslen pojecia ,,odwzoro-
wanie stereograficzne elipsoidy”, a wspolng ich cecha jest to, ze dla e =0 kazde
z nich przechodzi w odwzorowanie stereograficzne kuli.
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Poszukujemy pary funkcyj odwzorowawczych:

U=19,(u,v) . X=19(x,y)
czyli

V=1¢,(u,v), Y=1¢b(x,y),

ktére by uskutecznialy konforemne odwzorowanie jednej plasz-
czyzny na druga. Bedzie to zastosowanie ogdlnej teorii do naj-
prostszych dwoéch powierzchni.

Wspoéhrzedne kartezjanskie sg, jak wiadomo, izometrycznymi
wspotrzednymi prostoliniowymi na plaszczyznie: ich liniowe zespo-
lone sprzezone kombinacje sg wspohrzednymi symetrycznymi plasz-
czyzny. Sprawa wiec jest bardzo uproszczonai; mozna wprost uzy¢
tych wspotrzednych do zastosowania zasadniczego twierdzenia
o konforemnym odwzorowaniu jednej powierzchni na druga.

Oznaczmy litera z=x-}iy zmienng zespolona plaszczyzny
oryginatu, oraz litera Z=X-4-iY zmienna zespolong plaszczyzny
obrazu. Relacja konforemna pomiedzy obu plaszczyznami wyrazi
sie wzorem:

Z=1f(z), czyli X+iY=1f(x+iy). (45.28)

lub tez, poniewaz f jest jakakolwiek funkcja analityczna zmiennej
zespolonej z, relacja ta moze by¢ wzieta w formie ogdlniejszej:

F(Z,z)=0, (45.29)

w ktorej F jest dowolna funkcja niejawna swoich dwoéch zespo-
lonych argumentow.

Obydwa ogdlne rozwigzania zadania o rownokatnym odwzo-
rowaniu jednej plaszczyzny na druga, sa wiec:

I X+4iY=1(x+iy) X—iY=1 (x—1iy)i
I X—iY=f(x4iy) X+iY=f (x—iy),

w ktorych f, oznacza funkcje zespolona, sprzezong z funkcja f.
Gdy f jest funkcjg rzeczywistg zmiennej zespolonej, woéwczas f,=f.
Pierwsze rozwigzanie daje odwzorowanie konforemne, a wiec za-
chowuje nietylko wielkos¢, lecz takze i zwrot katéw. Drugie
rozwiazanie rozni sie od pierwszego jedynie tylko zmiana znaku
przy Y, daje wiec obraz symetryczny wzgledem osi X, co nie na-
rusza rownokatnosci, lecz zmienia zwrot katow, (odbicie zwierciadlane,
jedno z rozwigzan daje ,obraz prawy", drugie ,obraz lewy").
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Powyzszy rezultat mozna takze wypowiedzie¢ jak nastepuje:
Gdy f oznacza dowolng funkcje analityczna, nalezy rzeczywista
cze$¢ wyrazenia f(x--iy) przyja¢ za X, i urojong cze$¢ tego wy-
razenia, z pominieciem czynnika i, przyja¢ albo za Y, albo za — Y.
W ten sposéh X i Y beda rzeczywistymi funkcjami zmiennych
rzeczywistych x, yi para funkcyj odwzorowawczych zostala wiec
teoretycznie znaleziona.

Skala wyrazi sie¢ wzorem:

m*={f(x-+iy)- £’ (x—iy)=|f(x+iy) %

poniewaz funkcje N i n sq, w tym przypadku, obie rowne jednosci;
gorny znaczek przy funkcjach oznacza pochodng kazdej z tych
funkcyj, wzgledem swej zmiennej zespolonej.

Wobec tego, ze problem odwzorowania konforemnego jednej
dowolnej powierzchni na druga zredukowa¢ mozna do jednego
(mozliwie najprostszego) odwzorowania konforemnego danej po-
wierzchni na plaszczyzne i wszystkich konforemnych odwzorowan
plaszczyzny na sama siebie, zadanie o odwzorowaniu plaszczyzny
na plaszczyzne nabiera waznego znaczenia w teorii odwzorowan
w ogole.

2. Rozwiqzania poszczegdlne (pairz Nr 44f).

Wspomniano juz w Nr. 5., Ze przy rozwigzywaniu drugiego
podstawowego zadania teorii odwzorowan, w wielu przypadkach,
wypadnie rozrézni¢ dwa problemy, A i B. Problem A polega na
okresleniu takich analitycznych funkcyj wspétrzednych, przez ktére
osiggamy przepisane przyporzadkowanie punktowe obu powierzchni.
Jesli ogélne rozwigzanie problemu A zawiera jedng, Iub wiecej
funkcyj dowolnych, wowczas powstaje problem B, ktory polega
na punktowym przyporzadkowaniu sobie (nie calych powierzchni,
lecz tylko) odcinkéw powierzchni I i II, to znaczy dwdch obszaréw
zamknietych (to jest lacznie z ich granicami), ograniczonych przez
dwa zadane kontury, (c) i (C), odpowiednio na pierwszej i na dru-
giej powierzchni; (podgrupa 3, Nr 44f). Problem B tej podgrupy
jest, z natury swej, problemem funkcyjno-teoretycznym.

Przy poszukiwaniu odwzorowania konforemnego, ustanawiaja-
cego odpowiednio$¢ punktowa pomiedzy takimi dwoma obszarami,
zaklada sie na ogo6!, Ze obie powierzchnie sg plaszczyznami, a wiec oba
obszary sa polami plaskimi, najczesciej jednospéjnymi; i ze jeden
z konturéw, np. (C) jest kotem o promieniu 1; drugi kontur, (c),
moze byé¢ ograniczony lub nieograniczony, utworzony przez jakas
krzywa, posiadajaca styczna zmieniajaca sie wzdiuz krzywej w spo-

F. Biernacki, Teoria Odwzorowat 14
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sob ciggly, albo przez jaka$ linie wielobokowa, o bokach prosto-
liniowych lub krzywoliniowych. Teoria funkcyj analitycznych podaje
dowdd, ze rozwigzanie tego problemu jest okreslone przez malq
ilo§¢ warunkéw, np. nastepujacych. Zaklada sie odpowiednio$¢
jakiego$ punktu, danego wewnatrz konturu (c) na plaszczyznie ory-
ginatu, ze srodkiem kota (C) na powierzchni obrazu, i jakiego$ punktu,
danego na konturze (c), z punktem danym na obwodzie (C).

W zastosowaniach praktycznych mamy zwykle zalozong nie-
skonczong iloé§¢ warunkoéw, np. odpowiednio$¢ punktowa okreslong
na calej rozciagtosci dwoch krzywych, obrazu i oryginalu. Nasz
problem nie zaklada jednoznacznej odpowiedniosci punktowej miedzy
dwoma obszarami wyznaczonymi a priori; krzywe (c) i (C) nie sa dla
nas granicami, i moga by¢ krzywymi zamknietymi albo otwartymi.
W geodezji i kartografii matematycznej bardziej naturalne jest usta-
lenie danych, okreslajacych odwzorowanie, na pewnej linii osiowej,
o prostej formie, niz ustalenie danych na konturze peryferyjnym,
ktorego forma rzeczywista usuwa sie spod wszelkiej definicji
matematycznej. Nadto metoda ogolnie stosowana w geodezji (pod-
grupa 2, Nr 44 f), polegajaca na podporzadkowaniu zadania pew-
nym z goéry przyjetym (i tak daleko idacym, jak to jest mozliwe)
warunkom co do znieksztalcen, prowadzi latwo do znajomosci
odpowiednio$ci punktowej miedzy dwiema krzywymi (c) i (C).
Stanowisko powyzsze jest wiec wystarczajaco usprawiedliwione
przez uzytkowno$¢ praktyczng, niezaleznie od lgcznosci z teoriami
bardziej wyzszymi, o ktorych tylko co wspomniano.

Rownosc¢ (45.29), a zwlaszcza specjalizacja funkcji F dla uczynie-
nia zados¢ tym czy innym szczegélnym warunkom, dala powod
do obszernych badan, nalezacych do teorii funkcji zmiennej zespo-
lonej. Liczne wlasnosci takiej funkcji znajduja swe wyjasnienie
w konforemnym odwzorowaniu plaszczyzn z i Z. Poniewaz bada-
nia te w istocie nalezg do teorii funkcji, i tylko pobocznie do teorii
odwzorowan (ktoéra jest czescia geometrii rézniczkowej), wypada
je tu poming¢. (Patrz takze Notatka historyczna, Nr 48, punkt c).

46. Konforemne odwzorowanie powierzchni obrotowej na kule

a) Teoria ogodlna.

Bardzo czestg praktyka, stosowang w geodezji i kartografii
matematycznej, jest odwzorowanie posrednie elipsoidy obrotowej
na plaszczyzne, za posrednictwem kuli, to znaczy odwzorowanie
podwdéjne. To nasuwa problem odwzorowania powierzchni obroto-
wej na kule, w naszym temacie uwarunkowany konforemnoscia.
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Niechaj bedzie dana powierzchnia obrotowa:

x=rcosh, y=rsink, z=f£(r),
oraz kula: (46.1)

X=rxcosh, Y=rnesink, Z=-+VR —r12,

przy czym r i r, oznaczajg odpowiednio odleglos¢ dowolnego punktu
powierzchni obrotowej, oraz powierzchni kuli, od przynaleznej osi
obrotu; » i A\ oznaczaja odpowiednio dlugo$¢é geograficzng na
powierzchni obrotowej oraz na kuli, wzgledem jakiegos, ustalonego
na kazdej z tych dwdéch powierzchni, potudnika wyj$ciowego; f jest
dowolng funkcjg rzeczywistg, okreslajaca w plaszczyznie (zr) krzywa
tworzgca powierzchni obrotoweji R jest promieniem kuli.

Krzywymi parametrowymi powierzchni sa potudniki A = const.
i réwnolezniki r = const., stanowigce siatke potudnikowg powierzchni
obrotowej; jest to, jak wiadomo, siatka izometryczna, parametry
potudnikowe X, r nie sa jednak izometrycznymi parametrami po-
wierzchni obrotowej.

Podobnie, krzywymi parametrowymi kuli sa potudniki *x = const.
i rownolezniki rx = const., stanowiace siatke potudnikowgq kuli; jest
to siatka izometryczna kuli, parametry poludnikowe X, rx nie sa
jednak izometrycznymi parametrami powierzchni kuli.

Kwadrat elementu liniowego powierzchni obrotowej jest:

ds‘z:,z{_lﬂ‘:_(’_)fdrﬁ—]-d)ﬁ}
.
(46.2)
=p{i§+@v}.
r

gdzie do oznacza element luku poludnika na powierzchni obrotowej
w rozwazanym punkcie, d o? = {1 4 [f'(r)]*} d r®. Wielkosci z, r, do s
funkcjami biezgcego parametru poludnikowego.

Kwadrat elementu liniowego kuli jest:

dS* =dX*+dY*+dZ®

2
= Tka{ g + dlk”} r Przypis 11,  (46.3)

i
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gdzie dox oznacza element tuku poludnika na kuli, w rozwazanym
punkcie, oraz:

do® =[1 4+ (R — nd) ' n’ld ni®
R? 2 1 : 2 2 2
= — —dn® = —— (— Rsingr d k) * = R*d &,
R¥ —n sin® gk
poniewaz rx = R cos k.

Izometryczne wspoéhrzedne potudnikowe uzyskamy latwo przez
wprowadzenie nowych zmiennych potudnikowych ¢ i ¢x na po-
wierzchni obrotowej i kuli, odpowiednio, okreslonych za pomoca
réwnan rozniczkowych:

a4 =2 = LY TF i Par,
r
(46.4)

przy czym krzywe $==const. sg tymi samymi krzywymi, co i krzywe
r = const., a wiec rownoleznikami powierzchni obrotoweji zas krzywe
dx = const. sa tymi samymi, co i rx = const., a wiec rownoleznikami
kuli.
Kwadrat elementu liniowego powierzchni, oraz kwadrat elementu
liniowego kuli wyraza sie wowczas:
ds® =r?(d ¢* 4+ d??), n=1r%
(46.5)
dS? = ni*(d i+ dh?). N=ri

Parametry ¢, r sa izometrycznymi parametrami potudnikowymi
na powierzchni obrotowej; parametry ¢x, A sa izometrycznymi para-
metrami potudnikowymi na powierzchni kuli.

W mys$l zasadniczego twierdzenia o odwzorowaniu konforemnym
jednej powierzchni na druga, zwiazek:

Gk A i = £ (Y4 i2), (46.6)

w ktérym f oznacza dowolna funkcje analityczng swego argumentu,
okresla konforemne odwzorowanie powierzchni obrotowej na kule,
jako ogdlne rozwigzanie zadania.

Kwadrat skali, m® wedlug ogoinego wzoru (44.16), bedzie:

m =i (b — i) =" (o4 iNE (46.7)
) oo I
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przy czym f, (¢ —i)) oznacza funkcje sprzezona z funkcja f($ - i}),
za$ znaczki gérne oznaczaja pochodne odnos$nych funkcyj, wzgledem
ich zespolonych argumentéow.

Dwa szczegdlne przypadki obioru funkcji dowolnej f maja wazne
znaczenie.

1. Konforemne odwzorowanie Lagrange'a powierzchni obroto-
wej na kule.

Najprostszym przypadkiem obioru funkcji f, bedacej w naszej
dyspozycji, jest f (&) ==&, czyli:

e+ i = ¢+ X,

skad (46.8)

f;)kzq), )vk=>~-
Najprostsze odwzorowanie konforemne powierzchni obrotowej na
kule uzyskuje sig, jesli wspoélrzedne izometryczne poludnikowe ¢r, Ak
kuli przyréwna sig, odpowiednio, do wspoélrzednych izometrycznych
potudnikowych ¢, » powierzchni obrotowej. Jest to konforemne
odwzorowanie sferyczne Lagrange'a.

Skala wyrazi sie prostym wzorem:

m=", (46.9)
r
poniewaz obie pochodne sg réwne jednosci.

2. Konforemne odwzorowanie sferyczne Gaussa.

Inny przypadek obioru funkcji dowolnej f (&) bedzie, gdy
wyspecjalizujemy ja w nieco ogdlniejszy niz poprzednio, chociaz
do$¢ prosty, sposéb:

() =at—k, (46.10)

gdzie o, k sa dowolnymi stalymi rzeczywistymi.
Odwzorowanie konforemne powierzchni obrotowej na kule
przyjmie woéwczas nastepujaca forme:
D i = ($ 4 i0) — k,
czyli:
=09 —k, (46.11)

)\k'-:a)\.

Jest to konforemne odwzorowanie Gaussa powierzchni obrotowej
na kule.
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Skala wyrazi sie wzorem:

m=a -(re/r), (46.12)

poniewaz f, =f, a pochodne f (¢) i f," () =1 (§) wzgledem odno$-
nych zmiennych symetrycznych, sa réwne tej samej stalej «.

State dowolne «, k pozostaja do dyspozycjii przez stosowny
ich obidr, mozna uzyska¢ lepsze przystosowanie obrazu sferycz-
nego do obszaru odwzorowywanego, niz w odwzorowaniu Lagrange'a.
Nadto, za stala dowolng mozna rowniez uwaza¢ promien Kkuli,
ktéry ma wplyw jedynie tylko na skale: obior réznych wartosci
na promien kuli nie zmienia struktury obrazu sferycznego, lecz
tylko go proporcjonalnie powieksza lub zmniejsza. Sposob, w jaki
Gauss okre$la te trzy stale, bedzie podany w punkcie d).

b) Konforemne odwzorowanie elipscidy obrotowej splaszczo-
nej na kule — teoria ogolna.

Zastosujemy poprzednie rozwazania do przypadku, gdy po-
wierzchnig obrotowg jest elipsoida splaszczona.

Rownania parametrowe elipsoidy i kuli sa nastepujgce:

Xx=rcosh=Ncospcosr= X = rk cos i = R cos @k cos I,
a 3
= — CcOS P COs },

1%

y =rsin A=Ncos®sin = Y ==k sin A = R cos ¢k sin A,

a A
=—cos®sin },
w

z =zt b Va—r = =+ VR —n®=Rsin¢ ;
a
= . sintp—gl:e—z)sin?'
aw w '

E = M?, F=0, G=(Ncos¢)*=r> E = R?, F=0, G=(Rcosgx)*=ri’,

r =Ncos = Ix = RCOS @k .

I

|

Poniewaz znane sg juz wspodirzedne poludnikowe izometryczne
®ic , » dla elipsoidy obrotowej, oraz wspoélrzedne poludnikowe izo-
metryczne i , M dla kuli, z poprzednich odpowiednio wzoréw (45.23)

i (45.19), wiec, na mocy zasadniczego twierdzenia teorii konfo-
remnosci:

a
=—C05P=—C0S¥;
(1—e?sin®*o)" w %
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Wizystkie odwzorowania konforemne elipsoidy obrotowej spiasz-
czonej na kule zawiera relacja:
@ik + i M = f (i + i }),
czyli:

T 1
+- — =+ —k) Fide=
-+ log nat tg(4 x5 ?L) ik (46.13)

(T 1 13 esing\“%) | .
——j[:tl tft +)(—— ) o ’-]'
Ognalg(z;_'z‘o o

1-+esiny
w kiérej f jest dowolnq funkcja analityczng swego zespolonego

argumentu.
Skala, wedlug ogolnego wzoru (46.7), bedzie:

e
m? = -:2' f' (pie 4+ 1X) £, (@ic — i })

Ll ( : R_C.QS.‘,?‘&_A)Z
Ncos?

 lgie-i%) ‘ (46.14)

Dwa szczegolne przypadki obioru funkcji f sa podane w na-
stepnych punktach, ¢ i d).

c¢) Konforemne odwzorowanie Lagrange’a elipsoidy obrotowej
splaszczonej na kule.

Najprostszy przypadek konforemnego odwzorowania elipsoidy
na kule uzyskuje sie¢ wowczas, gdy za dowolng funkcje f, bedaca
do dyspozycji, obierze si¢ najprostsza funkcje, to jest f(§)=¢§,

czyli:
Qik+ih = Qic + ik, (46.15)

skad, przez zrownanie oddzielnie czeSci rzeczywistych i oddzielnie
czesci urojonych obu stron réwnosci, bedzie:

?ik — (Pie ' (46.16)
)\k = A\,

Najprostsze odwzorowanie otrzymuje si¢ wiec, jesli szerokos¢ izo-
metryczng kulista przyréwnac do szerokosci izometrycznej elipsoidal-
nej i dlugo$¢ geograficzng kulistqa przyréwnac¢ do dlugosci geogra-
ficznej elipsoidalnej. Zalezno$¢ @ik = @i Wypisana wyraznie, jest:

1 \/1F esing\%?
+1 att ( + )—-Ho nat[t ( )(——) ]-
SEnaLie c?k = 3 2(P 1+esing
czyli: 1 - i
esing\*
¢ =t = )(—— ; 46.17
g( q"‘) g( =2 liesim?) )
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Szerokos$¢ geograficzng ¢k , okre$long za pomocg powyzszego wzoru
z dowolnie danej szerokosci elipsoidalnej ¢, mozna nazwac sfe-
rycznq szeroko$ciq konforemng; jest to w gruncie rzeczy nic
innego, jak szeroko$¢ geograficzna kulista, odpowiadajaca, w konfo-
remnym odwzorowaniu Lagrange'a, szerokcéci geograficznej elipso-
idalnej.
Skala m, wielko$¢ zawsze dodatnia, na podstawie wzoru (46.14)
wyrazi sig, w tym szczegdlnym przypadku, jak nastepuje:
m— T _ Reosm _ Reosql/1—e’siy (00
r N cos® acos®

poniewaz obie pochodne f' i f," sa réwne jednosci. Skala moze
by¢ tez obliczona prosciej za pomoca wzoru m= l/ E'[E, czyli:
R R(1—e®sin’¢)¥?

W . (46.19)
M a(l—e?

Jako promien kuli obiera sig najcze$ciej promien rownikowy
elipsoidy obrotowej, R=a.

Odwzorowanie konforemne Lagrange'a elipsoidy obrotowej
splaszczonej na kulg bardzo nieznacznie si¢ rézni od $rodkowego
rzutu elipsoidy na kule, przy czym s$rodki obu powierzchni
sq w jednym punkcie. Tym samym szerokos¢ geocentryczna
i szeroko3¢ konforemna rézniag sie od siebie bardzo nieznacznie.

Odwzorowanie to wykryt matematyk francuski J. L. de Lagrange i oglosit

w roku 1779, w klasycznej dla teorii odwzorowan pracy, p. t. Sur la construction
des cartes géographiques (patrz Notatka historyczna, Nr 48).

Lagrange positkowal sige wielkoscia (/2 — ¢,), okreslona wzorem (46.17), jako
wodlegloscia biegunowa, poprawiong na splaszczenie ziemi”, oraz podal rozwinigcie
réznicy (m/2 —¢p) — (=2 — %), czyli ¢ — v, na szybko zbiezny szereg nieskonczony:

w m - 202 [ 203 ™
— 9 )=(—— ——2@sin(—— ) sin2(—-—?)—~-v——sin3(-—-—~ ) S
(2 ! ) (2 (P) 2 i 2 2 3 2 7yt

A _(1—esin )2 — (1 j{—_egi_q_«g)"’z

(1- esin\&)C/N‘"—i—(l—,'—esing-")é/2 '

W sposob wyrazny, jako odwzorowanie konforemne elipsoidy na kule,
wzory (46.14) i wzor (46.17) podal, w r. 1807, Carl Mollweide (1774 — 1825), profesor
w Halle, a nastepnie w Lipsku: Einige Projections-Arten der sphiiroidischen Erde,
Zach's Monatliche Correspondenz, Bd. XVI (1807), pp. 197 — 210. Stad mozna
niekiedy spotka¢ nazwg: Konforemne cdwzorowanie Mollweide'go elipsoidy na kule.
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Oscar S. Adams, w pracy p. t. Latitude Developments Connected with Geodesy and
Cartography, U. S. Coast and Geodetic Survey Special Publication Nr 67, Washington,
1921, podat tablice liczbowa wielkosci ¢ — y (w naszych oznaczeniach ¢ — 9;), zaréwno
wedlug argumentu v, jak i wedlug argumentu y, dla szerokosci od 0° do 90° co '/.°,
z dokladnoscig do 0,001, dla sferoidy Clarke'a 1866. Dla réznicy ¢ — y jako funkcji ¢,
Adams podal szereg nieskonczony, wyprowadzony sze$cioma réznymi metodami;
zaé dla tejze roznicy jako funkcji y — inny szereg nieskonczony, wyprowadzony
siedmioma réznymi metodami.

Nalezy nadmieni¢, ze w pracach Adamsa, Hinksa i Lomnickiego wielkoé¢ ¢, na-
zywana jest szerokoscig izometryczng. Jak wynika z definicyj, podanych w Nr45cid,
nie jest to poprawne, na co zwrocil juz uwage prof. dr L. Grabowski, WiadomoS$ci
Matematyczne, 1928, w recenzji ksigzki Lomnickiego (Kartograffa matematyczna, 1927).
Dlatego wielkos¢ ¢, nazwalismy, w $lad za Driencourt i Laborde, sferyczng sze-
rokosciq konforemnq.

d) Konforemne odwzorowanie Gaussa elipsoidy na kule.

Inny szczegolny przypadek konforemnego odwzorowania
clipsoidy obrotowej splaszczonej na kule uzyska sie, gdy dowolna
funkcije f(§) wyspecjalizuje sie w nieco ogélniejszy niz poprzednio,
chociaz dos¢ prosty, sposob:

f(¢) =& — log nat k, (46.20)

gdzie 2, k s dwiema dowolnymi stalymi rzeczywistymi.

Relacja konforemna (46.13) pomiedzy elipsoida i kula przyjmie,
w tym przypadku, nastgpujgca forme:

Cik— i = o (Pic+ i+) — log nat k,

lub, przyréwnujac do siebie oddzielnie cze$ci rzeczywiste i oddzielnie
czesci urojone po obu stronach réwnosci:

}‘k == fA}‘,
(46.21)
Oik= 0. Pi.— log nat k.

Zalezno$¢ powyzsza, wypisana wyraznie, przez wprowadzenie
wyrazen na szeroko$¢ izometryczng ¢ix dla kuli i szerokos¢ izo-

metryczng 9. dla elipsoidy, bedzie:

)*k = o\

= 1 1 w 1 1 esing \»?
t ( PO S, Y a< ] (_ Hesme A, (46.22)
E 2?") P ?) Ii—esin?)

=N

/
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Skala, na podstawie ogélnego wzoru (46.14), wyrazi sig¢ jak
nastepuje: )
 — (_ R cos 9k )‘az.

N cos ¢

Poniewaz m uwaza sie zawsze za wielko$¢ dodatnig, wiec:
m = o R cos 9x/N cos ¢ =a R cos (pkl/l — e*sin®¢/a cos ¢, (46.23)

gdzie R oznacza promien kuli, zaé a promien rownika elipsoidy’
State dowolne «, k, R okreslil Gauss z dodatkowych warunkow.
Mianowicie zazadal, aby w poblizu pewnego réwnoleznika, o danej
szerokos$ci geograficznej ¢' na elipsoidzie, dla dostatecznie waskiego
pasa w otoczeniu tego rownoleznika, skala jak najmniej si¢ réznita
od jednosci; lub, co na jedno wychodzi, aby znieksztalcenia liniowe
elementarne w tym pasie byly mozliwie mate. W matematycznym
sformulowaniu, warunki te wyrazaja sie nastepujgcymi zadaniami:
m(?)=1, m'(¢’)=0, m"(¢)=0, (46.24)
w ktorych m’ i m'" oznaczajg pierwsza i druga pochodng skali wzgle-
dem zmiennej ¢, za§ m' (9) i m" (9') oznaczaja wartosci tych
pochodnych dla ¢ = ¢'.
Oznaczmy przez ¢r' szerokos¢ geograficzng na kuli, odpowia-
dajaca szerokosci ¢ na elipsoidzie; wtedy warunki (46.24) dadza:

R — acos ¢ ) .
==, asin %' =sin

a cos @'V 1 — e? sin® @ i
e? cost @’

T 1
(54 4]
U.2=1—+— ; k=
]—e! o Lo
tg (7 + 5 o)

Z powyzszych trzech réwnan, droga eliminacji « i ¢x', otrzyma sie:

1 —esing'\#e/2 ,
(1—}—esin<p')

aV1l— e

Bl SR i
1 — e’sino’ K

R =
to znaczy promien kuli jest srednia geometryczng z gtéwnych pro-
mieni krzywizny elipsoidy w szerokosci ¢', czyli jest $rednim pro-
mieniem krzywizny dla tej szerokosci.

Przez obior stalych ¢, k, R w powyzszy sposob, wzér na skale,
rozwiniety na szereg potegowy, bedzie mial postac:

m(¢)=14c (e—¢P+cle—¢)+.....
Widzimy wiec, ze znieksztalcenie (m — 1) jest wielkoscig trzeciego
rzedu wzgledem (¢ — ¢'); dla matych odleglosci od $redniego row-
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noleznika ¢', czyli dla malych wartosci (¢ — ¢'), skala jest bardzo
malo rozna od jednosci. Gdy wezmiemy pod uwage elipsoidalny
pas rownoleznikowy, o niewielkiej rozcigglosci od $redniego réwno-
leznika ¢, i oznaczymy przez s odlegtos¢ najdalszego punktu, lezg-
cego w pasie, od tego rownoleznika, wowczas tuki elipsoidalne tego
pasa moga by¢ uwazane, z bledem wzglednym rzedu e®s%/a®, za
rowne odpowiadajacym tukom kulistym. Z tym przyblizeniem
trojkaty elipsoidalne mogg by¢ rozwigzywane jako sferyczne; ta droga
Gauss sprowadzil problemy trygonometrii elipsoidalnej do prostszych
problemow trygonometrii sferycznej. Przez obiér statych «, k, R, wedlug
warunkow (46.24), odwzorowanie elipsoidy na kule doskonale nadaje
sie do przedstawiania pasow rozciggajacych sie wzdluz réwnolez-
nikow.

Odwzorowanie to podal matematyk niemiecki C. F. Gauss w roku 1843 i oglo-
sit w pracy p. t. Untersuchungen iiber einige Gegenstinde der hoheren Geodisie
Gittinger Abhandl. 2, 1844. Praca ta jest rowniez zamieszczona w tomie 4. w zbio-
rowym, 9. tomowym, wydaniu dziel Gaussa przez Towarzystwo Naukowe w Getyn-
dze: Gauss' Werke, Gottingen, 1863 — 1903, a takze w Ostwalds Klassiker Nr. 177.

Szczegélny przypadek, gdy « = 1, funkcja odwzorowania konforemnego przyj-
muje postaé f (§) = § — log nat k = (¢;,-}-i}) —log nat k, byl rozpatrzony réowniez
przez Gaussa, lecz wczeéniej, w roku 1822, w klasycznej jego rozprawie o odwzoro-
waniu konforemnym (patrz Notatka historyczna Nr 48). W pracy tej Gauss okreélil
stalg rzeczywista k z dodatkowego warunku, aby skala m, dla zewnetrznych skraj-
nych szerokosci, uzyskiwata jednakowe wartosci, a tym samym dla $redniej szerokosci
byla bardzo bliska swej ekstremalnej (w danym przypadku minimalnej) wartosci,
ktora, przez stosowny obior promienia kuli, mozna uczyni¢ rowna jednosci.

Bardziej szczegdlny przypadek odwzorowania Gaussa, gdy « = 1 i k = 1, funkcja
relacji konforemnej miedzy elipsoidg i kula przyjmuje posta¢ f(£) = &, byl rowniez
przytoczony przez Gaussa W jego pracy z roku 1822, Wcezeéniej jednak, w roku 1807,
odwzorowanie to zbadal Mollweide, a jeszcze wczeéniej, w r. 1779, zaleznos¢ (46.17)
odkryl Lagrange. Stad tez stusznie przypadek ten mozna nazwa¢ konforemnym
odwzorowaniem Lagrange'a elipsoidy na kule.

47. Funkcja zmiennej zespolonej i jej rola w teorii odwzorowan
konforemnych

a) Definicja i zasadnicze twierdzenia.

Wezmy pod uwage dowolna funkcje Z = f (z) zmiennej zespo-
lonej z=x-1iy. Oddzielmy w tej funkcji osobno wszystkie
sktadniki rzeczywiste, a osobno urojone. Nazwijmy cze$¢ rzeczy-
wistg P; zalezy ona od x i od y. Tak samo cze$¢ urojona: i Q
jest funkcjg zmiennych x, y. Mozna wiec funkcje f(z) przedstawic
w postaci:

Z=1f(z) =f(x+1iy) =P(xy) +iQ(xy), (47.1)
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przy czym P, Q sg rzeczywistymi funkcjami dwoéch zmiennych rze-
czywistych x, y, zas i = V—1.

Funkcja f(z), okreslona w powyzszy sposob, moze by¢ zupel-
nie dowolna, nawet nieciggla i nierdiniczkowalna. Taka definicja,
podobna do definicji funkcji zmiennej rzeczywistej, jest catkiem
uprawniona, lecz jest malo celowa i nieuzyteczna, poniewaz jest
zbyt obszerna. Wedlug tej definicji funkcja zmiennej zespolonej z
bylaby dokladnie tym samym, co zespolona funkcja: P (x,y) +iQ (x,y)
dwoch zmiennych rzeczywistych x,vy.

Dla funkcyj zdefiniowanych w ten sposob, definicja cigglosci
jest zupehie taka sama, jak definicja ciggtosci dla funkcji zmiennej
rzeczywistej. Mozna dowies$¢, ze definicja ta jest rownowazna
twierdzeniu: funkcja ciggla zmiennej zespolonej z jest niczym
innym, jak tylko ciggla zespolona funkcja dwéch zmiennych rze-
czywistych x i yi i odwrotnie: jesli P (x,y) i Q(x,y) sa ciagtymi
funkcjami rzeczywistymi zmiennych rzeczywistych x iy, f(z) jest
funkcja ciagla zmiennej zespolonej z.

Jedyna klasa funkcyj zmiennej zespolonej z, ktéra moze miec
jakis praktyczny uzytek, jest ta klasa, do ktérej moze byé zasto-
sowany proces rozniczkowania.

Zazadajmy wiec, aby funkcja f(z) byla w jakim$ obszarze
rézniczkowalna, to jest, aby posiadala pochodna $cisle okreslona,
niezaleznq od kierunku w jakim zmienna zespolona z posuwa sie
po plaszczyznie liczbowej (xy). Funkcje zmiennej zespolonej z, jedno-
warto$ciowe i rézniczkowalne w kazdym punkcie jakiego$ obszaru
nazywamy funkcjami analitycznymi.

Definicja. Funkcja Z = f(z) zmiennej zospolonej z zwie sie
funkcjq analityczng, jesli w pewnym obszarze zmiennej zespolonej
funkcja ta jest jednowartosciowa i stosuneck A Z/Az dazy do tej
samej granicy, w jakikolwiek by sposéb Ax i Ay dqzyly do zera.
Ta granica zwie si¢ pochodng funkcji wzgledem zmiennej zespo-
lonej z i oznacza sie f'(z).

Funkcja moze by¢ rézniczkowalna w obszarze okreslonosci,
z wyjatkiem pewnej skoriczonej liczby punktéow: punkty te nazy-
wamy miejscami osobliwymi funkcji f(z).

Nadmienimy wreszcie, ze ciggto$¢ funkcji zmiennej zespolonej,
podobnie jak to ma miejsce dla funkcji zmiennej rzeczywistej, nie
pocigga za soba rézniczkowalnosci.

Funkcje analityczne sa najwazniejsza grupa funkcyj, zarowno
w matematyce czystej, jak i stosowanej. A zwlaszcza tak zwane
funkcje analityczne elementarne, jakimi sa wszystkie funkcje, znane
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z matematyki elementarnej: funkcje wymierne (catkowite, czyli
wielomiany, i utamkowe), funkcje niewymierne (czyli pierwiastki),
funkcja wykladnicza, funkcja logarytmiczna, funkcje kotowe, czyli
trygonometryczne, funkcje hiperboliczne — po wylgczeniu pewnych
wyjatkowych wartosci zmiennej zespolonej z, lub inaczej, pewnych
wyjatkowych punktéow plaszczyzny liczbowej.

Zajmiemy sie teraz dyskusjg warunkéw koniecznych i wystar-
czajacych, aby funkcja f(z) zmiennej zespolonej z byla funkcja
analityczna.

Twierdzenie 1. Ciqgla i jednowartosciowa funkcja f(z) zmiennej
zespolonej z = x - iy jest funkcjq analitycznqg w pewnym obszarze D,
jesli cztery pochodne czgstkowe Py, Q«, Py, Q, istniejq, sa ciggte
i spetniajq zwiqzki:

0P _2a P __ 20
dx dy dy dx

(47.2)

dla kazdego punktu obszaru D; P jest czeSciq rzeczywistq, zas iQ
czesciq urojonq funkcji f(z).

Dowdd tego twierdzenia nalezy wprawdzie do teorii funkcyj
zmiennej zespolonej, podamy go jednak tutaj'), by nie zmuszac
czytelnika do studiowania specjalnych dziet z tej teorii.

Chcemy zbadaé, pod jakimi warunkami pochodna f'(z) funkcji
(47.1) istnieje i ma warto$¢ niezaleinq od kierunku posuwania sie
po plaszczyznie liczbowej z. Trzeba wiec zbadaé¢ granice:

AP+1iQ)

lim ' czyli lim -
s O Y a0 4 (x4 iy)
Ay-»0

Zbadajmy te granice najpierw dla pewnych specjalnych kie-
runkéw, a mianowicie, najpierw niech zmienia si¢ tylko x przy
stalym y, a potem — przeciwnie. Otéz, gdy y jest stale, to Ay =0
i otrzymujemy:

i AP +1Q) _ OP
Ax—0 Ax dx

.0Q
Tkt

- ()x'

przy zalozeniu, ze pochodne czastkowe 1. rzedu Px i Qx, dla funkcyj
rzeczywistych P i Q, istnieja. Gdy x jest stale, a zmienia sie tylko
y, to Ax =0 i zostaje:

) Wedlug: A, bomnicki, Kartografia matematyczna, Lwow 1927,
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mAPtia) 2 de (1
Ay>0  j-Ay dy Jdy i

przy zalozeniu, ze pochodne czastkowe 1. rzedu Py i Qy, dla funkcyj

rzeczywistych P i Q, istnieja.

Zalézmy, ze funkcja f(z) jest funkcjg analityczng, a wigc posiada
pochodng, ktérej warto$¢ nie zalezy od sposobu dazenia do zera.
Wtedy obie powyzsze pochodne w tych dwoéch kierunkach (t. j.
wzdiuz osi x i wzdluz osi y) majag by¢ rowne. Musi wiec spekniac
sie roOwnanie:
4Q _9Q 0P
dx dy dy
To za$ jest tylko wtedy mozliwe, gdy (jak wiadomo z nauki
o liczbach zespolonych) osobno czesci rzeczywiste sa sobie réwne,
a osobno urojone. Otrzymujemy wiec nastepujace warunki konieczne:

0P _2@, P _ 20

dx dy dy Ox

Te dwa zwigzki nazywamy réwnaniami rézniczkowymi Cauchy-
Riemanna; sa to rownania rézniczkowe czgstkowe 1. rzedu: graja
one duza role w teorii funkcyj i w teorii potencjatu.

DowiedliSmy wiec, ze, aby funkcja f(z) byla rézniczkowalna
w punkcie z, konieczne jest, zeby cztery pochodne czgstkowe Py, Qx,
Py, Qy istnialy i spetniaty réwnania rézniczkowe Cauchy-Riemanna.

Widzimy, ze konkluzje zalozenia rozniczkowalnos$ci sa znacznie
dalej idgce, niz konkluzje zalozenia ciaglosci. Funkcje P(x,y)
i Q(x,y) nie tylko muszg posiada¢ pochodne czastkowe 1. rzedu,
lecz pochodne te musza by¢ ze sobg zwigzane réwnaniami réznicz-
kowymi (47.2); funkcje P(x, y) i Q(x, y) nie sq wiec catkiem dowolne.

Warunki (47.2) nie s3 na ogdét wystarczajace; jednak, gdy
dolgczymy jeszcze warunek ciqglo$ci dla czterech pochodnych
czastkowych 1. rzedu funkcyj P i Q, to warunki te sg takze i wystar-
czajqce do rozniczkowalnosci funkcji f(z).

W tym celu trzeba zbadaé¢, czy przy spelnianiu sig¢ tych
warunkow, takze i pochodna w dowolnym innym kierunku ma te
samg wartos¢, co obliczona juz pochodna w kierunku osi x-6w i y-6w.
Obierzmy zatem dowolny inny kierunek, np. posuwajmy sie po linii
majgcej rownanie y == g (x), a lezacej na plaszczyznie liczbowej z.
Bierzemy pod uwage oczywiscie linie regularng, a wiec pochodna

Ay

lim — =y ' =tgu«
Ax>0 A x

OP !
dx T

(47.2)
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istnieje. Utworzmy teraz zadang pochodna w kierunku stycznym
do tej linii:

AP+i0Q)
A -
f' (Z) =Alim —A(Rj—lc—))—— = lim — -._A_X_A_____ 5
x>0 X
Sk TETIR SRy LV
Ax

Funkcja P zawiera teraz zmienng x nie tylko wprost, lecz takze
za posrednictwem funkcji y =g (x), na co musimy uwaza¢ przy
obliczaniu pochodnej. Podobnie ma sie sprawa i z funkcja Q.
Otrzymamy wiec:

op , OP ., .(2Q , 9Q .
Ox+0yy_}:i(6x+0y y)
1+ iy

Podstawiajac tu za pochodne OP/dy i 0Q/0y wartosci z roéwnan
Cauchy-Riemanna, otrzymujemy:

f' (z)=

9 (iy) i D (1+iy)
0x S .
1+4iy’

czyli, po uproszczeniu przez czynnik (1-iy’):

f(z) =

dP 0Q
fl)=—Fi———-
@ dx Jdx
Otrzymaliémy wiec dla dowolnego kierunku te samg warto$¢ po-
chodnej, co dla kierunku osi x-6w. To dowodzi, ze warunki (47.2),
przy zalozeniu ciagloéci pochodnych, sg istotnie nie tylko konieczne,
ale zarazem i wystarczajace, aby funkcja f(z) byla analityczna.

Twierdzenie 2. Kazda funkcja zmiennej zespolonej z, okreslona
jako suma szeregu potegowego X anz", w ktérym wspéiczynniki
0

a, mogq byé zespolone, jest funkcjq analityczng w kazdym punkcie
wewnaqtrz kola zbieznosci szeregu.

Jest to wazne twierdzenie teorii funkcyj zmiennej zespolonej,
ktorego dowéd mozna znalezé w dzietach matematycznych, poswie-
conych tej teorii.
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Z twierdzeniem tym wigza sie dalsze wnioski:

1. Szereg potegowy moze by¢ rézniczkowany wyraz po wy-
razie, tyle razy, ile tylko chcemy, w kazdym punkcie wewnatrz
kola zbieznosci szeregu.

2. Kazda funkcja analityczna f(z) moze by¢ rozwinigta na
szereg potegowy Taylora w kazdym punkcie obszaru zbieznosci
tego szeregu.

3. Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym, aby funkcja
f (z) mogla by¢ rozwinieta na szereg potegowy jest to, zeby funkcja
ta byta analityczna w rozwazanym obszarze.

Powyzsze wlasnosci byly punktem wyjscia w rozwoju Weier-
strass’owskiej teorii funkcyj zmiennej zespolonej. Weierstrass definiuje
funkcje analityczng jako funkcje rozwijalng na szereg potegowy.

Roéwnania rozniczkowe Cauchy-Riemanna dla funkcji analitycznej, okreslo-
nej w sensie Weierstrassa, mozna wywie$¢ z rozwiniecia tej funkcji na szereg
Taylora:

P+:o=:(x+iy)=1(x)+iyr(x)+‘i2y;’ff" (x)+(‘¥3y'f!"'<x)+ .....

)iy f ) — Y ) — Y g
2! 3!

Przyréwnujac oddzielnie czesci rzeczywiste i oddzielnie czesci urojone, otrzymujemy:

P(x,y)= f(x)— %I (x) 4+ :: IV (x) ~—:%!Vl ) 4....,

QY =y I — L LV ) — L v
3! 5! 7!

Rozniczkujgce pierwszy szereg wzgledem x i drugi szereg wzgledem y, a nastepnie
pierwszy wzgledem y i drugi wzgledem x, otrzymujemy:

P 0Q " y* Yy ¥

R L i N AT b il 2 fvil
e " (x) o (x) + 7 vV (x) o VI (x) 4 .
0Q

d. —-i—:::y!" (x) ;’:— 1V (x) - ;’l- V1 (x) — —;}-IV“I D +.....

b) Funkcje sprzezone.

Dwie rzeczywiste funkcje P i Q dwoch rzeczywistych zmien-
nych niezaleznych x, y nazywamy funkcjami sprzezonymi, jesli sa
one okreslone za pomocg funkcji analitycznej zmiennej zespolonej:

Px,y)+iQx,.y)=1(x+iy).
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Nie kazde dwie funkcje dwéch zmiennych rzeczywistych x i y sa
sprzezone, lecz tylko takie, ktére spelniajag rownania rézniczkowe
Cauchy-Riemanna:

P 3Q dQ _ P

dx dy X dy

w zalozeniu, Ze pochodne te istnieja i sg ciagle.

Dwa te réwnania mozna ujag¢ w jedno. Dla wyeliminowania,
np. funkcji Q z dwoch réwnan Cauchy -Riemanna, wystarczy
zrézniczkowa¢ wzgledem zmiennej x obie strony pierwszego réw-
nania, i wzgledem zmiennej y obie strony drugiego roéwnania,
nastepnie doda¢ stronami otrzymane réwnosci. Wtedy:

2p  2Q *¥Q _ _ op
J x? dydx dx0y Jdy?

Jesli zalozymy, ze Qxy = Qyx, to jest ze druga pochodna mieszana
funkcji Q nie zalezy od kolejnosci rézniczkowania, wtedy:

2#p P . i ORQ o OAQ
T ~+ by”z 0: i analogicznie Y +O—y’__

0. (47.3)

Powyzsze réwnanie rozniczkowe czastkowe 2. rzedu zwie sie
réwnaniem Laplace’a dla dwéch wymiar6w. Réwnanie to czesto
wystepuje w fizyce matematycznej, np. jest ono spelnione przez
potencjal dla punktu niematerialnego w polu grawitacyjnym dwu-
wymiarowym. Réwnanie Laplace'a jest rownaniem funkcyj harmo-
nicznych walcowych. Jak wiadomo, ma ono nastepujaca catke:

P(x,y)=f(x+iy)+fi(x—iy),

w ktéorej fif, sa dwiema dowolnymi funkcjami analitycznymi.
Dla funkcji Q(x,y) otrzymamy, w podobny sposéb, analogiczne
wyrazenie. Ale funkcje, ktoére ono zawiera, sa zwigzane z funkcjami
fif, za pomocg réwnan Cauchy-Riemanna. Widzimy atwo,
ze wyrazenie dla Q, ktoére trzeba dolgczy¢ do wyrazenia przyje-
tego dla funkcji P, aby réwnania Cauchy-Riemanna byly speinione,
jest nastepujace:

Q(x,y) =i,,mx+iy)—rl (x—iy)l

F, Blernacki, Teoria Odwzorowan 15
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Funkcje P i Q majg by¢ jednak funkcjami rzeczywistymi.
Wskutek tego funkcja f, nie moze by¢ wzieta dowolnie, skoro
funkcja dowolna f zostala raz obrana. Je$li wybierzemy jako f
funkcje rzeczywista zmiennej zespolonej, trzeba zeby f, byla tq
samq funkcjq; jesli wybierzemy jako f funkcje zespolong zmiennej
zespolonej, trzeba zeby f, byla funkcja zespolonq sprzezonq
z funkcja f.

Przez odosobnienie w jakiejkolwiek funkcji analitycznej f(z)
jej rzeczywistej i urojonej czes$ci, uzyskujemy bezposrednio dwa
rozwigzania réwnania Laplace'a. Wynika stad, ze teoria funkcyj
zmiennej zespolonej ma wazne zastosowanie do rozwiazywania
dwuwymiarowych probleméw fizyki matematycznej.

Wiasnoéci funkcyj sprzezonych, ktére nadajg tym funkcjom
szczegOlng uzytecznos¢ w teorii odwzorowania konforemnego, sa
dwie.

Twierdzenie 1. Kazda krzy-

Y wa rodziny, okreslonej za pomocq

réwnania x = const. przy zmien-

4 nym Yy, przecina orlogonalnie

x=x,  kazdq krzywq rodziny y = const.
przy zmiennym X.

Istotnie, X = P (x, y)

i Y=Q (x,y) sa obie funkcja-

Y. ¢ mi zmiennych x i yi rozwazmy

48;, x  ha plaszczyznie (XY) krzywa,
X, VN okreslong zwigzkiem miedzy X

0 i Y, dang za pomoca réwnania
Rys. 8 X = Xo. Wyrazenia X="P(x,,Y)

i Y=Q(x,,y) sa wtedy funk-
cjami jednej tylko zmiennej y; jesli ©, oznacza kat, utworzony
przez styczna do tej krzywej w punkcie y=vy,, z osig X, wowczas:

dy
tg 0, e w punkcie (x,,Yy,) na krzywej x =x,.

Teraz, na podstawie réwnan rézniczkowych Cauchy-Riemanna,
mozemy napisac:

dY dy 0X dx dX
i P _*4___________~___7_.____d 3 p— :
3 s la krzywej y =y,
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przeto:
dX ; 2
tg 0, =— T w punkcie (X,, Yo) na krzywej y=y,,

czyli:
tg G)0 =—Ctgq)01

gdzie ¢, oznacza kat utworzony z osig X przez styczng do krzywej
Yy =Y, W punkcie (x,,y,): stad:

tg0, = —ctg ¢, =tg (;_."I'%)'
9 o 5 %+¢01

to znaczy obie krzywe x=x, i y=y, przecinaja sie pod katem
prostym.

Wynika to takze z réownan Cauchy-Riemanna, Mianowicie mnozac je stro-
nami przez siebie, otrzymamy:

2P 30 3P 30 _

dx dy dy dy (e)

Geometryczna interpretacja tego zwigzku oznacza, ze rodziny krzywych na
plaszczyznie (xy), odpowiadajace stalym wartosciom na P i Q, przecinajg sie pod
katem prostym we wszystkich ich punktach przeciecia. W rzeczy samej, jeéli
P(x,y)=c¢,, wowczas d P =0, oraz:

dP

dP
—dx+-—dy=0.
e x+oy y (b)

Podobnie, jesli Q (x,y) = c;, mamy:

dQ d
09 jx+29 4y —0. ©
dx dy
Warunek, aby te dwie rodziny krzywych przecinaly sie pod katem prostym, jest
nastepujacy:
dy dy )
) (== 1=0, d
( dx )1( dx =+ ®

gdzie wskazniki 1 i 2 odnosza si¢ odpowiednio do rodziny P i Q. Uzywajac (b)
i (c), latwo widzie¢, ze (d) redukuje sie do (a).

Rozwazmy na plaszczyznie punkt biezacy M, okreslony za
pomoca niezaleznej zmiennej zespolonej z, oraz odpowiadajacy
mu punkt N, okreslony odpowiadajacg wartoscia zmiennej zespo-
lonej Z=1(z).

Jesli punkt M opisuje szereg jakichkolwiek krzywych C;, C,,
C;,... na plaszczyznie, punkt N bedzie opisywat szereg odpo-

wiadajacych krzywych C,’, C)', C;', ..., takich, ze styczne do
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dwoéch odpowiadajgcych sobie krzywych, w odpowiadajacych
sobie punktach M i N, tworza zawsze ten sam kat «, ktory
zalezy tylko od pochodnej dZ/dz.

Przez obrét o kat rowny katowi «, okreSlonemu powyzej,
mozna zawsze osiagng¢ rownolegio$¢ korespondujgcych stycznych
obu krzywych. Wskutek tego krzywe przebiegane odpowiednio
przez punkty M i N przecinajq sie pod réwnymi kagtami.

Jesli, w szczegblnosci, punkt M opisuje kolejno dwie rodziny
krzywych ortogonalnych, punkt N bedzie opisywal dwie inne
rodziny krzywych réwniez ortogonalnych.

Twierdzenie 2. Stosunek elementu liniowego dS°*=d X*--dY?*
do odpowiadajgcego mu elementu liniowego ds*=dx*-+dy® jest
staly na okolfo kazdego pojedynczego punktu.

Jesli

X+iY=P(x,y) +iQ(x,y) =f(x+1iy),

X—iY=P(x,y) —iQ(x,y) =f(x—iy).

wowczas:

Rézniczkujac oba réwnania, mamy:
dX+idY=1f(x+iy) (dx+idy),
dX —idY=1f(x—iy) (dx —idy),
a mnozac to przez siebie stronami:
dX*4dY*=f(x-+iy)- f(x—iy)  (dx*+dy?.

Niechaj:
f(x+iy)=r-+tis,

f(x—iy)=r—isi
wtedy:
£ (x4 iyo) - £ (xo— iy,) = 1> — 8° = m?,

i jest wielkoscia rzeczywista. Stad:
dX*+dY?=m?(dx*+dy?), czyli dS*=m,ds?,

gdzie m, jest wielkoscia stala dla danego punktu (x,,y,) i nie
zalezy od dx i dy.

c) Zwiazek teorii funkcyj analitycznych 2z teoriag odwzoro-
wan konforemnych.

Powréémy do tematu odwzorowania konforemnego ptaszczyzny
(x y) na plaszczyzne (X Y).
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Rownania parametrowe pierwszej plaszczyzny, po przyjeciu
wspolrzednych kartezjanskich za parametry, sg: x=x,y =y, z=0.

Podobnie, réwnania parametrowe drugiej plaszczyzny sa:
X=X,Y=Y,Z=0.

Odwzorujmy plaszczyzne (xy) na plaszczyzne (XY) za pomoca
pary regularnych funkcyj odwzorowawczych:

X=P(x,y), Y=Q(x,y). (47.4)

Zwiazki (47.4), w powyzszych zalozeniach, przedstawiaja réowniez
rownanie plaszczyzny (XY) przy uzyciu wspdlnych parametréw x,y.

Zazadajmy, zeby funkcje odwzorowawcze P i Q byly tak
okreslone, aby odwzorowanie jednej plaszczyzny na druga bylo
konforemne. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest pro-
porcjonalnos¢ wielkosci podstawowych 1. rzedu obu plaszczyzn:

E:E=F:F=G":G.

Wielkosci podstawowe dla plaszczyzny oryginalu sg E=1,
F=0, G=1; za$ dla plaszczyzny obrazu sg nastepujace:

op\? dQ\? _, JPJOP ,0Q0Q , oP\2 dQ\?2
= — oot I P o —  G=|— T )
i o R ov " 0z oy (0y)+(0y)

Warunki konforemnosci maja wiec teraz postaé: E'= G',
F'=0, czyli:
OP\2 J Q\2 OP\2 J Q\2
(o) T (52 = (5, + (5,
Ox Ox dy dy

0P 0P L 3020 _

e 0%
0x dy dx dy

Te dwa warunki mozemy przeksztalci¢c na prostsze. Obliczajac
z tych réownan raz OP/0x za pomoca pozostalych funkcyj, drugi
raz 0 Q/d x za pomoca pozostatych funkcyj, otrzymamy nastepujace
warunki, ktére musza speinia¢ funkcje odwzorowawcze P, Q, aby
odwzorowanie byto izogonalne, czyli réwnokgtne:

dx dy ' Ox dy '
oraz:
oP 2Q dQ _ 0P

. b
Ox dy b
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Réwnania rézniczkowe czastkowe 1. rzedu, o dwoéch funk-
cjach niewiadomych, podane pod (a) sa to znane z teorii funkcyj
rownania Cauchy - Riemanna. Mowia one, ze funkcje odwzoro-
wawcze P i Q muszq by¢ funkcjami sprzezonymi, lub tez, ze muszq
one by¢ réwne odpowiednio rzeczywistej i urojonej czesci dowolnej
funkcji analitycznej zmiennej zespolonej:

P(x,y) +iQ(x,y) =f(x+iy).

Rownania (b) redukuja sie do réwnan (a) przez zmiane zna-
kow przy funkcji Q, to znaczy przez wziecie figury obrazowej
uzyskanej przez symetrie wzgledem osi rzeczywistej na plaszczyz-
nie (XY). Stad przypadek (b) odpowiada odwzorowaniu izogonalnemu,
lecz nie konforemnemu, i jedyne konforemne odwzorowania piasz-
czyzny z na plaszczyzne Z sq formy Z = f(z), gdzie f jest do-
wolng funkcjq analityczng.

Odwzorowania w ktérych zachowana jest tylko wielkosé¢ kqtéw
bez wzgledu na ich zwrol, nazywamy izogonalnymi. A wiec
(@) i (b) sa odwzorowaniami izogonalnymi. Jesli zachowane sa za-
réwno wielkos$¢ jak i zwrot (sens obrotu lub znak) odpowiadajacych
sobie katéw, odwzorowanie izogonalne zwie sie¢ konforemnym.
Czegsto jednak nie odroznia si¢ tych dwoéch pojec: izogonalnosci
i konforemnosci odwzorowania, lecz definiuje sie konforemnos¢ jako
zachowanie wielkosci katow bez wzgledu na ich zwrot.

Widzimy jak Scisty zwigzek zachodzi miedzy teorig funkcyj
analitycznych a tak odlegla na pozoér teorig odwzorowan konfo-
remnych. Kazda funkcja analityczna zmiennej zespolonej, utwo-
rzonej ze wspohrzednych izometrycznych powierzchni oryginatu,
przyréwnana do zmiennej zespolonej, utworzonej ze wspoirzed-
nych izometrycznych powierzchni obrazu, okresla jakie$§ odwzo-
rowanie konforemne jednej powierzchni na druga. Ale i od-
wrotnie kazde odwzorowanie konforemne podaje pare funkcyj
rzeczywistych sprzezonych, czyli cze$¢ rzeczywistq i cze$¢ uro-
jona jakiej$ funkcji analitycznej. Korzysta sie z tego zaréowno
w matematyce czystej, aby trudne zwiazki funkcyjne rozpatrywac
na przejrzystym obrazie geometrycznym, jak i w matematyce
stosowanej, aby ujg¢ zawilte konstrukcje geometryczne w liczbowe
zwigzki funkcyjne.

d) Zastosowanie funkcyj analitycznych do konforemnego od-
wzorowania elipsoidy obrotowej splaszczonej na plaszczyzne.

Obierzmy na elipsoidzie izometryczne wspoélrzedne potudni-
kowe @i, A za parametry powierzchniowe, oraz na plaszczyznie
izometryczne wspotrzedne prostoliniowe X, Y za parametry plaskie.
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Wszystkie konforemne odwzorowania plaskie elipsoidy obro-
towej zawiera zwigzek ogdélny:

X+iY=1(pe+i)), (47.5)

z jedynym warunkiem, ze funkcja dowolna f ma by¢ funkcja
analityczna.

Wedhug definicji funkcji analitycznej, cze$¢ rzeczywista i czes¢
urojona takiej funkcji ma spetnia¢ réwnania rézniczkowe Cauchy-

Riemanna: 3 ; 3 3
X Y Y X
s — T e 47.6

Wzory te mozna uzyska¢ z warunku izogonalno$ci odwzorowania:
E:E=F:F=G":G.

Jesli zamiast wspolrzednych izometrycznych @i, A uzyjemy,
jak zwykle, wspéirzednych geograficznych ¢, A rownania te przyjma
nastepujaca postac:

0X __ Ncosy Y ,
A M Q¢
(47.7)
0Y _ Ncosg 0X
A M R

Sa to klasyczne réwnania rézniczkowe odwzorowarn konforemnych

plaskich elipsoidy obrotowej splaszczonej.
Réwnania (47.7) uzyskujemy z réwnan (47.6) przez zamiang zmiennych ¢;, A
zmiennymi ¢, A na mocy zwigzku:
de, = 42 __Mdy

Ncos ¢

w ktorym o oznacza diugoéé¢ tuku potudnika, r promien réwnoleznika, M i N giéwne
promienie krzywizny elipsoidy w punkcie.

Jesli zamiast wspotrzednych ¢,  w réwnaniach (47.7), uzyjemy,
do okreélenia potozenia punktéw na elipsoidzie, wspéirzednych s, u,

z ktérych s = f ZDMdcp oznacza dlugos¢ tuku potudnika od szero-

koéci ¢, punktu centralnego do szerokosci ¢ réwnoleznika punktu roz-
wazanego (dodatnia gdy ¢ >¢,), za§ u=r(} —XA)=Ncosp(h—2)
oznacza diugos$¢ tuku tego rownoleznika, od potudnika centralnego
do punktu rozwazanego (dodatnia, gdy punkt rozwazany znajduje
sie na wschod od centralnego poludnika) — wowczas roéwnania
rézniczkowe Cauchy-Riemanna, wyrazone w parametrach s i u,
beda nastepujace:
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dX oy sing QY

du T Js _+uNcosq> du
(47.8)

oY 00X sing 00X

TS L SRR A

du Os Ncos¢ Qdu

Poniewaz X i Y sg funkcjami dwoch zmiennych s i u, wobec tego rownania
rozniczkowe Cauchy-Riemanna dla elipsoidy mozemy napisac:

OX 85 |, OX du ___ Ncose (aY ds _Zﬁ)
ds OA du dA M ds Oy du 0%
By o8 , 0¥ Ou M('ﬁ_xﬁ ﬁ_Xﬂ)
ds Ok du dX M Os Oy du 09

ZWazywszy, ze:

—a—s=0. —gi—Ncos?, a—szM, -a——-=—)»Msin'y=—u
dA A dy de

sin ¢,
N cos¢

-6

latwo otrzymujemy wyzej podane rownania rézniczkowe (47.8). (Przypis 12).

Réwnania (47.8) byly podstawa rozpracowania, w latach 1928 — 1932, odwzo-
rowania quasi-stereograficznego Wojskowego Instytutu Geograficznego w Warszawie,
uzywanego do map topograficznych i ich siatek kilometrowych:

Franciszek Biernacki, kpt. korp. geogr. i Jézef Slomczyrniski, por. korp. geogr.:
Odwzorowanie quasistereograficzne Wojskowego Instytutu Geograficznego, War-
szawa 1932. Biblioteka Stuzby Geograficznej, tom 9. Stronic XXXV - 139 (tablice
liczbowe podajace wspolrzedne prostokgtne plaskie odwzorowania quasi-stereogra-
ficznego dla obszaru w granicach od 47° do 57° réwnoleznika i od 14° do 30° po-
tudnika na wschod od Greenwich — dla 11858 punktéw przecigé siatki geograficznej,
w odstepach co §' dla szerokosci i co 10" dlugoséci geograficznej).

Ta sama praca rowniez w jezyku francuskim: Projection quasi-stéréographique
de I'Institut Géographique Militaire de Pologne par F. Biernacki et J. Slomczyriski.
Traveaux de I'Association de Géodésie de I'Union Géodésique et Géophysique
Internationale. Rapports Généreaux etabli & I'occasion de la cinquiéme Assemblée
Generale; Lisbonne, 17 — 25 Septembre 1933. Tome 12, Paris, 1933.

Funkcje XiY, ktorych poszukujemy, muszg spelnia¢ rowna-
nia (47.6), lub inne im roéwnowazne. W szczegélnosci réwnania
Cauchy-Riemanna sa spelnione, jesli funkcja f moze by¢ okreslona
jako suma jakiego$ szeregu catkowicie zespolonego. Stosujac
rozwiniecie funkcji f(z) zmiennej zespolonej z = ¢; -} i\ na szereg
Taylora, mozemy napisac:

XY =t %) =i (g) +ir I 4 OV L
l 2' d(?l 3! d?l

d'f
i

lub, przyréwnujac do siebie oddzielnie czesci rzeczywiste i oddzielnie
czgsci urojone obu stron rownosci, i pamietajac, ze = —1,
otrzymamy:
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Przy zastosowaniu praktycznym wzoréw szeregowych (47.9), dla
uzyskania odwzorowan konforemnych, wystarczy uskuteczni¢ obiér
funkcji f(¢:) wedtug pewnych warunkéw poczqtkowych, albo pewnych
wilasno$ci geometrycznych, jakie chcemy uzyska¢ dla odwzorowania.

48. Notatka historyczna o teorii konforemnosci

a) Okres pierwszy: badanie pojedynczych problemoéw praktycz-
nych (Hipparch, Ptolemeusz, Mercator).

Teoria odwzorowania konforemnego, lub ogélniej: izogonalnego,
jednej powierzchni na druga rozwinela sie z praktycznego problemu
konstrukcji map. Pomijajac banalny przypadek przeksztalcenia
przez podobienstwo, mozna powiedzie¢, ze najstarsza znang mapa
konforemng jest rzut stereograficzny ') kuli na plaszczyzne, przy-
pisywany Hipparchowi, okoto roku 130 przed Chr. Dopiero Ptolemeusz,
w pierwszej potowie II stulecia, uzyt tego rzutu do przedstawienia
sfery nieba. Wlasnos¢ konforemnosci, jak i inne cenne wtlasnosci
tego rzutu byly poznane znacznie po6zniej. Wilasnos¢, ze wszystkie
kota kuli rzutujg sie rowniez jako kola plaszczyzny byla odkryta
przez Ptolemeusza, okoto roku 130 po Chr,, i opisana w jego pracy
p. t. Sphaerae a planetis projectio in planum, ktéra doszla do nas
tylko w arabskim przekiadzie, z ktérego Commandino, w r. 1558,
zrobit lacinski przektad i uzupeinit komentarzem. Ale wlasnosé¢
rownokatnosci, ktéra stanowi istotnag ceche rzutu stereograficznego,
nie byla, jak sie zdaje, zauwazona przez Ptolemeusza.

W r. 1569 Mercator sporzadzit morska mape S$wiata (patrz
Nr 45, ¢, 2), w ktérej zamierzal osiggnac to, azeby rézne kierunki
wiatrow mogty by¢ wszedzie na mapie przedstawione za pomoca
linij prostych, ktore by tworzyly ze sobag takie same katy, jak
odpowiednie kierunki na kompasie. Warunek ten wymagat przede
wszystkim przedstawienia potudnikéw kuli na mapie, w postaci

) Nazwa uzyta po raz pierwszy w roku 1613 przez belgijskiego matematyka
Aguillona lub Aguilloniusa (1566 — 1617).
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prostych réwnolegtych, zas rownoleznikow kuli w postaci prostych
prostopaditych do potudnikéw; nastepnie — zachowania na mapie
tych samych stosunkéw stopni dlugosci do stopni szerokosci,
jakie maja one na kuli. Stad, przy stalej wartosci 1° dlugosci
geograficznej na mapie, stopnie szerokoéci musza wzrasta¢ w sto-
sunku secansa szerokosci. Matematyczne prawo tego odwzorowa-
nia bylo jednak podane, w formie szeregu nieskonczonego, dopiero
w roku 1599 przez Edwarda Wright'a, a w formie skonczonej—przez
scatkowanie funkcji f fdcp/coscp — dopiero w r. 1668 przez James'a
Gregory'ego.

b) Okres drugi: ogdlne postawienie problemu konforemnosci
(Lambert, Euler, Lagrange, Gauss).

Duze znaczenie w rozwoju historycznym teorii odwzorowan
w ogoéle ma klasyczna praca J. H. Lambertaq, filozofa i matematyka
niemieckiego, p. t. Anmerkungen und Zusdtze zur Entwerfung der
Land- und Himmelscharten, ogloszona w r. 1772 jako szosta (z dzie-
wieciu) rozprawa trzeciego tomu jego Beytrige zum Gebrauche der
Mathematik und deren Anwendungen; rowniez przedrukowana przez
A.Wangerina w Ostwalds Klassiker der Exakten Wissenschaften, Nr. 54,
Leipzig 1894, i zaopatrzona w komentarz, z ktérego zaczerpnieto
niektore z niniejszych uwag.

Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777), urodzony w Mulhouse
w Alzacji, pochodzit ze skromnej rodziny i tylko swym wiasnym
wysitkom zawdzieczat wyksztalcenie. W roku 1764, po kilku latach
podrézowania, przenidst si¢ do Berlina, gdzie doznatl wielu zaszczytow
i wzgledow od Fryderyka Wielkiego. Byl wybrany na czlonka
Krolewskiej Akademii Nauk w Berlinie. W 1. 1774 oglosit swe
Ephemerydy. Miat dar latwosci i zdolnosci stosowania nauk mate-
matycznych do kwestyj praktycznych. Zawdziegczamy mu wpro-
wadzenie funkcyj hiperbolicznych do trygonometrii; jego odkrycia
w geometrii majg duze znaczenie, zaréwno jak i badania na polu
fizyki i astronomii. Jest on autorem wielu godnych uwagi twierdzen
o przecieciach stozkowych.

Znaczenie pracy Lamberta na polu teorii odwzorowan polega
gléwnie na tym, ze byl on pierwszy ktéry poczynit ogdlne badania
o projekcjach map. Gdy jego poprzednicy ograniczali si¢ do badania
pojedynczych metod odwzorowawczych, zwlaszcza perspektyw,
Lambert traktuje zadanie odtworzenia kuli na plaszczyznie z wyz-
szego punktu widzenia i stawia najpierw pewne ogoélne warunki,
ktére ma spelnia¢ odwzorowanie; najwazniejszymi z nich sa: zagdanie
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rownokatnosci, oraz zadanie (z poprzednim wspoélnie nieosiggalne)
rownopowierzchniowosci. Chociaz Lambert nie rozwingt w pelni
obu teoryj dla tych odwzorowan, z ktérych pierwsza dla czystej
matematyki, a obie dla kartografii matematycznej zyskaly pierwszo-
rzedne znaczenie, to jednak pierwszy wypowiedzial jasno idee¢ obu
tych teoryj. Stusznie wiec od pracy Lamberta mozna datowac
poczatek nowej epoki w nauce o odwzorowaniach. Ale nie tylko
dzieki ogdlnosci jego pogladow ,,Anmerkungen und Zusatze” nawet
i dzi$§ moze budzi¢ zainteresowanie, lecz takze ze wzgledu na
rezultaty do ktorych Lambert dochodzi. Przypadto mu w udziale
odkrycie wielu nowych, nieznanych przed nim, sposobow odwzo-
rowan, ktore dzis sa w powszechnym uzyciu przy sporzadzaniu map.
W koncu takze i sposob w jaki Lambert ujmuje swoje problemy
i przeprowadza je, jest bardzo pouczajacy. Jest nieco dziwne, ze
to pojetne studium z r. 1772, i praktyczne zastosowanie rozwinietych
przez Lamberta metod, pozostawalo przez wiele lat w zapomnieniu,
a raczej niezrozumieniu. Praca Lamberta jest napisana bardzo
jasno i przystepnie, nie stracita ona do dnia dzisiejszego nic ze
swej wartosci.

W rozdziale VI swej pracy, w §73, Lambert podaje po raz
pierwszy do wiadomosci wzmianke o ogélnych wzorach konforem-
nego odwzorowania kuli na plaszczyzne; nadmienia przy tym, ze
samo rozwigzanie pochodzi od Lagrange'a, ktéremu zakomunikowat
rezultaty swoich badan. Lambert poprzestal na ustanowieniu réwnania
rozniczkowego od ktérego zalezy konforemne odwzorowanie kuli
na ptaszczyzng, i z tego rownania, nie rozwigzujac go ogolnie,
wyprowadzil, obok uprzednio juz znanych odwzorowan: stereogra-
ficznego i Mercatora, kilka nowych réwnokatnych odwzorowan.
Podal mianowicie dwa uogdlnienia odwzorowania stereograficznego:
stozkowe réwnokatne (w §§ 47 — 57 jego pracy) i kolowe réwnokgtne
(w §§58—64 jego pracy), oraz walcowe réwnokqine poprzeczne
odwzorowanie kuli na plaszczyzne, nazywane niekiedy pierwszym
odwzorowaniem Lamberta (w §85 jego pracy). Wyczerpujace bada-
nie konforemnych odwzorowan kolowych przeprowadzit dopiero
Lagrange, wywody Lamberta o siatkach kolowych nie majg nale-
zytej $cistosci i ogolnosci. Rowniez nie wnika on wcale w sprawe
znieksztatcen odwzorowawczych.

Lambert nie rozwiazal ogoélnego problemu o konforemnym
odwzorowaniu powierzchni. Te luke zapelnil pierwszy Lagrange,
ktéry pokazal ogélng metode rozwigzania oraz mozliwosci jej
wykorzystania; $cislg analize zawdzieczamy dopiero Gaussowi.
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Leonhard Euler (1707 — 1783), matematyk szwajcarski, jeden
z najwybitniejszych swego stulecia (opublikowat 865 rozpraw nauko-
wych i dziel), nie pominal w swych badaniach problemu map
i teorii odwzorowan. Jego trzy prace o projekcjach map ukazaly
sie w Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae pro
anno 1777, Pars 1, pod tytulami:

1. De repraesentatione superficiei sphaericae super plano,
pp. 107 — 132.

2. De projectione geographica superficiei sphaericae, pp.
133 — 142.

3. De projectione geographica De Lisliana in mappa generali
imperii russici usitata, pp. 143 — 153.

Wszystkie wyzej wymienione prace Eulera zostaly wydane
w przekladzie z oryginatu tacinskiego na jezyk niemiecki i zao-
patrzone w komentarz przez A. Wangerina w Ostwalds Klassiker
der Exakten Wissenschaften, Nr 93, Leipzig 1898: Drei Abhandlungen
iiber Kartenprojectionen von Leonhard Euler (1777), skad czerpiemy
niektére z niniejszych uwag. Do czasu pojawienia sie tego przekladu,
prace Eulera na temat odwzorowan byly (oprécz w Rosji) mato
znane i nie w tym stopniu jak na to zastugiwaly, a to wskutek
zamieszczenia ich w trudno dostepnym wydawnictwie rosyjskim.

Co do czasu, prace Eulera pojawiaja sie w tym samym okresie,
co prace Lamberta i Lagrange'a. Euler, w teorii odwzorowania kuli
na plaszczyzne, pod wieloma wzgledami idzie dalej niz Lambert. Obaj
ujmuja pojecie ,,odwzorowania’ w ogolniejszym sensie odpowiednio$ci
punktowej, nie za$ tylko rzutu, czy perspektywy geometrycznej, jak
to miato miejsce przedtem. Ale gdy Lambert, wychodzac ze szczegdl-
nych odwzorowan, w koncu dopiero dochodzi do uogélnien, Euler
stawia ogélne pojecia na samym poczatku; dlatego podejscie jego
do tematu jest a priori ogélniejsze. Obaj autorzy ustanawiajag wazne
zasady rownokatnosci oraz réwnopowierzchniowosci; obaj rozwijaja,
z pierwszej z tych zasad, ogdlne réwnanie rézniczkowe dla konfo-
remnego odwzorowania kuli na plaszczyzne. Ale gdy Lambert nie
sklania si¢ do rozpoczecia od tych ogélnych wzoréow, a tylko (dla
poszczegdlnych rodzajow odwzorowania) uzywa specjalnych zasad
i metod, Euler wyprowadza z ogélnych wzorow szczegdlne rezultaty
dla rozmaitych rodzajow projekcji stereograficznej. Rowniez i w trak-
towaniu odwzorowan réwnopowierzchniowych Euler idzie, zaréwno
co do podstaw jak i rezultatow, dalej niz Lambert. Dodajmy
do tego piekng forme analitycznych rozwinie¢, to poznamy, ze prace
Eulera, ktore zresztg nie zawieraja zadnych odniesien do wczesniejszej
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literatury przedmiotu, wykazuja istotny krok naprzéd w stosunku
do prac Lamberta.

Lagrange poszedt w zadaniu odwzorowawczym dalej niz Euler.
Z jednej strony rozwazyt i rozwigzal zadanie o konforemnym
odwzorowaniu dowolnej powierzchni obrotowej na plaszczyzne,
z drugiej — wyprowadzil najogélniejsze konforemne odwzorowanie,
w ktorym poludniki i réwnolezniki takiej powierzchni przeksztatcaja
si¢ w kola na plaszczyznie. W sam problem konforemnego odwzoro-
wania Lagrange na og6l glebiej nie wnika. Tym niemniej prace
Eulera s3 waznym przyczynkiem do prac Lagrange'a, a w rozwoju
teorii odwzorowan maja wydatne znaczenie. Euler pierwszy podat
dowdd analityczny nierozwijalnosci kuli na plaszczyzne (patrz Nr 22,
oraz Przypis 2), co dowodzi wnikliwosci jego rozwazan.

W opisanym powyzej przedstawieniu stosunku prac Eulera do
prac Lamberta i Lagrange’a zawarta jest sumaryczna tre$¢ pierwszych
dwoéch rozpraw Eulera. Innego typu jest jego trzecia rozprawai
rozwija ona praktyczne zagadnienia, ktore sie nasunely przy spo-
rzadzaniu mapy Rosji w projekcji de Lisle'a’), i wykazuje, jak mozna
bledy mapy tego rodzaju mozliwie zmniejszy¢. Trzecia rozprawa
Eulera bedzie bardziej interesowa¢ geograféw i kartograféow, ktérzy
maja na widoku praktyczne zastosowania; dwie pierwsze za$ jego
rozprawy maja wazne znaczenia glownie dla matematykow.

Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), matematyk i astronom
francuski, juz w 19. roku zycia byl nauczycielem w szkole arty-
leryjskiej w swym rodzinnym miescie Turin, w ktérym przebywat
do roku 1766. W latach 1766 — 1787 byl dyrektorem wydziatu
matematyczno-fizycznego Akademii w Berlinie. Od r. 1787 prze-
bywat w Paryzu, gdzie zmart 10 kwietnia 1813 roku. Jego liczne
rozprawy naukowe ukazaly sie przewaznie w rocznikach Akademij
trzech wyzej wymienionych miast; niektére pozniejsze zas w Journal
de I'Ecole polytechnique. Lagrange jest autorem klasycznych dziet
nastepujacych:

1. Mecanique analytique. Paris 1788; 2. wydanie 1811—1815;
3. wydanie, dokonane przez Bertranda, Paris 1853 — 1855.

') Shuszniej: Mercatora, ktory uzyl podobnej konstrukcji stozkowej w swej
mapie ,,Galliae, Belgii inferioris et Germaniae Tabulae, Duysburgi, 1585".

Joseph Nicolas De Lisle (rowniez pisany de l'lsle), 1688 — 1768, astronom
i geograf francuski. Za Katarzyny I, w r. 1726, byt zaproszony z Paryza do Petersburga
dla zalozenia szkoly astronomicznej. Plan stworzenia mapy Rosji powzial juz podczas
pierwszych lat swej dzialalnosci w Rosji.
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2 Theorie des fonctions analytiques. Paris 1797; 2. wydanie 1813;
przeklad niemiecki Grisona ukazat si¢ w Berlinie w r. 1798.

3. Traite de la resolution des equations numeriques de tous
les degres. Paris 1798; 2. wydanie Paris 1808.

4. Lecons sur le calcul des fonctions. Paris 1806.

Zbiorowe wydanie dziet Lagrange'a, Oeuvres de Lagrange,
Paris 1867 — 1892, w 14. tomach, opracowatl Serret i Darboux.

Rozprawa Sur la construction des cartes geographiques, premier
et second memoir byla najpierw ogloszona w Nouveaux Memoires
de I'Academie Royale des Sciences et Belles Lettres de Berlin,
Annee 1779, pp. 161 — 210 (Berlin 1781); potem przedrukowana
w Oeuvres de Lagrange, T. IV, pp. 635 — 692. Przeklad niemiecki
wraz z komentarzem wydat A. Wangerin, Ostwalds Klassiker
der Exakten Wissenschaften, Nr 55: Uber Kartenprojection, Abhand-
lungen von Lagrange (1779) und Gauss (1822), Leipzig 1894; z prze-
ktadu tego zaczerpnieto niniejsza notatke.

Praca Lagrange'a w teorii odwzorowania konforemnego jest
podstawowa. Lagrange znal prace Lamberta i Eulera, ktére toro-
waly droge teorii odwzorowan, nie nadawaly jej jednak pelnej
rozcigglosci. Lagrange podejmuje najpierw problem réwnokatnosci,
rozwazany przez Lamberta i Eulera, i rozwigzuje ogdlnie sprawe
konforemnego odwzorowania powierzchni obrotowej na plasz-
czyznie, metoda dowolnej funkcji zmiennej zespolonej. Podaje
rowniez ogélny wzor na skale tego odwzorowania. Nastepnie
przechodzi do odwzorowania szczegoélnego: konforemnych odwzo-
rowan kolowych powierzchni obrotowej na plaszczyzne. Uzyskane
rezultaty stosuje nastepnie do przypadku kuli oraz elipsoidy
obrotowej splaszczonej. Jest to bardzo wazna klasyczna praca
w teorii konforemnosci dwéch powierzchni, ktéra niewatpliwie
miata przemozny i decydujacy wplyw na prace Gaussa.

Lagrange dowiodt rowniez, ze zadanie o konforemnym odwzo-
rowaniu powierzchni obrotowej na plaszczyzne jest w zupelnosci
okreslone, gdy obraz jednego potudnika ma punktowo przepi-
sany obraz na plaszczyznie, (Pierwsze rozwigzanie problemu B,
Oeuvres, 1V, p. 647).

Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), matematyk niemiecki,
urodzit si¢ w Braunschweig, tam uczeszczat do gimnazjum i do
Collegium Carolinum az do roku 1795. Nastepnie w latach 1795 —
1798 studiowat w Getyndze (Gottingen). W roku 1807 zostal pro-
fesorem i dyrektorem obserwatorium astronomicznego w Getyndze
i na tym stanowisku pozostawal az do $mierci. Obok licznych
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rozpraw matematycznych, astronomicznych i fizycznych, o funda-
mentalnym znaczeniu w rozwoju tych nauk, rozpraw, z ktérych
wazniejsze ukazaly sie w wydawnictwach Towarzystwa Nauko-
wego w Getyndze, Gauss jest autorem nastepujacych klasycz-
nych dziel:

1. Inaugural-Dissertation uber den Fundamentalsatz der Algebra.
Helmstedt 1799; rowniez: Ostwalds Klassiker Nr 14.

2. Disquisitiones arithmeticae. Leipzig 1801.

3. Theoria motus corporum coelestium. Hamburg 1809.

Zbiorowe wydanie dziet Gaussa, w 9. tomach, zostalo opraco-
wane przez Towarzystwo Naukowe w Getyndze i wydane, w la-
tach 1863 — 1903, p. t. Gauss’ Werke.

Rozprawa Allgemeine Auflosung der Aufgabe: Die Theile einer
gegebnen Flache auf einer andern gegebnen Flache so abzubilden
dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen
ahnlich wird — byla najpierw ogloszona w Astronomischen Ab-
handlungen, herausgegeben von H. C. Schumacher, Heft 3, Altona 1825,
pp. 5— 30, a nastepnie przedrukowana dwukrotnie: Gauss’ Werke,
Bd. 1V, Gottingen 1873, pp. 189 — 216, oraz Ostwalds Klassiker
der Exakten Wissenschaften, Nr 55: Uber Kartenprojection, Abhand-
lungen von Lagrange (1779) und Gauss (1822), herausgegeben
von A. Wangerin, Leipzig 1894, pp. 57 — 81.

Krolewskie Towarzystwo Naukowe w Kopenhadze ustanowito
konkurs na rok 1822 na rozwigzanie zadania o odwzorowaniu
jednej powierzchni na drugg z zachowaniem podobienstwa czastecz-
kowego. Rozprawa Gaussa, podana do publicznej wiadomosci
w 1. 1822, a ogloszona drukiem w r. 1825, byla odpowiedziag na
ten konkurs i zdobyla nagrode; temat byl jednak prawdopodobnie
rozwazany przez Gaussa wczesniej, juz w roku 1816, jak mozna
wnioskowa¢ z przedmowy Gaussa do tej rozprawy.

Gauss idzie dalej, niz Lagrange: ustanawia rownanie réznicz-
kowe dla konforemnego odwzorowania dowolnych dwoéch po-
wierzchni na siebie, i poznaje, Zze problem zalezy tylko od pro-
porcjonalnosci wielkosci podstawowych 1. rzedu teorii powierzchni.
Nastepnie zwraca uwage na réznice pomiedzy dwoma rozwiqzaniami
zadania: podobienstwem czasteczkowym prostym i odwrotnym,
o czym Lagrange wcale nie wspomina. W koncu stosuje wzory
ogdlne do kilku prostych przykladéw, uzywanych w geodezji,
dajac ilustracje teorii. Gdy Lagrange ma gléwnie na widoku cele
praktyczne, Gauss wychodzi raczej z czysto matematycznego punktu
widzenia. Praca Gaussa wyroéznia si¢ nadto bardzo piekng forma opra-
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cowania tematu, nie podaje jednak zadnych wzmianek historycznych,
ani odniesien do wczeéniejszej literatury problemu. Gaussowi
zawdzieczamy takze wprowadzenie terminu ,konforemnos¢”, kto-
rego uzyl w roku 1843 w Untersuchungen iiber Gegenstinde der héheren
Geoddsie, i ktory w nowszych czasach zyskal ogdlng aprobate
i powszechne uzycie. W ostatnich czasach (okolo 1930 r.) wpro-
wadzono rowniez rozréznienie terminologiczne i wigksza S$cistosc
w pojeciach: réwnokatnos¢ (czyli izogonalnos$¢) i konforemnos¢;
rownokatnos¢ — to zachowanie wielko$ci kqtéw bez wzgledu na
zwrot kqta, konforemnos¢ — to szczegdlny przypadek rownokatnosci,
gdy nie tylko wielkosci, lecz takze i zwroty katow sa zachowane.

Rozprawa Gaussa o odwzorowaniu konforemnym rozwigzuje
problem w zupeinosci; jest pracg klasyczna, i konczy drugi okres
w rozwoju teorii konforemnosci.

c) Okres trzeci: rozwigzania poszczegolne.

Praca Gaussa dala ogdlne rozwigzanie problemu, zawierajgce
dowolnq funkcje analityczng. Ale pozostawila bez odpowiedzi bar-
dziej trudniejszy, dalszy problem, typu B (patrz Nr 5): czy, i w jaki
sposob, dany skorniczony obszar powierzchni moze byé odwzorowany
konforemnie na pewien dany skornczony obszar innej powierzchni
(najczesciej plaszczyzny)? Innymi stowy chodzi nie o odwzorowanie
powierzchni w calosci, lecz pewnych z géry wyznaczonych obsza-
row skonczonych na obu powierzchniach, z ktérych kazdy jest
ograniczony zadanym konturem. Te sprawe podniost pierwszy
Bernard Riemann (1826 — 1866), matematyk niemiecki, ktdorego
dysertacja inauguracyjna 2z roku 1851 stanowi dalszy punkt
zwrotny w historii problemu konforemnosci, i decydujacy o catym
jego poézniejszym rozwoju. Pelny tytul pracy jest nastepujacy:
B. Riemann, Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen
einer complexen verdinderlichen Grisse (Diss. Gottingen, 1851);
takze Bernard Riemann's Gesammelte Werke, 2. wydanie, str. 3—41.
Riemann nie tylko wyprowadzit wszystkie idee, ktoére lezg u pod-
staw wszystkich dalszych badan teorii odwzorowania konforemnego,
lecz takze pokazal, ze sam problem ma fundamentalne znaczenie
dla teorii funkcyj.

Wsérod innych rezultatow Riemann podal twierdzenie, ze
kazdy jednospdjny obszar, ktéry nie zawiera calej plaszczyzny,
moze by¢ jedno-jednoznacznie odwzorowany konforemnie na wnetrze
kota plaskiego, a nastepnie dowiéd}l, ze to odwzorowanie ma miejsce
w jeden tylko sposéb, jesli dowolnemu punktowi lezagcemu wewnatrz
obszaru ma odpowiada¢ srodek kota i dowolnemu punktowi brzego-
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wemu obszaru—pewien dowolny punkt brzegowy kota. W dowodzie
tego twierdzenia, ktoére stanowi fundament catej teorii, przyjmuje
on za oczywiste, ze pewien problem rachunku wariacyjnego po-
siada rozwigzanie; zalozenie to, jak pierwszy zwrocil uwage Weier-
strass (1815 — 1897), stanowi staby punkt dowodu. W rachunku
wariacyjnym sg obecnie znane calkiem proste, analityczne, i pod
kazdym wzgledem regularne problemy, ktére nie zawsze posiadajg
rozwigzania. Wszelako, okoto 50 lat po pojawieniu sie¢ pracy Rie-
manna, Hilbert dowiodt scisle, ze szczegdlny problem, ktéry wyplynat
z prac Riemanna, posiada rozwiagzanie. To twierdzenie znane jest
pod nazwa zasady Dirichleta (D. Hilbert, Das Dirichletsche Prinzip,
Gottinger Festschrift, 1901).

W miedzyczasie prawdziwo$¢ konkluzji Riemanna byta dowie-
dziona w sposob Scisty przez C. Neumanna, a w szczegdlnosci przez
H. A. Schwarza. Teoria, ktéra dla tego celu stworzyt Schwarz,
jest szczegolnie piekna i pouczajgcai jest ona jednak nieco zawila
i stosuje pewnag liczbe twierdzen z teorii potencjatu logarytmicznego,
ktérych dowody musza by¢ wlgczone w kazdy kompletny traktat
tej metody. W ciagu ostatnich trzech dziesiecioleci praca kilku
matematykéw stworzyla nowe metody, ktére umozliwiaja bardziej
proste ujecie rozwazanego problemu.

Badanie rozwigzan poszczeg6lnych, zwiagzanych z pewnymi
z gory okreslonymi konturami, oraz z istnieniem i wyznaczeniem
funkcji analitycznej, wykracza poza dziedzine geometrii rézniczkowe;j.
Totez rezultaty badan trzeciego okresu przeszly calkowicie do
teorii funkcyj analitycznych (patrz Nr 44, f oraz Nr 45, e, 2).

F. Biernacki, Teoria Odwzorowat 16



ROZDZIAL XI

ODWZOROWANIE ROWNOPOWIERZCHNIOWE)

49. Ogoélna teoria odwzorowan réwnopowierzchniowych

a) Sformutowanie zadania.

W Nr. 19. i 20. podano zasadnicze pojecia dotyczace odwzo-
rowania réwnopowierzchniowego. Bez odpowiedzi pozostato drugie
zadanie podstawowe teorii odwzorowan: poszukiwanie odwzoro-
wania rownopowierzchniowego. Rozwazania obecne mogg by¢
uwazane za cigg dalszy Nr. 19. i 20.

Warunek réwnopowierzchniowosci ab=1 daje podstawe do
wyprowadzania zwigzku, jakiemu muszg podlega¢ funkcje odwzo-
rowawcze. Prosciej jednak uzyskamy ten zwigzek na drodze bez-
posredniej.

Niechaj beda dane dwie powierzchnie regularne:

I x=4 lu,v)y vy=5 (i, v);, z=15% (u,v),
O X=F (U,V), Y=F(U,V), Z=F,(U,V);

ich wielkosci podstawowe 1. rzedu niech beda odpowiednio E, F, G,

oraz E,F,G.

) Stownik polskich wyrazéw technicznych, Dzial 11, Matematyka, Wydaw-
nictwo Akademii Nauk Technicznych, Warszawa 1936, ustalit nazwe: odwzorowanie
réwnopolowe (str. 614. Stownika), zamiast odwzorowanie réwnopowierzchniowe.
Nazwa ustalona przez Stownik jest lepsza, dobitniej i $cislej wyraza pojecie zacho-
wania réwnoéci pél w odwzorowaniu jednej powierzchni na drugg. Wobec zaawanso-
wania druku ksigzki wprowadzenie nazwy réwnopolowo$¢ zamiast réwnopewierzchnio-
wo$¢é musiato by¢ zaniechane.

Ustalona natomiast przez Slownik (str. 321) nazwa odwzorowanie wierne,
zamiast konforemne, wydaje si¢ mniej odpowiednia. Termin konforemnos$¢ uzyskat
powszechne uzycie w kartografii matematycznej i stal si¢ terminem migdzynaro-
dowym,
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Poszukujemy wszystkich par regularnych funkcyj odwzoro-

wawczych:
U=¢,(U.V). V=4’2(U,V),

uskuteczniajacych odwzorowanie jednej powierzchni na druga z za-
chowaniem pél wszelkich odpowiadajgcych sobie obszaréw.
Wedlug definicji, podanej w Nr. 19., dwie powierzchnie sg
odwzorowane na siebie wiernopowierzchniowo, gdy wszedzie ko-
respondujace elementy powierzchniowe, a tym samym i wszelkie
korespondujace pola obszaré6w skonczonych, sa w stalym do siebie

stosunku:

kTdudv=T'dudv,
czyli

KT=T"

przy czym T =-} VEG—F, T'=-+VE G —F* sa funkcjami na
og6él dwoch zmiennych u, v.

W niczym nie ograniczymy problemu, gdy stosunek ten
przyjmiemy za rowny jednosci: k = 1; przeksztalcenie przez podo-
bienstwo, czyli zastosowanie skaii glownej I/UIE, zrownuje bowiem
korespondujace pola: mamy wtedy odwzorowanie réwnopowierzch-
niowe.

Nalezy okresli¢ parametry U i V powierzchni obrazu w funkcji
parametrow u, v powierzchni oryginalu w taki sposéb, aby speinic¢

warunek:
T=T, (a)

w kazdej parze korespondujgcych punktow. W réwnanie to nalezy
wprowadzi¢ poszukiwane funkcje odwzorowawcze. Wielkos¢ T
dla powierzchni obrazu jest funkcjg zmiennych u, vi wprowadzmy
teraz nowe zmienne U,V na tej powierzchni. Wielkos¢ T’ jest,
jak wiadomo z teorii powierzchni, niezmiennikiem wzglednym
powierzchni:
T'=+TJ, (Przypis 13),

gdzie T=-}+V EG—F* jest funkcja nowych zmiennych U, V, za$
J=0(U,V)/d(u,v) jest wyznacznikiem funkcyjnym, czyli jakobia-
nem, poszukiwanych funkcyj odwzorowawczych. Réwnanie rowno-
powierzchniowosci (a) przyjmie wiec nastepujaca postac:

T"——‘—‘i»TJ:
czyli:
QU OV _dUdV_ T (49.1)
du dv. dv du T |
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Jest to zasadnicze réwnanie rozniczkowe teorii réwnopowierzchnio-
wosci. Zadanie o poszukiwaniu wszystkich par funkcyj odwzoro-
wawczych, uskuteczniajgcych rownopowierzchniowe odwzorowanie
powierzchni I na powierzchnie II, polega na rozwigzaniu powyz-
szego réwnania. Jest to rownanie rézniczkowe czastkowe 1. rzedu,
o dwoéch funkcjach niewiadomych U i V,

b) Redukcja zadania.

Podobnie jak w teorii odwzorowania konforemnego, zadanie
o poszukiwaniu wszystkich odwzorowan rownopowierzchniowych
dla dwoch dowolnych powierzchni na siebie, moze by¢ zreduko-
wane do dwodch prostszych zadan:

— jednego (mozliwie najprostszego) réwnopowierzchniowego
odwzorowania powierzchni na plaszczyzne (X Y),

— wszystkich rownopowierzchniowych odwzorowan plasz-
czyzny (XY) na drugq plaszczyzne, o wspotrzednych prostokatnych
u,v (albo wszystkich takich odwzorowan plaszczyzny na sama
siebie).

W formie matematycznej zadanie sprowadza si¢ do:

— po pierwsze, znalezienia jednej dowolnej pary funkcyj
X i Y, zmiennych u i v, spelniajacej réwnanie:

‘)Xﬁa_y_i}ﬁ,‘)y=ijr, (49.2)

(poniewaz dla plaszczyzny (XY), o wspélrzednych prostokatnych
X=U, Y=V, Z=0, przyjetych za parametry, T=1) i

— po drugie, znalezienie wszystkich réwnopowierzchniowych
odwzorowan plaszczyzny (uv) na plaszczyzne (XY), za pomoca

rownania:

SX Y AXOY i (49.3)

(poniewaz dla plaszczyzny (uv), o wspolrzednych prostokatnych
x=u, y=v, z=0, przyjetych za parametry, T =1).

Rozwigzanie réwnania rozniczkowego (49.2) zwigzane jest na
og6l z duzymi trudnosciami; w prostszy sposéb rozwigzuje sie
ono w przypadku takich powierzchni, dla ktéorych T ma forme
@, (u) - ®y(v), lub tez jest funkcja jednej tylko zmiennej.

c) Rozwigzanie zadania.

Zadanie polega na ogdélnym rozwigzaniu jednego réwnania
(49.1); albo na szczegélnym rozwigzaniu réwnania (49.2) i ogélnym
rozwigzaniu réwnania (49.3). Kazde z nich jest rownaniem réznicz-
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kowym czastkowym pierwszego rzedu o dwoch funkcjach niewia-
domych. Poniewaz z jednego rownania nalezy wyznaczy¢ dwie
funkcje, rozwigzanie zadania jest wieloznaczne; mozna bowiem
jedng z funkcyj przyja¢ dowolnie, a druga wyznaczy¢ z rownania.

Przypu$¢my, ze w rownaniu (49.2), warunkujacym réwnopo-
wierzchniowo$é¢ odwzorowania powierzchni I na plaszczyzne (XY),
na X przyjeto dowolng funkcje: X=1,(u,v), dwoch zmiennych
niezaleznych u i v. Wtedy rozwigzanie rownania rozniczkowego
(49.2) wzgledem Y da wartos¢ drugiej funkcji odwzorowawczej.

Oznaczmy dla krétkosci znane pochodne czastkowe funkcji X
Za pomoca liter p i q:

0X 0X
=D . =g
du

uzyska sie wowczas rownanie rozniczkowe czastkowe:

oY oY

B dv ¢ du
dla znalezienia funkcji Y.
Wedlug metody Lagrange'a catkowanie tego rownania prowadzi
do rozwigzania dwoch rownan rézniczkowych jednoczesnych:

=T

ay_  gu_ . 8Y

p q T

Z rownan tych jedno rqzwigzanie uzyska sie przez scatkowanie
rownania:
pdu-+tqdv=0,

skad ¢, (u,v) =C, gdzie C jest stal3 dowolna. Nastepnie uzysku-
jemy:

dY=ildu,
q

réwnanie, w ktéorym zmienne uiv moga by¢ rozdzielone. Istotnie,
jesli zalozy¢, ze rownanie ¢, (u,v) =C jest rozwiazane wzgledem v
i podstawi¢ te warto$¢ w wyrazenia T i ¢ — otrzyma sie, po-
wiedzmy, Tw,c) 1 quc) — to wielkosci te nie sg juz funkcjami
zmiennej v; teoretycznie bedzie wiec mozliwe znalezienie calki
powyzszego rownania. Mozna przeto napisac:

Y=C'ifz(-"£’—du.
q(u, C)
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Catke ogélna rownania rozniczkowego czastkowego (49.2) uzyskuje
sig¢ woéwczas przez ustanowienie dowolnego zwigzku pomiedzy
statymi C i C'i lecz skoro X =19, (u,v), rozwigzanie bedzie:

X=1 (uv V)

(49.4)
Y=f(X)+ [— Two
(0 X/0V)w, 0
gdzie ¢, (u,v) jest dowolng funkcjg zmiennych u,v; f(X) jest do-
wolng funkcjg zmiennej X (ktéra to funkcja moze ew. by¢ stalg
albo zerem); za§ X w wyrazeniu 0 X/0v ma by¢ podczas calko-
wania uwazane za wielkos¢ stalq.

W ten sposob zwiagzki (49.4) rozwigzuja zadanie o réwnopo-
wierzchniowym odwzorowaniu dowolnej powierzchni na ptasz-
czyzne. We wzory te wchodza dwie funkcje dowolne ¢, i f;
mozemy je wykorzysta¢ do naltozenia dalszych dodatkowych wa-
runkéw na odwzorowanie rownopowierzchniowe: daje to powdd
do rozwigzan poszczegdlnych (patrz Nr 52).

Szczegoélny i prostszy przypadek uzyskuje sie, gdy za X, albo
za Y, przyja¢ funkcje jednej tylko zmiennej u, albo v. Niech
X =19, (u), tak ze 0XQu=dX/du=pii 0X/dv=q=0; p jest
oczywiscie rowniez funkcja jednej tylko zmiennej u. Rodzinie
linij u = const. odpowiada rodzina prostych réwnolegtych X = const.
Catkq réwnania pdu -+ qdv =0, czyli pdu =0, jest ¢, (u) =Ci;
nastepnie calke réownania dY = + Tdv/p uzyska sie przez roz-
dzielenie zmiennych u i v w wyrazeniu po prawej stronie. Roz-
wiazujac ¢,(u) = C wzgledem u uzyskuje si¢ u jako funkcje Ci
podstawiajac zamiast u uzyskana wartos¢, otrzymuje sig:

T, T,
AV =4+—22 av. Y=C'if—i
p p

dv

Calke ogdlng rownania rozniczkowego uzyska sie przez ustano-
wienie dowolnej relacji pomiedzy staltymi C i C'i lecz skoro
X = ¢, (u), rozwigzanie ogélne bedzie:

X =, (u),

Tw, ¢
Y=i(X)if——‘p—dv. (49.5)
W podobny sposob latwo uzyskaé¢ rezultat, w przypadku gdy

X =19 (v).
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50. Odwzorowania réwnopowierzchniowe plaskie dla plaszczyzny
i elipsoidy obrotowej splaszczonej

a) Odwzorowanie roéwnopowierzchniowe plaszczyzny na ptasz-
czyzne.
Niechaj beda dane dwie plaszczyzny:

I x=u, y=v, z=0,
1II X=U Y=V, Z=0.
Poszukujemy wszystkich par funkcyj odwzorowawczych:
U=19,(u,v)
V=1, (u,v),

ktore by uskuteczniaty rownopowierzchniowe odwzorowanie ptasz-
czyzny I na plaszczyzne IL

Poniewaz, w tym przypadku, T=11i T=1, przeto rownanie
rézniczkowe rownopowierzchniowosci obu ptaszczyzn bedzie:

X dY IX Y oUX,Y
T Y

Rozwigzujgc to rownanie metoda wskazang w Nr. 49, c,
otrzymuje sieg:

=+1. (50.1)

X =19 (u,v) =19 (x,y).

du
- -+ | — Q0
Y f (X) T (() X ) V)(u C)

(50.2)

W szczegdélnym przypadku, gdy X =19, (u), i rodzinie prostych
réwnoleglych x = const. odpowiada rodzina prostych réwnolegtych
X = const., rozwiazanie bedzie prostsze:

= ¢, (x),

= + | —=1(X) X y/ldX/dx ;
f(X) f(axa o (X) + y/(d X/d x), (50.3)
gdzie ¢,, f sa dwiema dowolnymi funkcjami jednej zmiennej x =u.

Wedtug D. A. Grave (Sur la construction des cartes geographi-
ques, J. de Math. (5) 1 (1896), str. 317) catke rownania rézniczkowego
(50.1) uzyskujemy réwniez przez rozwigzanie wzgledem X iY relacyj:

09 0Q

y=—25=,
¥= bx 0X
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w ktorych @ jest dowolng funkcja zmiennych x, X, dla ktorej
02Q/0x X nie jest zerem. Dla 0?2/0xdX =0, 2 jest funkcja jednej
tylko zmiennej, x albo X, i uzyskuje si¢ przypadek szczegolny:
prostym x = const. odpowiadajg proste X = const.

b) Odwzorowanie réwnopowierzchniowe elipsoidy obrotowej
splaszczonej na plaszczyzne.

1. Teoria ogdlna.

Niechaj beda dane dwie powierzchnie:

a(l—e?

I elipsoida: x=£cos<pcos)\, y=£coscpsin)\, z=———sing,
w w w

II plaszczyzna: X=X, Y=Y, Z=0.

Wielkos$ci podstawowe 1. rzedu dla elipsoidy sa, jak wiadomo,
nastepujace: E=M?, F=0, G=1r"= (Ncos¢)®; za$ dla plasz-

czyzny E=1, F=0, G=1. Stad T=-+V EG— F*=Mr=MN cos¢;
T= —}—1/ EG— F* = 1. Wielkosci M i N oznaczaja gléwne pro-
mienie krzywizny elipsoidy; W = (1 — e?sin®¢)":.

Rownanie rozniczkowe czastkowe wszystkich réwnopowierzch-
niowych odwzorowan elipsoidy obrotowej splaszczonej na plaszczyzne
jest wiec nastepujace:

— — — — ==+ MNcos 9, (50.4)

a ogolne rozwigzanie zadania o rownopowierzchniowosci elipsoidy
i plaszczyzny ma postac:

X=1d; (9. })

Vs F(R) 0 [AADCHER 4, (50.5)
(0X/0N) @, %
gdzie ¢, i f s3 dwiema dowolnymi funkcjami, a w wyrazeniu 0 X/d A
wielko$¢ X ma by¢ uwazana za stalg podczas catkowania.
W przypadku kuli w powyzszych wzorach nalezy podstawi¢
a=R,e=0, W=1, M=N=R.
2. Réwnopowierzchniowe odwzorowania stozkowe, azymutalne
i walcowe elipsoidy na plaszczyzne.
Kazde odwzorowanie stozkowe elipsoidy na plaszczyzne okresla
sie wzorami:

p=1f(9), X=pcosty=1f(¢)cosnk,
czyli (50.6)
Y=nk\, Y = psiny =1 (¢)sinnk,
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w ktorych p, 1 oznaczajq wspolrzedne biegunowe plaskie, f dowolng
funkcje szerokosci geograficznej ¢, n stalg stozka, X, Y wspolrzedne
prostokatne plaszczyzny. Kazda z funkcyj odwzorowawczych, wyra-
zonych we wspotrzednych p, 7, jest funkcjg jednej zmiennej: jedna
jest funkcja ¢, na razie nieokre$long, druga jest funkcjg ), prawie
w zupelnosci okreslona.

Nalezy znalez¢ funkcje f w taki sposéob, aby uzyska¢ rowno-
powierzchniowo$¢ odwzorowania. Trzeba wiec na funkcje odwzoro-
wawcze nalozy¢ warunek réwnopowierzchniowosci miedzy elipsoidg
i plaszczyzng, podany we wzorze (50.4). Rozniczkujac czastkowo
funkcje X i Y, podane we wzorach (50.6), wzgigdem zmiennych 9i?,
uzyskuje sie nastepujace rownanie rownopowierzchniowosci:

nf(p)f(p)=—MNcos%,

przy czym dla dogodnosci uwzgledniono znak minus po prawej
stronie réwnania [f(®) maleje, gdy ¢ wzrasta]. Przez catkowanie mamy:

[ni(e)f (p)dp=— [MNcosody,

2 2 R 2 G .

nlflo)] =:C,—[a (1—e) ( sin ¢ +»1~lognat~1+esm¢)],

2 2 1—e?sin’p  2e 1—esin®
=C,—R%sin{ (¢),

gdzie C, jest stala dowolng calkowania, R jest promieniem kuli
o powierzchni réwnej powierzchni elipsoidy, zas £(¢) jest szerokoscig
rownopowierzchniowg (patrz Nr 51).

Na koniec uzyskuje sie nastepujace wzory dla wszystkich
stozkowych odwzorowan réwnopowierzchniowych elipsoidy na

plaszczyzne: y
2
p= ]/—Cz— 2TRSinB("?)

T=nhk,
gdzie stala C*=2C,/n.

(50.7)

We wzory te wchodzg dwie stale do pewnego stopnia dowolne:
stala stozka 0<n<1 i stala C, ktéra oznacza promien luku kota,
przedstawiajacego réwnik na plaszczyznie (gdyz dla ¢ =0 jest
réowniez B (¢) =0, a woéwczas p=C). Obie te stale mozna wyzna-
czy¢ przez nalozenie rozmaitych dwoch dodatkowych warunkow,
dotyczacych zwlaszcza rozkladu znieksztalcen: otrzymuje sie w ten
sposéb nieskonczenie wiele rozmaitych réownopowierzchniowych
odwzorowan stozkowych,
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Przejdzmy teraz do dwoch granicznych przypadkow odwzo-
rowania stozkowego: n=11i n=0, to jest odpowiednio do od-
wzorowania azymutalnego i walcowego elipsoidy na plaszczyzne.

Dla n=1 uzyskuje sie¢ bezposrednio odwzorowanie réwno-
powierzchniowe azymutalne:

p=1) C*—2R'sinf(y)
r=k;

(50.8)

Dla azymutalno$ci nalezy nadto wprowadzi¢ zadanie, zeby biegun
byt przedstawiony na plaszczyznie jako punkt, nie zas jako tuk
kota: musi by¢ p=0 dla 9=7/2 (a tym samym i dla B (9) ==/2);
znajdziemy wowczas C*=2R? i funkcje odwzorowawcze beda:

M '
2

p=RY 2[1 —sinB(¢)] =stm(%_

(50.9)
T=AX\.

Gdyby statej C we wzorach (50.8) nada¢ jakakolwiek inng wartos¢,
odwzorowanie nie byloby azymutalne, lecz zenitalne, to znaczy,
ze punkty majace rowne odleglosci od statlego punktu na elipsoidzie
(tutaj bieguna) maja i na plaszczyznie réwne odleglosci od statego
punktu na obrazie (nie bedacego jednak obrazem bieguna). Obrazem
bieguna bylby wtedy luk kota o promieniu J/ Cc*—2R?.

W drugim przypadku nie mozna wprost podstawi¢ n=0 do
wzorow (50.7) i oblicza¢ wartosci funkcyj dla n=0. Wida¢ bo-
wiem, Ze p staje sie nieskonczenie wielkie, 1=0, X staje sie tez
nieskonczenie wielkie, za$ Y staje sie nieokreslone. Wartosci
funkcyj nie daja rezultatow i trzeba obliczy¢ granice funkcyj
przy n-0.

Mamy: X/p=cosn), czyli Y n X=1)'2C, —2 R*sinB(¢).cosn);
bioragc granice po obu stronach réwnania otrzymuje sie:

limyn- X=y2C, —2RsinB (9) - l1mcosn)\

n—0
Gdy n-0 to X-»—oc9o, lecz iloczyn ]/r_z - X musi dazy¢ do pewnej
skonczonej wielkosci, o ile chcemy uzyska¢ okreslone odwzoro-
wanie; nazwijmy ja 1/—2kX'. Po prawej stronie rownania
lim cos n A = 1. Otrzymuje si¢ wiec:
n->0

—2kX' =2C,—2R*sinf(¢), czyli X' = %stin@((p)—
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Nastepnie Y/p=sinnk; rozwijajac funkcje sinus na szereg
Taylora, otrzymuje sig:

1 . 1 5
Y/ == )\’—“‘n)‘& —n)‘d-i_""
Jo=n— - (n2f+ - (n)

dzielgc za$ obie strony réwnania przez n:

X w(m),
np

gdzie W(n®) oznacza wyrazy zawierajgce czynnik n w potedze
drugiej, lub wyzszej. Przechodzgc do granicy przy n »~0 po obu
stronach réwnania, otrzymuje sig:

lim —— = lim [ W (n)].
n=>0 np n-»0
Gdy n-0 to p-oo, ale iloczyn np musi dazy¢ do pewnej
skonczonej wielkosci, gdy chcemy uzyska¢ odwzorowanie; naz-
wijmy ja k'. Nastepnie lim W (n?)=0. Otrzyma si¢ wigc Y=k'A.
Ze wzgledu na rownopowierzchniowos¢ latwo sprawdzi¢, ze k'
musi by¢ réwne k.
Funkcje odwzorowawcze dla walcowych odwzorowan rowno-
powierzchniowych elipsoidy na plaszczyzne sa wiec nastepujgce:

X=%stinﬁ(q))—}—C'
(50.10)
Y=kX\.

Powyzsze wzory mozna uzyskac¢ prosciej i bezposrednio, wychodzac z ogélnych
funkcyj odwzorowawczych dla odwzorowan walcowych:

X=1d(
Y =14 (),
i z ogolnego, dla tych odwzorowan, warunku réwnopowierzchniowosci elipsoidy
i plaszczyzny:
(:l—;( %‘;~ = MN cos 9.
W ten sposoéb musi byc:
dY/d) =k, Y=kA4C,,
dX/d9 =MN cos ¢/k, X =R*sin8(9)/ k4 Cs;

przyjmujgc uklad wspéirzednych na réwniku i pierwszym poludniku, bedzie
Cl =0i Cg =0,
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51. Odwzorowanie réwnopowierzchniowe elipsoidy obrotowej
splaszczonej na kule o réwnej powierzchni
Niechaj beda dane dwie powierzchnie:
I elipsoida:
x =acos9 cosh /W, y=acos¢ sin\W, z=a(1—e?)sing/W,
IT kula:
X = Rco0s @k COS hk Y = R cos @ sin I, Z= Rsin ¢,

dla ktorych wielkosci podstawowe 1. rzedu sa odpowiednio:
E=M? F=0, G=r"=(Ncos¢)?, T=MN cos¢; E=R: F=0,
G =n® = (Rcos 9x)?, T = R cos ¢x.

Roéwnanie roézniczkowe dla znalezienia wszystkich funkcyj
odwzorowawczych: ¢x =19, (9, %), =, (9, %), spelniajagcych waru-
nek réownopowierzchniowosci, bedzie:

gk Ok _ 39 M __  MNcosp

- 51.1
dp O I d¢ R? cos gk Bl

Ze wszystkich do pomyslenia sposobéw odwzorowania elip-
soidy na kule maja zastosowanie w geodezji i katografii tylko
te, w ktorych potudniki elipsoidy przechodza w potudniki kuli
i réwnolezniki elipsoidy przechodza w rownolezniki kuli. Matema-
tycznie wyraza sie to za pomoca nastepujacych funkcyj odwzo-
rowawczych:

Pk =% (),

i=ds ().

Obie siatki parametrowe, odpowiadajgce sobie, sa siatkami orto-
gonalnymi na elipsoidzie i na kuli; zatem, wedlug twierdzenia
Tissota, sa one zarazem krzywymi gtéwnymi odwzorowania.

W zastosowaniach praktycznych, powyzsze funkcje odwzo-
rowawcze okazuja sie jednak zbyt ogdlne; i zwykle ogranicza sie
druga z nich zadajac, aby dlugosci geograficzne elipsoidalne
i kuliste byly proporcjonalne. W ten sposob, zalozenia wezsze co
do funkcyj odwzorowawczych sa nastepujace:

ok =19,(9),
(51.2)
)‘k == a).,

gdzie o jest wielkoscig stala.



Roéwnanie rozniczkowe (51.1) uproséci sie¢ wowczas do postaci:

de% ,_  MNcosg

do " R®cos ¢k

w ktérej zmienne sa rozdzielone i calkowanie rdéwnania nie
przedstawia trudno$ci. Mamy:

fCLR2COSCPkd<?k=ifMNCOS(Pd’{;,
skad (Przypis 14):

2 __p2 g .

o R? sin gx = @(1—¢) [ il +flalognat(—1+esfn(9)]—}-c.
2 1—e’sin®p  2e 1—esing

(51.3)

Funkcje odwzorowawcze:

, §1n_(g_o_ —}-i log nat 1 ey (P] +C } '
1—e?sin’yp  2e 1—esing

a(1—e?Y

== arc sin
iy { 22 R*

>‘k =al,

rozwiazuja w ogélnej postaci zadanie o odwzorowaniu réwnopo-
wierzchniowym (51.2) elipsoidy na kule. Zawieraja one trzy stale
dowolne: «, C i R, ktorymi mozna zadysponowa¢, naktadajac
dalsze dodatkowe warunki. Moga to hy¢ warunki réznego rodzaju,
lecz najuzyteczniejsze z nich sa trzy nastepujgce:

1. Sferyczne diugosci maja by¢ réwne elipsoidalnym: Ay =X,
tym samym o =1;

2. Rownikowi elipsoidy ma odpowiada¢ réwnik kuli: ¢, (0)==0;

3. Biegunom elipsoidy maja odpowiada¢ bieguny kuli:

b, (= 7/2) = £ =/2.

Warunek drugi okresla stalg catkowania C: podstawiajac ¢x =0
i =0 do wzoru (51.3), uzyskuje si¢ C=0. Trzeci warunek okresla
promien kuli; podstawiajgc odpowiednio ¢x=+=/2 i ©=4=%/2
do tegoz wzoru, uzyskuje sie:

R*= L ene) [ *1_,+,L log nat LY e'_]. (51.4)
i 2e 1—e

2 1—e?

Jest to kula o powierzchni réwnej powierzchni elipsoidy, co zreszty
wynika z warunkow 1 — 3.
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Na sin ¢ otrzymuje sie wowczas wyrazenie:

2 —p2 : .
sincpk=»q (1—¢eY) sin @ : +—1—log nat 1+ esing
2 R* | 1—e?sin’e  2e 1—esing
51:1<p ‘ —}—Llog — 1} esing
__1—e’sin®p 2e 1—esing
1 1 1+e
——— -+ — log nat ——
1—e? +2e 8 1—e
czyli:
2 4 6
1—}-233sin29+3—§—sin‘<p+47esin“¢+...

sin ¢k = sin § (¢) =sin ¢| - ol
2e* , 3e', 4¢°
) e Lo e S
S T
(51.5)

Szerokos¢ geograficzna ¢r, ktéra oznacza¢ bedziemy za pomoca
litery B (%), okreslona wzorem (51.5), nazywa sie sferycznq szerokosciq
réwnopowierzchniowq (niekiedy ekwiwalentna, lub tez autaliczna).
We wszelkich odwzorowaniach réwnopowierzchniowych elipsoidy
na plaszczyzne, najpierw mozna odwzorowac¢ elipsoide na kule
o réwnej powierzchni, za pomoca funkcyj odwzorowawczych:

2
1+-3—e'51n'(?+...
or =19, (¢) =B () = arcsin | sin ¢ ;

1+—§—e2+...

(51.6)

)‘k = A,

a nastepnie te kule odwzorowa¢ .na plaszczyzne. Ta redukcja
zadania odwzorowawczego elipsoidy i plaszczyzny do zadania
sferycznego, jest w zasadzie podobna do redukcji zastosowanej
w odwzorowaniu konforemnym elipsoidy, przez uzycie szerokosci
konforemnéj. Znaczenie takiej redukcji, procz utatwienia obliczen,
polega na tym, ze ta droga mozna oblicza¢ odwzorowania plaskie
poprzeczne i ukosne dla elipsoidy obrotowej, poslugujac sie, dla
przejscia od normalnych, trygonometrig sferyczng, a jednoczes$nie
uwzgledniajgc splaszczenie elipsoidy. Przypominamy przy tym,
ze konforemnos¢, a takze i rbwnopowierzchniowo$¢ sg wilasnosciami
przechodnimi, zatem stosowanie odwzorowan posrednich jest cenng
metoda redukcji probleméw trudniejszych do probleméw prostszych.
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Powyzsze odwzorowanie rownopowierzchniowe elipsoidy obrotowej na kule
o tej samej powierzchni podat C. Mollweide, w r. 1807, w pracy cytowanej w Nr. 46, c.
Oscar A. Adams, Latitude Developments, etc., U. S. Coast and Geodetic Survey
Special Publication Nr 67, Washington, 1921, podal szereg na rozwinigcie roz-
nicy ¢—¢, w funkcji ¢ (wyprowadzony piecioma réznymi metodami), oraz inny
szereg na te réznice w funkcji ¢, (wyprowadzony sze$cioma réznymi metodami):

e* , 3let 59 e 17 et 61 e°
— 0, = |— —— 4 ——-4...)sin2¢— ...)sin 4
ok (3+ 80 T s T ) : (360+1260+ ) g s
[ 383 e
——+...)sin6ap+...
+(45360 ‘
et 3le* | 517¢° . 23e! | 251¢° )
=|—4+—-+=—...)sin2 +...|sindg, -}
(3+ 160 T soa0 T ) ?k+(360 * 3780 P
[ 761 e
——~—+...)sin6
+(45360 ) et

W pracy tej znajduje sig tez tablica liczbowa réznicy ¢ — ¢, dla elipsoidy Clarka 1866.

Prof. dr Antoni fomnicki, w pracy z r. 1928, cytowanej w Nr. 45, d, 1,
podal dziesieciocyfrowe tablice liczbowe funkcji log [R* sin £ ()] dla wszystkich
szerokos$ci co 1° dla elipsoidy migdzynarodowej (Hayforda). Promien kuli o po-
wierzchni réwnej powierzchni elipsoidy miedzynarodowej jest R = 6 371 227,711 m.

52. Rozwigzania poszczegdlne

a) Poglad ogdlny.

Drugie zadanie podstawowe teorii odwzorowan, odnosnie
odwzorowania réwnopowierzchniowego dwoch powierzchni, jest
rozwigzane za pomocq funkcyj odwzorowawczych (49.4). To ogélne
rozwigzanie zawiera dwie funkcje dowolne: ¢, i f; jest wiec roz-
wigzaniem A (patrz Nr 5). Wyznaczenie funkcyj dowolnych
stwarza problem typu B: uzyskiwanie rozwiqgzari poszczegélnych.

Rozwigzania poszczegdlne dzielg sie, jak wiadomo, na dwie
grupy:

1. Obiér funkcyj dowolnych, lub pewnych grup tych funk-
cyj, 1 wystudiowanie wlasnosci odwzorowania a posteriori; jest to
klasyczna metoda postepowania, majaca raczej charakter anali-
tyczny, czesto stosowana w praktyce.

2. Obiér pewnych warunkow lub wilasnosci odwzorowania
a priori i zbadanie, czy odwzorowanie takie jest w ogble mozliwe;
jesli tak—to znalezienie szczegdlnych funkcyj, nadajacych odwzo-
rowaniu postulowane wtasnosci.
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Druga grupe rozwigzan poszczegolnych mozna podzieli¢,
z punktu widzenia praktycznego, na trzy podgrupy, zaleznie od
rodzaju stawianych warunkéw. Pierwsza podgrupa, inspiracji raczej
geometrycznej, polega na zainteresowaniu sie figurg geometryczna
krzywych przeksztalconych na powierzchni obrazu, dla pewnych
grup linij na powierzchni oryginatu; warunki stawiane odwzoro-
waniu dotycza natury pewnych linij przeksztalconych. Druga
podgrupa ma bardziej wzglad na uzycie odwzorowan do celow
geodezyjnych: warunki stawiane dotycza skali, albo znieksztaicen
odwzorowawczych. Trzecia podgrupa ma charakter teoretyczno-
funkcyjny; warunki stawiane dotycza mozliwosci i uzyskania
odwzorowania dla obszaréw skonczonych, ograniczonych z gory
zadanymi konturami.

Podobnie bylo z rozwigzaniami poszczegélnymi w teorii odwzo-
rowan konforemnych (patrz Nr 44, f, Nr 45, e, 2 i Nr 48, c).

Najwieksze zastosowanie w kartografii matematycznej zna-
lazty, jak dotychczas, podgrupy pierwsza i druga. Z podgrupy
pierwszej podamy, idac za Tissotem'), dwie metody, b) i ¢), poszu-
kiwania odwzorowan réwnopowierzchniowych poszczegélnych, na
mocy dwoéch réznych dodatkowych warunkow.

Z podgrupy drugiej podamy, w punkcie d), problem Tissota
odwzorowan rownopowierzchniowych prostokatnych.

b) Przypadek gdy istnieje grupa odwzorowan rownopowierzch-
niowych, w ktérych siatka parametrowa powierzchni oryginatu prze-
ksztalca sie w dwie rodziny krzywych, wyznaczone z gory.

Niechaj na powierzchni obrazu F(U,V,p) =0, F,(U,V,q) =0
beda odpowiednio réwnaniami przeksztalconych krzywych u=const.,
i v = const. z powierzchni oryginatu; p jest jaka$ funkcja u, zas q
jest jakas$ funkcja v, obie na razie nieokreslone. Traktujgc UiV
jako funkcje dwéch zmiennych p i g, i rézniczkujac czastkowo funk-
cje F i F, wzgledem zmiennej p, a nastepnie wzgledem zmiennej q,
otrzymuje sig¢ cztery réwnania:

QFAU L RV AF_ ardu 2ROV

U 3p AV dp | 2p QU dg | OV o
gfl_a__g_l_b_lib_v_:o' %_‘)_Q_}_?fl_ﬂ OF; _o.
U dp  dV 0p 0U 0q 0V dq dgq

) N. A. Tissot, Mémoire sur la représentation des surfaces, Paris 1881
§§ 148, 149.

F, Blernacki, Teoria Odwzorowan 17
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Z pierwszego i trzeciego réwnania mozna wyznaczy¢ 0U/dp i 0V/dpi
za$ z drugiego i czwartego — wielkosci 0U/dq i 0V/0g. W ten
sposéb, jesli oznaczy¢ litera T, , wyrazenie:

_owv) _
d(p, q)

na

Vo, Vo| 0p dq dq dp

wielkos¢ T, q bedzie wyrazona w funkcji wielkosci U, V, p, q, a tym
samym rowniez — w funkcji tylko wielkosci p, q.
Warunek (49.1) zachowania p6l, moze by¢ napisany w postaci:

QU dp dV3q U3 VI T
dp du dq dv dg dv dp du T
skad:
Tp,q % _T" g dp 'd'q —— :*"_' 1
T du dv

Aby bylo mozliwe uczyni¢ zados$¢ temu rownaniu, trzeba aby
wielko$¢ Tp,q - T/T byla iloczynem funkcji zmiennej p przez funkcje
zmiennej q.
Przypu$émy, ze to ma miejsce, i nazwijmy odpowiednio lite-
rami P i Q obie te funkcje; warunek staje sie woéwczas:
a9 . Q99 — 1.

du dv

Aby go speii¢, trzeba potozy¢ Pdp/du = n, Qdgqg/dv = 1/n,
gdzie n oznacza dowolna stala. Mamy wtedy grupe odwzorowan
réwnopowierzchniowych, okre$lonych réwnaniami:

n(u—ul,)=prdp, v—v[,=nf:qu,
pO o

w ktoérym p, i q, sa dwiema stalymi dowolnymi, charakteryzujg-
cymi krzywe F(U,V, p) =0, F(U, V, q,) =0, w ktére przeksztalcaja
sie odpowiednio krzywa parametrowa u=u, i krzywa parametrowa
V=v,.

Powyzsza teoria stosuje sig rowniez do przypadku, gdy poszukuje
sie, jesli to jest w ogdle mozliwe, systeméw rownopowierzchniowych
o wyznaczonych z gbry siatkach prostokginych, przyjmujac dane
krzywe za krzywe przeksztaicone rodziny linij parametrowych
u = const., albo rodziny v == const; gdyz wtedy z dwoch réwnan
F=0 i F,=0 jedno jest rownaniem danych krzywych, a drugie
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jest rownaniem ich ortogonalnych trajektoryj. W szczegélnosci
mozemy zazada¢, aby siatce krzywych gléwnych Tissota na po-
wierzchni oryginatu odpowiadala siatka ortogonalna przepisanego
charakteru na powierzchni obrazu (patrz punkt d).

c) Poszukiwanie grupy odwzorowan rownopowierzchniowych,
w ktorych jedna z dwoéch rodzin linij parametrowych przeksztatco-
nych jest w zupelnosci dana.

Przypus¢my, ze nie wyszczegdlniono wcale jednej z dwoch
rodzin siatki parametrowej przeksztalconej, natomiast druga rodzina,
na przykiad krzywych przeksztaiconych dla u = const., niech bedzie
calkowicie dana i okre$lona za pomocg réwnania F (U, V,u)=0.
Réwnanie to nie zawiera juz funkcji posredniczacej p zmiennej u;
nie tylko znamy krzywe przeksztalcone dla rodziny u = const., ale
wiemy tez, ktorej krzywej na powierzchni oryginatu kazda z nich
odpowiada.

Zamiast uwazac¢ powierzchnie oryginatu za odwzorowywana na
powierzchnie obrazu, mozna zrobi¢ zalozenie odwrotne, co prowadzi
do nastepujacego warunku zachowania pol:

— — — — —— = + .
U 0V oV U T

Poniewaz z rownania F = 0 mamy:

zatem warunek rownopowierzchniowosci sprowadza sie do rGwnania:

OF T

OF dv _ OF dv
0V U JUOV  ~ du T

Jesli zatozy¢, ze T jest funkcja tylko zmiennej u, a naste¢pnie
w calym rownaniu zastapi¢ u przez jego wartos¢ w funkcji U, V,
uzyska si¢ rownanie miedzy zmiennymi U, V i pochodnymi zmien-
nej v wzgledem tych zmiennych, skad wynika dla v wyrazenie
o postaci:
okreslona funkcja zmiennych U,V plus dowolna funkcja od funkcji
okreslonej zmiennych U, V.
Mozna obra¢ te funkcje dowolng w ten sposob, zeby jedna z krzywych
rodziny v == const., np. v = v,,, miala za obraz jaka$ krzywa dana.
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d) Problem Tissota: odwzorowania rownopowierzchniowe pro-
stokatne ).

Pewna grupa probleméw powstaje przez polaczenie réwno-
powierzchniowosci z twierdzeniem Tissota o siatkach ortogonalnych.
Mozna np. zazada¢, aby systemowi krzywych giownych Tissota
na pierwszej plaszczyznie odpowiadal ortogonalny system przepisa-
nego charakteru na drugiej plaszczyznie. W szczegolnosci, gdy ten
ostatni utworzony jest z linij prostych, réwnolegtych do osi prosto-
katnego ukiadu X, Y, wowczas mamy uklad dwoch réwnan
rézniczkowych:

OX 0Y  0X dY
du dv  dv du '
0X 0X | dy oY _

du dv | du dv

to jest problem Tissota odwzorowan prostokaginych. Do okreslenia
zmiennej Y otrzymuje si¢ — jesli przez p,q,r,s,t oznaczy¢, jak
zwykle, pochodne czgstkowe 1. i 2. rzedu funkcji Y wzgledem
zmiennych u, v i wyeliminowa zmienng X — réwnanie:

(p*—¢q?) (r—1t)+4pgs=0,

ktore przez przeksztalcenie stycznodciowe moze by¢ zredukowane ?)
do rownania Laplace’a®):
0z
dadf

= 2Z.

W zupelnie podobny sposéb Darboux?), positkujgc sie para-
metrem rézniczkowym, podaje réwnania roézniczkowe czastkowe,
za pomocg ktérych dowolna dana powierzchnia odwzoruje sie
réwnopowierzchniowo na plaszczyzng, w sposob tylko co podany.

') Wedlug A. Voss, Abbildung und Abwickelung zweier Fliichen auf einander,
(1903); Encyklopiidie der Mathematischen Wissenschaften, Bd. III, Dritter Teil D 6 a.

) E. Hollinder, Uber iliichentreue Abbildung, Diss. Halle 1891, p. 14; do tego
samego réwnania doszedl tez A. Korkine, Sur les cartes géographiques, Math.
Ann. 35 (1889).

%) P. G. Laplace, Paris Hist., année 1773, p. 341.

'} G. Darboux, Legon sur la théorie générale des surfaces, Paris, 4 tomy
(1887 — 1896); odnosny problem — w tomie 3., p. 206. Szczegdlny przypadek odwzo-
rowania kuli na plaszczyzne zbadal L. Bianchi, Sopra una classe di rappresentazioni
equivalenti della sfera sul piano, Roma Lincei Rend. (4) 6 (1890), p. 226.
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53. Notatka historyczna o teorii rownopowierzchniowosci

a) Okres pierwszy: pojedyncze problemy praktyczne; Ptole-
meusz, Bonne, Werner, Sanson.

Teoria odwzorowania powierzchni rozwineta si¢ gtéwnie z prak-
tycznego problemu konstrukcyj map geograficznych. Juz w staro-
zytnosci Claudius Ptolemaeus, okolo roku 130 naszej ery, podat
w swej Geografii dwa odwzorowania dla mapy $wiata. Pierwsze
z nich moze by¢ uwazane za stozkowe zwykle, to jest z prosto-
liniowymi wiernymi poludnikami i kolowymi wspotsrodkowymi
réwnoleznikami; lub za pewna modyfikacje stozkowego zwyklego;
prawidlowa relacja w dlugoéci stopni szerokosci i stopni dilugosci
zostala przy tym zachowana na skrajnym poinocnym réwnolezniku
Thule (przypuszczalnie wyspy brytyjskie Szetlandy) i na réwniku.

Drugie odwzorowanie Ptolemeusza jest pewng odmiang pierw-
szego; moze by¢ uwazane za najdawniejsze odwzorowanie w przy-
blizeniu réwnopowierzchniowe; bylo ono podstawa innej bardzo
rozpowszechnionej metody konstrukcji map geograficznych i topo-
graficznych, zwanej, znacznie pdzniej, odwzorowaniem Bonne'a.
Zamiast zachowania dlugos$ci wszystkich prostoliniowych potudni-
kéw, Ptolemeusz wybrat tylko jeden z nich, potudnik centralny ozna-
czony 90°!), przechodzacy (na mapie Ptolemeusza) przez Susiana, zatoke
perska i wschodni kraniec Arabii (Syagros extrema), podzielil ten
poludnik wiernie, to jest z zachowaniem dtugosci, a nastepnie przez
punkty podziatu przeprowadzil szereg rownolegtych tukéw kotowych
wspotsrodkowych, podobnie jak w zwyklym odwzorowaniu stozko-
wym. Kilka? sposrod tych két rownoleznikowych podzielil on wiernie
i uzyskat inne potudniki przez polaczenie odpowiednich punktéw po-
dzialu na tych réwnoleznikach liniami krzywymi, zreszta dowolnymi.

) Pierwszy poludnik Ptolemeusz wykreslit przez Insulae Beatorum (Wyspy
Szczesliwe, Kanaryjskie).

%) Brak zgodnosci w roznych zrédlach, co do ilosci tych rownoleznikow.

Encyclopaedia Britannica (13. wydanie, 1926, tom 17; w artykule o mapach,
autorstwa Ernesta George'a Ravensteina) podaje 5 rownoleznikéw, a mianowicie:
skrajny poludniowy rownoleznik, przechodzacy przez obszar Agisymba (w centralnej
Afryce na szerokosci okolo — 20°), rownik, oraz réwnolezniki przechodzace przez
Meroe (pomigdzy 5. i 6. katarakta Nilu), Syene i Thule. Tamze, na str. 636, fig. 3,
znajduje sie facsimile omawianej mapy Ptolemeusza.

A. Tissot, Mémoire sur la représentation des surfaces, Paris, 1881, podaje 4 rowno-
lezniki, a mianowicie: Thule, Syene, rownik i antyréwnoleznik do, Meroe (co odpo-
wiada obszarowi Agisymba).

R. K. Melluish, An Introduction to the Mathematics of Map Projections,
Cambridge, 1931, podaje 3 réwnolezniki: Thule, Syene i réwnik. Nadto Melluish
podaje, ze potudnik centralny mapy Ptolemeusza przechodzi przez Meroe; nie znajduje
to potwierdzenia ani u Tissota, ani w Enc. Britannica.
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Powyzsze dwa sposoby konstruowania map $wiata byly uzywane
przez Arabow, okolo roku 800 naszej ery: wiaze sie to z najazdem
Barbarow i upadkiem nauk na zachodzie w wiekach S$rednich,
natomiast rozkwitem nauk na wschodzie, u Arabow, ktérzy prze-
tozyli wiele prac greckich, w szczegdlnosci Ptolemeusza.

Drugie odwzorowanie Ptolemeusza wydobyte zostalo z gle-
bokiego zapomnienia dopiero w epoce odrodzenia. W roku 1511
Bernhardus Silvanus, a w czasie 1520 — 1566 astronom Petrus Benewitz
lub Apianus (1495—1552) i geograf Guillaume Le Testu, uzywali
tego odwzorowania, przy czym ten ostatni wpadl na szczesSliwy
pomyst ulepszenia mapy, dzielgc wiernie wszystkie réownolezniki
(a nie tylko kilka), zakanczajac w ten sposob rezwdj idei Ptolemeusza.

Wedlug niektorych autoréw, miedzy innymi prof. dr. A. Lom-
nickiego (Kart. mat., Lwow-Warszawa, 1927), Mercator mial, w r. 1584,
réwniez uzy¢ omawianego odwzorowania, Na wielu zreszta mapach
Mercatora mozna poznaé silny wplyw Ptolemeusza.

W roku 1752, Rigobert Bonne (1727 — 1795), francuski inzy-
nier-hydrograf, uzyt i rozpowszechnil uzycie omawianego od-
wzorowania, wykazujgc jego duze zalety. Nieco podzniej tegoz
odwzorowania uzyl astronom francuski Joseph Nicolas De Lisli
(1688—1768) i wybitny francuski geograf i kartograf Jean Baptiste
Bourguignon d'Anville (1697 — 1782). Od tych, jak sie zdaje, czasow
przyjela sie tez powszechnie nazwa odwzorowanie Bonne'a, ktore
Tissot zaklasyfikowal do grupy odwzorowan pseudostozkowych
(projections mericoniques, wedtug oryginalnej nomenklatury Tissota).

Odwzorowanie Bonne'a bylo podstawa konstrukcyjna wielu
map geograficznych i topograficznych w réznych panstwach, a przede
wszystkim we Francji. Propozycje wykonania nowej mapy topo-
graficznej Francji, dla zastgpienia stawnej, lecz przestarzalej, mapy
Cassiniego z lat 1744 — 1793, byly poczynione najpierw w r. 1802,
a nastepnie ponowione przez pulkownika Bonne'a w r. 1808; lecz
wskutek 6wczesnych wojen, dewastujacych Europe, dopiero w roku
1817 przedsiewzieto kroki wstepne. W roku 1821 specjalna komisja
pod przewodnictwem Laplace'a przyjela odwzorowanie Bonne'a za
podstawe konstrukcyjna nowej mapy Francji, ,Carte d'Etat-Major”,
w skali 1:80 000, w 274. arkuszach, rozpoczetej w r. 1818 a ukonczo-
nej w r. 1866. W roku 1845 Rosja przyjela odwzorowanie Bonne'a do
sporzadzenia trzywiorstowej mapy topograficznej Rosji Europejskiej,
w skali 1:126000 w 725. arkuszach; idea i technika wykonania tej
mapy jest polskiego pochodzenia: pierwsze 27 arkuszy (,Mapa
topograficzna Krélestwa Polskiego”, wydana przez Rosjan w r. 1843,



263

z datg 1839 r.), wykonalo Kwatermistrzostwo Wojsk Polskich
w latach 1822 —1831"); po powstaniu listopadowym 1830 r., prace
byly wykonczone przez Rosje i zuzytkowane w szerokim planie
skartowania obszaru Rosji Europejskiej. Odwzorowanie Bonne'a
bylo tez podstawa Ubersichtskarte von Mittel-Europa, w skali
1:750 000, wydanej przez wiedenski wojskowy instytut geograficzny
w latach 1882 — 1886, w 45. arkuszach:; w czasie wojny 1914 —18
rozszerzonej do 54. arkuszy: byla ona podstawa Mapy Rzeczy-
pospolitej Polskiej, wydanej przez Wojsk. Inst. Geogr. w Warszawie,
w latach 1924 — 1934, w 10. arkuszach ?).

Szczegdlne przypadki odwzorowania Bonne'a.

Dwa graniczne przypadki odwzorowania Bonne'a byly uzyskane
wczesniej i niezaleznie od tego odwzorowania.

Joh. Stabius w roku 1502 i jego uczen Johannes Werner (1468
—1528) w roku 1514°7), wykonali trzy mapy ksztaltu sercowatego,
z ktoérych jedna, zreszta bez uprzedniego zamiaru, okazala si¢ rowno-
powierzchniowa, i niekiedy uwazana jest za pierwsza taka mape
w ogole. Powstaje ona z odwzorowania Bonne'a, gdy giéwny réwno-
leznik jest w biegunie geograficznym. (Geometrycznie, chociaz niezbyt
wla$ciwie, mozna to interpretowac tak: stozek staje si¢ plaszczyzna
styczng w biegunie kuli). Odwzorowanie to zwie si¢ odwzorowaniem
Stab-Wernera. Poludnik centralny jest linig prostg, podzielong
wiernie; rownolezniki sg niepelnymi kolami wspdtsrodkowymi,
z biegunem jako $rodkiem, i podzielone sa wiernie; inne poludniki
sg liniami krzywymi.

Drugi graniczny przypadek odwzorowania Bonne'a uzyskuje
sie, gdy réwnik zostanie obrany za glowny rownoleznik mapy.
(Geometrycznie mozna to interpretowa¢, tak: stozek przechodzi
w walec). Potudnik centralny jest linig prostg, podzielong wiernie;
rownolezniki sa rodzina prostych réwnolegltych, zachowujgcych
dtugosci, w wiernych odstepach od siebie, i prostopadlych do po-
tudnika centralnego; potudniki, uzyskane przez polgczenie liniami
krzywymi punktow podziatowych na réwnoleznikach, sg sinusoidami.
Stad odwzorowanie samo nazywane bywa sinusoidalnym®). Zostato ono

) Boleslaw Olszewicz, Polska kartografia wojskowa (Zarys historyczny).
Warszawa 1921. Wojsk. Inst. Naukowo-Wydawniczy.

?) Fr. Biernacki, kpt. Korp. Geogr., Mapa Rzeczypospolitej Polskiej 1:750 000.
Wiadomosci Stuzby Geograficznej, zeszyt 3/4, 1935.

%) Annotationes Joan. Verneri, Nuremberg, 1514.

) M. A. P. d’Avezac, Coup d'oeil historique sur la projection des cartes
géographiques, Bull, Soc. Géogr. Paris (5) 5, (1863), p. 257 —438.



264

zaklasyfikowane przez Tissota do grupy odwzorowan pseudowalco-
wych (projections mericylindriques). Znajduje sie juz ono w atlasie
Mercatora (1606), zastosowane do mapy Ameryki Potudniowej’).
Nicolas Sanson (d'Abbeville) (1600 — 1667), francuski kartograf i zato-
zyciel stawnego zaktadu kartograficznego (w r. 1627), poczawszy
od r. 1650 zaczagt uzywac¢ systematycznie omawianego odwzorowania
do map czeSci $wiata i krajow w swym pierwszym obszernym
atlasie ziemskim. Potem John Flamsteed (1646 — 1719), astronom
angielski, uzyt tejze metody odwzorowawczej do sporzadzenia map
nieba w swoim Atlas coelestis, rozpoczeiym w r. 1700 i ukonczonym
w r. 1729. Nastepujace nazwy sa spotykane w literaturze nauko-
wej: odwzorowanie Mercatora-Sansona, odwzorowanie sinusoidalne
Sansona, odwzorowanie Sansona-Flamsteeda, lecz najwlasciwsza
wydaje si¢ nazwa druga.

b) Okres drugi: ogélne postawienic problemu réwnopowierz-
chniowos$ci; Lambert, Albers, Mollweide.

Lambert, w swej pracy z r. 1772, pierwszy poczynil ogélniejsze
badania w dziedzinie odwzorowan kartograficznych. Znaczenie jego
klasycznej pracy zostalo omowione w Nr. 48, w notatce historycznej
o odwzorowaniu konforemnym. Uzupelnimy teraz tamta notatke
w odniesieniu do odwzorowania réwnopowierzchniowego. Chociaz
Lambert nie rozwingl w pelni teorii cdwzorowania réwnopowierzchnio-
wego i nie wniknal glebiej w ogdlny problem, to jednak pierwszy
zdefiniowal i jasno wypowiedziat ides réwnopowierzchniowosci
z matematycznego punktu widzenia. Nastepnie rozwazyt kilka po-
jedynczych, praktycznie waznych, przypadkéw szczegdlnych réwno-
powierzchniowego odwzorowania kuli na ptaszczyzng. Jest on autorem
nastepujacych odwzorowan réwnopowierzchniowych, noszacych jego
nazwisko:

Réwnopowierzchniowe walcowe odwzorowanie Lamberta: nor-
malne, z rownodtugo$ciowym réownikiem, zwane tez krotko trzecim
odwzorowaniem Lamberta, podane § 101 jego pracy; oraz poprzeczne,
z rownodiugoéciowym poludnikiem, zwane czwartym odwzorowaniem
Lamberta, podane w § 102.

Réwnopowierzchniowe azymutalne odwzorowanie Lamberta,
zwane szostym odwzorowaniem Lamberta: normalne, z obrazem bieguna
w postaci punktu, podane w § 103 i 104; oraz poprzeczne (w dwéch
potkulach, zachodniej i wschodniej), podane w § 105, 106 i 107.

') Wedlug: Kartographie von R. Bourgeois und Ph. Furtwiingler, 1909,
Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften, Bd. VI, 1, 4,
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Réwnopowierzchniowe stozkowe odwzorowanie Lamberta, zwane
pigtym odwzorowaniem Lamberta: normalne, z obrazem bieguna
w postaci punktu (stala C, = R® w ogélnym wzorze (50.7)) — podane
w §108, 109 i 110 jego pracy.

Euler w rozprawie z roku 1777: De representatione superficiei
sphaericae super plano, postawil ogélniejsze zadanie: znalez¢ wszystkie
rownopowierzchniowe odwzorowania kuli na plaszczyzne z ortogo-
nalnie przecinajgcymi si¢ obrazami poludnikéw i réwnoleznikéw.
W §52 swej pracy uzyskal on nastepujgce réwnania roézniczkowe
dla ogélnego rozwigzania tego problemu:

rd'l_cos::l, dy_:rdu_gdtcos.u;
P P+
rozwigzanie tych réwnan polega na znalezieniu takich dwéch
funkcyj p i r, zmiennych u it (szerokosci i dlugosci geograficznej),
aby oba powyzsze wyrazenia byly rézniczkami zupelnymi. Prowadzi
to do rownania rézniczkowego czastkowego drugiego rzedu:

Oz | 0*(1/z)
N dv?

w ktérym v = sinu, z = (p® -+ r?)/cos’u. Ogoélne rozwiazanie tego
réwnania nie da sie przedstawi¢ w zwartej postaci. Euler, w §§ 54
do 59, rezygnujac z rozwigzania ogdlnego, poszukuje rozwiqzan
poszczegélnych, i podaje trzy takie rozwiazania, a ws$rod nich,
w §59., cgolne rownania wszystkich réwnopowierzchniowych od-
wzorowan stozkowych:

x =V 2a (v c) cos (t/2), y=—1V 2a(v+c)sin (t/a),

w ktore wchodza dwie stale dowolne: « i ¢. Euler, jak sam wspomina
w § 60. omawianej pracy, zwazal bardziej na strone teoretyczna zagad-
nienia, niz na uzytkownos¢ praktyczng. Nie pokazal on praktycznego
znaczenia otrzymanego rozwiazania i racjonalnego sposobu obioru
obu stalych. Dlatego na to rozwiagzanie nie zwrécono nalezytej
uwagi, a literatura naukowa, jak sie zdaje nieco niestusznie, uwaza
Albersa za autora réwnopowierzchniowego odwzorowania stozko-
wego z obrazem bieguna w postaci tuku kota. Jest to zreszta uogol-
nienie pigtego odwzorowania Lamberta.

H. C. Albers'), w ciagu roku 1805, oglosit kilka rozpraw na temat
odwzorowan kartograficznych w Zach's Monatliche Correspondenz.

dx=pdu-+

0,

) Rodem z Liineburga w Niemczech; bardzo malo o nim wiemy; tytul
,doktoér” uzyty zostal przy jego nazwisku przez Germaina, w r. 1865.



266

W jednej z nich') podal rownopowierzchniowe odwzorowanie
stozkowe z dwoma gléwnymi rownoleznikami, nazwane odwzoro-
waniem Albersa. W gruncie rzeczy jest to tylko szczegdlny obidr
obu statych wchodzacych we wzory Eulera, a idee takiego obioru
podat juz wczedniej (w r. 1772), Lambert w odniesieniu do odwzo-
rowania stozkowego konforemnego. Odwzorowanie Albersa byto za-
stosowane do przeglagdowej mapy Europy, wydanej przez Reincharda
w Norymberdze, w roku 1817; w roku 1898 zastosowano je do 40.
arkuszowej Neue Ubersichtskarte von Mitteleuropa 1:750 000, wy-
dawanej przez wiedenski wojskowy instytut geograficzny; po wojnie
1914—18 znalazlo ono duze zastosowanie w Stanach Zjednoczonych
Ameryki.

Bardzo wyczerpujace studium p. t. ,Studien Ziber fléchentreue
Kegelprojectionen" podal putkownik Heinrich Hartl w Mitteilungen
des K. u. K. Militér-Geographischen Instituts, Bd. 15, str. 203 — 249,
Wien, 1895/96.

Carl B. Mollweide (1774 — 1825), matematyk niemiecki, podat
w r. 1805 %) réwnopowierzchniowe odwzorowanie pseudowalcowe
kuli na plaszczyzng, w ktérym rownolezniki sq rodzing prostych
rownolegtych, za$ poludniki sa na ogoél rodzing elips. Odwzorowanie
Mollweide'go zostato zastosowane w r. 1857 do sporzadzenia atlasu geo-
graficznego, pod nazwa odwzorowania homalograficznego J. Babineta.
Jest ono podobne w wygladzie do odwzorowania Sansona, lecz rowno-
lezniki nie sg w rownych odstepach. W roku 1807, w pracy cytowanej
w Nr. 46 ¢, Mollweide podal rownopowierzchniowe odwzorowanie
elipsoidy obrotowej splaszczonej nakulg o tej samej powierzchni, dajac
podstawe do definicji pojecia szerokosci rownopowierzchniowej 3(9).
Ta posrednia droga (odwzorowan podwojnych) zezwala na latwe
uwzglednianie eliptycznosci figury ziemi, a takze na uzyskiwanie
odwzorowan poprzecznych i ukoénych dla elipsoidy.

c) Okres trzeci: odwzorowania rownopowierzchniowe po-
szczegolne.

Ogdlne rozwigzanie zadania o réwnopowierzchniowym odwzoro-
waniu jednej powierzchni na druga, polega na rozwigzaniu réwnania
rozniczkowego czastkowego 1. rzedu o dwodch funkcjach niewiado-

') ..Beschreibung einer neuen Kegelprojection von H. C. Albers”, Zach's Monat-
liche Correspondenz zur Befirderung der Erd- und Himmels-Kunde, 12, pp. 450—459,
Gotha, November 1805.

) Zach's Monatliche Corr., 12 (1805), p. 152,
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mych'); ma wiec zbyt duzo dowolnosci. Zastosowania moga znalezé
jedynie rozwiqzania poszczegdlne, zwigzane z dodatkowymi warun-
kami lub Zzadaniami. Zaleznie od rodzaju tych warunkéw mamy
trzy typy zadan, omowione juz w Nr. 52 a.

1. Gdy chodzi o warunki zwigzane z rodzajem krzywych prze-
ksztalconych na powierzchni obrazu, (podgrupa pierwsza, Nr 52 b, c),
zostaly, jak dotychczas, zbadane odwzorowania plaskie (zaréwno
konforemne, jak i rownopowierzchniowe):

prostoliniowe, w ktérych siatka linij (najczesciej parametrowych)
na powierzchni oryginalu przeksztalca sie w siatke prostoliniowa
na plaszczyznie; oraz

kolowe, w ktorych siatka powierzchni oryginatu przeksztalca
sie w siatke zlozona z lukéw kolowych na plaszczyzZnie. Odwzoro-
wanie prostoliniowe meze by¢ zreszta uwazane za szczegolny
przypadek odwzorowania kotowego.

W 1. 1865 Edouard Collignon wystudiowat prostoliniowe réwno-
powierzchniowe odwzorowania plaskie ?) i podat rownania szczegol-
nego odwzorowania prostoliniowego, mianowicie (rapezowego,
w ktorym rownolezniki sq rodzing prostych réwnolegtych, a potudniki
rodzing prostych zbiegajqcych sie w jednym punkcie. Siatka trape-
zowa pojawiala sie czesto we wczesnych atlasach (w XIV, XV, XVI
i XVII stuleciu), lecz, wedtug Tissota, Collignon byl pierwszy, ktéry
podal rownania takiej siatki dla przypadku rownopowierzchniowego.

W analogii do badan Lagrange'a o konforemnych odwzo-
rowaniach kolowych, D. A. Grave, maiematyk rosyjski, zbadat
w 1. 1896 réwnopowierzchniowe odwzorowania kolowe?®) i okreslit
wszystkie rownopowierzchniowe odwzorowania w ktérych prosto-
katna i prostoliniowa siatka wspohzednych na plaszczyZnie orygi-
natlu przechodzi w siatke ké! (w szczegdinym przypadku: linij

1) Nowsze prace dotyczace tego tematu: Fr. Schellhamuner, Zeitschrift fiir
Math. Physik 23 (1878), p. 68. A. Korkine, Sur les cartes géographiques, Math. Ann. 35
(1889), p. 588; rozwazy! on zadanie znalezienia wszystkich réwnopowierzchniowych
odwzorowan kuli na plaszczyzne, w ktorych dwie dane rodziny krzywych ortogo-
nalnych na kuli, przechodza w dwic rodziny krzywych ortogonalnych na plaszczyznie,
E. Holliinder, Uber flichentreue Abbildung, Diss. Halle 1891. D. A. Grave, prace
cytowane ponizej.

) E.Collignon, Recherches sur la représentation plane de la surface du globe
terrestre, J. éc. Polyt. 24 (1865), p. 73.

3) D. A. Grave, Ob osnownych zadaczach matiematiczeskoj tieorii postrojenija
kart, S. Pietierburg, 1896.

D. A. Grave, Ob izobrazenii szaria na ploskosti s sochranienijem ploszczadiej
Izw. Russk. Ast. O-wa, wyp. IV, 1895, pp. 56 — 59 (z 11. planszami),
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prostych) na plaszczyznie obrazui uzyskal przy tym 11, istotnych
jednak tylko 6, roznych typow').

2. Gdy chodzi o warunki zwiagzane ze znieksztalceniami od-
wzorowawczymi, (podgrupa druga, Nr 52 a), najwieksze zastoso-
wanie jak dotad, znalazly dwa typy zadan: réwnodiugo$ciowosci
dla pewnej rodziny krzywych (najczesciej réwnoleznikéw), albo
zadanie prostokqtnosci dla pewnej siatki (najczesciej poludnikow
i rownoleznikow).

Z polaczenia réwnopowierzchniowosci odwzorowania z réwno-
dlugosciowos$cia pewnej rodziny linij, wyptywa bardzo duza liczba
odwzorowan kartograficznych, ktérych genetyczna nomenklatura,
pomimo systematycznych okreslen Tissota i nowszych kartograféw,
jak Hammera i Zdppritza, nadal jeszcze nie wydaje sie jednolita,
wzglednie przejrzyscie ustalona.

Z polaczenia rownopowierzchniowosci odwzorowania z prosto-
katnoscia pewnej siatki wyplywa problem Tissota: odwzorowan
prostokatnych, rozwazony pokrétce w Nr. 52 d.

3. Gdy chodzi o warunki zwiazane z mozliwoscig i uzyskaniem
odwzorowania réwnopowierzchniowego dla obszaréw skoriczonych,
ograniczonych z goéry wyznaczonymi konturami na obu powierz-
chniach, (podgrupa trzecia, Nr 52 a), to maja one raczej charakter
teoretyczno-funkcyjny. Badania tego rodzaju mozna znalezé juz
u Schellhammera *): odwzorowanie plaskiego wielokata na tréjkat,
a takze obszaru plaskiego, o dowolnym konturze zamknietym, na koto.

') D. A. Grave, Sur la construction des cartes géographiques, J. de Math,
(5) 1 (1896), p. 317.

¥) W pracy przytoczonej w odnoséniku na str. 267,



ROZDZIAL XII

WARUNKI DOTYCZACE ZNIEKSZTAECEN
ODWZOROWAWCZYCH

54. Poszukiwanie odwzorowania plaskiego, najkorzystniejszego
dla danego obszaru

(Teoria Tissota)

Glownym celem teorii znieksztalcen odwzorowawczych jest
uzycie jej, w sensie pierwszego podstawowego zadania teorii od-
wzorowan, do pordwnania ze soba dwoéch odwzorowan tego samego
obszaru. Dalszym celem jest uzycie teorii znieksztalcen w sensie dru-
giego podstawowego zadania: poszukiwanie odwzorowania o znie-
ksztaiceniach spelniajgcych pewne z gory ustalone, lub zadane,
warunki.

Ponizej bedzie podana, w ogélnym ujeciu i z pewnymi roz-
szerzeniami, teoria Tissota, oparta na zadaniu, aby znieksztaicenia
odwzorowawcze w obszarze kraju byly tak male, jak to jest
mozliwe.

Pierwsza wzmianke o tym odwzorowaniu podat Tissot w roku 1860, w Comptes
rendus des seances de I'Academie des Sciences, Vol. LI, w notatce p. t. ,Trouver
le meilleur mode de projection pour chaque contree particuliére”. Jest to jednak
tylko krotka wzmianka, w ktorej funkcje odwzorowawcze, w formie sieregéw pote-
gowych, podano bez wywodu. Dopiero pézniej, w r. 1878, w Nouvelles Annales
de Mathematique (2-e serie), vol. XVII, Tissot podal zwigzle teori¢ tego odwzoro-
wania, ktora, w r. 1881, przedrukowana zostala w Memoire sur la representation
des surfaces, w rozdziale II, p. t. Recherche du sysi®me de projection le mieux
approprie & la representation d'une contree particuliére”. Rozdzial ten, z pewnymi
uzupelnieniami, zostal przedrukowany rowniez w nowszym dziele L. Driencourt
et J. Laborde, Traite des projections des carles geographiques, 2-&me fascicule,
Paris, 1932.
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W literaturze polskiej wzmianke o odwzorowaniu kompensatywnym Tissota
(dla szczegolnego przypadku odwzorowania stozkowego poéredniego) poczynit
prof. dr A. fomnicki, Kart. matem., 1927. Wkrotce potem, krotki zarys teorii i jej
zastosowanie do przypadku stozkowego podat dr J. Szaflarski, Rzut posredni Tissota,
Wiadomoéci Stuzby Geograficznej, Warszawa, zeszyt 5, 1931 r. Opracowanie niniejsze
jest w literaturze polskiej pierwszym pelnym i wyczerpujacym przedstawieniem
teorii kompensatywnego odwzorowania Tissota.

a) Powierzchnie i parametry.

Nie czynigc z gory okreSlonej hipotezy co do formy po-
wierzchni ziemi, zal6zmy ogdlnie, Ze jest ona nierozwijalng na plasz-
czyznie powierzchnig obrotowa naokolo linii biegunéw. Wewngtrz
obszaru, ktéry ma by¢ odwzorowany na plaszczyzne, obierzmy
pewien punkt, zwany punktem Srodkowym, o wspoirzednych geogra-
ficznych (9,, »)i potudnik i réwnoleznik tego punktu beda nazywane
odpowiednio: poifudnik Srodkowy i réwnoleznik Srodkowy.

Rownania parametrowe powierzchni obrotowej mozna przyjac
w formie:

x=rcosk, y=rsink, z=1{(r), (54.1)

parametry r, » oznaczaja odpowiednio odlegtos¢ punktu powierzchni
od osi obrotu, czyli promien rownoleznika tego punktu, oraz diu-
go$¢ geograficzng, liczona od plaszczyzny (xz); f oznacza dowolng
funkcje zmiennej r. Wielkosci podstawowe 1. rzedu dla powierzchni
(54.1) sa nastepujace:

E(r,)) =x2 4y’ +2z B
FrM)=x x4y +22=0,

G(r,))=x>+n’+2’ =r

Tissot zamiast parametréw r,», albo parametrow ¢, A, przyjat
inne parametry: s, t; s oznacza diugo$¢ tuku potudnika, zawartego
pomiedzy dowolnym réwnoleznikiem i réwnoleznikiem srodkowym,
(dodatnia, gdy odcinek poludnika skierowany jest ku poinocy
od rownoleznika $rodkowego, i ujemna w kierunku przeciwnym);
za$ t oznacza diugoi¢ tuku réwnoleznika srodkowego, zawartego po-
miedzy dowolnym potudnikiem i potudnikiem $Srodkowym (dodatnia,
gdy odcinek rownoleznika skierowany jest na wschdd od potudnika
srodkowego, i ujemna w kierunku przeciwnym).

Siatka parametrowa drd» =0, siatka parametrowa d¢d*==0,
i siatka parametrowa dsdt=0 sa wszystkie trzy tg sama siatka
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ortogonalng potudnikow i rownoleznikow na powierzchni obrotowej,
zamianie ulegly tylko parametry, ktére sie zmieniaja wzdluz tych
samych krzywych parametrowych. Przeksztalcenie parametrow:

r=7%(s) =72 (t)

w ktéorym 7,,7. oznaczaja dowolne funkcje od zaznaczonych
zmiennych, nie zmienia, jak wiadomo, siatki parametrowej na po-
wierzchni. Wielkoéci podstawowe E, F,G moga by¢ wyrazone
w nowych parametrach s,t, bez potrzeby znajomos$ci rownan po-
wierzchni w nowych parametrach; wystarcza, gdy pochodne no-
wych parametréow wzgledem odnoénych starych, lub odwrotnie,
sg znane. Jest bowiem:

E (s.t) =x2F v+ 2z2= (% 15)> + (yr 1s)* + (2ze 15)2 = E (1, }) - 1$*

= (14 12) rs%,
F(s,t)=xcrs- M+ vers- M+ 2e15- 23 M =F(r,A- -1sM
=0,
G(s,t) =x -ty 2zt =M+ (v M)+ (2 M) =G (r}) - 2
=N,

Pochodna r,® latwo obliczy¢é z réwnan (54.1), za$ pochodng
¢ — z warunkéw obioru ukladu wspéhrzednych na powierzchni.
Mianowicie, kwadrat elementu tuku poludnika w plaszczyznie
(zr) bedzie:

ds? =dr*+dz?=dr*+*dr*= (14 1?)dr?,

skad (El_"_ e g 1 Nastepnie t=+ry (> —1)),

ds)’— 2=‘(1_+i'2]'

gdzie r, oznacza promien rownoleznika srodkowego; stad:

[ d i ) < 1
-— — | )_,“ = — .
( dt I,

E(s,t)=(14+1")r2=1,

Webec tego:

F(s, 1) =0, (54.2)

G(s, t) =1\ =i
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b) Sformutowanie zadania odwzorowawczego.
Dane sa dwie powierzchnie:

I, powierzchnia obrotowa, | II, plaszczyzna,
oryginat: | obraz:
X =rcosh, | X=X
y =rsink, p =Y,
z =1(r), ; Z=0.

Poszukujemy pary funkcyj odwzorowawczych:
X=1(s.t),
Y=¢, (Sr t),

ktore by powodowaty znieksztalcenia liniowe elementarne tak mate,
jak to jest mozliwe (lub inaczej, co na jedno wychodzi — redu-
kowaty najwieksze co do bezwzglednej wartosci znieksztatcenie
liniowe do minimum).

Wielkosci podstawowe 1. rzedu dla powierzchni obrotowej
podane juz zostaly we wzorach (54.2); dla plaszczyzny beda one
nastepujace:

E=X2+Ye: F=XXe+Y.Y:, G=X +Y: (543

Zalozmy, ze obszar, ktéry ma by¢ odwzorowany, nie jest zbyt
duzy, np. jest obszarem panstwa o s$redniej wielkosci. Wtedy
wartosci zmiennych s, t sq zawsze, w obrebie takiego obszaru,
stosunkowo dos¢ male, co najwyzej okoto '/,,, jesli przyjaé promien
réownika za jednosé. Wéwczas kazda ze wspoirzednych X, Y moze
by¢ wyrazona w postaci zbieznego szeregu, powstajacego z rozwi-
nigcia funkcyj odwzorowawczych wedlug poteg obu zmiennych s i t:

X=A,+(Bs+Bt)+(C,s*+C,'st4-C,"t*)+(D,s*+D, 's*t+D," st?*+D,"t*) +...,
Y=Ay,+(Bss+B;'t)4+(Cas*+Cy'st+C, 12)+(D,s*+D,'s*t+D," st*+D, " 't3) +....

Nalezy okresli¢ wspotczynniki w tych szeregach w ten sposob,
aby znieksztalcenia odwzorowawcze byly tak matle, jak to jest
mozliwe.

c¢) Warunki obioru ukiadu X Y na plaszczyznie,

Aby w szeregach dla X i Y pozby¢ sie wyrazéw nizszych
stopni, w mozliwie najdalej idacej mierze, mozemy poczynic¢
nastepujgce zaloZenia:
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1. Poczatek ukiadu (XY) na plaszczyznie ma odpowiadaé
poczatkowi uktadu (stf) na powierzchni, to znaczy dla s=t =0
ma by¢ takze X =Y = 0. Stad musi by¢:

A,=0, A2=01

i wyrazy wolne w obu szeregach odpadaja.

2. Kierunek osi X ukladu na plaszczyznie ma by¢ styczny
do obrazu potudnika s$rodkowego w poczatku ukladu. Réwnanie
potudnika s$rodkowego na powierzchni obrotowej jest t =0, za$
roOwnania parametrowe obrazu tego poludnika na plaszczyznie sga:

X=B,s+C,s*+D,s*+...,
Y=BQS+C232+D283+....

0O$ X ukladu ma by¢ prosta styczna do tej krzywej w punkcie s =0,
co daje warunek:

2
(91) o ('Bz+2czs+3D2sl)+...) _—
dx §=0 Bl+2C|S+3D,S“+... s=0

Stad musi by¢:
— =0, a wiec B,=0, B,=+=0.

W szeregu dla Y nie bedzie wyrazu pierwszego stopnia, za-
wierajacego s, zas w szeregu dla X jest taki wyraz.

3. Kat przeciecia sie obrazu potudnika srodkowego i obrazu
rownoleznika srodkowego ma by¢ katem prostymi a wiec o§ Y ma
by¢ prosta styczng do obrazu réwnoleznika srodkowego w poczatku
ukladu. Rownanie tego rownoleznika na powierzchni obrotowej jest
s =0, za$ rownania parametrowe jego obrazu na plaszczyznie sga:

X =BG D" Bt
Y=B,t+Ct*+ D, +....

O$ Y ukladu ma by¢ prosta styczng do tej krzywej w punkcie t =0,
co daje warunek:

. L e 2
(q-&) =0, czyli (B‘ 126, t+3D‘,t +"L) = 0.
dY i RS SRy S T

F. Biernacki, Teoria Odwzorowan 18
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Stad musi by¢:

By =0, a wiec B,'=0, B, =0.
By’
W szeregu dla X nie bedzie wyrazu pierwszego stopnia
zawierajgcego t, zas w szeregu dla Y jest taki wyraz.
Na mocy powyzszych trzech warunkow co do obioru ukiadu
(X Y) na plaszczyznie, szeregi potegowe upraszczaja sie¢ do postaci
nastepujacej:

X =B;s+ (C,s*+ C,"st 4 C,"t?) -+ wyrazy wyzszych stopni,
Y = B, t+} (C,s®+} C,' st + C," t?) + wyrazy wyzszych stopni.

d) Warunki na redukcje znieksztalcen odwzorowawczych.

Najbardziej istotnym warunkiem odwzorowania dla celow geo-
dezyjnych i topograficznych jest zachowanie katow. Nie jest ko-
nieczne $ciste ich zachowanie (cecha ktéra posiadaja odwzorowania
konforemne), wystarcza czesto ograniczenie znieksztalcen katowych
do wielkosci tak matych, ze beda one bez praktycznego znaczenia ').
Znieksztalcenia liniowe sa nieuniknione, wobec zatozonego braku
izometrii pomiedzy rozwazang powierzchnig obrotowa i ptaszczyzna,
i nalezy dazy¢ by byly one tak male, jak to jest mozliwe, redu-
kujac do minimum maksymalne znieksztalcenie liniowe.

Ogolna teoria znieksztalcen podaje nastepujace wzory na skale
parametrowe mg, m: i na kat parametrowy ©' na obrazie:

ms; = l/g- = (X} Y¥)"» dla poludnika t = const.,

—
my = l/% = % (X4 Y#)" dla rownoleznika s= const.,

; . F’ r
cos O =sin I = = —2—

JEG  rmem XYY,

) Stosowaniu do celow geodezyjnych i topograficznych odwzorowan ogra-
niczonych do wyrazéw trzeciego rzedu w rozwinigciach szeregowych dla wspoéirzed-
nych, poswigcony jest tom trzeci dziela Traité des projections..., par L. Driencourt
et J. Laborde, Paris, 1932.
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przy czym I oznacza znieksztalcenie kata parametrowego, a w da-
nym przypadku katem ktory sie znieksztalca jest kat prosty:

Q' =90"—1.

Metoda Tissota wyznaczania wspotczynnikéw w szeregach pote-
gowych dla X iY polega na rozwazaniu oddzielnie wyrazow réznych
stopni.

1. Redukcja znieksztalcenia I kata parametrowego ©' i znie-
ksztalceri parametrowych |mi— 1|, |ms— 1| do wyrazéw pierwszego
stopnia.

Przyjmijmy najpierw w szeregach potegowych dla XiY tylko
wyrazy 1. i 2. stopnia, i obliczmy skale parametrowe ms i m oraz
znieksztalcenie I kata parametrowego 0':

m,=[(B,+2Cis+C't+4...)0 4 (2Ces+Co't +...) ",

m = 2L[(C s+ 26"t P (B 4 G s+ 2G0T

I ) ) .
sin I = rmT"?[(Bl—{— 2 8 CE nyCTE - 2C - )b
+ (2Cos+Co't+...) (B +Cy's+2Cy"t +...)].

Jesli wypiszemy tylko wyrazy zerowego i pierwszego stopnia

wzgledem s i t w powyzszych wyrazeniach na znieksztalcenia,
to otrzymamy:

my=B,+2C,s+C/t+...,
I
m = T"(Be'+c2's+zc2"t+...).

Aby znieksztalcenia skal parametrowych |ms — 1| i |m: — 1|
uczyni¢ wielkosciami 1. stopnia i stopni wyzszych, trzeba zatozyc¢:

L T T
Iz—,CZYl & =

Kat I, jak wida¢ z wyrazenia dla sin I, nie zawiera wyrazu
wolnego, jest wiec wielkoscig 1. stopnia i stopni wyzszych.
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2. Redukcja znieksztalcen I, |ms — 1|, |mi — 1| do wielkosci
drugiego stopnia.
Aby znieksztalcenia parametrowe uczyni¢ wielkosciami 2. stop-
nia, trzeba zalozyc¢:
C,=C/'=C,/=C,'=0,

tak, zeby wyrazy 1. stopnia w rozwinieciach dla ms, m: znikaly.
Szeregi dla X i Y upraszczaja sie wtedy do postaci:

X=s 4 C,"t*-} wyrazy trzeciego stopnia -} ...,

Y= r{ t-+ C, s> -+ wyrazy trzeciego stopnia--....
0

Wtedy:
sin [ =—20 zc,"z+(i-di+2c._.s)-—’— +|
mem; | Isds O 1
=(2—’-"Q—+-1-‘-1-’—)t+2c._,s+....
r r, ds

Aby zmniejszy¢ znieksztaicenia katowe usuwamy wyrazy 1. stopnia
przez zalozenia:

20,6y 1dr o o
r 1, ds
Stad:
R I_. dr I (i) rsing
2r2ds 2r;* 27,2

Przy obliczaniu wspoélczynnikow przy wyrazach 2. stopnia,
mozna zamiast sin ¢ i r przyja¢ sin ¢, i r,i przez to nie zmieniamy
prawie ich wartos$ci, gdyz roznia sie one od poprzednich tylko
o wielkosci 1. stopnia. A wiec:

I,sing, _ sin g,

G Po
21, 2r,

W rezultacie dochodzimy do przyjecia nastepujacych szeregow:

X=s-+- S % e - wyrazy trzeciego stopnia ...,

I

I
Y= —t
I,

-}~ wyrazy trzeciego stopnia 4 ....
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3. Poszukiwanie wspolczynnikéw wyrazow trzeciego stopnia.
Wprowadzmy teraz wyrazy trzeciego stopnia w szeregach
dla XiY:

Ko g it 2+ 4 s*—B,s*t+C,st?+} Q'gt"—}—...,
21, 3 3

y="11 —}—ﬂs“—{—Bgs?t—Cgsl'“’—i—ﬂz—t”—}—...,
I, 3 3

w ktorych dla dogodnosci wprowadzono oznaczenia wedilug kolej-
nych liter alfabetu, i odpowiednie liczbowe czynniki i znaki.

Obliczmy skale parametrowe, a tym samym i znieksztalcenia
odwzorowawcze:

m, = [(1+A,s2—23,st—l—C,t3—|—...)2—I— (i—()% E

27
+A2s2+23._,st—c2z2+...)] ,

m = > [(—Sﬂ‘ﬁ‘— : 2:—Bls2+2c.sz+D.z‘3+...)“+

r 21

27s
- (-’— +st2—zcgst+D2t2+---)] :

T
sin I = —’—‘——[(1 e 2B,st—|—C,t2+...) (Sm%—-zz —B,s*+
I ms mi 2r,
+2C,st4D .. ) + ( i ~sr——|—A2s2+stt——C2t2—|—...).
r, ds

~(L+Bgsg—2cgst+D2t2+...)] ;
\ Io

piszac tylko wyrazy drugiego stopnia, otrzymamy:

1 (1 dr\*].,
ms=1+ A s#—2B;st+|Ci+—(——) |®+....
2 \r, ds

i 2
my = 1+g=sta_2cast+[Dz+§(ﬂn—;%_) _] R

T, r



sin® @, \ .,
ms=1+A1s’“’—ZB,st-|—(C g ?r‘")z-+...,
(1)

in2 o
m=1-4T° [Bgs'“'-v 2czst+(u_.+ ol »"")F—k...,
Ir

2rr,

sin ] = — - l (sin P — L sin '{f‘) t+ (A2 r — B, r',) s+

I ms my
—]—2(321 £ c,rn)st—|~(1).ru»—c21):2+... L

Bez zmiany stopnia aproksymacji mozna zastapi¢ ¢ przez 9,
ir przez r, we wspdlczynnikach wyrazow drugiego stopnia, w rozwi-
nigciach dla ms, my i sin I. W wyrazie 1. stopnia w sin I wchodzi
r sin ¢; zastapimy to przez rozwiniecie na szereg Maclaurina, z ograni-
czeniem do dwoch wyrazow:

d(rsing)|
e ) S+ ....

rsincpzrosin'pu—}—(
=r(,sin'p<,—|~(r——--f~{ ngc--) s...

: b 5

=r,sin¢, + ( ® cosp — sin® %) -8....
lr)(l

Dotychczas uwzgledniano splaszczenie ziemi, lecz jest to bez-

uzyteczne w wyrazach drugiego stopnia; mozna wiec zastapic¢

w tych wyrazach p, przez 1 i r, przez cos ¢,. Wowczas otrzymamy:

ms= 1—I—Alsz-~2B,St+(c1—l——zl—tgz?o)l:‘*‘.--.

my = 1-} B, s® ——2Casl+(D -}—»tg ,‘,) ..

sinl = (A, — B,) s -2 (B._, G - ﬂ’ig—z-ff’!’») shfo(Dip— G B,

cos® Do/

Jednoczesne zanulowanie wyrazow drugiego stopnia w wiel-
kosciach (m; — 1), (m — 1) i sin I nie jest mozliwe; ale mozna
to osiagna¢ dla (my— my) i sinl, i uczyni¢ je wielkoéciami za-
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leznymi od wyrazow nie nizszych, jak stopnia trzeciego. Tym sa-
mym osiggamy odwzorowanie w duzym przyblizeniu konforemne,
poniewaz skala jest prawie ta sama we wszystkich kierunkach
w otoczeniu pojedynczego punktu, i katy sa prawie zachowane.
Wystarczy w tym celu zalozyc:

AI=BQ' B|:C2, C1=D2,
B B=0; Bpey— 2% . p,—G =0
2 cos® @,
skad otrzymujemy:
A,=C,=D,=B,, By—A, D,=C, A+C=52%,
2 cos? @,

Wzory z teorii znieksztalcen'):

(a — b)* = (my — my)?® cos® é —+ (ms + my)? sin”é '
a=0n
a-+b

wskazuja, ze (a—b) i ® beda rowniez wielkosciami trzeciego rzedu.
UzyskaliSmy wigc nastepujacy ogolny rezultat, ktory sformu-
lujemy w postaci twierdzenia:

sin w =

Twierdzenie. Jesli A i C sa zwiazane zaleznoscia:
2(A—+C)- cos?p,=cos2¢,, (54.4)

wszystkie odwzorowania plaskie powierzchni obrotowej, okreslone
wzorami:

X=gtBPp 1 As_ poytcsetpdt...,
21, 3 3
(545)

y=X1+ Es:‘—{—Asﬁt——Bst”—}—gt"—l—...,
I, 3 3

posiadaja, z wylaczeniem innych odwzorowan, te wlasnos¢, ze po-
woduja znieksztalcenia liniowe drugiego rzedu.

') Z ktérych pierwszy wynika ze zwigzkow:
at bt = msz_*_ m?,

ab=mgmcoslI.
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W otoczeniu pojedynczego punktu, znieksztalcenia liniowe
elementarne s3 prawie te same we wszystkich kierunkach; jesli
oznaczymy je literg ¢, mamy:

5=A32‘—238t+(‘;'—A)tz“{"....,) (54.6)

Niemozliwe jest dalsze obnizenie rozwiniecia dla ¢ do wielkosci
trzeciego rzedu, poniewaz w tym ostatnim wyrazeniu wspoétczynniki
przy s® i przy t* nie mogg by¢ zerami jednocze$nie.

4. Uzyskanie minimum znieksztalcenia liniowego.

Nalezy teraz przystosowa¢ odwzorowanie do obszaru, to jest
zadysponowa¢ odpowiednio wspdélczynnikami A, B, C, z ktérych dwa
tylko sg niezalezne, oraz obiorem punktu srodkowego odwzorowania.
Tissot stosuje tu kryterium, azeby najwicksza wartos¢ bezwzgledna,
jaka & moze osiggna¢ w calym obszarze mapy, byla tak mala jak
to jest mozliwe (czyli, aby znieksztalcenie liniowe na granicy mapy
bylo mozliwie jak najmniejsze). To znieksztalcenie jest w przybli-
zeniu jednakowe w otoczeniu punktu, i moze by¢ wyrazone wzorem:

E=Ax2—23xy+(%—,4)yﬂ+...,

przez zalozenie X =35, Y =1t. RoOwnanie to pokazuje, ze linia
rownego znieksztalcenia jest albo elipsa, albo hiperbola, ktérej osie
sag nachylone do osi wspolrzednych pod katem o, okre$lonym
wzorem:

B

gt — 2y
£ A—1/4

i ktorej réwnanie, odniesione do osi krzywej stozkowej jest:

: =%[(1 —p) X2+ (1-+p) Y], (Przypis 15),

) Czﬂ'?_n. A; c+_l 'gz.{:):_qos,z,'??A_A_‘}_l tg* v,
2 cos® g, 2 2 cos? g, 2
1
=——A,

2
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gdzie p=4Bcosec2a=—4(A—1/4)sec2a. Dla —1<p<+1
krzywa jest elipsg, i jesli stosunek dluzszej osi elipsy do krétszej
oznaczymy litera k, to:

o

R

Zalozmy, ze krzywa jest elipsa i oznaczmy litera R promien
tej elipsy, nachylony pod katem 45° poniewaz R nie zalezy od k,
znieksztalcenie:

P

nalezy przeto wyszukac elipse graniczng, ktéra otacza obszar odwzo-
rowywany i pasuje do jego ksztaltu mozliwie najlepiej, taka, aby
promien R, a tym samym i ¢ byly minimum. Na koniec ta ostatnia
wielko$¢ moze by¢ dalej zredukowana do polowy przez wprowa-
dzenie odpowiedniej stalej skali, to jest czynnika (1-—a), okre-
$lonego za pomocg rownania:

1 R?

(1—a)=1—--=

Znieksztalcenie ¢ jest zerem dla punktu $srodkowego i wzrasta
w miare oddalania sie od niego, osiaggajac swa najwieksza wartosc¢
na granicy obszaru. Wprowadzenie powyzszej statej (skali) powo-
duje obustronny rozklad znieksztalcen liniowych: w punkcie srodko-
wym jest ono réwne, co do wartosci bezwzglednej, znieksztatceniu
na granicy obszaru, lecz ma znak przeciwny.

Metoda Tissota polega na graficznym wyznaczeniu elipsy,
droga prob. Na arkuszu kalki nalezy wykresli¢ kilka podobnych
wspotérodkowych elips, zmieniajac stosunek osi elipsy co '/jor
od 0 dq 1, na oddzielnych arkuszach kalki. Nastepnie sporzadzi¢
szkicowa mape zarysu obszaru, w do$¢ malej skali, positkujac sie
przyblizonymi wzorami odwzorowawczymi X=s, Y=t; i droga
prob, przez nakladanie i obracanie kalki, znalez¢ najmniejsza elipse
najlepiej pasujaca do danego obszaru. Wtedy zmierzy¢ kat kie-
runkowy o pomigdzy osiag X ukladu i duza osia elipsy, w jej naj-
lepszym polozeniu, oraz odczyta¢ polozenie punktu srodkowego.
W ten spos6b mozna znalez¢ najlepsze wartosci dla p i «, a stad
dla Ai B, co, lacznie z wartosciami ¢,, A,, calkowicie okresla
szeregi Tissota, podajgce funkcje odwzorowawcze.
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Podobna konstrukcja ma zastosowanie gdy p > 1, albo gdy
p<—1, co prowadzi do wykreslenia dwoch rodzin hiperbol
sprzezonych, i do wyszukania, w podobny jak wyzej sposob, dwdch
hiperbol granicznych.

Metoda Tissota okreslenia najlepszego odwzorowania plaskiego
dla danego obszaru, na podstawie kryterium jak najmniejszego, co
do wartosci bezwzglednej, znieksztalcenia liniowego w obszarze
mapy, nasuwa dwie sprawy, wymagajace uwagi. Pierwsza— to fakt,
ze Tissot, metoda niezalezng, przez operowanie kolejno kazdym
z wyrazow rozwiniecia, doszedt do wyniku, ktory jest stuszny dla
wszystkich odwzorowan konforemnych, i Ze metoda ta moze
by¢ uzyta do okreslania statych dla takich odwzorowan. Druga
sprawa — to zastgpienie graficznej metody poszukiwania (za pomoca
kalki) najlepszej elipsy, otaczajacej obszar, metoda analityczna.
Obie te sprawy beda rozwazone w nastepnych punktach.

e) Szereg potegowy na znieksztalcenie liniowe w odwzoro-
waniu konforemnym powierzchni obrotowej na plaszczyzne.

C. F. Gauss w swej klasycznej rozprawie Disquisitiones generales circa super-
ficies curvas, 1827, Goltinger Comm. (1828), w Art. 7, 9, 10 i 11, podal cztery
rozne analityczne wyrazenia na krzywizne powierzchni. Najbardziej zawile z tych
wyrazen J. Liouville (Paris, Comptes rendus 32, (1851), p. 533; rowniez Journal de math.
(1) 16 (1851), p. 130) sprowadzil do nastgpujgcej niesymetrycznej, lecz prostej formy:

1 F 1 (1 P

K=se——dil@ 2GR iR B,—=—aG.|L

ZTOU{T( "+G ¥ “)} 2Tovl7'(" G “)l
gdzie T = (EG — F?)'.

W szczegoélnym przypadku, gdy siatka parametrowa jest izometryczna oraz para-
metry p,q wzdluz linij tej siatki sa tez izometryczne, element liniowy powierzchni
wyraza si¢ w postaci:

dst=W\(dp*+dqg?),

gdzie A oznacza funkcje na ogét dwdich zmiennych p, q. Krzywizna Gaussowska
powierzchni moze by¢ wtedy wyrazona wzorem:

22

K—=— 1 [D'-’(log K) , 0%(log 1) ] '

d p* dq*
Wzoér powyzszy byl nieco wczesniej podany rowniez przez Liouville'a (Journal
de math., tome XII, 1847), lecz przypisuje on ten wzor Gaussowi, ktory pierwszy
czesciowo opublikowal ten rezultat w r. 1822, Ogdélny wzor Liouville’a redukuje
si¢ do tej prostej formy, gdy uwzglednimy zalozenia izometrycznosci parametrow:

E:G:T:)\z' F=0.
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Funkcja A spelnia przy tym réwnanie rézniczkowe Beltrami'ego'):
A, (logh) =—K,

w ktorym 4, (9) oznacza drugi parametr rézniczkowy funkcji ¢ (u,v), czyli drugi
niezmiennik rézniczkowy Beltrami‘ego:

1 E¢,—Fqg, Gy, —F9,
b= [(E2 ) 1 (Ze ) )

wyrazenie to jest niezmiennikiem bezwzglednym wszelkiego analitycznego prze-
ksztalcenia parametrow powierzchni.

Jesli dowolne parametry u, v powierzchni zamieni¢ na parametry izome-
tryczne p, q, za pomoca odpowiedniego przeksztalcenia:

u=+f;(p,q),

V=12(Pv Q)-
tak, ze:
ds'=Edu'+2Fdudv+Gdvi=N(dp*+dq),

E(p,q=Gp,q=Tp, 9=, Flp,q=0,
to wowczas:
1
Az('?)=k—z('Ppp+?qq).

Stad:

A, (log \) = X [ o log A L IOgl]
2 L op? dq?

2 2
LT 8 logh? - il log )\2]
2K Jp? dq?

=—K,.

Jesli powierzchnia jest obrotowa, odniesiona do izometrycznych wspolrzednych
poludnikowych, to A jest funkcjg jednej tylko zmiennej, mianowicie zmiennej
poludnikowej p. Wtedy wz6r na krzywizne powierzchni redukuje sie do postaci:

1 d*

K=—— log A*
2A* dp*
1 dlogh
X dp

Rozwazmy zwiazek pomiedzy krzywiznami dwoch powierzchni,
odwzorowanych na siebie konforemnie.

Y} E. Beltrami, Giorn. di mat. 2, (1864).
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Niechaj bedq dane dwie powierzchnie regularne, o wspolrzed-
nych izometrycznych p, g i P, Q odpowiednio, tak ze:
ds*=1*(dp*+dq°),
dS?= 122 (dP*4 dQ?).

Ustanowmy odwzorowanie konforemne powierzchni I na po-
wierzchnie IT za pomoca dowolnej funkcji analitycznej, wiazgcej
zmienne zespolone obu powierzchni:

P+iQ=1f(p+iq).

Funkcja ta okre$la dwie rzeczywiste funkcje sprzezone, jako funkcje
odwzorowawcze:
P =4, (p, q)

Q=% (p. q).
Jakobian tych funkcyj, z zalozenia na ogoét réozny od zera, jest

nastepujgcy: By, D
pr 4q

=1 Qe

=PpQq—PqQpi

na mocy rownan rézniczkowych Cauchy-Riemanna:
P,=Qq, Py=—Q,
jakobian ten moze by¢ wyrazony jako:
J=P’+ Q=P+ Q=P+ P =Q)+Q=f (p+iq)-
flp—iq)=[f(p+iq)f=|f(p—iq)?

Kwadrat skali wyrazi sie wzorem:

mie 48° _ %' dP+4idQ dP—idQ

" ds*  )\? dp-+idq dp—idq

2

A p ; ;
= ey lilpdg)- T o= 1)
by |

X2 ”
= s |fp+iqf
M

hy?
= 2_.j,

,)\12
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Wzory na krzywizne K, i K,, dla powierzchni oryginatu i obrazu
odpowiednio, beda:

g 1 d%log M2 | 0%log A*
] 222 J p? dq®
2 2 2 2
ik [Clog s § 20 log A]
2% JPp? Jd Q?

Obliczmy teraz wyrazenie:

1 [62 log m—? | 0° log m—2] .
2 m—2 0 PZ h) Qz

Podstawiajagc m—2 = (M2/A\,%) J, otrzymamy:

\EJ [ O o2
= 2 log A2 — log A2 — ;
2,2 [(ap2+ aoz) (°g e o l°gJ)]

a uwzgledniajac, ze:

02 02 1 1702 J
log A, ,2 = — s
(0P3+002)og 1,2 J(6p2+a

2
= ) log A,,,%,
T

o2 02 .
( s 3 g 0—67) logJ =0, (Przypis 16),

uzyskamy nastepujaca zalezno$¢ pomiedzy krzywiznami K;, K,
i skalg m:

1 hi 02
T yrirar” 10 ’TI_-2 e l In_—2 — )\02 (K — N, Kn) S
2m—“’[0P3 RELS T P T ] SR

Wprowadzmy teraz zalozenie, ze powierzchnia obrazu jest
plaszczyzng, o izometrycznych parametrach X, Y. Wtedy A,°=1,

K,= 0. Dla przypadku konforemnego odwzorowania powierzchni
na plaszczyzne uzyskuje sie wiec nastepujacy wzor:

fe, it [02 log m™2 -+ s lo m—2]—K
2m Loxe ° T T i

2

d

ktory, gdy zamiast m napisa¢ (1<), gdzie € oznacza znieksztal-
cenie liniowe, czyli blad skali, przyjmie posta¢ nastepujaca:

e tre el Hall=s =2
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Powyzsze rownanie rézniczkowe dla konforemnego odwzorowania powierzchni
obrotowej na plaszczyzne podat Laborde'). Swoéj wywod opart on na dwoch row-
naniach (ktére wywiodl z klasycznych rownan Gaussa na krzywizne powierzchni)
dla réznicy krzywizn oryginalu i jego konforemnego obrazu, wyrazonej w funkcji
skali i jej pochodnych czastkowych wzgledem ortogonalnych wspolrzednych krzy-
woliniowych na powierzchni oryginatlu. Nastepnie doszedl on do réwnania (54.7)
jako do pewnego nowego rezultatu w teorii konforemnego odwzorowania.

Jak wynika z podanego wywodu, rezultat ten nie jest w istocie nowy; jest
on prosta konsekwencja wzoru Liouville’a na krzywizne powierzchni we wspotrzed-
nych izometrycznych, na co zwrdcit juz uwage A. E. Young, Geographical Journal,
October, 1930.

Rownanie rézniczkowe (54.7) moze by¢ rozwigzane przez sze-
reg, ktory, jesli wspolrzedne sg odniesione do punktu w ktérym
skala jest wierna, a takze jest minimum, ma nastepujgca posta¢ dla
wyrazow poczatkowych ?):

: =%Ko{(l —p)X*+ (1+p)V*} + C(Y —3Y X?) + (48]

+ 112 K,? sin @, (r— 0o cos @) {(1 — @) X*+3(1 + q) Y2 X} ...

Ky, 1, py 0znaczaja odpowiednio krzywizne powierzchni obrotowej,
promien réwnoleznika i promien krzywizny potudnika dla punktu
srodkowego odwzorowania.

Rozwazmy pierwsze dwa wyrazy rozwiniecia dla znieksztal-
cenia liniowego ¢. Jest to, jak wida¢, rezultat teorii Tissota, i, jak
poprzednio, stosujgc kryterium mozliwie najmniejszego znieksztat-
cenia w obszarze mapy, uzyska si¢ najlepsza wartos¢ dla p przez
koincydencje linii r6wnego znieksztalcenia z elipsa (wzgl. hiperbolg)
najlepiej pasujaca do obszaru kraju. To daje:

_ 1 ,
=T
gdzie k oznacza stosunek osi elipsy. Na koniec redukuje sie jeszcze
blad skali do polowy przez zastosowanie odpowiedniej statej skalli,
to jest czynnika (1 — a).

') La nouvelle projection du Service Géographique de Madagascar, Cahiers
du Service Géogr. de Madagascar, No. 1, Tananarive, Avril, 1928.

W szerszym rozwinigciu przedmiotu, powtorzone réwniez w 4. tomie, Traité
des Projections par L. Driencourt et J. Laborde, Paris 1932.

¥) Wedlug R. K. Melluish, M. A. An Introduction to the Mathematics of
Map Projections, Cambridge 1931, p. 139.
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Szeregi odwzorowawcze Tissota, podane we wzorach na XiY
w twierdzeniu Tissota, sa identyczne dla wszystkich odwzorowan
konforemnych, az do wyrazow 2. rzedu wiacznie. Forma jaka szeregi
te przyjmuja az do tych wyrazow, zalezy tylko od obioru obu
uktadow wspolrzednych, tutaj s, t dla powierzchni oryginatu, i X, Y
dla ptaszczyzny obrazu. Rézne odwzorowania konforemne, jakie
mozna rozwazac, oddzialywuja w rozwinieciach szeregowych Tissota
dla X iY, dopiero poczawszy od wyrazow trzeciego rzedu.

Jesli obszar ma jednakowa rozlegto$¢ w obu kierunkach,
przyjmujemy k=11i p=0, co prowadzi do odwzorowania stereogra-
ficznego, ograniczonego do wyrazow trzeciego rzedu. Jesli obszar
ma duzg rozciagtos¢ w kierunku osi Y, przyjmujemy k=0 i p=—1,
co prowadzi do odwzorowania Mercatora, ograniczonego do wyra-
zow 3. rzedu. Jesli obszar ma duza rozciaglos¢ w kierunku osi X,
przyjmujemy k-»oo, p=1, co prowadzi do transwersalnego od-
wzorowania Mercatora, czyli konforemnego odwzorowania Gaussa,
ograniczonego do wyrazéow 3. rzedu.

f) Analityczna metoda okreslenia wspotczynnikow w szeregach
Tissota ').

Dla zastgpienia graficznej meto-
dy Tissota okreslania wspotczynnikow
w szeregach dla X i Y, metoda ana-
lityczng, zalézmy ze powierzchnia zie-
mi jest kulg i wprowadZmy prostokatne
wspotrzedne u, v dla punktu na kuli,
zamiast wspolrzednych X i ©,

Niech N bedzie biegunem, albo
poczatkiem ukladu, N A potudnikiem
zerowym i N B kotem wielkim, prosto-
padlym do potudnika. Te dwie linie
na kuli przyjmujemy za osie uktadu.
Dla dowolnego punktu P na powierzch-
ni kuli poprowadzmy kota wielkie PU
i PV, prostopadle odpowiednio do osi NA i NB. Wtedy punkt P jest
okreslony przez diugosci tukéw NU=u i NV = v, ktdére sg wspot-
rzednymi prostokatnymi tego punktu na kuli. Okaze sig, ze w wielu
wzorach tangensy tych wspéhrzednych maja analogie do zwyktych
wspotrzednych prostokatnych ptaskich i prostoliniowych.

Rys. 9

) Wedlug R. K. Melluish, M. A. An Introduction to the Mathematics of Map
Projections, Cambridge 1931, p. 139,
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Zanim ustanowimy rezultaty, podkreslmy fakt, ze wltasnosci
prostych réwnolegltych na plaszczyznie, nie posiadaja $cistego od-
powiednika w teorii k6t wielkich na kuli. Na przyktad, katy przy
N, U, V sa katami prostymi, lecz kat przy P nie jest katem prostym;
ani tez nie jest NV réwne PU, ani NU réwne PV. Nalezy wiec
uzy¢ osobnych oznaczen p i q dla PV i PU. Wielkosci te mozna
nazwac ,,wstecznymi wspotrzednymi' punktu P, lecz nalezy pamietac,
ze nie sg one prostokatnymi wspolrzednymi punktu N, odniesio-
nymi do osi przez punkt P.

Ze zwyktych wzoréw trygonometrii sferycznej mamy naste-
pujace zaleznosci:

tgu=1tg®cosh, sinp = sin® cos A = sinu cosq,
tgv=1tg®sin}, sinq =sin® sin A=sinv cosp,
ctgh=ctgqgsinu, tgp=tgu cosv,
tgh =ctgpsinv, tgqg=tgv cosu.

Roéwnanie kota wielkiego, przechodzacego przez dwa punkty,
(A, 9,) i (2,9,), na kuli jest:

sin ©, sin 0, sin (A, — },)

t ®= '
. cos 0, sin 0, sin (A, — A) 4 sin ®, cos O, sin (A —1,)

gdzie ), ® oznacza punkt biezacy tego kola. Przeksztalcajac to
rownanie ze wspoéirzednych sferycznych biegunowych na sferyczne
prostokatne, otrzymamy:

tgu —tgu, _ tgv —tgv,
tgu, —tgu, tgvy,—tgv,

r

z wyjatkiem gdy u, albo v jest rowne 7/2; w réwnaniu tym (u,, v,)
i (ug, v,) sa wspétrzednymi prostokatnymi punktow (1, 0,) i (,, 0,)
odpowiednio, zas (u, v)— wspétrzednymi punktu biezacego tego kota.
Wynik ten dowodzi, ze wszelkie rownanie pierwszego stopnia
wzgledem tgu i tgv przedstawia kolo wielkie, i odwrotnie.

Jest teraz oczywiste, Ze najprostsza krzywa, inna niz koto
wielkie, ma réwnanie drugiego stopnia wzgledem tgu i tgv, po-
niewaz kolo wielkie bedzie przecinalo te krzywa w dwoéch tylko
punktach. Ogélne réwnanie drugiego stopnia ma pie¢ stalych
niezaleznych, i krzywa taka jest przeto okreslona przez pie¢
punktow. Przypus¢my wiec, ze wybrano pie¢ punktéw na kresach
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danego obszaru, i ze ich wspditrzedne geograficzne, a przez to bie-
gunowe oraz prostokatne, sg znane. Mozemy wtedy znaleié réw-
nanie drugiego stopnia dla krzywej przechodzacej przez te pie¢
punktéw na kuli.

atg®u-+t+2htgutgv4btg®v42gtgut2ftgv+c=0. (54.9)

Nastepnie musimy znalez¢ srodek tej krzywej: (A,, ©,) w bie-
gunowych, albo (up, v,) w prostokatnych wspétrzednych. tgu, i tg v,
znajdziemy z nastepujacych rownan:

atgu,+htgvy+g—tguy(gtgu,+ ftgvo+c) =0,
htgu,+btgvo+ f —tgv,(gtgu,+ ftgv,+c) =0.

Wynikaja one stad, ze, podobnie jak dla plaskiej stozkowej,
biegunowa punktu (u,, v,) wzgledem krzywej jest:

(atgu,+ htg v+ g) tgu+ (htgu,+btgv,+f) tgv +
+gtgu,+ ftgvy+c=0,

oraz jesli (u,, v,) jest srodkiem, to biegunowa tego punktu wzgle-
dem krzywej jest jego biegunowa (albo réwnikiem):

tgu,tgu - tgvotgv4+1=0.

Poré6wnanie tych dwoch rownan prowadzi do pary réwnan wyzej
podanej, z ktérych mozna otrzymac¢ réwnanie trzeciego stopnia
wzgledem tg u, i tg v,. Pierwiastki tego rownania daja u, i v,,
a przeto i A, i 0.

Teraz skreé¢my osie o kat (%/2 —1;) w kierunku ujemnym,
za pomocag zwigzkow:

tgu = tgu'sin A, 4 tg v’ cosk,,
tg v = tgu' cos A, — tg v’ sin A,

gdzie u’, v' s3 nowymi biezacymi wspolrzednymi. To powoduje,

ze nowa o$ v' przechodzi przez $rodek, i gdy przeniesiemy poczatek

do srodka za pomocg zwigzkow:
o C) L 0

e tgu”sec®, W tgv —}-”tg 5

1—tgv'tg 9, 1—tgv'tg 0,

F. Biernackl, Teoria Odwzorowan 19
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uzyskamy réwnanie krzywej w nastepujacej formie:
Ptg?u-+2Qtgutgv+Rtg*v=1. (54.10)

Wspoétczynniki P, Q i R sa znane, poniewaz mozna je wy-
razi¢ w funkcji znanych pierwotnych wspoéiczynnikow w ogélnym
rownaniu (54.9) krzywej stozkowej, a tym samym w funkcji pigciu
wybranych punktéow. Wystarcza wiec one do uzyskania wartosci
staltych A i B w rozwinieciach szeregowych (54.5), w funkcji
tychze pieciu punktéw. Mianowicie, z réwnania linii jednako-
wego znieksztalcenia mamy:

1
éx‘l_%B_XY_*_M

€

Yi4... =1 (54.11)

Poniewaz metoda Tissota polega na uzyskaniu najlepszej wartosci
dla p przez koincydencje linii réwnego znieksztalcenia z elipsa
(wzgl. hiperbola) najlepiej pasujaca do obszaru kraju, obie krzywe
(54.10) i (54.11) powinny by¢ identyczne. Z poréwnania odpowied-
nich wspolczynnikéw obu tych rownan, latwo uzyskamy poszuki-
wane state A i B dla szeregdw odwzorowawczych Tissota (54.5):

Stala C uzyskamy ze zwiazku (54.4), jako zalezna od A.

Ciekawe uproszczenie odwzorowania Tissota ma miejsce,
gdy elipsa staje sie kolem; wowczas Q=0 i P=R, co daje A=/,
i B=0; szeregi odwzorowawcze (54.5) upraszczaja sie do postaci:

X =g 2% vt’“'—}—-rlﬁ g Cst i
2r, 12

y=1L

tot- Et”—%—...;
) £ 3

1
2 (z —|—C) cos® @, == cos 2¢,,

Lo dl 11
e=—g4 |~ ——|t+....
P
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Rozwinigcia te sa zgodne z teorig ukosnego odwzorowania stereo-
graficznego. To umacnia nas w przypuszczeniu, ze to odwzoro-
wanie, stereograficzne, jest najlepsze dla kraju o jednakowej roz-
legltosci w szerokosci i w dlugosci geograficzne;j.

Interesujagce badanie poréwnawcze, potwierdzajace powyzsza ocene dobroci
odwzorowania stereograficznego podal dr ing. A. Fasching, profesor politechniki
w Agram, Jugoslawia, w artykule p. t. Die stereografische Projektion ist fiir
kreisformige Gebiete bis ca. 600 km Durchmesser zugleich die Abbildung der

liberhaupt moglichen kleinsten Verzerrungen, ogtoszonym w Zeitschrift fiir Ver-
messungswesen, LIV Band, Heft 3 u. 4, 1925.

Z badania tego wynika, Ze wsrod nieskonczenie wielu odwzorowan, jakie
mozna pomysle¢, w zastosowaniu do obszaru okraglego o $rednicy okolo 600 km,
nie moze na og6l istnie¢ odwzorowanie, ktére by taki obszar odtwarzalo na
plaszczyznie z mniejszymi znieksztalceniami, anizeli w odwzorowaniu stereogra-
ficznym. Odwzorowanie kompensatywne Tissota daje nieco mniejsze, praktycznie
jednak te same, znieksztalcenia liniowe, jak odwzorowanie stereograficzne. Przy
poréwnaniu konforemnego odwzorowania walcowego (Gaussa-Kriigera) z odwzoro-
waniem stereograficznym dla rozwazanego obszaru, pierwsze daje znieksztalcenia
dwukrotnie wigksze w stosunku do drugiego; ta sama relacja poréwnawcza
ma miejsce takze i dla redukcyj odwzorowawczych dlugosciowych i katowych,

55. Miary znieksztalcenia i kryteria oceny dobroci odwzorowania

Teoria znieksztalcen odwzorowawczych catkowicie rozwigzuje
pierwsze zadanie podstawowe teorii odwzorowan: zbadanie wias-
nosci metrycznych okreslonego odwzorowania jednej powierzchni
na druga. Mozna jednak odwrdéci¢ problem: poszukiwac funkcyj
odwzorowawczych, ktére czyniltyby zado$¢ pewnym z gory wyma-
ganym warunkom co do rozkladu, wielkosci i zmienno$ci znie-
ksztalcen.

W zastosowaniach praktycznych zadanie tego typu, ktoére
nalezy do zakresu drugiego podstawowego zadania teorii odwzoro-
wan, ograniczone jest z goéry pewnymi innymi jeszcze warunkami
ogélnymi, np. konforemnoscia, albo réwnopowierzchniowoscia,
stozkowoscig, itd. Totez poszukiwanie odwzorowan, spelniajgcych
zgdane warunki rozkladu znieksztalcen, redukuje sie¢ w praktyce
do pewnych grup odwzorowan, dla ktérych funkcje odwzorowawcze
sa juz czesciowo w wiekszym lub w mniejszym stopniu znane,
majg jednak pewien stopien dowolnosci Najczesciej zawierajg one
jedna lub wiecej stalych dowolnych, ktérymi nalezy odpowiednio
rozporzadzi¢, kierujgc sie pewnymi kryteriami oceny dobroci
odwzorowania,



292

Kryteria oceny wymagaja przede wszystkim bardziej wnikliwe-
go, niz dotychczas, zajecia si¢ sprawg definicji miary znieksztalcenia.

a) Miary znieksztalcenia odwzorowawczego.

Do oceny dobroci odwzorowania z punktu widzenia jego
wiasnosci metrycznych, i do uscislenia sformulowan o ocenie
i wyrazania jej w jezyku analizy matematycznej, nalezy zdefinio-
wac trzy miary znieksztalcenia:

— miare znieksztalcenia liniowego (czyli bledu skali) w danym
punkcie i w danym kierunku, przy tym definicja winna by¢
taka, aby znieksztalcenia odpowiadajace dodatnim i ujemnym
wartosciom tej miary, rownym co do wartosci bezwzglednej,
mozna bylo uwaza¢ za rownowarte, to znaczy za jednakowo
szkodliwe;

-— miare znieksztalcenia liniowego w danym punkcie we wszyst-

kich kierunkach (blad skali w danym punkcie);

— miare znieksztalcenia liniowego dla wszystkich punktow

obszaru odwzorowania, czyli miare¢ catkowitego bledu odwzo-

rowania.

1. Miara znieksztalcenia liniowego w danym punkcie i w da-
nym kierunku.

Definicja tej miary jest dobrze znana z teorii znieksztalcen
odwzorowawczych, powtorzymy ja tutaj dla kompletnosci zesta-
wienia. Zal6zmy, ze skala w danym punkcie (u, v), i w okreslonym
kierunku ¢, jest rowna m (czesto dla wyraznego zaznaczenia zalez-
noéci od miejsca i kierunku piszemy m (u, v, «), albo, gdy
chodzi o badanie skali w pojedynczym punkcie, piszemy m,); skala
glowna niech bedzie m, (= 1/N); wtedy wielko$¢:

(% = 1) (55.1)

nazywamy (wzglednym) znieksztalceniem liniowym, a stosunek

m dS 1
— czyli — : — 55:2
m, ¥ ds N ( )

nazywamy powiekszeniem w danym punkcie i w danym kierunku.
Jezeli skala gtéwna m,= 1, wéwczas znieksztalcenie liniowe

jest rowne (m — 1), za$ powiekszenie jest rowne skali m.
Wielkos¢ (m/m,— 1) najczesciej przyjmuje sie za miare znie-

ksztalcenia liniowego w danym punkcie i w danym Kkierunku,
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Pafnutij Lwowicz Czebyszew (1821 — 1894), znakomity mate-
matyk rosyjski, zdefiniowat w r. 1856 (majac na uwadze odwzoro-
wanie konforemne) miare znieksztalcenia liniowego jako

In (m/m;), czyli (Inm — Inm,), (55.3)
co w przypadku m;= 1 redukuje si¢ do In m.

2. Ogdlna miara znieksztaicenia liniowego w danym punkcie.
W  pojedynczym punkcie w kierunkach glownych mamy
maksymalna a i minimalng b skale liniowa, skale poél f= ab,
maksymalne, czyli graniczne, znieksztalcenie kata kierunkowego:

Sin Opax = el » lub w przyblizeniu ©®pax = 4 (i — 1) .

a-+b 2 \b
Wielkosci a, b, przy warunku m,=1, beda wyrazaly po-
wigkszenia liniowe w Kkierunkach glownych, f — powigkszenie
pol, (a— 1), (b —1) — 2znieksztalcenia liniowe w kierunkach

gléwnych, (f — 1) — znieksztalcenie pol.

G. B. Airy, astronom i matematyk angielski, zaproponowat
w r. 1861, jako miare znieksztalcenia liniowego w danym punkcie
dwie wielkosci:

(a/b — 1) 4 (ab — 1)3,
albo (55.4)
(@— ¥ - (b —1)%

Uzyt on kwadratéw odchyltek, a nie samych réznic, aby sie nie
znosity odchylenia dodatnie z ujemnymi — zalozenie tak plodne

w metodzie najmniejszych kwadratéw; nadto wielkos¢ (a/b — 1)
charakteryzuje znieksztalcenie kata, jako licznik wyrazenia:

a—Db =a/b—1;
a+b ab—+41

za$ wielkos¢ (ab—1) jest znieksztalceniem pola w rozwazanym
punkcie.

Dla poréwnawczej oceny roznych odwzorowan tego samego
obszaru mozna zdefiniowa¢ wielkos¢:

Sin Wpax =

==V illa—1)>2+ (b—1)3, (55.5)

i nazwa¢ ¢, Srednim kwadratowym znieksztalceniem liniowym w da-
nym punkcie w kierunkach giéwnych.
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Jesli za miare znieksztalcenia liniowego w danym punkcie
i w danym kierunku wzia¢ wielkos¢ (m, — 1), to $rednie kwadratowe
znieksztalcenie liniowe w danym punkcie we wszystkich kierunkach
wyrazi sie wzorem:

" (my—1)2da

AN
N A o
j:=]/‘%f:n(ma——l)2da._ (55.6)

Jesli za miare znieksztalcenia liniowego w danym punkcie
wzig¢ logarytm powiekszenia, to dla S$redniego kwadratowego
znieksztalcenia liniowego w danym punkcie w kierunkach gtéwnych,
albo we wszystkich kierunkach, otrzymamy odpowiednio dwa
nastgpujace wyrazenia:

—
g =+ "/‘i‘(]n3 a -+ In? b),

. 1 27 2
g = 1+ ;fo In*m,-do.

3. Miara calkowitego znieksztalcenia obszaru.

Charakterystyke odwzorowania w jego calosci, z punktu wi-
dzenia znieksztalcen miarowych, przyjeto przeprowadza¢ dwiema
drogami:

— droga obliczenia maksymalnych i minimalnych znieksztatcen

liniowych w granicach odwzorowanego obszaru;

— droga wyliczenia $redniej arytmetycznej z bezwzglednych

wartosci znieksztalcen liniowych, albo $redniej kwadratowej

z wielkosci znieksztalcen liniowych, dla wszystkich punktéow

przeciecia sig¢ siatki parametrowej, w granicach odwzorowa-

nego obszaru.

(55.7)

Dla okreslenia miary znieksztalcenia dla catego zobrazowa-
nego obszaru, nalezy w mysli podzieli¢ ten obszar na granicznie
mate poletka (np. za pomocag siatki parametrowej), i nas!epnie
znalez¢ dla kazdego poletka jedng z wielkosci ¢, ", &, &' po-
tem trzeba utworzy¢ np. $rednig arytmetyczng, ktora bedzie miarg
sredniego znieksztalcenia obszaru odwzorowanego.

Jesli przyja¢ za miare znieksztalcenia w danym punkcie
wielkoé¢ &, to dla éredniego kwadratowego znieksztalcenia linio-
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wego E, w obrebie calego obszaru odtworzonego (catkowite znie-
ksztalcenie obszaru, czyli sredni kwadratowy calkowity blad mapy),
otrzymamy nastepujace wyrazenie:

=z} L[, par

—xV L a1t -1 ar,  (s58)

gdzie F oznacza pole danego obszaru; litera F przy calce wskazuje,
ze nalezy calkowaé po przez powierzchnie calego obszaru.

Przy mierze ¢," dla punktowego znieksztalcenia liniowego,
bedziemy mieli jako miernik znieksztalcenia dla danego obszaru:

Y

=+ l/ #fr‘(ln2 a-+In®b)dF. (55.9)

Przy mierze ¢,, albo &,”, otrzymamy jako mierniki catkowitego
znieksztalcenia obszaru odpowiednio wielkosci E, i E,”, zdefinio-
wane wzorami:

I/L : +]/If T fas .

E, == Ffr‘ez dF=x% FJF2wnJo (m,—1)* - da - dF,
" _,_]/-if "y _’_'/if lfz" 2

E,' =+ F pCa dF =+ FJrazl, Inm,-do -dF,

(55.10)

Wielko$¢ E mozna nazwaé s$rednim kwadratowym calkowi-
tym bledem odwzorowawczym obszaru (mapy)i przy czym E; i E,”
sa calkowitymi bledami typu Airy, za$ E, i E,” — calkowitymi
bledami typu Jordana'). Blad typu Airy uwzglednia tylko kierunki
gtéowne; blad typu Jordana uwzglednia wszystkie kierunki w ogole.

) Dr W. Jordan, Zur Vergleichung der Soldner'schen rechtwinkligen
sphirischen Coordinaten mit der Gauss'schen conformen Abbildung des Ellipsoids
auf die Ebene. Zeitschrift fiir Vermessungswesen, 1V, Bd., 1875.
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b) Kryteria oceny dobroci odwzorowania.

1. Rodzaje i stosowanie Kkryteriow.

Istnieja, jak dotychczas, dwa ogdlne i glowne kryteria oceny
dobroci odwzorowania: kryterium Tissota z r. 1860, i kryterium
Airy z r. 1861 (wraz z jego uogoélnieniem — kryterium Jordana).
Oprocz tych dwoch kryteriow ogolnych, istnieje sporo kryteriow
szczegolnych, odnoszacych sie do pewnych grup odwzorowan,
stosowanych w praktyce kartograficzneji zwlaszcza do odwzo-
rowan stozkowych i obu ich granicznych przypadkow: odwzoro-
wan walcowych i odwzorowan azymutalnych. Kryteria szczegdlne
moga zreszta by¢ uwazane za szczegdlne przypadki kryteriow
ogolnych.

Wszystkie kryteria oceny dobroci odwzorowania, zaréwno
ogdlne jak i szczegdlne, sa oczywiscie stosowane w sensie drugiego
podstawowego zadania teorii odwzorowan: poszukiwanie funkcyj
odwzorowawczych (catkowicie, lub czesciowo nieznanych) z zada-
nych warunkéw co do wielkosci i rozktadu znieksztalcen liniowych
w obrebie calego odtwarzanego obszaru.

Kryteria ogdélne moga by¢ stosowane w dwojaki sposob:
1) albo do poszukiwania jednej lub wigcej stalych dowolnych,
wchodzacych w funkcje odwzorowawcze, znane z innych ogélnych
warunkow (np. konforemnosci, albo réwnopowierzchniowosci, itp.)
2) albo do poszukiwania samych funkcyj odwzorowawczych zupekhie
nieznanych i nieograniczonych innymi zbyt wigzgcymi warunkami.

Kryteria szczegdélne sg przewaznie stosowane w pierwszym
znaczeniu — do wyznaczania statych dowolnych, a wiec sa na
ogo6l znacznie wezsze, lecz praktycznie wazniejsze.

2. Kryterium Tissota.

Odwzorowanie danego obszaru jest najlepsze, gdy w obrebie
tego obszaru maksymalne dodatnie znieksztatcenie liniowe jest rowne
maksymalnemu ujemnemu znieksztalceniu liniowemu; czyli ina-
czej — gdy maksymalne znieksztalcenie liniowe jest tak mate,
jak to jest mozliwe:

|m — 1| = minimum w obrebie calego obszaru odtwarzanego.

A. Tissot (1824 — 1897), francuski matematyk, podal o kry-
terium w Comptes rendus des seances de 1'Academie des Sciences,
vol. LI, 1860, i na tym kryterium opart swa ogolna teorie poszu-
kiwania najkorzystniejszego odwzorowania plaskiego dla danego
kraju. Teoria ta, z pewnym rozwinigciem i uogélnieniem, zostala
szczegélowo podana w Nr. 54.
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3. Kryterium Airy.
Odwzorowanie danego obszaru jest najlepsze, gdy S$redni
kwadratowy calkowity blad odwzorowawczy dla odtwarzanego

obszaru jest minimum:
E, = minimum.

Odwzorowania oparte na kryterium Airy mozna nazywac
odwzorowaniami minimum bledu.

Poszukiwanie funkcyj odwzorowawczych, albo nieznanych
funkcyj a(u,v) i b(u,v), na podstawie kryterium Airy jest dos¢
trudnym zagadnieniem z punktu widzenia analizy matematycznej.
Chodzi bowiem o wyznaczenie funkcyj z warunku, aby catka wy-
razajgca E,, brana po pewnym oznaczonym obszarze na powierzchni
oryginalu, dawala minimum, w poréwnaniu z takimiz calkami
obliczonymi dla innych funkcyj a i b. Zagadnienia takie badano
zwlaszcza, gdy zarowno a jak i b jest funkcja jednej tylko zmiennej.
W rozwigzywaniu tych zagadnien potrzebna jest znajomos$¢ ra-
chunku wariacyjnego, nie wystarczaja za$ zwykte reguty rachunku
rézniczkowego obliczania maksimow i miniméw.

Sir George Biddell Airy (1801 — 1892), astronom angielski
i swego czasu dyrektor obserwatorium astronomicznego w Greenwich,
powzigt idee odwzorowania, ktére byloby pewnego rodzaju kom-
promisem pomiedzy odwzorowaniem konforemnym i odwzorowa-
niem réwnopowierzchniowym. (W jego oryginalnej pracy chodzito
o szczegblny problem, dotyczacy odwzorowania plaskiego zenital-
nego). Rozprawa Airy zostala ogloszona w Philosophical Magazine,
IV. Ser., vol. XXII, str. 409 — 421, 1861, pt. Explanation
of a Projection by Balance of Errors.

Geodeta angielski, putkownik Alexander Ross Clarke, R. E., za-
stosowatl kryterium Airy do odwzorowan perspektywicznych kuli
na plaszczyzne: rezultaty badan Clarke'a sa ogloszone w Encyclo-
paedia Britannica (Ninth Edition), Edinburgh, 1879, vol. X. str. 204,
artykut Mathematical Geography, by Colonel A. R. Clarke.

M. Fiorini, Le Projezioni delle Carte Geografiche, Bologna, 1881
zastosowal kryterium Airy formy:

v [l =+ (5] e

do zbadania wielu odwzorowan. Ten miernik bledu mapy, ozna-
czony litera V, jest jednak w bardzo bliskim zwigzku z bledem E,,
nie zasluguje wiec na osobne badanie. (Por. M. Fiorini, L. c.,
str. 24 i nast.).
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Alfred Ernest Young, Some Investigations in the Theory of Map
Projections, London, 1920, Royal Geographical Society Technical
series, No. 1, poswiecil obszerne studium badaniu odwzorowan
o minimum bledu E; w obszarze mapy, przy tym wyjasnil dobrze
znaczenie kryterium Airy. Trudno jest wymysli¢ — pisze — bardziej
racjonalne kryterium (jesli nie chodzi o konforemnos¢, albo o réwno-
powierzchniowo$¢) niz kryterium Airy do znalezienia najlepszego
odwzorowania. Pomimo to odwzorowanie Airy ,,by balance of errors”
nie znalazto szerszego uzycia, i zdaje sie bardziej zwrocito
uwage geodetow i kartograféow na kontynencie, niz w Anglii.
Powodem tego jest zapewne zlozono$¢ wzordSw matematycznych
tego odwzorowania, ale takze, jak sadzi Young, i to, ze natura
odwzorowania Airy nie byla przez dlugi czas zrozumiana i wyja-
$niona przez podreczniki i dziela poswiecone teorii odwzorowan;
tym bardziej ze i sam Airy popehil pewien blagd w swym rozwia-
zaniu, ktéry spowodowal pewna dyskwalifikacje tego odwzoro-
wania. Chociaz blad ten byl wkrétce wykryty i sprostowany przez
Clarke'a w Philosophical Magazine, 1862, bledne tablice liczbowe
Airy przeszty niefortunnie do pdzniejszych publikacyjipodrecznikow.
Roéwniez niektérzy autorzy jak sie zdaje sadza, ze odwzorowanie
Airy jest wlasnie odwzorowaniem minimum btedu, podczas gdy
jest ono tylko zenitalnym odwzorowaniem minimum bledu, ktore
jest szczegdlnym przypadkiem bardziej ogdlniejszej klasy odwzo-
rowan stozkowych. A. E. Young zastosowal z powodzeniem kry-
terium Airy do tej bardziej ogélnej klasy, i rezultaty swych badan
oglosit w wyzej przytoczonej pracy.

4. Kryterium Jordana stanowi uogdlnienie kryterium Airy
i polega na warunku minimum dla sredniego kwadratowego catko-
witego bledu (typu Jordana) dla odtwarzanego obszaru:

E, = minimum.

Kryterium to, jak dotychczas, bylo bardzo malo stosowane.

Zwré¢my uwage, ze kryteria Airy i Jordana opierajg sie na
zasadzie najmniejszych kwadratow.

c) Kryteria szczegolne.

Ze wzgledu na spora ich ilos¢, i zwigzek z rozwojem historycz-
nym kartografii, beda one podane w kolejnosci chronologicznej.
Sa to przewaznie przypadki szczegélne kryterium Tissota, przy
zastosowaniu tego kryterium do zagadnien spotykanych w praktyce
kartograficznej. Wiekszo$¢ z nich byta zreszta wprowadzona nie-
zaleznie przed Tissotem.
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1. Kryterium Ptolemeusza (87 — 165) bylo podane w zwigzku
z odkryciem prostego odwzorowania stozkowego, znanego obecnie
pod jego nazwiskiem ).

W sformulowaniu $cistym kryterium Ptolemeusza jest naste-
pujace:

1. Na pewnym dowolnie obranym réwnolezniku skala ma
by¢ minimum.

2. Na tymze roéwnolezniku skala ma by¢ réwna jednosci.

2. Kryterium De I'Isli, Joseph Nicolas (1688 — 1768).

Astronom francuski, kierujacy kartografia rosyjska w I polowie
XVIII stulecia; zastosowat w r. 1745, przy sporzadzaniu mapy Rosji,
odwzorowanie stozkowe rownoodlegloéciowe z dwoma glownymi
rownoleznikami, rozmieszczonymi symetrycznie wzgledem skrajnych
i srodkowego rownoleznikow obszaru. Nie nalezy sadzi¢, ze jest to
odwzorowanie na stozek sieczny w czysto geometrycznym sensie,
gdyz w takim odwzorowaniu skala wzdluz poludnikéw, w pasie
pomiedzy réwnoleznikami siecznosci, nie moze by¢ réwna jednosci,
poniewaz luk jest zawsze wigkszy od cieciwy.

W sformutowaniu $cistym kryterium De 11sli jest nastepu-
jace?):

State w funkcjach odwzorowawczych nalezy okresli¢ z wa-
runkow:

1. Na dwédch rownoleznikach, obranych dowolnie, skale
majg by¢ jednakowe.

2. Na tychze réwnoleznikach, zwanych gtownymi, skala ma
by¢ réwna jednosci.

Uwaga. Kryteria Ptolemeusza i De 1'Isli zastosowat J. H. Lambert
w 1. 1772 do réwnokatnych odwzorowan stozkowych, i sformowat
je w klasycznej rozprawie Anmerkungen und Zus{itze zur Entwer-
fung der Land- und Himmelscharten, w § 51 str. 138 i w § 53
str. 140.

1) Ptolemeuszowi przypisuja tez ulepszenie tego odwzorowania, znane
pod nazwa Bonne'a. Ptolemeusz pozostawil znaczng liczbe map, wydawanych
w czasach pozniejszych kilkakrotnie w réznych opracowaniach, migdzy innymi
w r. 1890 przez szwedzkiego podréznika i zbieracza starych map Adolfa Ericha
Nordenskjold'a (1832 — 1901).

%) Tissot przypisuje to kryterium i samo odwzorowanie Mercatorowi.
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3. Kryterium Murdocha.

Statle w funkcjach odwzorowawczych nalezy okresli¢ z wa-
runku, aby pole caloéci mapy, to jest calego obszaru odwzorowa-
nego, bylo zachowane.

Kryterium to prawdopodobnie pierwszy wprowadzit Rev.
Patrick Murdoch, F. R. S., szkocki duchowny, ktory opublikowat
w 1. 1758 w Philosophical Transactions of the Royal Society opis
kilku, znanych obecnie pod jego nazwiskiem, odwzorowan stoz-
kowych, dla ktéorych wyznaczyl stale z warunku zachowania pola
dla catosci mapy.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze przez ten warunek odwzorowanie
nie musi by¢, i zazwyczaj nie jest, rownopowierzchniowe. Z inte-
gralnej réwnosci pol skonczonych nie wynika czasteczkowa
(lokalna) réwnosc¢ pol.

4. Kryterium Eulera (1707 — 1783).

Dowolny wybdr réwnoleznikow gléwnych, zaproponowany
przez De 1Isli, nie mial zadnego naukowego uzasadnienia, i po-
wodowal nieréwnomierny rozklad znieksztalcen liniowych: od-
chylki skali od skali gtownej wzdtuz rownoleznikow, potozonych
w pasie pomigdzy rownoleznikami gldownymi, sa znacznie mniejsze
od odchylek na réwnoleznikach polozonych na zewnatrz réwno-
leznikow gtéwnych.

Znakomity matematyk szwajcarski Leonhard Euler w Zapi-
skach S. Petersburskiej Akademii Nauk za r. 1777') zaproponowat
wyznaczy¢ rownolezniki glowne z warunku, aby réznice pomiedzy
diugo$ciami iukéw réwnoleznikowych na odwzorowaniu plaskim
i na kuli byly, na dwéch skrajnych réwnoleznikach kraju, jednakowe,
i przy tym réwne réznicy tukéw réwnoleznikowych na kuli i na od-
wzorowaniu dla réwnoleznika o $redniej szerokosci. Analitycznie
warunek ten prowadzi do dwdch réwnan, z ktéorych mozna okre-
slic stale, wchodzace w funkcje odwzorowawcze, a mianowicie
stala stozka i stalag calkowania. Na tej podstawie mozna znalez¢
skale rownoleznikowa, i, jesli trzeba, poszukiwa¢ dwoéch rowno-
leznikow o skali rownej jednosci, t. j. nieznanych glownych row-
noleznikow.

') De projectione geographica De Lisliana in mappa generali imperii russici
usitata; Acta Acad. Scient. Imperial. Petropolitanae pro anno MDCCLXXVII, T. I.,
p. 143 — 153; kryterium Eulera podane jest w § 18 wymienionej pracy. W prze-
kladzie niemieckim: Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr 93: Drei
Abhandlungen iiber Kartenprojection von Leonhard Euler, Leipzig 1898.
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Euler w swoim kryterium postawit takze zadanie nieco lepsze,
niz sformulowane powyzej, a mianowicie, aby owe jednakowe
roznice w dilugosci tukéw dla skrajnych réwnoleznikow obszaru,
byly rowne ujemnej roznicy w dlugosci tukow dla tego rowno-
leznika dla ktorego ta roznica osigga najwieksza wartos¢. Ten row-
noleznik nie musi juz wypada¢ dokladnie w Srodku pomiedzy
skrajnymi réwnoleznikami.

Odchyiki skali od 1 w odwzorowaniu stozkowym Eulera
sg mniejsze od odchylek w odwzorowaniu Ptolemeusza, a takze
w odwzorowaniu De 1'Isli. Niemniej jednak sa one do$¢ znaczne
i roztozone nieréwnomiernie: na poinocnym skrajnym rownolezniku
sa nieco wiecej niz dwukrotnie wigksze, niz na potudniowym.
Zaszlo to dlatego, ze Euler zawarunkowal nie réwnos¢ odchylek
skali od 1 na granicznych réwnoleznikach obszaru, lecz réwnos¢
réoznic dlugosci tukéw na odwzorowaniu i na kuli. Euler sam
zwrécil uwage na te okolicznos¢, lecz zadowolil sie wzmiankag,
ze poinocne obszary Rosji sa mato znane, wobec czego znieksztat-
cenia na tym obszarze nie maja praktycznego znaczenia.

5. Ulepszone kryterium Eulera.

Chociaz wyraznie nie podal on tego kryterium, jednak wiaze
sie ono i wynika z zasadniczego zalozenia Eulera.

Kryterium mozemy sformulowa¢ w nastepujacy sposob:

1. Na dwoch skrajnych, zadanych, rownoleznikach obszaru
skale (a tym samym i znieksztalcenia) maja by¢ jednakowe.

2. Na srodkowym réwnolezniku znieksztalcenie liniowe ma
by¢ rowne znieksztalceniu liniowemu na rownoleznikach skrajnych,
wzietemu ze znakiem przeciwnym.

Zamiast warunku drugiego mozna tez postawi¢ zgdanie nieco
lepsze, aby owe réwne co do bezwzglednej wartosci znieksztal-
cenia mialy miejsce nie dla rownoleznika s$rodkowego, lecz
dla rownoleznika z najmniejszq skalg. Kryterium to bylo za-
stosowane w r. 1881 przez A. Tissota do stozkowego odwzo-
rowania rownopowierzchniowego Albersa. Nastepnie bylo za-
stosowane przez Maiteo Fiorini (1827 — 1901), prof. geodezji
w Bolognii, do odwzorowania stozkowego réwnoodlegtosciowego.
Ten dodatkowy warunek niewiele jednak polepsza rozklad znie-
ksztalcen, poniewaz skala na réwnolezniku o minimum skali jest
niewiele rozna od skali na réownolezniku $rodkowym. To samo
kryterium, i rowniez do odwzorowania stozkowego réwnoodlegloscio-
wego, lecz z uzyciem réownoleznika srodkowego, zastosowat takze
W. Witkowskij (Wygodniejszaja rawnopromiezutocznaja konicze-
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skaja projekcja, Izwiestija Russkogo Gieograficzeskogo Obszczestwa,
tom XXXVI, 1900; a takze jego Kartografija, St. Peters., 1907,
str. 200 — 202).

6. Kryterium Lagrange'a (1736 — 1813).

W odwzorowaniu Lagrangea'), czyli w konforemnym odwzo-
rowaniu kotowym kuli, albo elipsoidy obrotowej splaszczonej, na
plaszczyzne, do funkcyj odwzorowawczych wchodzg trzy stale: o, 8 ik.
Z nich stala k jest stalg skali, nie ma wiec ona wplywu na obraz,
lecz tylko na jego wielko$¢. Stata catkowania § wyznacza szerokosé
rownoleznika, ktéry odtwarza sie¢ prostoliniowo. Stala «, zwana
przez Lagrange'a ,wykladnikiem odwzorowania” ma wplyw na
wszystkie glowniejsze wilasnosci odwzorowania.

Statymi o, B i k rozporzadzit Lagrange w bardzo bystry
i wnikliwy sposéb: azeby na $rodkowym prostoliniowym obrazie
potudnika przy dtugosci A,= 0, w pewnym punkcie o szero-
kosci ¢,, skala rownata sie jednosci, za$ pierwsza i druga pochodna
skali (lub logarytmu skali) stawala sie zerem:

2
m,=1, (—9—”1)=0, (‘1—’?)=0.
do /o do?/o

Przy takim okresleniu statych, zmiany skali sa bardzo wolne
na do$¢ znacznej rozlegtosci od punktu srodkowego [sg one pro-
porcjonalne do (p — ¢,)°], co jest bardzo cenng wlasnoscia odwzo-
rowania Lagrange'a. Znieksztalcenie liniowe elementarne jest wow-
czas wielkoscig trzeciego rzedu. Jesli obszar kraju nie jest nad-
miernie duzy, odwzorowanie Lagrange'a daje obraz blizszy do
rzeczywistosci, niz odwzorowanie tego kraju w jakimkolwiek innym
zobrazowaniu.

W 1. 1843 Gauss zastosowal kryterium Lagrange'a do kon-
foremnego qdwzorowania elipsoidy obrotowej sptaszczonej na kule?).

7. Kryterium Gaussa (1777 — 1855).

W  klasycznej ogodlnej teorii odwzorowania konforemnego
jednej powierzchni na druga, z roku 1822, Gauss podal nastepujace
kryterium, zarowno przy stozkowym odwzorowaniu kuli na ptlasz-

') Joseph Louis Lagrange, Sur la construction des carles géographiques,
Nouveaux Mémoires de I'Acad. Royal de Berlin, Année 1779, § 35 str. 202,
i § 38 str. 204. Takze w przekladzie niemieckim, Ostwalds Klassiker der exakten
Wissenschaften, Nr 55: Uber Kartenprojection, Leipzig, 1884.

*) C. F. Gauss, Untersuchungen iiber Gegenstinde der hoheren Geodiisie
Abhandl. d. Gotting. Ges. d. Wiss. Bd. II, 1844; Bd. III, 1847. Rowniez Gauss Werke
Bd. IV, str. 259 i nast.; oraz Ostwalds Klassiker der Exakten Wissenschaften, Nr 177,
Leipzig 1910, w wydaniu J. Frischaufa,
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czyzne (w § 10, str. 16), jak i przy odwzorowaniu elipsoidy obro-
towej na kule (w § 13, str. 22):

1. Na dwoch skrajnych rownoleznikach obszaru skale majg
by¢ jednakowe.

2. Na dowolnym réwnolezniku pomiedzy réwnoleznikami
skrajnymi, skala ma by¢ réwna jednosci (w szczegolnosci na tym,
dla ktorego skala osigga minimum).

Prof. M. D. Solowjew, Kartograficzeskije projekcji, Moskwa 1937 r., str. 101,
przypisuje Gaussowi pie¢ sposobow obliczania stalych dowolnych w odwzorowaniu
stozkowym. Jest to, jak si¢ wydaje, zbyt wiele. Oryginalne prace Gaussa po-
twierdzajg tylko dwa z wymienionych sposobow, pozostale nalezy raczej przy-
pisa¢ Ptolemeuszowi, De 1'Isli i Eulerowi. Rzecz ciekawa, ze W. Witkowskij,
Kartografija, 1907 r., a za nim W. W. Kawrajskij, Matiematiczeskaja Kartografija, 1934,
wymieniajac te pie¢ sposobdow, nic nie wspominaja, jakoby one mialy pochodzi¢
od Gaussa.

8. Kryterium Czebyszewa') (1821 — 1894).

Na podstawie swej miary znieksztatcenia liniowego (Nr 55, a, 1),
Czebyszew podatl kryterium logarytmiczne, ktére mozna sformutowac
jak nastepuje.

Mapa jest najlepsza gdy w obrebie jej granic:

1. logarytm skali ma mozliwie najmniejsza oscylacjei

2. logarytm skali maksymalnej oraz logarytm skali minimal-
nej roznig sie mozliwie najmniej od logarytmu skali gléwnej:

In Mpax — In Mpix= minimum,
In Mpax + In Mpiy= 2 Inm,.

(Skala gléwna m, najczesciej jest =1, i In m, = 0).
Oba warunki kryterium Czebyszewa mozna takze napisac
w formie nastepujacej:
_ Mpax

-——— == minimum,
Mpyin

Mpax * Mpin = m02~
Drugi warunek moze by¢ takze napisany w formie proporcji:
Mpax : My = I, : Mpyin.

Zauwazmy, ze stosunek Mpax : Muin Wyraza zmiennosc skali w gra-
nicach odtwarzanego obszaru.

Czebyszew, stosujac pierwszy warunek swego kryterium (do
odwzorowania konforemnego) znalazt nastepujace, godne uwagi

) P. L. Czebyszew, 1) Sur la construction des cartes géographiques. Bull.
de la classe physiq.-math. de I'Ac. des S., St. Petersburg, t. XIV, 1856, str. 257 — 261,
2) Czerczenije gieograficzeskich kart, 1856; Soczinienija t. I, str. 240,
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twierdzenie, ktérego szczegétowy dowod podat D. A. Grawe'):
.Najdogodniejsze odwzorowanie dla jakiejbadz cze$ci powierzchni
ziemi na mapie jest to, w ktérym na granicy odwzorowania skala
zachowuje jedng i te sama wielko$¢”. Innymi slowy, obszar ogra-
niczony izoskalg w jakimbadz danym odwzorowaniu konforemnym,
przedstawi si¢ we wszelkim innym konforemnym odwzorowaniu
z wiekszym wahaniem logarytmu skali, a wskutek tego i z wiekszg
wartoécig stosunku Mupaxi Muin (. j. mniej korzystnie), niz w danym
odwzorowaniu. Tym si¢ ttumaczy, dlaczego odwzorowania stozkowe,
zachowujace (przez stosowny obidr stalej stozka) réownos¢ skal
na dwoch skrajnych réwnoleznikach obszaru (zasada Eulera), sa
tak korzystne pod wzgledem rozkladu znieksztalcen. W tym przy-
padku skrajne wartosci skali, Mmpax 1 Mmin (albo ich logarytmy)
beda sie odchyla¢ od skali gltéwnej m, (albo od logarytmu m,)
mniej, niz w innym odwzorowaniu stozkowym tego samego obszaru.
Wreszcie, przez stosowny obiér drugiej stalej (t. zw. staltej skali),
osiggamy zrownanie tych odchylek dla (mmax — 1) i (1 — M),
albo tez zréwnanie logarytmow dla obu skal ekstremalnych z lo-
garytmem skali gtownej.

Dla poréwnania zestawimy oba kryteria, Eulera i Czebyszewa:

Euler:

m, = In, (=mmax)
Mpax — 1 = 1 — Mnin.

Skale m, i m, na dwoch
zadanych skrajnych réwnolez-
nikach obszaru maja by¢ sobie
réwne, i najwieksza skala ma
by¢ o tyle wieksza od skali
glownej, o ile najmniejsza skala
jest mniejsza od skali glownej.

Drugi warunek daje row-
nanie:

]/2 (mmax + mmin) =1

do wyznaczenia stalej skali.

Czebyszew
m; = m, (= Munax)
Mnass]l =1 s Mz

Skale m; i m, na dwdch
zadanych skrajnych réwnolez-
nikach obszaru maja by¢ sobie
réowne, i najwieksza skala ma
by¢ tyle razy wieksza od skali
glownej, ile razy najmniejsza
skala jest mniejsza od skali
gléwnej.

Drugi warunek daje row-

nanie:
Mpax * Mpin= 1,

a takze ]/mmax * Mmn =1, do
wyznaczenia stalej skali.

') D. A.Grawe, Ob osnownych zadaczach matiematiczeskoj tieorii postrojenija

gieograficzeskich kart, Spb. 1896, str. 177 — 183; resumé — w jego przyczynku:
Ob izobrazeniji szaria na ploskosti s sohranienijem ploszczadiej, Izw. Russ. Astron,
O-wa, wyp. IV, 1895, str. 56 — 59.
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Przy matlo roznigcych si¢ od siebie Mmax i Mmin, Srednia
arytmetyczna z tych wielkosci niewiele sie rézni od $redniej geo-
metrycznej z tychze wielkosci; dlatego oba odwzorowania sg wow-
czas prawie takie same; réznig sie one, w kazdym razie, tylko
rozmiarem (stalg skali), a nie postacia (stala stozka) odwzorowania.
Przy znaczniejszej réznicy pomiedzy Mmax i Mmn lepiej wzigé
dla stalej skali nie srednia arytmetyczna, "2 (Mupax + M), lecz
srednig geometryczng, ]/mma, - Mpin, poniewaz srednia geometryczna
jest zawsze niewiegksza od $redniej arytmetycznej.

9. Kryterium H. Webera').

W 1. 1867 Weber zdefiniowat (dla odwzorowania konforem-
nego) miare znieksztalcenia liniowego w punkcie powierzchni
zupelnie tak samo, jak juz przed nim zrobit to Czebyszew, jako

wielkos¢:
()
m,

ktorg nazwat bledem miejsca na obrazie.
Nastepnie zdefiniowal blgd calkowity mapy, F, za pomoca

rownania:
m 2
Fldo=[do- 1n(m0)

w ktérym deo oznacza element powierzchniowy.
Kryterium Webera ma ogolniejszy charakter i polega na
warunku:

F = minimum.

Odwzorowanie konforemne jest jednoznacznie okresSlone, gdy
F ma by¢ minimum, i gdy obrazy dwoéch punktéow sa dane.
Problem prowadzi do rozwigzania liniowego réwnania roézniczko-
wego czastkowego 4. rzedu.

10. Kryterium A. Eisenlohra?).

W roku 1876 A. Eisenlohr za miare bledu w punkcie po-
wierzchni obrazu przyjal maksymalng wartos¢ krzywizny geode-
zyjnej dla obrazu linii geodezyjnej powierzchni. Nastepnie wpro-

) H. Weber, Uber ein Prinzip der Abbildung der Teile der Erdoberflidche
J. f. Math. 67 (1867), str. 229.

%) A. Eisenlohr, J. f. Math. 72 (1876), str. 143; patrz takze: Uber Karten-
projectionen, Ztschr. d. Geselsch. f. Erdkunde zu Berlin, Bd. 10 (1875), str. 305—334.

F. Biernacki, Teoria Odwzorowan 20
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wadzil kryterium, aby (skonstruowana analogicznie jak u Webera)
calka dla bledu catkowitego byla minimum.

To kryterium, zastosowane do odwzorowania konforemnego,
prowadzi do zwyklego problemu minimum, ktérego bezposrednie
zastosowanie do celéw praktycznych, jak dotychczas, nie jest
zdaje sie¢ zbadane.

11. Kryteria F. N. Krasowskiego ).

W 1. 1922 geodeta rosyjski F. N. Krasowski podatl dla odwzo-
rowania stozkowego rownoodleglosciowego dwa nastepujace kryteria:

Kryterium pierwsze.

1. Na zadanych dwéch skrajnych réwnoleznikach ¢, i @,
obszaru, skale maja by¢ jednakowe: m; = m,.

2. Bezwzgledne wartosci znieksztalcen liniowych ekstremal-
nych dla obszaru odtwarzanego maja by¢ sobie réwne:

lmmax—llzlmmin “'li-

3. Pole pasa, zawartego pomiedzy ¢, i ¥,, ma by¢ zachowane.

Pierwszy i drugi warunek sa takie same, jak w kryterium
Eulera, i w zupelnosci okreslaja obie stale odwzorowania stozko-
wego. Trzeci warunek jest warunkiem Murdocha. Aby spelnic¢
ten warunek nalezy mie¢ do rozporzadzenia jeszcze trzecia stalg
dowolng. Otéz, jako taka moze stuzy¢ skala poludnikowa, ktéra
nie bedzie juz rowna jednosci, lecz innej wartosci stalej. Warunek
trzeci osigga sig¢ wigc kosztem dopuszczenia stalego znieksztalcenia
dhugosci wzdtuz potludnikéw, co nie narusza réwnoodlegto$ciowosci.

Kryterium drugie.

1. Na dwoch skrajnych, lecz nieznanych, rownoleznikach
obszaru skale maja by¢ jednakowe: m, = m,.

2. Pole pasa, zawartego pomiedzy tymi skrajnymi rownolezni-
kami, ma by¢ zachowane.

3. Suma kwadratow znieksztalcen liniowych wzdluz réwno-
leznikow ma by¢ minimum dla odtwarzanego obszaru.

Cztery wielko$ci sa nieznane: stala stozka, stala skali, oraz
dwa skrajne rownolezniki ¢, i ¢,. Skala poludnikowa nie bedzie
rowna jednoSci, lecz innej wartosci stalej, nieco mniejszej od
jednosci.

') F. N. Krasowskij, Nowyje kartograficzeskije projekcji, 1922, Oraz:
Wyczislenije koniczeskoj rawnopromiezutocznoj projekcji, naituczsze prisposoblennoj
dla izobrazenija dannoj strany, Geodezist Nr 5—6, 1925,



ROZDZIAL XIII

WARUNKI DOTYCZACE RODZAJU, ALBO KSZTALTU
LINIJ PRZEKSZTAXCONYCH

§6. Odwzorowanie geodezyjne, czyli ortodromiczne

Glowna wlasnos¢ odwzorowania konforemnego: podobienstwo
czgsteczkowe powierzchni oryginatu i obrazu w kazdym punkcie
(chociaz podobienstwo w zwyklym znaczeniu nie moze byé zacho-
wane dla zadnego obszaru skonczonego wskutek zmiennosci skali), albo
tez gtbwna wlasno$¢ odwzorowania réwnopowierzchniowego: zacho-
wanie po6l — nie sa jedynymi korzystnymi zaletami, jakich mo-
zemy zada¢ (dyzjunktywnie) przy porownywaniu dwoch powierzchni.
Czy to dla teorii map, czy dla teorii deformacji powierzchni,
czy w koncu dla innych celéw odwzorowania powierzchni, pozga-
dane jest pozna¢ mozliwos¢ zszeregowania punktowego dwaéch
powierzchni w taki sposob, aby liniom geodezyjnym (czyli orto-
dromom) jednej powierzchni odpowiadaly linie geodezyjne drugiej
powierzchni. Przy tym odpowiednio$¢ ta ma mie¢ miejsce w ogdle,
a nie tylko dla pewnej pojedynczej rodziny linij geodezyjnych.
Okaze sie¢ w nastepstwie, ze nie kazde dwie powierzchnie dadza
si¢ odwzorowa¢ geodezyjnie na siebie. Najprostszym przykladem
odwzorowania geodezyjnego jest rzut srodkowy kuli na ptaszczyzne:
kola wielkie, ktére sg liniami geodezyjnymi kuli, rzutuja si¢ jako
linie proste, ktore sa liniami geodezyjnymi plaszczyzny, wlasnose,
ktéra jest bardzo cenna przy sporzadzaniu map nawigacyjnych
(morskich i lotniczych) i map nieba.

Zajmiemy sie pokrotce oméwieniem problemu odwzorowania
geodezyjnego jednej powierzchni na druga.
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Najprostsza forma tego problemu jest poszukiwanie wszyst-
kich powierzchni, ktore dadza sie geodezyjnie odwzorowa¢ na
plaszczyzne, a wiec tak, zeby wszystkie linie geodezyjne po-
wierzchni przechodzily w linie geodezyjne plaszczyzny, czyli
w linie proste. W tej ograniczonej (do odwzorowan ptaskich) formie
problem byl postawiony i rozwigzany przez Beltrami'ego, w roku
1866 '). Wykazal on, ze jedynymi powierzchniami, ktére mogq byé
geodezyjnie odwzorowane na plaszczyznie, sq powierzchnie o stalej
krzywiznie. Z jednego takiego odwzorowania dla danej powierzchni
wynikaja, wedlug A. F. Mdbiusa, wszystkie inne przez kolineacje
plaszczyzny.

Dowéd twierdzenia Beltrami'ego znalez¢ mozna w podreczni-
kach geometrii rézniczkowej.

Wazny jest dla geodezji wniosek, ze elipsoida, jako po-
wierzchnia o zmiennej krzywiznie, nie daje sie odwzorowaé geode-
zyjnie na plaszczyznie; odwzorowanie ortodromiczne elipsoidy na
plaszczyzne nie istnieje. Natomiast kula, stozek, walec, plaszczyzna
moga by¢, oczywiscie, odwzorowane ortodromicznie na plaszczyzne.

Okazuje sie wiec, ze ilos¢ typow powierzchni, ktore moga
by¢ odwzorowane geodezyjnie na plaszczyznie jest powaznie
ograniczona, i calkiem naturalnie nasuwa si¢ problem ogolniejszy:
jakie powierzchnie moga by¢ odwzorowane geodezyjnie na siebie,
bez czynienia ograniczen co do natury powierzchni obrazu? Ten
problem byl postawiony takze przez Beltrami'ego, w jego wyzej
przytoczonej pracy. U. Dini w roku 1869 %), opierajgc si¢ na twier-
dzeniu Tissota o siatkach ortogonalnych, pierwszy podal rozwig-
zanie tego problemu dla rzeczywistych odwzorowan i rzeczywistych
powierzchni. Uzupelnienie tego rozwiazania, bez ograniczania pro-
blemu do wielkosci rzeczywistych, podat S. Lie w roku 1882°%).
Wreszcie inne rozwigzanie podat G. Darboux?).

Rezultat rozwigzania zadania o poszukiwaniu powierzchni,
ktéore dadza sie odwzorowa¢ geodezyjnie na siebie jest naste-
pujacy:

') E. Beltrami, Riportare i punti una superficie sopra un piano in modo che
le linee geodetiche vengano rappresentate da linee rette, Ann. di Mat. (1),
vol. VII, 1866, p. 185.

?) U. Dini, Sopra un problema che si presenta nella teoria generale delle
rappresentazioni geografiche, Ann. di Mat., 2. Ser., vol III, 1869, p. 269.

%) S. Lie, Math. Ann., XX,1882, p. 421,

1) G. Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, Paris, 4 vols,
1887 — 1896; w tomie 3, p. 40 — 65.
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Dwie powierzchnie pozostajq ze sobq w relacji Dini'ego tylko
wtedy, gdy ich elementy liniowe majq forme Liouville'a:

ds® = (U— V) (U2du® + V2 dv?),

d§=(y~indf+yﬁﬁy
vV U v

gdzie U i U sa funkcjami tylko zmiennej u, za$ V i V sq funkcjami
tylko zmiennej v. Obie formy dla elementow liniowych ds® i dS?
odpowiadajacych sobie na powierzchniach, moga réwniez by¢ izo-
metryczne.

Do kazdej powierzchni oryginatu, ktoérej element liniowy ds®
ma wyzej podana forme, nalezy nieskonczona ilos¢ powierzchni
obrazowych o elementach liniowych formy dS? poniewaz, bez
zmiany czynnika (U — V), mozna zamieni¢ U na (U-+h) i V na
(V + h).

Powierzchnia Liouville’a') moze by¢ geodezyjnie odwzorowana
na skojarzonqg z niq powierzchnie Liouville'a.

Rownanie rozniczkowe linii geodezyjnej na pierwszej powierzchni moze
by¢ napisane w formie:

UWU—a)—"hdu—V(a—V)—"hdv=0.

Réwnanie to nie zmieni sig, jesli zamienimy U na (—U-1), V na (—V-—),
U na (UU—"'%), V na (VV—'h), a na (— 1/d’). Zmiany te przemieniajq pierwsza
powierzchni¢ w druga. W ten sposob bezposrednio sprawdzamy, ze dwie po-
wierzchnie Liouville’a moga by¢ odwzorowane geodezyjnie jedna na drugg.

Odwzorowanie konforemne i jednoczesSnie geodezyjne moze
mie¢ miejsce tylko w przypadku podobienstwa dwoch powierzchni
i, oczywiscie, w izometrii. Przy deformacji powierzchni, to jest
zmianie formy bez rozciagnie¢ lub rozdar¢, tak, ze dlugosc kaz-
dego elementu liniowego pozostaje niezmieniona, linie geodezyjne
pozostang liniami geodezyjnymi na zdeformowanej powierzchni.
W szczegblnosci, gdy rozwazana powierzchnia jest rozwijalna na
plaszczyznie, linie geodezyjne powierzchni stajg sie liniami pro-
stymi plaszczyzny. To zgadza si¢ z faktem, ze linia prosta jest
najkrotsza droga, czyli odleglosciq, pomigdzy dwoma punktami
plaszczyzny.

') Powierzchnie te obejmuja, jako specjalne przypadki, plaszczyzny, kule,
centralne kwadrygi.
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Istotne uogoélnienie problemu Dini'ego podal Fr. Busse') przez
zadanie, aby kazdej linii geodezyjnej powierzchni oryginatu odpo-
wiadala linia o stalej geodezyjnej krzywiznie?) na powierzchni
obrazu. Takie, jak i podobne inne uogolnienia zadania, wykracza-
jace poza temat odwzorowan geodezyjnych, nie bedg tu rozwazane.

57. Krzywizna linii na powierzchni

Do dalszych rozwazan odwzorowawczych beda potrzebne
wzory analityczne na krzywizne linii na powierzchni.

W tej sprawie wypadnie si¢ odnies¢ do dziel poswigconych
geometrii rozniczkowej, a w szczegdlnosci teorii powierzchni.
Ponizej podane sa potrzebne wzory, z pewnym Kkomentarzem
objasniajacym, pomijajagc wywody.

a) Krzywizna dowolnej linii na dowolnej powierzchni.

Zalézmy, ze:

— dana jest powierzchnia: x=f, (u, v),y =f,(u, v), z=f; (u, v);
zmienne niezalezne u,v sa jej wspolrzednymi krzywoliniowymi;

— dana jest dowolna krzywa C lezgca na tej powierzchni;

— dany jest dowolny punkt P lezacy na tej krzywej.

1) Fr. Busse, Uber diejenige punktweise eindeutige Beziehung zweier Flichen-
stiicke auf einander, bei welcher jeder geoddtischen Linie der einen eine Linie
konstanter geoditischen Kriimmung der andern entspricht, Berlin, Ber., 1896.

) Darboux linie o statej geodezyjnej krzywiznie na dowolnej powierzchni
nazywa kolami geodezyjnymi. Minding, J.f. Math. G, 1830, linie te nazwatl ,krzy-
wymi o najkrotszym obwodzie". Gauss natomiast nadal pojeciu kola geodezyj-
nego nieco inny sens: miejsce geometryczne punktow na powierzchni, o stalej
geodezyjnej odlegiosci od obranego punktu, jako Srodka; dowiodl on rowniez, ze
kola geodezyjne sa ortogonalnymi trajektoriami rodziny linij geodezyjnych, prze-
chodzgcych przez jeden punkt.

Termin kolo geodezyjne moze by¢ uzyty w kilku réznych znaczeniach.
Pochodzi to stad, ze na powierzchni o zmiennej krzywiznie, krzywa posiadajgca
wszystkie wlasnosci kola plaskiego nie istnieje. Dogodnie jest jednak nadac te
samq nazwe kola, krzywym posiadajacym jedna z wtasnosci charakterystycznych
kola plaskiego. W ten sposob powstaly dwie definicje kola geodezyjnego: defi-
nicja Gaussa i definicja Darboux. Te dwa rodzaje krzywych sa rézne od siebie,
z wyjatkiem powierzchni o stalej krzywiznie. Jest wiec pewna chwiejnosé¢
w terminologii. Lepiej jest jednak z niej zrezygnowac i, dla uniknigcia nieporozumien
raczej, niz dla narzucania nowych definicyj, przyjac¢ definicje Darboux.



311

Geometria rozniczkowa podaje nastepujagcy wzoér na krzy-
wizng krzywej C w jej punkcie P:

kz — kgz + knz ' (57-1)
w ktorym k oznacza pierwszq krzywizne, ky — krzywizne geode-
zyjnq, k. — krzywizne normalng krzywej C na powierzchni

w rozwazanym punkcie. Krzywizna normalna k., krzywej C
w punkcie P jest krzywizng przekroju normalnego powierzchni za
pomoca plaszczyzny przechodzgcej przez prosta styczng.do krzy-
wej C w rozwazanym punkcie i przez prosta normalng powierzchni
w tym punkcie; jak wiadomo k. jest takze krzywizng linii geode-
zyjnej stycznej do krzywej C w punkcie P.

Ograniczymy si¢ przy tym do pierwszej krzywizny, zwanej tez kolowq krzy-
wizng, dowolnej linii krzywej, pomijajac wzory na drugq krzywizng, zwana nie-
kiedy skreceniem, lub tez torsja. Stanowisko to usprawiedliwia fakt, ze druga
krzywizna dla dowolnej krzywej plaskiej jest zerem w kazdym jej punkcie.

Krzywa C moze by¢ okreslona za pomocq dowolnego zwigzku pomigdzy
parametrami, np. v = f(u), lub ogélniej f(u,v) =0; albo tez w formie parame-
trowej, np. u =y, (s), v =9, (s), gdzie s jest Jukiem krzywej, lub t. p.

Wz6r analityczny na krzywizne dowolnej linii na powierzchni
uzyskuje sie ze wzoru (57.1), wprowadzajac wyrazenia dla kg i Ka
w funkcji wielko$ci podstawowych 1. i 2. rzedu teorii po-
wierzchni:

K= (T[uv'—vu+4T,2u? (2T, — Ty u?v' —
— (21! — o) u' v'2— Ly v3))2 4 {Lu 4 2 Mu' v'+ N v2}?
lub tez:
K= {Tu (v T 2u?+ 202w v 4 Ty v?) —
—Tv'(u" w20, u' v'—Ty, ' v2) 24 {Lu?+4-2Mu' v'4-N v'2}?

(57.2)

gdzie:
T=(EG— F%)',

1 1
[ul=i——Tz(GEu—2FFu+FEv), F112=2T2(2EF"—EEV—FEU)'
g b oot
Iy =2T3(GEv-FGu): Ly =2T2(EGU—FE")'

1 1
Pgl= 2——7,2(2(51% —GGu— FG)), [,y = ™ (EGy —2FF, -+ F Gu).
(57.3)
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E,F,GiL, M, N sg wielkosciami podstawowymi teorii powierzchni,
1. i 2. rzedu, odpowiednio; E., E., etc., oznaczaja pochodne
czgstkowe odnosnych funkcyj wzgledem zaznaczonych zmiennych
parametrowych; u', v', u”, v"" oznaczaja pochodne 1. i 2. rzedu
zmiennych parametrowych u, v wzgledem fuku s krzywej C, mie-
rzonego od dowolnie obranego stalego punktu na krzywej. Gdyby
przyjac¢ inny parametr, np. t, wtedy u"=u - ts, etc. Wspolczyn-
niki I'jx, przy zatozeniu Ik =TIk (i, j, k=1, 2) nazywane sa
niekiedy tréjwskaznikowymi symbolami Christoffela.

Po wprowadzeniu wyrazen (57.3) do wzoru (57.2) uzyskuje si¢ na
koniec, dla krzywizny krzywej na powierzchni, nastepujacy wzor
analityczny:

k*={1T [(dv'—v'u") T*-+(— /s E« F} (Fu — /3 Ev) E)u® 4
+(—3?/,EF+GuE —"/,EsG+ FF)u®v' 4 (—E, G +
+3+GuF —FFu+ '/, G E)u' v*+ (— (F, — '/, Gu) G+
+ 1, G F) v} 4 (Lu? 42 Mu' v+ N v?}? (57.4)

przy czym:
ds’=Edu*+2Fdudv+ Gdv?
zas znaczki akcentu oznaczaja pochodne odnosnych funkcyj wzgle-
dem tuku s rozwazanej krzywej na powierzchni.
b) Krzywizna linij parametrowych na dowolnej powierzchni.

Powyzsze wzory dotyczyly dowolnej linii krzywej na po-
wierzchni. W szczegolnosci interesujg nas krzywe parametrowe
u == const., oraz v = const.

Dla dowolnej krzywej parametrowej rodziny u = const. wzor
na krzywizne tej linii znacznie sig¢ uprosci, poniewaz pochodne
1. i 2. rzedu zmiennej u znikaja:

(kz)u: const. = (kgg)uz const. + (kng)u:cons!.
— T2 (__ l‘zzl)e v'6+ N2 V"‘.

Podobnie dla dowolnej krzywej parametrowej rodziny v == const.
ofrzymamy:

(kz)v:consl. e (kgz)v=const. + (knz)v=consf.
= T2 (1‘112)3 u'6 + LZ u'd'
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Uwzgledniajac, ze (ds®)u=const. = Gd V?, oraz (ds®)v= const. =Edu?,
otrzymamy:
(ka)u= const. = T° (—— Fzz‘)z G3 + N2 G2,

(kz)v=consf. R ([‘“2)2 E-3 + L2 E-2,

(57.5)

dzie T, I'y,!, I';,> majq znaczenia podane w (57.3).
g

c¢) Krzywizna linii na powierzchni, gdy linie parametrowe
sa ortogonalne.

Uproszczenie wzoru na krzywizne linii na powierzchni ma
miejsce w przypadku, gdy wspolrzedne krzywoliniowe u, v sg orto-
gonalne, a wiec gdy F=0.

1. Dla dowolnej linii na powierzchni.

Ze wzoru (57.4), przy zalozeniu F = 0, otrzymujemy:

fyis 1 Tyt e 1 '3
k_{(EG)"' [(uv vu')EG 2EvEu -+

—}—(GuE—%EUG)U'BV'—}—(—EVG—I—%GVE) u v? 4

—}—% G. G v"‘”z—}- {Lu?*+2Mu v + Nv?}3 (57.6)

przy czym:
ds?=Edu®+}+ Gd v
2. Dla linij parametrowych powierzchni.
Podobnie ze wzoréw (57.5) na krzywizne linij parametrowych,
w przypadku ich ortogonalnosci, otrzymuje sie:

(K*Ju=const. = E G( ) (H+GG)*G*+NG 2= (+ 725—/) + NG,
(k*)v=const. = EG (ZE ‘) (—EEPE*+ L*E2= ( > gé/ )"" 4 I2E.
(57.7)

d) Krzywizna linii na plaszczyznie.

Wszystkie powyzsze wzory odnosily sie do dowolnej powierzchni,
w szczegolnosci tez i do plaszczyzny. Rownania parametrowe
plaszczyzny xy sa:

x=f(uv), y=£5kuv), z=0,

za$ u,v sa jej wspohrzednymi krzywoliniowymi,
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Krzywizna normalna k. jest zerem dla wszelkiej krzywej na
plaszczyznie, we wszystkich punktach tej krzywej, poniewaz kazdy
przekréj normalny plaszczyzny jest linig prostsg. Wzoér na krzy-
wizne dowolnej krzywej C na plaszczyznie, w dowolnym punkcie P
tej krzywej, bedzie wigc nastepujacy:

k=+ k. (57.8)

Dla dowolnej krzywej na plaszczyznie pierwsza krzywizna tej
krzywej (i jedyna, bowiem druga krzywizna jest wszedzie zerem)
jest rowna, co do wartosci bezwzglednej, krzywiznie geodezyjnej
tej krzywej w rozwazanym punkcie.

1. Dla dowolnej krzywej na plaszczyznie.

Ze wzoru (57.4) uzyskuje sie nastepujacy wzor na krzywizne
dowolnej krzywej na plaszczyznie, we wspoélrzednych krzywolinio-
wych plaskich u, v:

R i iy e L 1 1 o
k= *‘{T[(UV —‘VU)T +('—_‘2 Eup+(pu_2Ev)E)u '+'
3 1 _— 3
+ (——2 E, F4Gu E—-Z—Eu G+F.Fu)u \4 +( E,G+ 5 GuF

o i e ;—G E) u Ve (— (P, — % G.) G+ % G, F) v""]}

(57.9)
przy czym

u'=du/ds, u'=d’u/ds®, etc.,oraz ds®= Edu®*+} 2Fdudv-} Gdv?.

2. Dla linij parametrowych na plaszczyznie.

Ze wzoru (57.5), lub tez z powyzszego wzoru (57.9), przy za-
tozeniu, raz u = const., drugi raz v = const., otrzymuje sie¢ naste-
pujace wzory na krzywizne linij wspoéirzednych na plaszczyznie
(przy uwzglednieniu znaku plus przed nawiasem):

1 1 1
Ku=const. = — T Ty, G2 = + ? [— (Fv i ; Gu) o ? @ F] Tk
s 232 — L [ 1 '3
kv:const.— T “E ——+? ;EuF—}— Fu—‘;EVE u”°.

(67.10)
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3. Krzywizna linij na plaszczyinie we wspéirzednych krzywo-
liniowych plaskich ortogonalnych.

Nalezy wtedy uwzgledni¢ warunek F=0. Uzyskuje sig wow-
czas:

— dla krzywizny dowolnej linii:

1 1 ’ 1
k=-+ v''—v'u")EG— —E,Eu'® Gu E — —E.G|u®v
LEGWlm Vi S +( 2 )u T

+(— EVG—I—%GVE)U'V'Z-{——;-G.;Gv"*]}- (57.11)

przy czym
ds’=Edu®*+ Gdv*;

— dla krzywizny linij parametrowych:

1 1 Gu
ku: ons!. =— e —Gu G v'3 = _
i ‘*wmwﬁd ) T aE
(57.12)
1 1 E.
kv:cons.= ———(——E,E u'3=-———.
' +(Em%( 2 ) 2EGH

4. Krzywizna linii na plaszczyinie we wspéirzednych prosto-
liniowych ortogonalnych.

Roéwnania parametrowe plaszczyzny we wspoélrzednych prosto-
liniowych ortogonalnych (a zarazem izometrycznych) sg: x =u,
y=v, z=0. Wtedy wielkosci podstawowe 1. rzedu tej powierzchni
beda: E=1, F=0, G=1; za$ element liniowy ds?=du®*-+} dv?=
= dx®-} dy*.

Krzywizna dowolnej linii na plaszczyznie, na podstawie
(67.11), wyrazi sie¢ woéwczas wzorem:

k=% (xy' —yx),
lub, uwzgledniajac ze
x'=dx/ds, x"=dx*ds*, etc.,

T 1 dxd’y —dy d®x
=l Fay)”

Jest to znany z geometrii analitycznej wzoér na krzywizne krzywej
plaskiej we wspotrzednych prostokatnych.
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Krzywizna linij parametrowych x = const. oraz y = const.,
ktore sa liniami prostymi, jest, zgodnie ze wzorem (57.12), wszedzie
zerem.

58. Odwzorowania plaskie prostoliniowe

a) Teoria ogolna.

Odwzorowania plaskie prostoliniowe sa to odwzorowania
powierzchni na plaszczyzne, w ktorych jedna z rodzin linij para-
metrowych: u = const., albo v = const. na powierzchni, albo tez
obie rodziny naraz, odtwarzaja si¢ jako linie proste na plaszczyznie.

Latwo mozna wyprowadzi¢ ogdlne warunki na prostoliniowosé
plaskiego obrazu linij parametrowych powierzchni.

Jesli krzywe parametrowe u = const. na powierzchni maja
by¢ odtworzone na plaszczyznie w postaci rodziny linij prostych,
to krzywizna linij przeksztalconych musi by¢ rowna zeru w kazdym
ich punkcie:

Ku—const. = 0 '

co na mocy (57.10) prowadzi do réwnania rézniczkowego:

(Fv"_iGu') (3'—i Gv' = 0,
2 2

2 {EY_ 2 ()
dv \G": du
w ktorym znaczki akcentowe przy wielkosciach 1. rzedu oznaczaja,
ze wielkosci te odnosza si¢ do plaszczyzny obrazowej, wyrazonej
za pomoca parametrow u, v.
Rownanie powyzsze wykazuje, ze F'/G"i G" sg pochodnymi
czastkowymi jakiej§ funkcji U; dwoéch zmiennych u, v'), tak ze

czyli

F
_— — "l
dU, T du—+G'dv,

1) Jesli dU,Qu=F/G'"", dU,dv =G, wowczas:

U, O gy U, d %y
0 gy, —ot =0 gy,
R 19 YT TR

oraz dU,/Qudv = 0U,/0vdu, gdyz porzadek rozniczkowania na ogol nie wplywa
na pochodng.
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skad
U1=f(——~ du—}—G"”dv).

G
Element liniowy na plaszczyznie bedzie:
dS*=E'du®*+} 2Fdudv -+ G'dv?

_ pauwpaup—Frde

T'2
— ? du2—|— dUla,

gdzie, dzieki wyzej podanej zalezno$ci pomiedzy U,, u, v, zmienna v
moze by¢ wyeliminowana z wyrazenia T/G'.
Jesli obraz siatki parametrowej na powierzchni ma by¢ nadto
ortogonalny, to F'=0 i
J
— (G'h) =
to znaczy G' musi by¢ funkcjg niezalezna od zmiennej u.
Podobne rozumowanie moze by¢ przeprowadzone dla krzy-
wych parametrowych v = const. Dla prostoliniowosci obrazu pta-
skiego tych krzywych musi by¢ kv—const. = 0, co prowadzi do
réwnania rozniczkowego:

EJ/F' — (2 F) — Ev’) E'=0,

S e

Uy = [IE""du-(F'/E")dv].

czyli:

tak ze

Jesli obraz siatki parametrowej ma by¢ nadto ortogonalny,
wowczas:
9

E"h) =0,
Y (E")

tak ze E' musi by¢ funkcja niezalezng od zmiennej v.

b) Rozwigzanie zadania gdy jedna z rodzin linij parametro-
wych odtwarza sie prostoliniowo i siatka parametrowa powierzchni
odtwarza sie ortogonalnie na plaszczyznie.
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Dana jest powierzchnia i plaszczyzna:
I x=f(u,v) y=hluv), z=f(u,v)),
II X=X, Y=Y, Z=0.
Poszukujemy funkcyj odwzorowawczych:
X =1 (u,v),
Y =t (u,v),

ktore by uskutecznialy odwzorowanie powierzchni na plaszczyzne,
z zachowaniem prostoliniowosci obrazu dla rodziny linij parame-
trowych v = const., i ortogonalnosci obrazu siatki parametrowej.
Z wywadow podanych pod a) wynika, ze wowczas wielkos¢ E' musi
by¢ niezalezna od v, rowna, powiedzmy, [f'(u)]*:

)(u2 + Yu2 = [f' (U)F.
Potozmy Xu=f'(u)cos ¢, Yuo=1f(u) siny. Wtedy, poniewaz
dY/dX = (0Y/Qu)/(0 X/du) =tg ¢,

$ jest katem pod ktérym jeden z prostoliniowych obrazéow linij
parametrowych v = const. spotyka 0§ X-6w, i musi on by¢ nie-
zalezny od wspoirzednej u punktu przeciecia. Stad ¢ musi by¢
funkcjg tylko zmiennej v. Calkujgc rownania dla X, i Y. mu-
simy mie¢:

X=F(v)+1f(u)cosd, Y=G(v)-+f(u)sind. (58.1)
Ale wskutek ortogonalnosci, musimy tez miec:

f'(u) cos ¢ [F' (v) — f(u) sin ¢ - d/dv] +

+ £ (u) sin ¢ [G" (v) -+ f(u) cos & - dd/dv] = 0,
czyli:
cosd- F'(v)+sind- G (v)=0.

Stad mozemy potozy¢:

F (v)=sin¢ -y (v), G (v)=-—cos¢ -7(v),
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i rownania dla X i Y staja sie nastepujace:

X= fsintb-y_(v)dv+f(u)005¢.
(58.2)

Y=—fcosq» -y (v)dv -+ f(u)sin $.

Jest to ogolne rozwigzanie dla ortogonalnej siatki obrazu
siatki parametrowej, z prostoliniowymi obrazami dla rodziny linij
parametrowych v = const.

Jesli rodzina linij prostych bedacych obrazami dla v = const.,
ma by¢ rodzing prostych réwnoleglych, woéwczas ¢ jest wielkoScig
stala, rowna powiedzmy «, tak ze:

X= sina -f*/_(v)dv—|—cosa -f(u) = O(v)sin a - f(u) cosa,
Y = — cosa -f'/_(v)dv—l—sina -f(u)=—0(v) cosa -+ f (u) cos a.
(58.3)

Jesli za wspolny kierunek prostych réwnolegtych obra¢ kie-
runek osi X-0w, wtedy o = 0, i rOwnania dla X i Y redukuja sie
do postaci:

X=1(u), Y=8(v), (58.4)

co zreszta jest oczywiste bezposrednio z poczynionych zatozen.

W rozwigzanie ogélne (58.2), lub w nieco mniej ogélne (58.3)
i (58.4), wchodza funkcje dowolne, ktére mozna wyspecjalizowac
przez nalozenie dalszych warunkéw, np. konforemnosci, albo
réwnopowierzchniowosci odwzorowania.

c) Odwzorowania plaskie prostoliniowe dla elipsoidy obrotowej
splaszczonej.

Cala teoria podana w punkcie b) stosuje si¢ w szczegdélnosci do
elipsoidy obrotowej; wystarczy zamiast zmiennych u, v wprowadzi¢
parametry ¢, A, odpowiednio, aby uzyska¢ wzory dla grupy
odwzorowan z ortogonalng siatka geograficzng na plaszczyZnie
i prostoliniowymi poludnikami.

Zainteresowanie budzi dalsze wyspecjalizowanie funkcyj do-
wolnych, przez nalozenie warunkéw konforemnosci, albo réwno-
powierzchniowosci odwzorowania elipsoidy na plaszczyzne.
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1. Konforemnos¢.
Do réwnan odwzorowan prostoliniowych 2z ortogonalnym
obrazem siatki geograficznej:

X= fsin¢-x(l)dl+i(<pf)cos¢.

Y =— fcos ¢ -7 (A)dX+ 1 (p)sin ¢,

dotgczy¢ nalezy warunki konforemnosci:

(58.5)

0% A%, X . 0%
d¢i AR do; A
Otrzymujemy wtedy:
f' (¢i) cosg=—7y () cos$-41(p:) cosd -d/d L,
£ ) =—2 () +f(9) - db/dh; (58.6)

to samo réwnanie mozna by otrzyma¢ przy zastosowaniu drugiego
rownania na konforemnosc¢.

Roézniczkujgc ostatnie rownanie wzgledem szerokosci izome-
trycznej ¢;, mamy:

czyli:

" (o)) =1 (9:) - dy/d},
£ (i) /' (9)) = d §/d ).

Zalézmy, ze zaleznos¢ pomiedzy ¢ i A jest proporcjonalnoscia:
$=ck, gdzie ¢ oznacza stalg; wtedy:

" (9i)/f (9i)=c,
skad przez calkowanie,

log ' (9i) = c9i + log k,
log ' (i) = log k e%i.
Stad:
f' (i) = kei,
a przez ponowne calkowanie:

f(e:) = (1/c) ke 4 A,

gdzie A jest stala dowolng, ktéra moze by¢ zerem przez odpo-
wiedni obior poczatku ukiladu,
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Znajac funkcje f (), latwo okresli¢ funkcje % (A) z réwnania
(58.6) za§ X i Y z réownan (58.5):

X=fsinc)‘ -Ac -dh+[(k/c) e?i + A] cos ¢k

cos ¢ h

=Ac(—— )+Bl+£e°‘?icosc)»+Acosc)\
c

c

zo ¥ e“%i cos ch -+ B,,
c
X =k, e¥i cos ch + By,
i podobnie:
Y = k, e°%i sin ¢\ -} B,.

Réwnanie poludnikéw, bedacych rodzing linij prostych na
ptaszczyznie, zbieznych w jednym punkcie, jest (gdy B, =B,=0):

Y=X-tgcki

rownanie réwnoleznikéw bedacych rodzing wspoétsrodkowych koét,
jest:

X? 4 Y2 = k2 e?t1.

UzyskaliSmy zatem stozkowe normalne odwzorowanie konforemne.

Przy zadaniu, aby roéwnolezniki odtwarzaly sie¢ za pomoca
linij prostych i zeby odwzorowanie bylo konforemne, nalezaloby
przeprowadzi¢ od poczatku analogiczne rozumowanie wzgledem
linij parametrowych u = const.

Powyzszy wynik mozna rowniez uzyska¢ bezposrednio, wy-
chodzgc z teorii odwzorowania konforemnego:

X4iY =f (i + i),
X—iY=f (¢ —i}),
X =1/2(f+ 1),
Y =1/(2i) - (f—£;)").

1) Jesli odwzorowanie ma by¢ rzeczywiste obie funkcje fi f, musza byé
jednakowe.

F. Biernacki, Teoria Odwzorowad 21
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Wielkosci podstawowe E', F', G' dla plaszczyzny beda naste-
pujace:

2

B =%+ vy =[S + [ -] =
=1 g0 g — i),

2

=xe + ve=[Lue—n| +| Se+f =

= (o)) 4 (o —id),

F =0.
Warunek prostoliniowosci obrazow rodziny potudnikéw h=const.
jest:
0 i Ey 5
k)‘zconsl. =0, czyh —EG”/’ bt U 2

skad E,"’=0; E', czyli f'- {,', nie zalezy od A, Rozniczkujac E' wzgle-
dem » mamy:
" " ')\ o "— -\\
8 —ff,"=0, czyli 71:(9 ‘—"f——) - ’%“? LI
(94 i%) ;" (g —i})

Poniewaz pierwszy z tych ulamkow jest funkcja tylko zmiennej
zespolonej (i + i}), za$ drugi funkcja tylko (¢ — i}), réwnosé
obu ulamkéw moze mie¢ miejsce tylko wtedy, gdy kazdy z nich
jest rowny wielkosci stalej, powiedzmy c:

'if'=¢c, "/ =ci
skad przez calkowanie:
logf'=c(pi— i)+ logk

= log k e(¢it ™M)

f (@ + i)) = kecleitV),
Przez ponowne catkowanie otrzymujemy:
floi+i)) =k etith | 4,

przy czym stalg catkowania A mozemy uczyni¢ zerem przez sto-
sowny obiér poczatku ukiadu.
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Jesli zaréwno obrazy potludnikéw, jak i obrazy réwnolezni-
kéw majg by¢ prostoliniowe, woéwczas musi byé jednoczeénie
Ky=const. = 0 i kg —const. =0, czyli E' musi by¢ niezalezne od 2,
i jednoczesnie G’ niezalezne od ¢i. Poniewaz w odwzorowaniu
konforemnym E'= G', wyrazenie:

f(pi4i)) - £, (¢ — i)

musi byé niezalezne i od * i od ¢, a wiec musi by¢ ono wiel-
koscig stalg. Stad:

flg+iN=A, § (g —ir)=B,

i jesli wspolrzedne maja by¢ wielkoéciami rzeczywistymi, stale
A i B musza by¢ sobie rowne, jesli sg rzeczywiste. Wynika stad:

f(oi+id)=Al(p+ ik,
f, (i — iA) = B (¢ — i}),

X+iY=A(¢ + i)

jest to konforemne odwzorowanie walcowe.

Jesli A i B sg wielkosciami zespolonymi, musza one byc¢ sprzezone,
np. (k-+il) i (k—il). Te wartosci stalych prowadza do odwzorowania konfo-
remnego walcowego z osiami wspoOtrzednych skreconymi o kat « = arc tg (k/I).

albo

2. Réwnopowierzchniowosc ).

Do ogélnych réwnan odwzorowania elipsoidy na plaszczyzne
z prostoliniowymi potudnikami:

X =F (\)+1f(¢)cos ¢,
Y =G (M 1(g)sin ¢,

(58.7)

dolagczamy warunek réwnopowierzchniowosci:
XoY)— X, Yo=MNcos 9.
W zastosowaniu do (58.7), warunek ten prowadzi do rownania:

1 (9) [G' () cos$ —F (%) sing+f (¢) - d9/dN]=MN cos ¢,

) J. I Craig, M. A., F.R.S.E,, The Theory of Map Projections, Cairo, 1910, § 47.
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ktore moze mie¢ miejsce tylko pod warunkiem, gdy
d¢$/d\=const.=n,

(58.8)
G’ (») cos$— F’ (A) sind =const.=b.

Stad mamy
$=n(r+a),

gdzie « jest stalq, i
t'(¢)[b+nf(p)l=MNcos?p.

Rozwijzujgc powyzsze rownanie rozniczkowe, otrzymujemy:

201 __ »2 : ;
(b+ni)2—C=na (21 e)(10 14+ esing | 2esing )
e

1—esing 1—e?sin’¢

Z roéwnania (58.8) widzimy, ze G'()) musi by¢ réwne
bcosy-+I'sing, i F' () rowne —bsing 4 ['cos¢, gdzie I' jest
funkcja samego tylko X.

Stad

G (\) =Gy+(b/n) - sin [n (A +-a)]+ [T (1) sin [n(:+4-«)1d2,
F (\) = F,+ (b/n) - cos[n (~+a)]+ [T (1) cos[n(r+a)ld2,

gdzie G, i F, sa dowolnymi statymi.
Nastepnie z (58.7) otrzymujemy:

X = Fy+(b/n) cos [n(A+a)14-1(¢)cosln(4-a)]+ T (1) cos [n(A+-a) ] d2.,
= Fo+(1/n)(b+n1) cos[n (A +a)l + [ T' (1) cos [a (A +a)] d2,

Y =G, +(1/n)(b+nf) sin [n (A 4-2)] 4 [T (1) sin [n (A +a)]d),

gdzie

3 (e i i '
b+nf={c+ na*(1 e)_(log_l—}—esmcp 2esm<p__)} .
2e 1—esing 1—e®sin*¢

W szczegolnosci, jesli I' () =0, potudniki sa rodzing zbieznych
linij prostych, o rownaniu

Y —Y,=(X—X,) tgln (A +4a)],
i rownolezniki rodzing wspotérodkowych kél, o réwnaniu

(X—Xo)? 4 (Y —Y,)* = (b+nf)*/n*
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Jesli promien tuku kola przedstawiajacego réwnik na plasz-
czyznie, ma by¢ réwny dlugosci tuku potudnika ziemi (uwazanego
za kolo o promieniu a) od rownika do bieguna, woéwczas:

lim (b-+nf)/n

?“)0
musi by¢ rowne za/2. Stad C,>=%qa/2 i rodzina kol staje sie
nastepujgca:

(X—XOJ24-(Y7Y0)'~’=“—Z["+-‘ =
4 e

es(logl + esin?® __Zesir.ui__)].
1 —esine 1—e?sin’y
Jesti I' = constans = k, mozna okaza¢, ze rownolezniki s ro-

dzing kol
(X=X, 4 (Y —Y )2 =n"¥(b-+ni)"+n* K,

a potudniki rodzing prostych:
Y —Y,=(X—X,) tgln(A42)]—n~"'- k- sec[n(rA4a)],
ktorych obwiednia jest elipsa:

n?(X—X,)?+kn(Y—Y,) =K.

59. Odwzorowania plaskie kolowe

a) Teoria ogdlna.

Odwzorowania plaskie kolowe sa to odwzorowania dowolnej
powierzchni na plaszczyzne, w ktorych kazda z dwoch rodzin
linij parametrowych u == const. i v = const. na powierzchni, odtwarza
sie jako rodzina linij o stalej krzywiznie, to jest rodzina tukoéw
koét, lub linij prostych, na plaszczyznie.

Latwo wyprowadzi¢ og6lne warunki na kolowos¢ plaskiego
obrazu rodziny linij parametrowych powierzchni.

Jesli krzywe parametrowe u==const. na powierzchni, maja
by¢ odtworzone na plaszczyznie w postaci tukow kot, to krzy-
wizna linij przeksztalconych musi by¢ rowna wielkosci statej
(innej dla poszczegolnych linij), np. k, w kazdym punkcie roz-
wazanej linii:

Ku—const. = const. = k '). (59.1)

Na mocy (57.10), warunek powyzszy prowadzi do réwnania réznicz-

kowego:
(I/T') [1/2 Gv' F' ] (FV‘ £ 1/2 Gu') G'] G'_:/' — k . (59.2)

) W przypadku szczegélnym stala k moze by¢ rowna zeru, czyli obraz
rozwazanej linii moze by¢ linig prosta.
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b) Odwzorowania kotowe ortogonalne.

Jesli dolaczymy nadto warunek ortogonalnosci: F'=0 dla
plaskiega obrazu siatki parametrowej powierzchni, kotowe obrazy
dla przeksztalconych linij parametrowych u = const. uzyskamy
z nastepujacego warunku:

=const.=k: (59.3)

__ll
2G'E"»
Przeksztalcone linie parametrowe v==const. beda wtedy tra-
jektoriami ortogonalnymi rodziny linij kolowych, przedstawiajacych
na plaszczyznie przeksztalcone linie parametrowe u== const.
W przypadku powierzchni obrotowej i przy warunku jedno-
jednoznacznej odpowiednio$ci punktowej, jesli poludniki odtwa-

rzaja sie w postaci linij kotowych, ich ortogonalne trajektorie,
ktore maja przedstawia¢ réwnolezniki, bedg takze liniami kotowymi.

c) Odwzorowania kotowe konforemne (Lagrange'a).

Najwazniejszy dla zastosowan praktycznych przypadek pow-
staje z polaczenia kofowosci linij przeksztatconych dla jednej
z dwoch rodzin linij parametrowych powierzchni z konforemnosciq
odwzorowania. Ta grupa odwzorowan podpada pod poprzednig,
ogolniejszg grupe odwzorowan kolowych ortogonalnych.

Jesli uzy¢ wspolrzednych izometrycznych p, q na powierzchni
oryginalu, warunki konforemnosci odwzorowania wyraza sie zwigz-
kami:

E'=G, F=0.

Linie parametrowe p = const. odtworza sie¢ na ptaszczyznie w kola,
gdy:

i d
L const. =k, czyli — L k.

2G" dp

—1)

Rozniczkujgc ostatnie wyrazenie wzgledem zmiennej q, otrzy-
mujemy:
()'-, Gi”'/lz "

) - =0,
dpig (59.4)

skad wynika, ze pochodna 0 G'~"/0q jest funkcjg tylko zmiennej q.
Lecz ten rezultat, wobec E'= G', wyraza takze fakt, ze krzywizna
linij przeksztalconych dla rodziny q=const. jest réwniez stala:
to znaczy sq one rowniez kotami (lub, w szczegélnym przypadku,
liniami prostymi).
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W odwzorowaniu konforemnym plaskim dowolnej powierzchni,
jesli linie przeksztalcone dla rodziny linij izometrycznych p = const.
sq kolowe, to linie przeksztaicone dla rodziny linij izometrycznych
q = const. sq réwniez kolowe, i odwrotnie.

d) Konforemne odwzorowania kolowe powierzchni obrotowej
na plaszczyzne ').

Obierzmy na powierzchni obrotowej wspolrzedne izometryczne
poltudnikowe ¢, A za parametry. Wobec konforemnosci odwzo-
rowania, obraz siatki geograficznej jest ortogonalny, F' = 0.
Gdy obrazy réwnoleznikéw maja by¢ kolami, ky-—const. = const. =k.
Stad:

0G0y =k i ®G /0y dr==0. (59.5)
Z tego wynika, ze 0 G "/0 ) jest funkcja samego tylko A. Poniewaz
E'=G' z warunku konforemnosci, wiec OE~":/0)% jest funkcja
samego tylko X; to zas wyraza fakt, ze krzywizna Kj—const. jest
wielkoscia stalg: obrazy potudnikéw (dla ktérych X jest state) musza
by¢ rowniez kotami.

Wedtug Nr. 58, ¢, 1, mamy:

E=G=f(d4i}) - f(p—id),
co mozna dla dogodnosci napisa¢ w postaci:
=[x ($+iX) - x (d—iN]2
Wtedy warunek (59.5) kolowosci obrazu siatki geograficznej staje

si¢ nastepujacy: 53
W[XN"I‘“) A (@—iN]=0,
2 (4N - (p—id) — 3" ($—i)) - % ($+id) =0.

AN (i)

% (4i2) % (d—id)

i kazdy z tych ulamkéw musi by¢ wielkodcig stala. Oznaczmy
te stalg litera c®. Calkujac powyzsze rownanie rozniczkowe (zwy-
czajne drugiego rzedu), otrzymujemy:

7 = A e‘Wth) 4 Be <t

czyli:

Stad:

czyli: ‘ |
f()+i)) =[A e+ -} Bec@tn]-2

') Wedtug J. L. Craig, M. A,, The Theory of Map Projections, Cairo, 1910, § 46.




328

Przyjmijmy rozwigzanie tego rownania rozniczkowego w postaci:

Let) 4 Me—<l¥in)
T Ae TN Be¥ N

fatwo znalez¢, ze rownanie rozniczkowe spelnia sie pod warunkiem

LB—AM=1. (59.6)
Mozna wigc napisac:

X+iY =[Le¥+H) 4 M e—<(4+M]/[A ec(¥+h) 4 B e—<(¢+N)],

oraz analogiczne wyrazenie dla X —iY, zamieniajagc i na —i.

Jesli zmieni¢ znak przy stalej ¢, jedynym wynikiem tego
bedzie wzajemna zamiana stalych A i B, i jednoczesna wzajemna
zamiana stalych L i M; nic nowego z takiej zamiany nie wynika.
Jesli ¢ jest liczbg zespolong, np.

c=a+iB, wedy c(p+id)=(ap—B)) +i(ar+B),

i przez obiér nowych zmiennych c¢'¢'=ad—Br i ¢’V =ak4 B9,
gdzie c¢' jest rzeczywiste i dodatnie, dojdziemy do podobnego
wyrazenia dla X-}-iY w wielkosciach ¢ i ¢ i)\

Powracajgc do przypadku pierwotnego i mnozac przez siebie
wyrazenia dla X+iY i X—iY, latwo uzyskac:

_L*e*4-2LMcos2ch MPe

X2}y = (59.7)
A? e’C”—}—2AB cos2ch-+ B® e}
Mamy rowniez:
__ ALe*V+ (AM-+BL)cos2ch+BMe %Y '
A’e*v+2ABcos2ch+B e %Y
(59.8)

i A
P _sin2c¢ _

A? ez +2 ABcos2c) ~+ B2 e

Po wyrugowaniu ¢ z tych dwodch réwnain dochodzi sie do
réwnania rodziny potudnikéw na plaszczyznie:
LB+ AM
AB

Y ML
X cos2crt+—"-=0, (59.9
+AB . A5 (59.9)

Xty —
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ktore przedstawia rodzine wspoétosiowych kol, o srodkach lezacych
na linii prostej X=(LB-}MA)/(2AB), i majacych linig Y=0
za o$ pierwiastkowg. W istocie, rownanie k6t moze by¢ sprowa-
dzone do postaci:

X2+ Y?*+Yctg2c/AB— (2AB)~2=0,

gdzie X=X— (L B MA)/(2 AB). Stad $rodki kot leza na linii X=0,
w zmiennych odstepach: — ctg 2 ¢}/(2 A B) od punktu poczatkowego,
i wszystkie kola spotykaja linig Y =0 w dwoch  punktach:
X==+1/2AB).

Przez rozwigzanie rownan (59.7) i pierwszego z rownan (59.8)
wzgledem cos2c¢), mozna wyeliminowa¢ cos2ck, i po redukcji
i uproszczeniu, dojé¢ do rownania rodziny rownoleznikéw na pla-
szczyznie:

(X2+4Y?) (A%e*? — Be %) — 2 X (ALe*Y — BMe %)+ (L* e*¥ —

—M?e2) =0, (59.10)

Rownanie to, jak wida¢, przedstawia druga rodzine Koi, przecho-
dzacych przez punkty przeciecia sie¢ dwoch koél, danych za pomoca
rownan:

A*Y?*4 (AX—L)*=P i B*Y*4(BX—M)*=Q,

gdzie
Pe*y —Qe 2 =0.

Osig pierwiastkowg tych dwéch kot jest linia 2X==L/A-M/B,
to jest linia $rodkéw pierwszej rodziny kot (poludnikow)i oraz
srodki k6t rodziny réwnoieznikow lezg na linii Y=0, to jest na
osi pierwiastkowej pierwszej rodziny kot
Styczna do kola pierwszego systemu, w punkcie (— 1/(2 A B), 0),
ma rownanie
Y=Xtg2ch-+|tgch/(2AB).

Tworzy wiec ona kat 2¢» z osig Xi i dwa kola tego systemu
przecinaja sie pod katem 2c¢ (»—1'), gdzie X i X" oznaczajq dtugosci
geograficzne odpowiadajace tym dwoém kotom. Jesli ¢ = '/,, kola
przecinaja sie pod tymi samymi katami, jak odpowiadajace im po-
tudniki na powierzchni obrotowej w biegunie, i mamy:

ALe'+(AM+BL)cosr+BMe*
A*e?+2ABcosh+ Bte Y

_ sink

Ate? 2 ABcosh B et

X ==
(59.11)

L R —,
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W ogoélne rozwigzanie zadania o konforemnym kolowym
odwzorowaniu powierzchni obrotowej na plaszczyzne wchodzi pie¢
stalych dowolnych: A, B, L, M, ci poniewaz cztery z nich pod-
legajg warunkowi LB— AM =1, wiec tylko cztery stale sg nie-
zalezne. Stala ¢ ma duze znaczenie klasyfikujace i zwie sig wy-
kladnikiem odwzorowania. Jesli ¢ =0 (nalezy przejs¢ do granicy
przy c¢-0) otrzymuje si¢ odwzorowanie konforemne prostoliniowe,
czyli walcowe. Jesli c="'/, otrzymuje si¢ konforemne odwzoro-
wanie azymutalne.

Teorie konforemnego odwzorowania kolowego powierzchni obrotowej na
plaszczyzne podal Lagrange, w roku 1779, w pracy cytowanej w Nr. 48,b; oraz
zastosowal te teorie do elipsoidy obrotowej splaszczonej. Lagrange obszernie
przedyskutowal ten problem, i podal sposob wyznaczenia stalych tak, aby skala
w pewnym obranym punkcie mapy byla zachowana, i aby pierwsza i druga po-
chodna skali w tym punkcie znikaly, czynigc w ten sposob znieksztalcenie wiel-
koscig mata trzeciego rzedu, to jest zalezng od trzeciej potegi roznicy szerokosci.
Lagrange znalazl wartos¢ 2¢ = p/l + cos® g, , gdzie ¢, oznacza szerokos¢ central-
nego rownoleznika; pominat on przy tym splaszczenie ziemi, i dopiero niedawno
A. E. Young') i G. T. McCaw, prawie rownoczesnie, znalezli wyrazenie poprawione
2 ¢ = /1 cos? g, + 2 e sin’ go/(1 — e?).

Jeden ze szczegdlnych przypadkow plaskiego konforemnego odwzorowania
kolowego kuli (przedstawienie catej kuli w kole) podal Lambert, w r. 1772, lecz
jego wywod byl uzyskany na drodze bezposrednich rozwazan geometrycznych,
nie za$ z teorii ogoélnej, w ktérg Lambert nie wnika,

') A. E. Young, Some Investigationsin the Theory of Map Projections, Royal
Geographical Society, London, 1920, p. 68,



ROZDZIAL XIV
WARUNKI DOTYCZACE SPOSOBU ODWZOROWANIA

60. Odwzorowanie sferyczne Gaussa
a) Teoria ogodlna.
Wspomniano juz w Nr. 1 o odwzorowaniu sferycznym Gaussa '),

ktore ma duze znaczenie teoretyczne w geometrii powierzchni,
a takze w geodezji przy odwzorowaniu elipsoidy na kule.

Rozwazmy odwzorowanie dowolnej (nierozwijalnej na plasz-
czyznie) powierzchni na kulg, o promieniu 1, ktérej srodek lezy
dowolnie w przestrzeni, i jest wzigty za poczatek ukladu wspolrzed-
nych X, Y, Z, dla kuli. Sposéb przyporzadkowania sobie punktow
powierzchni i kuli definiowany jest w tym odwzorowaniu geome-
trycznie, jak nastepuje. Punktowi p na powierzchni ma odpowia-
da¢ punkt P na kuli, okreslony za pomoca promienia tej kuli,
rownoleglego do dodatniego kierunku prostej normalnej do po-
wierzchni w punkcie pi punkt P, w ktéorym ten promien przecina
powierzchnie kuli, jest obrazem sferycznym rozwazanego punktu ?).
W ten sposob kazdemu punktowi, albo konfiguracji, na powierzchni
odpowiada punkt, albo konfiguracja, na kuli, jako obraz. Obraz
ten nazywany jest niekiedy sferyczng wskaznicq (indicatrix). Odwzo-
rowanie daje przy tym — gdy patrze¢ na powierzchnig od jej strony
dodatniej, a na kule od zewngtrz — obraz prosty, albo odwrotny,

) C. F. Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas, 1827, Gott.
Comm. rec. 6, 1828. Ostwalds Klassiker Nr 5.

%) Punkty p i P maja przez to, przy kazdym oswietleniu wigzka promieni
rownoleglych, rowne natezenie §wiatla. Ze sposobu przyporzadkowania punktow, wy-
nika, ze w odwzorowaniu rozwazamy czesciowo plaszczyzne styczng do powierzchni.
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odnosnie punktéow P i p, zaleznie od tego, czy krzywizna po-
wierzchni w rozwazanym punkcie jest eliptyczna, czy hiperbo-
liczna'). Dla punktéw eliptycznych i hiperbolicznych powierzchni
odwzorowanie jest zawsze jedno-jednoznaczne:; wieloznacznosc
zachodzi w otoczeniu punktu parabolicznego powierzchni; ten przy-
padek byl wyczerpujaco zbadany najpierw przez Hilberta, a nastep-
nie przez W. Boy'a®) co do réznych gatunkéw tej wieloznacznosci.
Wspétrzedne sferycznego obrazu punktu powierzchni, w ktorym
cosinusy kierunkowe normalnej sa X, Y, Z, sa same X, Y, Z, i pod-
legaja warunkowi X®-- Y?-}- Z>= 1. Element liniowy kuli wyrazi
sie wzorem:

dS?=dX*+dY*+dZ*=Edu*+ 2F dudv + G dv?,
w ktorym:
E=X+4+Y+ 2 =T *EM* —2FLM + GL?) =HL—KE,
F' =X Xo+YuYv+}ZuZy=T?(EMN—F(LN—M?®)4-GLM)=HM—KF,

G=X4 Y+ Z* =T 2EN*— 2FMN + GM?) =HN—KG,
(60.1)

po podstawieniu wartosci na pochodne cosinuséw kierunkowych
X, Y, Z prostej normalnej, znanych z geometrii rozniczkowej. H jest
pierwszq, zas K drugq krzywiznq powierzchni w rozwazanym punkcie®);
E,F,Gi L, M, N sa wielko$ciami podstawowymi 1. i 2. rzedu, za$
T*=EG— F%.

Z powyzszych zwigzkow jest rowniez:

T?®=FEG — F?=TK?, (60.2)

') To rozroznianie znakow spotyka sie juz u Gaussa, Werke 8, p. 425.

%) W. Boy, Uber die Curvatura integra und diec Topologie geschlossener
Fldchen, Diss. Gottingen, 1901.

%) Pierwsza krzywizna powierzchni w punkcie:
H=1/R, 4+ 1/R, =k} k, =T—2*(EN-—2FM-+4GL):
jest ona czesto nazywana Sredniq krzywizng. Druga krzywizna:
K=1/Ri R, =k  k, =T—%(LN — M3,

zwana jest czesto krzywiznq Gaussowskq, albo wprost krzywizna powierzchni
w punkcie. R, i R, oznaczaja gléwne promienie krzywizny, zas k;ik. glowne
krzywizny powierzchni, i dotycza glownych przekrojow normalnych w punkcie
powierzchni.
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stad, poniewaz E'G’— F >0, powierzchnia ktéra ma by¢ odwzo-
rowana na kule nie moze by¢é powierzchnig rozwijalng na plasz-
czyzne, gdyz K nie moze by¢ zerem we wszystkich punktach
powierzchni.

Na mocy (60.1) mozna napisa¢ kwadrat elementu liniowego
na powierzchni obrazu:

dS*=H(Ldu®*+2Mdudv-+} Ndv?)— K(Edu®+} 2 Fdudv -+ Gdv?),

albo, jesli przez k, oznaczymy krzywizne przekroju normalnego
danej powierzchni w rozwazanym punkcie, w kierunku rozwazanego
elementu liniowego,

dS*= (Hkn— K) ds®. (60.3)

Jesli k, i k, oznaczaja gléwne krzywizny powierzchni w roz-
wazanym punkcie, mozna napisa¢ na mocy twierdzenia Eulera:

ds®= “kl + ke) (k] cos® ‘«I"l‘ k, Sinzq‘) — k k2]d52

=(k,? cos* ¢ + k,%sin® ¢) d s*,
i stad skala:
m® = (dS/ds)* = k,® cos® % -} k,* sin* ¢, (60.4)

gdzie ¢ oznacza kat pomiedzy styczng do krzywej i styczng do
linii krzywiznowej.

Ze wzoru (60.4) wnioskujemy, ze skala zalezy od kierunku ele-
mentu liniowego, i na ogdél odwzorowanie sferyczne powierzchni
za pomocg rownoleglych normalnych nie jest odwzorowaniem
konforemnym. Jednak dla dwéch grup powierzchni, dla ktérych
k,=-+k, w kazdym punkcie, odwzorowanie bedzie konforemne.
Pierwsza rownos¢ k,=-}-k, spelnia sie tylko dla kuli. Gdy k,=—k,,
pierwsza krzywizna H znika identycznie i powierzchnia jest mini-
malng. Odwzorowanie sferyczne Gaussa dla powierzchni mini-
malnej jest konforemne. Wielkosci podstawowe, wedlug wzorow
(60.1), przy H=0, staja si¢ nastepujace: E'=-—KE, F'= —KF,
G'=—KG, skad dS?=—Kds*; skala m=dS/ds=1 —K, jest
wiec niezalezna od kierunku, i jest rzeczywista tylko dla powierzchni
rzeczywistych o ujemnej krzywiznie K.

Ze wzoru (60.4) wnioskujemy réwniez, ze ekstrema skali, aib,
dane sa przez kierunki dla ktérych sin$=0 oraz cos ¢ =0.
A wiec maksimum i minimum skali sa liczbowo réwne odpo-
wiednim krzywiznom gléwnym w punkcie powierzchni.
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Elementy powierzchniowe dp i dP, odpowiadajace sobie na
powierzchni i na kuli w korespondujacych punktach, sg naste-
pujace:

dp =VEG—Fdudv=Tdudv,

dP=VEG—F?*dudv=T'dudv=c:TKdudv,

gdzie e =+ 1, zaleznie od tego czy powierzchnia jest synklinalna
czy antyklinalna w rozwazanym punkcie. Skala pol

f=dP/dp=:K, (60.5)

jest liczbowo réwna drugiej krzywiznie powierzchni w punkcie.
Ta wlasnos¢ odwzorowania sferycznego Gaussa jest niekiedy uzy-
wana do definiowana ,specyficznej krzywizny' K, przez analogie
do miary krzywizny linii krzywej. Pierwszy Gauss tak wiasnie
postapit, i zdefiniowal wielko$¢ K, za posrednictwem odwzoro-
wania sferycznego, jako granice stosunku odpowiadajgcych sobie
odcinkéw pol AP i Ap, na obrazie sferycznym i na powierzchni,
gdy pole Ap dazy do zera:

K =lim
Ap-o

Ap

AP\ _dP
( )—dp
a wielko$c¢:

P=[Kdp=[[KTdudv,

wyrazajaca pole sferycznego obrazu rozwazanego odcinka po-
wierzchni, nazwat krzywizng catkowitq (Curvatura integra).

b) Wtasnosci odwzorowania.

1. Rratwo dowies¢, ze siatka linij krzywiznowych powierzchni
odwzorowuje si¢ na kuli w siatke ortogonalng.

Obierzmy linie krzywiznowe powierzchni za krzywe parame-
trowe; wowczas F=0 i M=0. Warunki te, na mocy réwnan
(60.1), daja F'=0, bez wzgledu na to, czy H znika, czy nie, co
dowodzi twierdzenia. Odwrotnie, jesli krzywe parametrowe na
powierzchni i na kuli, odpowiadajace sobie w odwzorowaniu, sa
ortogonalne, F=0 i F'=0, to musi by¢ M=0, chyba ze H znika.
A wiec, jedli powierzchnia nie jest minimalnag, linie krzywiznowe
powierzchni sa jedyna siatka ortogonalna, ktérej obraz sferyczny
jest rowniez siatka ortogonalna.

Linie krzywiznowe powierzchni oryginalu (nie minimalne;j)
i ich obraz sferyczny stanowiq krzywe gléwne odwzorowania.
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W przypadku powierzchni minimalnej odwzorowanie sferyczne
jest konforemne, i kazda siatka ortogonalna (nie tylko linij krzy-
wiznowych) pozostaje réwniez ortogonalna na obrazie.

2. Styczna do linii krzywiznowej powierzchni jest réwnolegia
do stycznej do jej sferycznego obrazu w korespondujgcym punkcie,
i odwrolnie, jesli taka relacja ma miejsce dla jakiej$ krzywej na
powierzchni, wtedy krzywa ta musi byé¢ linigq krzywiznowq.

Dla dowodu twierdzenia prostego, wezmy linie krzywiznowe
za krzywe parametrowe, tak ze F=0 i M=0. Wtedy mamy dla
odpowiednich linij:

X e B

. Y% %% N

_L
E Xv Yv Zv G

Xu Yu Zu

co dowodzi twierdzenia.

Dla dowodu twierdzenia odwrotnego, zachowajmy ogdlne
krzywe parametrowe i przypusémy, ze sferyczny obraz d X,dY,dZ
krzywej przy dx, dy, dz jest rownolegty do niej. Wtedy:

Xodu—+ Xvdv _ Yudu+Yvdv _ Zudu—+Z,dv

Xedu-+ x.dv yudu-+ yvdv zudu -+ z,dv

Niech wspolna wartos¢ tych utamkow bedzie p.; wtedy:
Xudu+xvdv = P-(Xudu "I“deV),
Yodu-+Yedv=p(yedu-+y.dv),

Zudu-+ Zydv =p(z« du -+ z,dv).

Pomn6zmy te rownania przez Xu, Yu., Z« odpowiednio, i dodajmy:i
oraz przez Xy, Yv. Zv odpowiednio, i dodajmy. Otrzymamy:

—Ldu—Mdv=p(Edu-+ Fdv),

— Mdu— Ndv=p(Fdu—+Gdv);
skad

(EM —FL)du*+ (EN —GL)dudv—+ (FN —GM)dv*=0,

co daje rownanie rozniczkowe siatki linij krzywiznowych po-
wierzchni.
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3. Jesli dwa kierunki sq sprzezone w jakim$ punkcie na danej
powierzchni, kazdy z nich jest prostopadly do sferycznego obrazu
drugiego, w korespondujqcym punkcie.

Kierunek dx', dy', dz' na powierzchni oryginatu, ktory jest
sprzezony z danym kierunkiem du, dv jest taki, ze

dx'dX-+dy'dY+dz'dZ=0,

gdzie d X, dY, dZ sg okreslone przez du, dv, to jest sg sferycznym
obrazem danego kierunku. Réwnanie to dowodzi prostopadiosci
tych dwoch kierunkéw.

Linia asymptotyczna na powierzchni jest sama ze sobg sprze-
zona; wynika stad, ze linia asymptotyczna na powierzchni jest
prostopadia do jej sferycznego obrazu, w odpowiadajqcych sobie
punktach.

4. Poprzedni wynik, dotyczacy linij sprzezonych, moze by¢
wypowiedziany w innej formie, mianowicie: kat dwoch linij sprze-
zonych w jakims punkcie powierzchni jest rowny katowi (albo spet-
niajacy sie z katem) ich sferycznych obrazéw.

Twierdzenie to moze by¢ dowiedzione niezaleznie od 3.
jak nastepuje. Obierzmy linie sprzezone powierzchni za krzywe
parametrowe, tak ze M =0, a ich obrazy za krzywe parametrowe
kuli. Woéwczas rownania (60.1) uproszcza sie do postaci:

E=T?GL? F=T?*(—FLN)=—FK, G' =T ?EN>

Oznaczmy, jak zwykle, przez © kat linij parametrowych (ktore
teraz sg liniami sprzezonymi) w dowolnym punkcie powierzchni
oryginatu, i przez ©' kat parametrowy ich sferycznego obrazu.
Wowcezas mamy:
F' SR 1 |
cos®'=————— =F ———=F cos 9,
VE G VEG

skad:
albo ® = = — 0’ dla znaku minus,

albo 0@ = & dla znaku plus;

bierzemy ujemny albo dodatni znak, stosownie do tego, czy po-
powierzchnia jest synklinalna, czy antyklinalna w rozwazanym
punkcie.
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c) Wielkosci podstawowe drugiego rzedu.

Wielkosci L', M', N' dla odwzorowania sferycznego moga by¢
tatwo obliczone. Oznaczajac cosinusy kierunkowe dodatniego kie-
runku normalnej do kuli przez X', Y', Z', mamy:

X'=1/T)(YuZv—YvZu) =(1/T') KTX = £ X,

zaleznie od tego, czy powierzchnia jest synklinalna, czy antykli-
nalna; i podobnie Y'= +Y, Z'= + Z, biorgc lgcznie badz gorne,
badz dolne znaki we wszystkich wyrazeniach. W ten sposéb:

L'= X'qu‘*_ Y'Yuu—l"zizuu =+ (xxuu+ YYuu+zzuu)

e —a"— (XXt Y Yot ZZo) — (X2 Ye2+ Z22)] = F B
u

i podobnie M'= 5 F', N'=+ G".

Wielkosci drugiego rzedu sg wiec, co do wartosci bezwzgled-
nych, takie same jak odpowiednie wielko$ci pierwszego rzedu.

Rowniez promien krzywizny dowolnego przekroju normalnego
kuli, dany wzorem ogdélnym:
E'du*+ 2F dudv -+ G dv?
L'du®*+2M'dudv + N'dv?
jest liczbowo réwny jednosci, jak zreszta nalezalo oczekiwac; jest
on dodatni albo ujemny, zaleznie od tego, czy normalna do dodat-
niej strony kuli ma by¢ poprowadzona ku wewnatrz, czy tez na
zewnatrz kuli.

d) Sferyczne odwzorowanie Gaussa dla elipsoidy obrotowej
splaszczonej

Bedzie pozytecznie przytoczy¢ odwzorowanie elipsoidy na kulg,
w ktorym sferyczne szerokosci i diugosci sa réwne elipsoidalnym.
Jest to zastosowanie ogoélnej teorii sferycznego odwzorowania
Gaussa do szczegdlnej powierzchni. Odwzorowanie to znane jest
w geodezji popularnie jako ,zaniedbanie splaszczenia ziemi".

Niechaj beda dane dwie powierzchnie, I elipsoida i II kula:

Rn = l/kn =

x=Lcosl=—a—costpcosl, X= 1k cos \x = R cos 9k COS Ax ,
w w
y=—r——sin)\=—a— cos ¢ sin X, Y = rx sin Ak = R cos ¢k sin A,
w w
o 8 —et LB nen u
z =il—>1/az——rz=9—(iw—ﬂsincp; Z=+ VR —n®= Rsin ¢
a

Fr. Biernacki, Teorla Odwzorowati 7]
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E=M? F=0,
G=r*>=(Ncos¢)?
T=-+)VEG—F=MNcos 9,
ds’=(M-dg)?® -+ (N cos ¢ -dW?,
dp=Tded)=
=MNcoseodeodh,
k, =1/M, k,=1/N,

K =k k,=1/MN.

Fi=0;
G=rn*=(R cos gx)?,
T=-+ ;/EW= R? cos ¢k,
dS*=(R . d 9e)*+(R cos i - d M)?,
dP=Tdgpd =

= R*cos ox d ¢x d hi ,
k,= k.= 1/R,

K =k, k,= 1/R%.

Wigzemy obie powierzchnie odpowiedniosciag punktowg wedlug
rownolegtych normalnych. Funkcje odwzorowawcze sa wigc na-
stepujace:

e =X,

Pk =@

Wskutek tego wielkosci E, F, Gi; T, dS% dP sa réwne odpo-
wiednio wielkosciom E', F', G'; T', d $% d P i odpowiadajq wielkosciom
powierzchni oryginatu; mogg wigc by¢ z nimi porownywane.

Siatka parametrowa A= const., ¢ = const. na elipsoidzie prze-
chodzi w siatke parametrowa Ax= const, ¢%x= const. na kuli.
Obie sg siatkami ortogonalnymii sg to wiec, w my$l twierdzenia
Tissota, krzywe giéwne odwzorowania. Wrynika to réwniez stad,
ze siatka geograficzna na elipsoidzie stanowi siatke linij krzy-
wiznowych; nadto przechodzi ona w siatke linij krzywiznowych
na kuli.

Skala
e dS° __R'(d9* + cos’¢-dM)

ds® Md¢*+N%cos®ed)?

_ paf_cos’a sin*a \
(e )

= R* (k,® cos®a + k,? sin® a),

m
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gdzie « oznacza azymut rozwazanego elementu liniowego w punk-
cie (¢, M) na elipsoidzie, liczony od pénocnego kierunku potudnika
w kierunku ruchu wskazéwek zegara. Jak wiadomo

tg (90° —a) = Md¢/N cospdA.

Wzdtuz kierunkow glownych, a wiec wzdluz potudnikow
i rownoleznikoéw, skala osigga swe wartosci ekstremalne, maksy-
malng — wzdluz potudnika, minimalng — wzdluz réwnoleznika:

a= R/M (po potudniku, a wiec dla d>=0, alboa= 0°),
b=R/N (po réwnolezniku, a wiec dla d¢=0, albo a=90°).

Mozna tez powiedzie¢, ze skala maksymalna jest r6wna stosunkowi
krzywizny gtéwnej k, (maksymalnej) elipsoidy do krzywizny giow-
nej k, = 1/R kuli, w rozwazanym punkcie; oraz ze skala minimalna
jest rowna stosunkowi krzywizny gléwnej k, (minimalnej) elipsoidy
do krzywizny glownej k, = k, = 1/R Kkuli.

Skala pél:
s dP _ R?
dp MN
= Ke1/Kxui «

jest wiec rowna stosunkowi krzywizn powierzchni elipsoidy i kuli
w rozwazanym punkcie.
Maksymalne znieksztalcenie kata kierunkowego:
a—b. _- (a/b — 1)
a-+b (a/b + 1)
__(N/M—1)
(N/M+1)
e’cos’y
2—e?(1-4sin’g)

sinw =

Stosunek a/b, a wskutek tego i znieksztalcenie katow, nie zalezy
od promienia kuli R, co zreszta jest jasne z geometrycznego
sposobu przyporzadkowania punktéw. Najwigksze znieksztalcenie
kata wynosi 2 ®; wobec matosci e® > 1/150, mozemy przyja¢ w przy-
blizeniu sin2® = e%cos®*¢, czyli

20=-¢?cos’¢:sin1'=22,9'cos* ¢,
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Promien kuli R jest stalag do dyspozycji. Mozna go okresli¢
z jakiego$ warunku nalozonego na znieksztalcenie liniowe; np. zeby
na odpowiednio wybranym srednim réwnolezniku ¢, obszaru byto:

a,—1=1—Dhb,: albo tez, co jest prawie to samo, zeby na tym
rownolezmku a,:1=1:b,, czyli a,by=1. W p1erwszym zalozeniu
uzyskuje sie R,=2M,N,/(M,~+ N,); w drugim R,=} M,N,.

Przy zaniedbaniu splaszczenia ziemi, zaleca sig ziemie¢ uwazac
za kule o promieniu R,= ]/M0 N,, rt6wnemu $redniemu promieniowi
krzywizny elipsoidy dla s$redniego rownoleznika odtwarzanego
obszaru. Jeszcze mniejsze znieksztalcenia liniowe uzyska¢ mozna,
jesli przyja¢ R = I/R, R,, gdzie R, i R, sa Srednimi promieniami
krzywizny elipsoidy dla skrajnych rownoleznikow ¢, i ¢, obszaru.

61. Odwzorowanie rzutowe

Temat odwzorowania rzutowego stanowi tres¢ oddzielnej nauki
matematycznej — geomelrii rzutowej, zwanej niekiedy geometrig
potozenia. Mozna ja traktowac syntetycznie albo analitycznie, i mie¢
do czynienia z geometrig rzutowa syntetyczna albo tez analityczna.

Najbardziej istotna cecha geometrii rzutowej jest idea geome-
trycznej cigglosci, wprowadzajaca do nauki geometrii pojecie ele-
mentéw niewlaSciwych, ktore nadajq tej nauce wigksza ogolnosc.
Kazda prosta sklada sie zatem z nieskonczenie wielu uporzqdko-
wanych punktéw wlasciwych i z jednego punktu niewlaciwego,
ktory z prostej czyni jak gdyby linie zamknietg. Kazda plaszczyzna
sklada si¢ z nieskonczenie wielu prostych oraz z jednej prostej
niewlasciwej, ktéra z plaszczyzny czyni jak gdyby powierzchnie
zamknieta. Wreszcie przestrzen {réojwymiarowa sktada sie z nie-
skonczenie wielu plaszczyzn oraz z jednej plaszczyzny niewtlasci-
wej, ktéra obejmuje wszystkie niewlasciwe punkty i wszystkie nie-
wlasciwe proste w przestrzeni, czynigc jak gdyby z przestrzeni
utwor geometryczny zamkniety.

Ograniczymy sie tutaj tylko do paru ogélnych uwag, wprowa-
dzajacych w nauke o odwzorowaniu rzutowym.

Odwzorowanie rzutowe plaszczyzny (x y) na plaszczyzne (X Y)
charakteryzuje sie analitycznie wzorami postaci:

_axtbytea
asx+ by +c5 ! ()(X Y)=f=0 61.1)
ax+by+e Syl '

T agx byt
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zawierajgcymi na ogél 9 wspdtczynnikow, z ktérych jeden, np. ¢,
moze by¢ sprowadzony do liczby 1 przez podzielenie licznika i mia-
nownika obu ulamkéw przez c;. W ten sposéb rzutowos¢ dwoéch
plaszczyzn jest okreslona przez cztery pary punktéw, odpowiadajg-
cych sobie na obu plaszczyznach, co daje osiem réwnan, pozwalajg-
cych wyznaczy¢ wszystkie wspétczynniki odwzorowania rzutowego.

Przy odwzorowaniu rzutowym plaszczyzny na plaszczyzne,
siatka krzywych gléownych Tissota sklada sie¢ ze wspotogniskowych
krzywych stozkowych '), ktore, jak wiadomo, sg ortogonalne; zas
krzywe rownodilugosciowe, to jest linie odtwarzajace sie bez
znieksztalcen, sa krzywymi przestepnymi.

Z analitycznego punktu widzenia wzory (61.1) stanowia grupe
przeksztalcenn rzutowych plaszczyzny. Wiaze sie to z pogladem na
geometrie, jako na nauke o badaniu takich wtlasnosci figur, ktére
pozostaja niezmienione przy danej grupie przeksztalcen. Z tego
punktu widzenia, zapoczatkowanego przez F. Kleina, geometria jest
funkcja grupy przeksztalcen i przedmiotu. Tak wiec geometria
euklidesowska jest niczym innym, jak tylko badaniem niezmien-
niczych wlasnosci figur przy grupie przeksztalcen przez ruch (prze-
sunigcie, obrot) i podobienstwo (ruch wraz z powiekszeniem albo
zmniejszeniem):

a;, b,
s, by

X=k(ayx+ by +c), J__O(X'Y) = @

= ==105 (61.2)
Y=k(ax+ byy+ c.), o(x,y)

przy czym wspoiczynniki musza spelnia¢ nastepujgce trzy warunki:

a’+a’=1,
b® + b =1,
a,b,—|—azb2==0.

Grupa ruchow na plaszczyznie zalezy wiec od trzech niezaleznych
parametrow, grupa podobienstwa — od czterech. Zasadniczym
niezmiennikiem grupy przeksztalcen przez ruch jest metryka figur,

Geometria rzutowa bada wlasnosci niezmiennicze figur przy
grupie przeksztalcen rzutowych (61.1), ktoéra stanowi silniejsze
przeksztalcenie, niz grupa (61.2). Pojecie wielkosci metrycznych
(dtugos¢,. miara kata, pole, objeto$¢) nie jest istotne dla tej geo-
metrii, wlasnosci metryczne figur nie zachowuja sig, lecz doznajg

) J. Liouville, J. de mat. 9 (1846), p. 346,
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zmiany. Istnieje jednak caly szereg wlasnosci, zwanych rzuto-
wymi, ktére pozostaja niezmienione, pomimo poddania figury temu
silniejszemu przeksztalceniu; wlasnosci rzutowe figur sg wiec bar-
dziej trwate, niz wtasnosci metryczne. Najbardziej charaktery-
styczne wiasnosci rzutowe figur sg nastepujace:

1. Kolineacja, czyli wspoétliniowosc.

Odwzorowania rzutowe, na mocy twierdzenia Mgbiusa, sg je-
dynymi, cigglymi i jedno-jednoznacznymi przeksztatceniami punkto-
wymi plaszczyzny (albo ogdlniej przestrzeni), ktoére majg te wia-
snos¢, ze linie proste przeksztalcaja w linie proste. Te wazng
wlasnos¢ nazwal Mibius kolineacja, czyli wspolliniowoscia; nazy-
wana tez jest homografia, czyli jednokreslnoscia.

2. Incydentnosé, czyli przynaleznos¢ elementow.

Pojecie to dotyczy wzajemnej relacji punktéw, prostych
i plaszczyzn, i w mowie potocznej wyraza si¢ stowami: ,lezy na”,
nprzechodzi przez”, ,zawiera”, itp. W rzutowosci incydentnym
elementom na oryginale odpowiadajg incydentne elementy na
obrazie.

3. Zachowanie dwustosunku.

Stosunek czterech punktéw wspotliniowych (albo czterech
promieni wspélpunktowych), zwany dwustosunkiem lub stosunkiem
podwoéjnego podziatu, jest zachowany w rzutowosci. Ta wazna
i zasadnicza wlasno$¢ jest czesto uzywana za definicje rzutowosci.

Szczegolnym przypadkiem rzutowosci jest powinowactwo, czyli
afinizm plaszczyzn:

X=ax+by-c ([ ava1'¢0_ (61.3)

Y=a,x~+byy + cs az-bz!

Jest to rzutowos¢, w ktorej elementy niewlasciwe odpowiadaja
sobie. Srodkiem rzutu jest wéwczas punkt niewlaéciwy, rzut
srodkowy przechodzi w rzut réwnolegty.

W odwzorowaniu rzutowym afinicznym, oprécz wyzej przy-
toczonych wiasnosci rzutowych, zachodza trzy dalsze charakte-
rystyczne wlasnosci:

4. Roéwnoleglosé prostych zostaje zachowana.

5. Stosunek odcinkéw rownolegtych lub wspoliniowych na
plaszczyznie obrazu zostaje zachowany.

6. Stosunek pdél odpowiadajacych sobie obszarow plaskich
jest staty, i rowny stosunkowi powinowactwa. Powinowactwo
jest odwzorowaniem wiernopowierzchniowym.



PRZYPISY

Przypis 1 (do Nr. 4)

Dwukierunek jest niezmiennikiem odwzorowania regularnego
jednej powierzchni na druga. Twierdzenie to mozna dowies$¢ po-
shugujac sie katami kierunkowymi obu kierunkow.

Rys. 10

Przypusémy ze na powierzchni I, w pewnym jej punkcie p,
dane sa dwa kierunki, okreslone za pomoca katéw kierunko-
wych «, i a,, tworzace jeden dwukierunek, to znaczy @, =a, .
Na powierzchni II, w odpowiadajacym punktowi p punkcie P,
tym dwém kierunkom niechaj odpowiadaja jakies dwa inne kie-
runki «," i @,'; okazemy ze te dwa kierunki tworza réwniez dwu-
kierunek.

Na podstawie wzoru z teorii powierzchni, okreslajgcego kat
kierunkowy, mozemy napisac:

_ _(dvdu)VEG—F  _  _ (3v/ou) YEG—F
E+(dv/du) F - E- (8v/du) F
dla powierzchni I,

tg oy
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. _ (dv/du) VE G—F* . _ (8vou) VEG—F?

tga, r tga),
E'+(dv/du) F’ E'+ (8v/éu) F
dla powierzchni II

Poniewaz zalozyliSmy, ze na powierzchni I oba kierunki o, ia,
tworzg jeden dwukierunek, o,=oa,+=x, to tga,=tge,, i z row-
nosci prawych stron obu réwnan dla pierwszej powierzchni otrzy-
mujemy:

dv _ ¢v :

du cu

Uwzgledniwszy powyzszy warunek w obu rownaniach dla
drugiej powierzchni, widzimy, ze ich prawe strony sa sobie réwne,
i wskutek tego

tga'=tga's,
skad albo a,"=ua,’, albo &, =2, + =,

Oba kierunki «," i @," na powierzchni II tworzqa wiec réwniez
dwukierunek.

Przypis 2 (do Nr. 22)

Dowéd Eulera nierozwijalnosci kuli na plaszczyzne.

b

‘ ‘
Q EXU vwF

Rys. 11

§ 7. Jesli teraz zadamy, aby figura PQSR na plaszczyznie
byla kongruentna z figurg pqgsr na kuli, to musza by¢ spelnione
trzy nastepujagce warunki:

1) musi by¢ PQ=pq,

2) musi by¢ PR=pr,

3) musi by¢ kat QPR=gqpr=90°.
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Musza przeto zachodzi¢ trzy nastepujgce réwnania:

dx\?, [dy)\? ; (dx B (dy)2

L. ]/— ——] =1, czyli {— —) =1,
(du)+(du) 4 du)+ du
dx\?, [dy\* . (dx)2 (dy\’“

I1. ]/ — ——) =cosu, czyli |— —) =cos?u,
(dt)+(dt) v ) e

il v e vy R )

" \du/ \du dt) \dt
[Pozostawiamy tu bez zmiany Eulerowski sposob pisania pochodnej czastko-

wej, za pomoca prostej litery d, oraz zamkniecia symbolu pochodnej w na-
wiasy; u, t s3 zmiennymi parametrowymi kuli (szer. i dL. geogr.); promien kuli

przyjety jest za jednostkel.
dy (dx)
—):—)=1g%,
(du) du —

to, wedlug rownania III, musi by¢:

dy dx
——):|—)=—cige,
(ae)(ae) ==

a podstawienie tych warto$ci w oba poczatkowe réwnania da nam:

Polézmy jeszcze:

(o 1 {2 v
——) =cos?¢ i |——) =sin’¢cos®u.
du dt

Jednakowoz powyzsze trzy warunki nie bedg mogly by¢
spelnione rownoczesnie w zadnych okolicznosciach, poniewaz po-
wierzchnia kuli, jak wiadomo, w zaden spos6b nie da si¢ dokladnie
na plaszczyzng rozwinac’).

§ 8. Aby usung¢ z rachunku wyrazenia rézniczkowe, uczy-
nimy teraz nastepujace podstawienia:

)=r (G= (D)= (2=

tak ze dx=pdu-}tqdt, dy=rdu-sdt.

1) Nota A. Wangerin'a do § 7. Euler zaklada tu z gory jako fakt znany,
ze powierzchnia kuli nie moze by¢ rozwinieta na plaszczyznie, i wnioskuje stad,
ze jest niemozliwoscig uczyni¢ zado$¢ réwnoczesnie réwnaniom I — III, § 7.
W dalszym ciagu, w § 9 rozprawy, dowodzi on tej niemozliwoséci bezposrednio.



346

Wtedy przede wszystkim wymagamy, aby oba ostatnie wy-
razenia byly rdzniczkami zupeilnymi'); bedzie tak wowczas, gdy
p.q,r,s sa takimi funkcjami zmiennych ¢t i u, ze:

(42) = (49) 5 (42) - (d5).

dt du dt du

Poza tym, wyzej znalezione wyrazenia dla elementow liniowych,
przyjma nastepujgca forme:

PQ=du) p*+r’, PR=dt)/ ¢+ s

Dalej tg kata pochylenia elementu liniowego PQ wzgledem osi
EF réwna sie r/p i tangens kata, jaki tworzy PR z ta osia, =s/q;
na koniec tangens kata QPR
_ 9r—ps |

pq+rs

§ 9. Po wprowadzeniu tych oznaczen, warunki ktére musi
spetnia¢ doskonale dokladne odwzorowanie, bedq nastepujgce:

L pP4-r’=1; 1. ¢*+s*=cos’u; IIL r/p=—q/s.

Polézmy tu r/p=tge¢, to s/g=—ctgyi to znaczy r=ptge,
s=-—qctg®, i oba poczatkowe warunki daja:

p?=cos’p, q®=sin®¢cos’u,
skad:

p =cos9, q =—singpcosu,
i dalej

r =sin®p, s =cos{pcosu.

Po podstawieniu tych wartosci, wyrazenia ktére musza byé
rozniczkami zupelnymi, beda nastepujace:

dx=ducos¢p—dtsin¢cosu,
dy=dusin9-}dtcos¢cosu;
') Nota A. Wangerin'a do § 8. Eulerowi nie bylo jeszcze znane okreslenie
nrozniczka zupelna”. W przekladzie uzyto tego wyrazenia wszedzie tam, gdzie

Euler, jak np. w niniejszym miejscu, méwi: ,ut istae binal formulae integrabiles
evadant"”.
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i poniewaz do tego potrzeba, aby:
(d_P) — (gg), (ﬂ) = (ﬁi),
dt du dt du
to otrzymujemy nastepujace dwa réwnania:

L o (%) singp=-sinu sin ¢ — (%) COs u cos®,

de ; de "
1I. (—) COos ¢ = —sinu cos ® —- (—) cosusin®g.
dt d ? du ¥

Dodajmy te dwa réwnania, po uprzednim pomnozeniu I przez
cos¢ i Il przez sin?®, to otrzymamy:
0= (Q‘_{) cosu, to znaczy (ﬂ) =0;
du du
© moze wiec zaleze¢ tylko od zmiennej t. Skombinujmy za$ row-
nania w inny jeszcze sposob, mianowicie pomnézmy I przez
(—sin¢) i II przez cos ¢, i dodajmy, to otrzymamy:
(ﬂ) = — sinu;
dt
a przeto pochodna (d/dt) musi zaleze¢ od u, co jest sprzeczne
z poprzednim rezultatem. Tym samym udowodniliSmy réwniez
przez rachunek, ze doskonale dokladne odwzorowanie kuli na
plaszczyzne nie jest mozliwe.

Przypis 3 (do Nr. 24 b)

Réwnanie rézniczkowe siatki krzywych gléwnych mozemy
tez uzyska¢ w nastepujacy sposob.
1. Na powierzchni oryginalu.
Zwiagzek:
(dv/du) V EG—F
E--(dv/du) F

tga=

przedstawia réwnanie rézniczkowe dowolnej linii na powierzchni
oryginatu. Dla krzywych gléwnych musimy uwzgledni¢ warunek
(Nr 27 a): e

2Q _ 2(FE—FE)VEG—F _
P—R E(EG—F)—EF-+42FFE—GE

tg2a. =
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W tym celu z rownania pierwszego obliczymy tg 2. i pod-
stawimy w réwnanie drugie. Otrzymamy:

(dv/du) VEG—F®

TR L. E-(dv/du) F
T 1—tga, l_((av/au);/z-:a —"‘pz‘)z
E+(dv/du) F
__ 2(dvj/du)VEG—F (E4dv/du -F)
(E+dv/du - F)*— (dv/du - VEG—F?)?
oraz

2 (dv/du) VEG—F* (E- (dv/du) F)
(E4dv/du - F)2— (dv/du - VEG—F?)?

" 2(FE—FE)VEG—PF
E'(EG—F)—EF+2FFE—GE

skad po wykonaniu rachunku algebraicznego, otrzymamy:
(FG'—FG)dv'—(E'G—EG)dvdu+ (EF —E F)du’=0;

jest to poszukiwane réwnanie rézniczkowe siatki krzywych gltow-
nych.

2. Na powierzchni obrazu.

W podobny sposob, zwigzek

__(dv/du)VE G'—F?

te s E'+ (dv/du) F’

przedstawia réwnanie roézniczkowe dowolnej linii na powierzchni
obrazu. Dla krzywych gléwnych na tej powierzchni musimy
uwzgledni¢ warunek (Nr 27 a):

2Q° 2(FE'—EF)VE G — F* )
PP—R E(E'G—F?)—EF*+42F FE —GE*?

tg20.'=

co da nam fo samo réwnanie rézniczkowe dla siatki krzywych
gtéwnych na powierzchni obrazu, jak poprzednio na powierzchni
oryginahu.
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Przypis 4 (do Nr 27b)

Inny, nieco prostszy i krotszy, dowdd twierdzenia o prosto-
padtosci do siebie dwukierunkéw na powierzchni obrazu, odpo-
wiadajacych tym prostopadlym do siebie dwukierunkom na po-
wierzchni oryginatu, dla ktérych zachodza ekstremalne skale, po-
lega na wykorzystaniu zwigzku pomiedzy katem kierunkowym
na oryginale i odpowiadajgcym mu katem kierunkowym na obrazie
(Nr 31b).

Przypus¢my ze mamy dane dwa prostopadle do siebie dwu-
kierunki «, i o, ==/2- 2, na powierzchni oryginatu, dla ktérych
zachodzg ekstrema skali.

Niechaj ich obrazami, na skutek odwzorowania, beda odpo-
wiednio dwa kierunki o," i «,". Wykazemy Ze sg one réwniez pro-
stopadte do siebie na powierzchni obrazu.

Istotnie, na mocy zwigzku (31.2) pomiedzy katem kierunkowym
na oryginale i odpowiadajagcym mu katem kierunkowym na obrazie,
mozemy napisac:

Pctga,=VPR—Qictge,’ —Q,

dla 1. dwukierunku,

Pctga,=Pctg(x/2}a)=—P tg @, =VPR—Q’ctga,’—Q,

dla 2. dwukierunku.
Stad:
Pctgo,+Q ,

e —Ptge,1Q,
PR—Q?

VPR—Q?

ctga, = ctgay' =

Mnozac przez siebie stronami oba te réwnania, otrzymamy:

__ (Pctga, +Q) (—Ptgs, +Q)

ctga,’ ctga,’
ga, clga, PR—Q
_—P“’—PR(—Z/tha,)—}—Q?’
PR—Q?
po uwzglednieniu zwigzku tga, —ctga, = —2/tg24«,.

Wprowadzmy teraz warunek naszego zaloZzenia, Ze rozwazana
prostopadla para dwukierunké6w na powierzchni oryginatu nie jest
dowolng para prostopadia, lecz ta, dla ktérej zachodza ekstrema
skali:

2Q

WS
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Wowczas otrzymamy:

—Pz_PR( zo/(p R))Jroz

PR—Q*

ctg o’ ctg 2y’ =

i w koncu po wykonaniu rachunku,
ctgo,’ ctga,' = — 1.

To dowodzi, ze dwukierunki «," i «," na powierzchni obrazu
sa roOwniez prostopadie.

Mozemy tez dowies¢ twierdzenia odwrotnego: jesli o, i a,
sg parg dwukierunkow prostopadtych do siebie na powierzchni
oryginatyu, i jesli «," i «," sa odpowiadajgca im para dwukierunkéw
réwniez prostopadlych do siebie na powierzchni obrazu, to sa
to dwukierunki o ekstremalnych wartosciach skali (w odwzoro-
waniu niekonforemnym).

Zakladamy wiec, ze:
ctgo, ctga, = —1,
ctga,"ctga,'=—1.

Na mocy zwigzkéw pomiedzy katami kierunkowymi na oryginale
i obrazie, mamy

Pctga, 4+ Q " Pctgao, +Q
i ctg o, = e
VPR—Q* VPR —Q?

ctga,"=
Mnozac przez siebie stronami oba te réwnania i uwzgledniajac

zalozenia otrzymamy:

_ —P*+PQ(ctg 2, 4ctga) 4 Q°
PR—Q*

—PR+Q@=—P'4Q*+ PQ(ctg o, — 1/ctg o),

apo uwzglednieniu wzoru trygonometrycznego ctgo,— tga,=2/tg24,
i po redukcji,

— PR+ Q*=PQ(2/tg24,),
skad, ostatecznie

tg 26, = —>
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To dowodzi, ze para prostopadlych dwukierunkéw, odtwa-
rzajaca si¢ na pare rowniez prostopadtych dwukierunkéw (w od-
wzorowaniu niekonforemnym) daje dwukierunki o ekstremalnych

skalach.
Przypis 5 (do Nr. 28a)

1) Inna, bezposrednia i prostsza metoda obliczenia ekstremal-

nych skal jest nastepujgca.
Wzor na skale

m® (ul 4 a’) —

= Pcos®’a + Qsin2a - Rsin’«

mozemy napisa¢ w postaci

m? (sin® & - cos® o) =

=Pcos’a-+Qsin2a--Rsin*«,

skad

(P—m?®) cos® 242 Q sina cos a4
+(R—m?sin*a=0.

Sprowadzajac wszystkie funkcje
tangens otrzymamy:

1 |
. n
( m)l+tga+

+2q]/ &~
l—l—tg?a 1+tg 7
tg o
(R— m? =
t 14tgia

(P—m?)+2Qtga-+ (R m)tg*a=0,

rownanie kwadratowe wzgledem funkcji tangens.

Wzér na skale

1/m?(u, v, &)=
=P'cos®*a'}Q’'sin2a'4 R'sin’a’
mozemy napisa¢ w postaci
(1/m?) (sin® &’ 4 cos®a’) =
=P’'cos’a'-}-Q'sin2a'-} R'sina’,
skad
(P'—1/m®) cos*«’+-2Q'sina’'cosa’+

—+ (R —1/m%sin*a’ =0.

trygonometryczne do funkcji

(P'—L) 1+:g o 5

= tg? o
+2Ql/1+tg' l/l-i-tg o
X tg* o _
+(R )l-}-tg’a .

(P'— i\) +2Q'tga'4- (R'— o )tg”a’=0,
m? m*

Wiadomo ze

tré6jmian kwadratowy osigga wartos¢ ekstremalng wowczas, gdy
jego wyro6znik jest rowny zeru, wowczas bowiem oba pierwiastki

rownania kwadratowego sa sobie réwne.

Przyrownujac wyroéznik

powyzszego tréjmianu do zera, otrzymamy:

(P—m?)(R—m?)—Q*=0,
skad
m*—(P+ R)m*+4(PR—Q%) =0

( 1/m)(R"'_1/m) “: .
skad
(1/m)'~(P'—R)(1/m)*+(P'R'-Q"%)=0,
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Jest to znowu réwnanie kwa-
dratowe wzgledem m?® Wypi-
sujgc wzory na sume i ilo-
czyn pierwiastkbw roéwnania
kwadratowego w funkcji jego
wspotczynnikow, otrzymamy:

m?®-+m?=a*+4b*=P-+R,

m12m22=02b2=PR—02.

Rozwigzujac zas$ te dwa rowna-
nia osiggamy:

a=",(V P+ R+2VPR—G* +

+VP+R—2VPR—O),

b="ulV PR +2VPR—Q*—

—Ve+R—2VPR_0?),

zgodnie z poprzednio uzyska-
nymi wynikami.

Jest to znowu rownanie kwa-
dratowe wzgledem 1/m®. Wypi-
sujgc wzory na sume i ilo-
czyn pierwiastkow réwnania
kwadratowego w funkcji jego
wspotczynnikéw otrzymamy:

(1/m)*H(1/my)P=(1 /e 4-(1/ b =
=P+R,
(1/my-1/my)*=(1/a-1/b)*=P'R'—Q".

Rozwiazujac zas te dwa réwna-
nia latwo osiggamy:

1a=",\V P+R)IF2/VPR Q"

VpFR)—2V PR—Q%),

b=,V (P+-R)+2/ PR—Q+

+/ P+R)—2V PR—Q? )

zgodnie z poprzednio uzyska-
nymi wynikami.

2) Jeszcze inna metoda obliczenia skal ekstremalnych jest

nastepujaca.
Ze wzoru na skale:
m* = Pcos’a+Qsin2a-}

<+ Rsina
otrzymac latwo:

m?/cos?a=P-+2Qtga+ Rtg?a,

czyli:

m*(1+tg°a) =
=P42Qtga+Rtg’a. (1)

Ze wzoru na skale:
1/m*=P' cos?a'+ Q' sin 2 a' 4
—+ R'sin*«
otrzyma¢ tatwo:
1/(m?* cos® a’) =
=P'+2Q:tgau+thg2a',
czyli:
(1/m?) (14-tg*a) =
=P +2Qtge’ +R'tg*a’. (19



Oznaczajac tge przez t, i roz-
niczkujac powyzsze rownanie
wzgledem {, otrzymamy:

2tm*+2m(1413) Oo_m ==

=2Q-2Rt.
Dla ekstremum musi by¢

O0m/dt=0,

wobec czego:

tm*=Q- Rit, (2)
skad:

p=—""—. (3)

Dla obliczenia wartosci
ekstremalnych skali, podstawi-
my wartos¢ (3) do rownania (1),
ktore przedtem przedstawimy
w formie:

m®(14+8) =P4-Qt+ (Q+ R,

lub, uwzgledniajac (2), w for-
mie:

m*(141%)=
czyli:

P+Qt-+mie,

m®* =P Q1.

Po podstawieniu zamiast t war-
tosci (3), otrzymamy roéwnanie
dla skal ekstremalnych:

F. Biernacki, Teorla Odwzorowan
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Oznaczajac tg o' przez t', i roz-
niczkujagc powyzsze réwnanie
wzgledem t', otrzymamy:

2oLy 2m

=2Q"}2R't.
Dla ekstremum musi by¢
dm/ot'=0,
a wiec tym samym i
Jd(1/m)/dt' =0,
wobec czego:
t(1/m)=Q +Rt, (2)
skad:
Q'

= . 3"
1/m*— R’ (

Dla obliczenia wartosci
ekstremalnych skali, podstawi-
my wartos¢ (3') do réwnania (1),
kiore przedtem przedstawimy
w formie:

(1/m9) (1) =P +Q1+(Q +R1)T,

lub uwzgledniajac (2'), w for-
mie:

(1/m?) (1+t*)=P+-Qt'+(1/m*)t",

czyli:
1/m*=p' 4Q't.

Po podstawieniu zamiast t" war-
tosci (3'), otrzymamy rownanie
dla skal ekstremalnych:

23
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m'—(P-+R)m*+
+(PR—QY)=0. (4)

Jest to to samo réwnanie, do
ktorego doszliSmy juz uprzed-
nio.

Rozwigzanie tego rowna-
nia wzgledem m? daje dwa
pierwiastki: m,® i m,”i oznacza-
jac wiekszy z nich litera a?,
mniejszy — literg b? otrzymu-
jemy:

a*="0.[(P+R)+V/ (P+R*—4(PR— QY]
=1, [(P+R)+V (P—R*+ 4 Q7],

b=, [(P+R)—V (P+R)*—4 (PR— QY]
=1, [(P+R) - (P—R*+ 4 Q*].

Wreszcie z tych rownan uzy-
skamy wartosci dla skal eks-
tremalnych a i b, w sposéb
analogiczny jak wyzej.

Przypis 6 (do Nr. 36)

1/m* —(P'+R) (1/m* +
+(P'R—QY)=0. (4)

Jest to to samo réownanie, do
ktorego doszliSmy juz uprzed-
nio.

Rozwigzanie tego rdéwna-
nie wzgledem 1/m? daje dwa
pierwiastki: 1/m,? i 1/m,% ozna-
czajac mniejszy z nich przez
1/a®, zas wiekszy przez 1/b%
otrzymujemy:

va*='/,[(P+R) —|/(p'.+ R)—4(PR-Q")]
= [(P+R)—Y (P-R)*+4Q],
=1L[(P+R)+V (P—R)+4Q7].

Wreszcie z tych réwnan uzy-
skamy wartosci dla skal eks-
tremalnych 1/a i 1/b, w sposé6b
analogiczny jak wyzej.

Druga, ogélniejsza metoda rozwiniecia teorii znieksztalcen
odwzorowawczych polega na oparciu si¢ na wielko$ciach parame-
trowych m., m,, ©, 0, to znaczy na skalach parametrowych
i katach parametrowych, w punkcie powierzchni.

Wiemy (Nr 26d), ze skale i katy parametrowe tatwo obliczyé
za pomocg wielkosci podstawowych teorii powierzchni, a miano-

wicie:

mv2=£- muz=€"
B G

cosO=—T

VEG

1 e B 1 ___E'
m,* E  m? (€}
C038’=—7:fr-

VE G



a) Wyrazenie wielkoéci P,

i katow parametrowych.

P=£=mv25
E
FE—FE
Q=—::ﬂ
EVEG—F®
]/E’G' F___F FE
EG VEG VEGE

m, my cos ®—m,*cos®

sin ©

_EFP—2FFE+4GE
E(EG—PFY)

0 o A ‘/E G
pamei 2 —— —_—
_EEG VEGVEGY EG G

1-P/EG

_ my*cos*0-2m.mycos®’cos®+m,?
sin® @

8
VPR—Q*=m.m, Sin

sin
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Q, R i P, Q, R za pomocg skal

cos O — cos®’

My my m,*

sin O’

EF'—2FFE+GE®
E'(EG'—F")

1 ’
——co0s?0’-
m,?

1
cosB®cos®'+
my®

muIny

sin® 0’

sin ©

VPR—QF = —

mym, sin o

b) Wyrazenie skali za pomoca skal i katéw parametrowych.

Skala w kierunku « na
powierzchni oryginatu,

m?=P cos®2+Qsin 2 ¢+ R sin® a.
przez podstawienie wartosci na

P, Q, R, moze by¢ wyrazona
jak nastepuje:

Skala w kierunku ¢’ na
powierzchni obrazu,

1/m?*=P’cos®s’'+Q’sin22'-+-R'sin®,
przez podstawienie wartosci na

P, Q, R, moze by¢ wyrazona
jak nastepuje:
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1
m*=m*cos® o} — =——cos*a’ 4
m*  m
v

1 1
= cosf"»—-——; cos 6
: m, m, m
P sin 2« - d—t ¥ gin2« 4+
sin sin ¢

m, m, cos® - m* cos €

[cos*0)’ 2 1
( e ———cosBcosO’}- — sin®a’
m, ) 7»’1(_:mv m,

. I
sin® 0 sin® &'

(m" cos*® 2m,m, costcos™+ m® ) )sin*e

Jesli, w szczeg6lnym przypadku, siatka parametrowa jest ortogo-
nalna na powierzchni oryginalu, wéwczas © ==/2, oraz:

% - 1 cos’ 1 cos® . |
m*=m,*cos*a¢-+-m.m,cos®’sin2a-+ - =——————s5in2a’+}
m* m? m®sin®

+ m.*sin® . " {
—, cos® 6’4 —

v

m.” . 5 ,
————gind e
sin® ©

Jesli, w innym szczegélnym przypadku, siatka parametrowa
jest ortogonalna na powierzchni obrazu, wéwczas 0'==/2, oraz:

cos 0 1
m*=m,cos*a—m,? sin 2« —=-—cos*«’ 4
sin © m*  m}
m,? cos® O 4 m,* : ; ' R
i ,_,i_vi sina. + ———cosOsin2« +_T sin*a’,
sin? m, m, m,

Jesli wreszcie mamy taki szczegélny przypadek, gdy jedno-
czesnie obie siatki parametrowe, odpowiadajace sobie, sg ortogo-
nalne, wowczas © ==/2 i ©'=r=/2 oraz:

m*=m,* cos® %+ m,* sin® «; | 1/m*=(1/m,?) cosa'+(1/m.?) sin2a’;

mamy wowczas do czynienia z siatka krzywych gléwnych, ktéra
jest zarazem siatka parametrowa:; skale parametrowe m., m, sg
wtedy skalami ekstremalnymi, mianowicie wigksza z nich jest
skalg maksymalng a, za$ pozostala — skala minimalng b, w rozwa-
zanym punkcie powierzchni.
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c) Wyrazenie kata kierunkowego «. (%) krzywych gléwnych,
za pomocg skal i katéw parametrowych.

Wzéor
tg 20, = 2Q '
P—R

przeksztalci sie w nastepujacy:

2m, m,cos O sin © - m ?sin 2 O

2. 2. = '
m,*-m,*-2m,cos®(m cos®-m,cos )

Wzor

2Q°

tg2a, = ———1
. P—R

przeksztalci sie w nastepujacy:

cos @ sin @' — b sin2 0’

m,m, m,*

1 1 2 ,(cos e sin 9) ’
— — — e e SO — e e
’riv2 rr"u8 mV mV mu

Jedli siatka na powierzchni oryginatu jest ortogonalna, wow-

czas O=mx/2, i

2 my m, cos &'

tg 2 a, =
mvz _— rnu2

! L .
;- sin 20
tg 20, ==~ -*'m‘f'““‘_‘— R
1 1 2 cos? 0
m.,'z H’lu2 rnv2
m,®sin2 60

Jesli siatka parametrowa na powierzchni obrazu jest ortogo-

gonalna, wowczas O =m=/2, i

— mv?sin20

tg2 o= — o
mvz— mu2—2 mv2 COS2 9

m,?sin2 0
m,®>—m,?cos2 0

2—l—cos@

my My
tg2a/=
€ 11
m,? my*

. 2 my m, COS @
H’lu2 — mva

Jesli obie siatki parametrowe, odpowiadajgce sobie, sg jedno-
czeénie ortogonalne, ® = 0' = =/2, oraz

tg2ae =0; @, =0, ®/2, =, 3%/2;

tg2a.'=0; o’'=0, #/2, &, 3%/2;

mamy wowczas siatki krzywych gtéwnych, ktére sg zarazem siat-

kami parametrowymi.



358

d) Wyrazenie skal ekstremalnych a i b przez skale para-

metrowe i katy parametrowe.

Wzory Nr. 30 podaja zadane wyrazenia.
Na podstawie Nr. 35 d mozemy takze napisac:

a—l/m m @’

7Y sin®
l/ ~ sin®°

= my my ——— tg
sin ©

T Opax — O
g( T )

4

(ﬁ Wmax — "’c)
4 2

e) Zwigzek pomiedzy katem kierunkowym « na powierzchni
oryginatu i odpowiadajgcym mu katem ' na powierzchni obrazu.

Wzory Nr. 31 b, wniosek 2 i 3, podaja odnos$ne zwigzki.

f) Znieksztalcenie kata kierunkowego.

1. Wzor tangensowy,

P+Qtga— ) PR—Q

t (a‘— ) '
. Pctga—}-Q-l—tga}/PR —Qt

przeksztalci sie¢ w nastepujacy:

[m,, sin ©+ (m, cos® —m,, cos B) tgo—

m,,sin O + (m, cos ©' — m,, cosO)tg -+

— m,sin O] tg a

+tg?am,sin ©

2. Wzor sinusowy,

P+0tga——l/PR Q2
P+Qtgat Y PR—Q?

sin (« —a')

sin(a+a)

przeksztalci si¢ w nastepujacy:

m,,sin © -} (m, cos O — m,, cos ) —

=m‘,:sin() ~+ (m, cos ©' — m,, cos 0) -
— m,, sin O’

+musin§.

1. Wzo6r tangensowy,

_ P+Q'tga—)/ PR—Q?
Pctga +-Q'+tga'y PR—Q" ¥

tg(r—a')=

[L sin 0+ (L cosO— L cose')tg o'—
mV mll mV

Lsin 0+ (L cos®— Lcos 9')tg o'+

m, m, m,

- sin9] tga’
mu

+ tg? o’ & sin ©
mu

2. Wzér sinusowy,

_ PHaQtge— Y/ PR—Q"
- P+Qtga+/ PR—Q?

sin (a— a.)

sin(ata)

1/m,sin®" —Hl/m cos®—1/m cosB’)—
1/m sin®" +(l /m,cos0—1/m, cosB’)}-
—1/m,sin®

~+1/m,sin© 2
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g) Maksymalne znieksztalcenie kata kierunkowego.
Skala dla kierunku, ktérego kat kierunkowy doznaje maksy-
malnego znieksztalcenia, wyrazi si¢ wzorem:

sin ©’ \ 1 1 1 sin®
m*(u,v, @) ab m,m, sin®

2 — —
m?(u, v, o, )=ab=m,m,——.
sin©®

Maksymalne znieksztatcenie kata kierunkowego:

—b=l/mu”-|—mvz—2mu m, cos (0 —0')

SN (Omax — 0c) = *—
- T m + m? +2 mu m, cos (09

a+b

h) Skala pdl,
sin O

f=ab=m.m,
sin ©®

Wszystkie te wzory uproszcza sie¢ znacznie gdy:

— albo siatka parametrowa na powierzchni oryginatu jest
ortogonalna: ® ==/2,

— albo siatka parametrowa na powierzchni obrazu jest
ortogonalna: 0’ ==/2,

— albo obie siatki parametrowe, odpowiadajace sobie na obu
powierzchniach, sa jednoczeénie ortogonalne: ® =0'=m=/2.

Przypis 7 (do Nr. 45, b, 1)

ds*=dx*+}dy*+dz*
= (coshdr —rsink d})® 4 (sinrdr +rcosh d})® +dz*

= (dr*+4dz?) 4 r*d»\®
=do®+r2d)?

2
sl [ﬂ + d)\"’] .
r3
Przypis 8 (do Nr. 45, c, 1)
?'k=f¢ de
' o COSP

— [ de
f o sin (90° + 9) f 0 2sin (45° =+ '/;9) cos (45° 1/w)
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dzielgc licznik i mianownik przez 2 cos® (45°+ '/,¢) otrzymujen

” (?{+ d_lﬁg_@f_i_'/z‘ﬂl}.
T tg (45° =+ Ys9)

Stad:

I\ 99— + Intg (450 1fyg) = o+ 1y In ~=50E
0 COS®P 1 5-sing
Przypis 9 (do Nr. 45, ¢, 3)
T ke e Tk
r
kc T 1
= to€ |— —_
Rcos® g (4 + 2 )
__ ke [tg® (=/4 f29)]
R [(1+sin®)(1—sing)]"
. E( l—l—sintp)’/ﬂ".
R \1—sing (14 singp)" - (1 —sing)"

_ kc (1+sing)—n
R (1 —sing)htc+n

Przypis 10 (do Nr. 45, d, 1)

t—e dp.
Qie ——f BRPRE WP
1—e?sin* cose

_____fqa 1—e’ (sin®p+f-cos’p) do
0 1—e?siny cos¢

zf? de _f? Ei0o0Y o
0 COS® o 1 —e?sin’y

M_fq)_d!? e ¢ ecos?y
o COS® 2J0 l—esmq)

9 d9 | e (ed(l—esing) e

0 COS® 2Jo 1—esing

f _ecose
o 1+ esing

¢ d(1-}esing)
o 1+esing
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e : e !
cp)—}-;ln(l — esing) —;ln(l—}—esmcp]

1—esin@\%?
In(————F
(P)+ (l—l-esincp)

T T, s e/2
= + In{tg(i - lq,) 2 [_1:_}—_(_2_8_12?] } i
4 2 1+ esing

| a
N | =

Przypis 11 (do Nr. 46, a)
182=dX*-}dY*}dZz?
= (drkcos hx — rk sinh dhx)? -+ (drx sin ke + re cos M d M)? +
+1': (R — n3)~" - (— 2ned re) P
=dn®+ n*dM 4+ (R —n?)~! - n’drnd

Y 1 . P 3\ —1 . 2 :
Zrk“{—+(R :k) L 'dl’k2+d>\k“}
Ik

2
I { .9_5’:_ Yo )‘k:} :
IK”

Przypis 12 (do Nr. 47, d)
u=N.cos¢.\;

L - A (N’ cosp — Nsing)
de

= Ma(—"/s) (1 —e?sin®*¢)~" - (—e?® - 2sing cosyp) cos¢ — Nsingp]

= Ma (1 —e?sin’¢)—" - e?sinp cos® ¢ — N sin 9]

=—)\.Msin<p[——Ti-;-e”cosecp+%]

2 2 — p2ain2
=——)\.Msincp[—~e- cos .qo_*_(l e*sin’ @)
1—e? 1—e?
= —\.M.sing
=-—u — sin Q.

Ncos®
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Przypis 13 (do Nr. 49, a)
T? =EG— F*=(x+vy.+z°) (x.*+y.°  +2.°) —(XuXoF Vuyv+ 2uzv)?
= x2x2 F yay? + 2222 + x.2 (y.? + 2.2+ yad(x? +
+ sz) + Z® (xv2 "I‘ sz) — Xa® X' — YUZsz — 2’ 2,2 —
— 2XuXvYuYv— 2 XuXvZuZv — 2 YuYv Zu Zv

= (XuYv — Xv Vu) + (Xu 2o — Xv 24)* + (Yu 20— Yo 2u)?

— Xu Xv [2 Xu Xv | YuYv 2
Yu¥Yv Zu Zy Zu Zy
_[o0ay) P [O(xz2) P, [O(y.2) P,
0 (u, v) | L [ O (u,v) | +L0(u.V)_
——2=—~_——2='0(X,Y)"~’ [ (X,Z)]? 'A(MY,Z)'Z.
¥ B | 0 (U, V)] +_O(U,V)_ i J(U, V)
o g pe [LXYE L [AXZ) T [V.2) ]
T [ d(u,v) +»6(u,v). +_O(u,v)~
Dzigki funkcjom odwzorowawczym:
U= 1 '
b (u, v) _d(u,v) _—
V=1, (u,v), 9 (u,v)

oraz dzieki wlasnosci wyznacznika funkcyjnego, mamy:

T,2=E,G,_F,2=[O(X_,L) O(U,V)]Z_l_[O(X,Z) a(u,V)]z

oU, V) d(u,v) d(U,V) d(u,v)
(Y, Z) 9 (U,V)]2 '
U, V) 9d(uv)

+
czyli
T8 0. 9%,

Jesli powierzchnia obrazu jest plaszczyzna, to:

X=U
Y=V
Z=0,

woéwczas T? =1, i mamy: T2 = J2
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Przypis 14 (do Nr. 51)

1—€) a
MN cosed =f a d:
f Lt (1—e?sin® )/' (l—e"sm ) s
a(l—e
= cos®pd
f(l—e’sm’cp)” P

—a® “_e,)f cosq’dfp
(1—e?sin’yp)®

cospdf

=l [

R cos ¢ cos %
a' o ){ f[(l—eslncp)2 (1-+ esing)? +

cosp ~ —COsP ]dgo}
1+esing 1—esing
as(l—e’){ 1 1 y
= — In(1-+esing) —
de 1—esing 1-}-esinq>+ (- )

——ln(l—esinq:)}-l—c

2 —p2 3
=a(l e){ sin ¢ A 1—|—esmp}+c
2 1—e?sin?p 2e 1—esing

=a?(1 — e?) sing (1 + %/;e*sin’p - */;e*sin* ¢ +
+4/,e*sin®p+4...)+4C.

Przypis 15 (do Nr. 54, d, 4)

X e=As?—2Bst+ (}/,— A)t%;
b4
/’ przyjmujemy X=s, Y=t,
e=AX2—2BXY+(!/;—A) Y.
e /, v ’/’IX Czynimy transformacje ukiadu za po-
1< o >Y  moca wzoréw:
7 Y)\~~/,X

X=X'cosae—Y' sina
e 4 Y =X sina+Y cosa;

Rys. 12 wobec czego otrzymamy:
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e=A[X"?cos?a—2X'Y'sinacoso+ Y?sin®a] —
—2B[X?sinzcosa —Y"“sinacosa -+ X'Y' cos®’a— X' Y'sin’a] 4
+ (Y — A)[X?sin®*a4-2 X' Y'sina cosa -+ Y cos® o] ;
e=X"[Acos’a—2Bsinazcosa-} ('/;, — A) sin®a] }+
+ X'Y'[—2Asina cosa—2Bcos®a-}-2Bsin®a+-('/,—A) 2sinacos o]
+Y'[Asin®’a+2Bsinzcos 2+ ('/y, — A) cos?a].
Aby znalez¢ kat skrecenia «, nalezy przyrownac do zera wspot-

czynnik przy X'Y', poniewaz wyraz ten znika przy odniesieniu
krzywej stozkowej do jej osi.

—2Asinacosa — 2Bcos®a 4 2Bsin®a + ('/, — A)2sina cos o =0,

— Asin2a—2Bcos2a-+('/y— A)sin2a=0,
[— A4 ('/s— A)lsin2&==2Bcos2aq,

B
A—1/

tg
Uwzgledniajgc ten wynik, wspoétczynniki przy X' i przy Y72,
po obliczeniu, beda:

Acos’a —2Bsinacosa-('/, — A)sin®a="/,[1 — 4 B cosec 2 a]

Asin*a—+-2Bsinacosa -+ ('/,— A)cos®a="/,[1 —4 (A —"/,) sec24].

Przypis 16 (do Nr. 54 e)

=®(p.q=2[Y,(P.Q), V;(P.Q):
0 0 9p - 0 dq,
OP Jdp 0P  Ogq op

Nk (03 Op | ¥ dq
op* \dp* 0P  Jpdq P )

dp *p
op T3 Op J p? o

0 dq , 9 dp\dgq d
+(Oq3 OP {—Oql)p OP) +0q ()P2



02 =(03 dp 92 Oq) ()p+ d b"’p_l_
IQ? dp? 0Q dpdqg 0Q/ 0Q dp oQ@?
( 0 dq , O 0dp)\dq , 0 &q,
0g® 0Q  0qdp OQ) IQ dq 0Q?
02 ‘)2 a'.!
op To@ opt

J
+ S (prr + Poo)+
P

+

" ’ 02
(pr* -+ po?) +- dnte (gr pr+9qQ Po) +

hE 0
+ @it ol pr+4qopo)+
h)

+Oq

(gre 1+ 900)

365

poniewaz:
pr* +pQ° = 1/J,
qrpr+qo.pQ =0
(gdyz na mocy rownan Cauchy-Riemanna qo=pr 1 pQ =— qr),
prr—+Ppoo =0,
qr® + qo* =1/,

qrpr+qope =0,
grr+qoo=0.

Uwaga: znaczki literowe oznaczaja rézniczkowanie.
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SKOROWIDZ ZNAKOW

X, Vo2 X, Y, Z

u,vi UV

U=1¢, (uv v) }
V= q"z(u' V)

oU,V) |U., U,
J=——————=

ou,v) |Vu,V,
E,F,Gi E\F.,G

L M, N
T*=EG—F*

B. @

s, S

ds, dS

dp, dP
k. k,

k, kg, kn

M, Ni R

Wspoétrzedne kartezjanskie prostokgtne w prze-
strzeni dla powierzchni oryginatu oraz dla po-
wierzchni obrazu.

Wspoéirzedne krzywoliniowe (parametry) na po-
wierzchni oryginatu oraz na powierzchni obrazu.

Funkcje odwzorowawcze.

Wyznacznik odwzorowania, czyli jakobian.

Wielkosci podstawowe 1. rzedu teorii powierzch-
ni dla powierzchni oryginatu i dla powierzchni
obrazu, wyrazone w funkcji parametrow u, v.
Wielkosci podstawowe 2. rzedu.

Wyréznik pierwszej kwadratowej formy roéz-
niczkowej teorii powierzchni.

Dowolny kat na powierzchni oryginatu i obraz
tego kata na drugiej powierzchni.

Diugos¢ tuku linii na powierzchni oryginatu
i dilugos¢ odpowiadajacego mu iuku na po-
wierzchni obrazu.

Element liniowy na powierzchni oryginatu
i obrazu.

Element pola na powierzchni oryginatu i obrazu.
Gtowne krzywizny (normalne) powierzchni
w punkcie.

Srednia (czyli pierwsza), oraz Gaussowska (czyli
druga) krzywizna powierzchni w punkcie.
Krzywizna linii na powierzchni, krzywizna
geodezyjna tej linii oraz jej krzywizna normalna,
w punkcie tej linii.

Glowne promienie krzywizny elipsoidy obroto-
wej w punkcie powierzchni. Promien kuli.
Skala gléwna odwzorowania.

Skala (poszczegélna) odwzorowania.

Skale parametrowe.

Wspolrizedne geograficzne na powierzchni
obrotowej.
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Qik, Pie

Pk

Ble)

Xy, Xk, Xoo, Xen, ect.

a, o

P,Q,R: P,Q,FR
0, 0

aEI ae.

a, b

d=p—F

w=o09—a

;
@maxs % max

f=dP/dp
m—1, f—1
p.qi P,Q

r
W=(1—e*sin%y)"

E,, E,

Ci (i, j. k=1, 2)

Szerokos¢ izometryczna dla kuli i dla elipsoidy.
(Sferyczna) szerokos¢ konforemna.

(Sferyczna) szerokos¢ rownopowierzchniowa.
Pochodne czastkowe funkcji X.
Kat kierunkowy na powierzchni
i obrazu.

Funkcje punktu powierzchni, utworzone z wiel-
kosci podstawowych 1. rzedu E,F,G i E',F',G".

oryginatu

Kat linij parametrowych w punkcie powierzchni
oryginatu i obrazu.

Kat kierunkowy krzywej glownej (o ekstre-
malnej skali) na powierzchni oryginatu i obrazu,
w punkcie powierzchni.

Ekstremalne wartosci skali w punkcie po-
wierzchni: a — maksymalna, b — minimalna.
Znieksztalcenie dowolnego kata §' na po-
wierzchni obrazu.

Znieksztalcenie kata kierunkowego o',

Kat kierunkowy, ktory doznaje najwiekszego
znieksztalcenia; na powierzchni oryginatu oraz
jego obraz na powierzchni odwzorowania.
Skala pél (elementarna).

Znieksztalcenie liniowe oraz znieksztalcenie pola.
Wspoélrzedne izometryczne powierzchni orygi-
nalu i obrazu.

Promien réwnoleznika powierzchni obrotowej.
Funkcja W dla elipsoidy.

Mimosérod  (ekscentrycznosé) elipsy potudni-
kowej.

Srednie kwadratowe znieksztalcenie liniowe
w danym punkcie; w kierunkach giéwnych
oraz we wszystkich kierunkach.

Srednie kwadratowe znieksztatcenie liniowe dla
obszaru odtworzonego; typu Airy i Jordana.
Symbole Christoffela, zalezne od wielkosci E, F,G
i ich pochodnych.

Podstawa logarytmow naturalnych,



369

SKOROWIDZ NAZW

Liczby oznaczajq stronice

Afinizm 342,

Czasteczkowe prostokaty 73, — pokre-
wienstwo 146, — podobienstwo 146.

Deformacja powierzchni 25, 32,

dwukierunek 9, 433,

dwustosunek 342,

dualizmu zasada 4, 96,

drugie zadanie podstawowe teorii od-
wzorowan 22, 49, 54, 167,

drugie twierdzenie Tissota 146.

Ekstrema skali 89 — 96, pierwsze
twierdzenie o ekstremach 89 — 92,
drugie twierdzenie 92 — 95, maksi-
mum skali 92, 351, minimum skali 92,
trzecie twierdzenie 96,

elementy niewlasciwe 340.

Funkcje, — analityczne 172, 223, —
odwzorowawcze 4, 5, 21, — zmien-
nej zespolonej 219, sprzezone 224.

Gaussa odwzorowanie, — sferyczne 2,
41, 168, 331 i nast, — konforem-
ne 213, 217,

geodezyjne odwzorowanie 307,
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kat kierunkowy 76,
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kierunki gtéwne 75, 76,

klasyfikacja odwzorowan 39, 40,
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konforemnosé¢ 1, 2, 44 — 52, 55, 87,
101, 228, 320,
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powierzchniowosci 53, 101, 323, —
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Airy 297, — De 1'Isli 299, — Eulera
300,— Gaussa 302,—Czebyszewa 303,
— Eisenlohra 305,— Jordana 298, —
Krasowskiego 306, — Lagrange'a

F. Biernacki, Teoria Odwzorowan

302, — Murdocha 300,—Ptolemeusza
299, — Tissota 296, — Webera 305,

krzywe gtowne odwzorowania 73, 93, 97,

krzywizna 28, 33, 34, — geodezyjna
311, — normalna 311, — linij pa-
rametrowych 312, 315, — powierzch-
ni 331, 332, — linii na powierzchni
310, — pierwsza 331, — druga 332,

krzywoliniowe réwnanie rézniczkowe
siatki 14.

Linie, — parametrowe 152, — rowno-
dlugosciowe 103, — parametrowe
kierunkowe 152,—krzywiznowe 334,

loksodroma 165, 192.

Metryka 8, 33, 40, 42,
miary znieksztalcenia 291.

Najkorzystniejsze odwzorowanie dla
danego obszaru 269,

niezaleznoé¢ skali od kierunku 8, 87,
228, 320,

nierozwijalnos¢ na plaszczyzne, — kuli
60, 65, 344, — elipsoidy 65,

niezmiennik skali 83,

niezmienniki 8, —bezwzgledne i wzgled-
ne 18, — rodzniczkowe Beltramiego
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wego 30,—gigcia powierzchni 33,—
odwzorowania konforemnego 50, —
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foremna 1, — geodezyjna 1, 2, —
sferyczna 1, 2, 41, — jedno-jedno-
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odwzorowanie, definicja 3, — regu-
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nopowierzchniowe 31, 43, 52, 243,—
sferyczne Gaussa 2, 41, 168, 331
i nast, — geodezyjne 1, 2, 43,
160, 168, 307, — nieizometryczne
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nalne 44, — czasteczkowo-podobne
44, — wiernokatne 44, — izogo-
nalne 44, — plaskie kolowe 168,
325, — azymutalne 195, — quasi-
stereograficzne Wojsk. Inst. Geogr.
232, — Ptolemeusza 262, — Bonne'a
263, — Stab-Wernera 263, — Sanson-
Flamsteeda 264, — Lamberta 268,—
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Lagrange'a 213, 215, — Gaussa 213,
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obszaru 269,
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tryczne 172, 177, 180, 190, 197,
204, —skala 184, —skala pol 186,—
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stozkowe 193, 201, 206, — kuli na
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213, 215, — Gaussa 213, 217, roz-
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podstawowe zadania teorii odwzoro-
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drugie 22, 49, 54, 167,
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rozniczkowe Laplace'a 225, — roz-
niczkowe odwzorowania konforem-
nego elipsoidy na plaszczyzne 231,
rownodiugosciowosé 25, 28, 103,
rownokatnos¢ 1, 2, 31, 4452, 55, 87
101, 228, 320,
réwnoodleglosciowosé 57,
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réwnopowierzchniowosé 3t,52, 53, 244, —
czasteczkowa 55, — skonczona 55,
kryterium 53, 101, 323, notatka
historyczna 261,
rzutowo$¢, — czasteczkowa 11, 12, 138,
146, — lokalna 12, — integralna 12,
rzuty 24, 340.

Siatka, — parametrowa 13, 110, 142, —
ortogonalna 48, — krzywych glow-
nych 59, 73, 74, 75, 85, 87, 96, 110,
142, 347, — geograficzna 73, 87,

stala, — stozka 194, — skali 194,

styczne gioéwne 75, 97,

r

szerokos$¢, — izometryczna 197, 204, —
konforemna 216, — geocentryczna
216, — rownopowierzchniowa 255,

$rednie znieksztalcenie obszaru 294.

Teoria odwzorowan 1, 21,

teoria znieksztalcen 8, 12, 59, 354,

twierdzenie, — Riemanna 240,—Tissota
67, 87, 96, 146, 331, 332.

Wielkosci podstawowe teorii powierzch-
ni 17, wielkosci P, Q,R, P',Q', R’ 88

wiernodiugosciowosé 25, 45,

wiernokatnosc¢ 44,

wiernopowierzchniowos¢ 25, 45, 46,
52, 53, 244,

wskaznica Tissota 147,

wspélzmienniki 13, 18.

Zadanie podstawowe teorii odwzoro-
wan, — pierwsze 21, — drugie 146,
zaniedbanie splaszczenia ziemi 337,
zmiana parametrow, 14, 15,
znieksztalcenie, — liniowe 79, 156, —
katow 114, — kata kierunkowego
114, 118, 141, 158, — maksymalne
kata 123,—katowe jako funkcja kie-
runku 126, — pola 130, — skonczone
157, 158, — metryczne jako funkcja
skal i kierunk6éw ekstremalnych 317,
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