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TRIANGULATION D'’UN TYPE NOUVEAU.

La détermination de la position relative des points
de la surface terrestre s'effectuait jusqu'a nos jours par l'ap-
plication d’'une méthode dont le principe consistait a mesurer
les angles des triangles adjacents. Les mesurages linéaires
étaient limités au mesurage, avec une haute précision,
d'un coété du triangle, ou plutét d'un fragment plus court —
d'une base —qui permettait de déterminer, en passant par
une suite spéciale de triangles, réseau de base, le c6té de
départ du réseau propre de la (riangulation.

C'est cette méthode qui constituait et consiitue encore
aujourd’hui la seule solution du probleme de mesurage des
grandes étendues de la surface terrestre, vu qu’elle réduit
les mesurages linéaires directs de piécision, wes difficiles
et trés laborieux, au mesurage des angles beaucoup plus
facile a effectuer. Il est nécessaire de rappeler cependant
que la précision de la détermination des cétés dans le calcul
des triangles diminue rapidement quand on s'éloigne du
c6té initial de la base.

Le grand développement de la radiotechnique a fait
naitre récemment une nouvelle conception permettant de
mesurer la distance entre deux points en utilisant 1’émission
des ondes électromagnétiques trés courtes. Jusqu'a présent
cette méthode n'a pas encore acquis un haut degré de pré-
cision, néanmoins elle peut étre appliquée avec succes dans
les cas qui ne demandent pas de précision extréme. Le
parcours d'une ligne a mesurer n’exigeant aucune prépara-
tion, la nouvelle méthode est absolument indépendante de
tous les obstacles du terrain qui auraient rendu impossible
un mesurage direct avec les instruments actuels.

On a créé en méme temps une autre méthode de dé-
termination de la longueur en appliquant les signaux lumi-
neux d'une trés grande fréquence. Cette méthode, expéri-
mentée derniérement en Suéde, donne jusqu'a la distance

3



de 20 km. une précision remarquable, qui ne céde en rien
a celle obtenue a l'aide des instruments de mesurage de
base les plus précis. Dans ce cas il est absolument néces-
saire de réaliser la condition d'une visibilit¢ réciproque des
deux points, le tracé de la ligne a mésurer pouvant Eétre
impraticable au mesurage direct.

En tenant compte de ces découvertes on peut envisa-
ger la possibilit¢ de mesurer en masse les cotés des trian-
gles, c'est a dire la triangulation d’'un type
nouveau, dont le principe fondamental aurait consisté
a mesurer uniquement les co6tés des triangles, et ont les
méthodes d’orientation de l'ensemble sur la  surface de
I'ellipsoide, c. a d. la détermination des azimuts et des coor-
données géographiques, seraient restées, les mémes.

Afin de se rendre compte de l'utilit¢é d'une telle métho-
de de triangulation, nous nous proposons d’analgser le
probleéme dans ses lignes générales pour arriver a des con-
clusions rationnelles.

Pour simplifier le probléeme nous allons envisager d’abord
le cas d'une triangulation sur le plan, et ensuite le cas
d'une triangulation sur la surface de Tellipsoide.

Au préalable considérons le probleme de linfluence
wexercent les erreurs de mesurage des cdtés sur la valeur
des angles dans un triangle ainsi mesuré.

Supposons que dans un triangle P,P,Ps
B on ait mesuré les trois cotés ag,, agg ass
2 (fig. 1).

En définissant le périmetre du triangle

a a
12 23 pal‘
2p =ayp + a3+ agy
i a,, A nous aurons d’aprés les formules trigono-
Fig. 1. melriques:
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En posant pour abréger
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la troisieme des formules ci-dessus deviendra:

—
=

Ve P tmn nop mom e e s (1)

lg 3 p—4ass

Remarquons que le co&té droit de I'équation contient
exclusivement des éléments mesurés, indépendants I'un de
I'autre et qui sont soumis aux erreurs accidentelles iné-
vitables. En conséquence les valeurs de cette fonction, (nom-
mons son co&té droit F par abréviation) calculée a base
de ces éléments, contiendront de méme une erreur moyenne
qui d’apreés la théorie des erreurs aura la valeur suivante:

3F oF |\ 2
- il 2 2 ’ s
mip = (52)12) uz+ (oa,,) m a|:+ (oa,,) mM=4,, (2)

D’autre part en considérant la formule (1) directement, on
obtient pour le membre gauche de cette formule I'expression
suivante:

m2p = Rl
I G, B e mEEes A e 3)

On obtiendra les dérivées partielles, qui entrent dans la
formule (2), en présentant le co6té droit de la formule (1)
sous la forme générale

3 F

a

o7

on 3(p—a.,) Y 2
i {’Fm (l’—azs)—T “}-(P-ﬂza) e il
Afin de développer le second membre de (4), nous
formons successivement les dérivées de (=) par rapport aux
dy9, @33 €1 a,3 d'ol nous obtiendrons des dérivées partiel-
les ox/3a, dans cette forme définitive:

aa.—.: { 1 __1__L= N )

a1 p— a.z p—ais pP—aa p
o _4{ - p_‘a.a—p_‘az,—%} e
6;::, R : p—a;: p—lalg > p——lag; - %} 2 mn % (T
Et les dérivées
Sp—aw) — 4 1, p—ew) _ 4 g, ¥p—aw) 1

da,, day, 0a o4



En tenant compte de ceci et des formules (5), (6) et
(7) nous obtiendrons les valeurs suivantes pour les dé-
rivées (4):

iF_____ﬂ_ . _{_717 ! 1
3an 4(p_ﬂn) pP—ai: p—ais p—az P

oF n : 1 1 ! 1

LGP W N SRR PR SRS | T )
Ga;s 4(p—a.s) P—aj. P—an P—au P

oF = 1 i 1 1

basy 46_——:15 { P Fam Tl pP—aus + P—awm  p }

En mettant ces dérivées dans la formule (2) en te-
nant compte en méme temps de I'expression (3) et en se
souvenant que

2(h—a o5)2
cosh 2t o PAP—tu)
2 (a2 a4.)*
nous obtiendrons, chargée des erreurs de mesurage des cétés, la
formule définitive suivante qui exprime l'erreur moyenre de I'angle
du triangle P,P,P; calculée d’aprés la formule (1)

1 1 1 l)ao
N pP—a;. P—as Pl p—as s P M=,
2.2 1 1 1 !“6
1 =%p? e e M e A - e = s 2
mgp, S i, 1 +(Tp—am P—ay p—as p)m i+ ¢ (9)
ap A

1 1 1 i

= ¢ R Yl
ﬂi_(—I P—ai:  p—au  p—asn 1-)m s

Supposons maintenant que lerreur de mesurage d’un
coté soit directement proportionnelle a sa longueur, c¢. a d.
qu'en général

m? = pla®
et alors la formule (9) aura la forme suivante:
¥4
1 1 1 T Yy
— — —— )a
( P"ﬂlz—*_P—iln pP—a.s P ) 12 +
N I 1 1 1\
I p=* 4 i TR P Sl et IS !
m’, = Tataa’ +( +p—a.z p—ais p—as P ) 13T
et ——— )“:12
+ P—a;: P—a P—a:s P 23

En supposant que les erreurs des cétés soient pro-
portionnelles aux racines carrées de longueur, c. a d. que

m?% = p,2%a
nous aurions obtenu une formule analogue mais différante

en ce, que les expressions en paranthéses ordinaires seraient
mutlipliées par les premiéres puissances de a.
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Ayant lintention d’aboutir a quelques conclusions géné-
rales nous allons supposer que notre triangle est équila-
téral, c. a d. que

A1 =a13 = Qg3

Avec cette supposition nous obtiendrons, indépendam-
ment de ce que l'erreur d’'un cdété soit proportionnelle a la
longueur ou a la racine carrée de la longueur, ce résultat
définitif:

me, =22 a0

Si nous nous proposons de réduire lerreur de I'angle
calculé m, a une certaine limite nous aurons la possibilité
de définir, moyennant la formule (10), le degré d’exactitude
relative, ou plutét la grandeur de I'erreur correspondant a
I'unité de longueur, admissible dans le mesurage des cotés a du
triangle.

En admettant par exemple comme limites supérieures
de l'erreur d’un angle 4 1" ou 4 0,”’5, nous aurons respectivement

mE.. . 4 ., V SR
a 206265 ~ 290000

m, ().5.'/2__'1
a 206265 ° " 582000

Nous arrivons alors a la conclusion que, dans une trian-
gulation basée uniquement sur le mesurage des cétés, la dé-
termination des cétés devrait étre effectuée avec une trés grande
précision. Une telle exactitude, autant que nous pouvons en
juger d’aprés les documents connus, est donnée par la métho-
de de mesurage a l'aide de signalisation lumineuse utilisant
les signaux de haute fréquence.

Nous allons remarquer encore qu'en limitant dans cette
nouvelle méthode de triangulation le mesurage uniquement
aux cdtés des triangles, nous n’avons aucun contrdle de l'exacti-
tude des observations dans les triangles particuliers. Le seul
contrdle possible aurait pu consister uniquement a observer
chaque c6té du triangle plusieurs fois, ce qui, semble-t-il ne se-
rait pas trop pénible avec l'emploi des nouvelles méthodes de
mesurage de la longueur.

I1.

En passant a l'étude de la triangulation, basée unique-
ment sur le mesurage des c6tés, nous nous proposerons d’exami-
ner les différentes figures dont l’ensemble constitue un réseau
de triangulation, et en méme temps nous allons exiger que la
constitution des figures rende possible le contréle du mesurage.
Dans la figure la plus simple, le triangle, cette condition ne
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peut pas étre réalisée, comme nous l'avons vu d’ailleurs. Une
autre figure plus compliquée serait alors le quadrilatere géodé-
sique ou le polygone avec un point central intérieur.

Nous nous arréterons d'une fagon plus détaillée sur ces
deux figures d'un réseau €lémentaire de triangulation.

A) Considérons le systéme central
des triangles, présenté sur la fig. 2,
ou tous les cOtés auront été mesurés.

' En construisant successivement
P/~ les triangles P.PoPs, PoPoPsccccevssy
P,PoPs uniformément et sans contrdle,
*  nous obtiendrons les positions récipro-
ques de tous les sommets. Si nous
2 mesurons en outre le cdté PgPy,
Fig. 2. et si alors nous construisons sur
PoP; le triangle suivant PsPP,, c. & d. si nous utilisons
un nouvel élément unique non indispensable pour la solution
univoque du probléme de la détermination de la position réci-
proque de tous les sommets, nous devrons obtenir le point P,
identique, duquel nous sommes partis. Vu pourtant les inévi-
tables erreurs d’observation, la position de la ligne P,P,, obtenue
du dernier triangle PsPP, ne sera pas identique a PoP’;, quoique
PP, =PgP’;. I en résulte que les observations des cdtés des
triangles de notre systéme central dévraient remplir dans ce cas
une seule condition, consistant en ce que la somme des angles
a point central Py, calculés dans les triangles particuliers moyen-
nant la formule (1), devrait avoir une valeur connue, celle de
3609, Cette condition peut étre présentée sous une forme sym-
bolique

’ A

YPiok = 360° saar i w wwan =ees (L1)

Afin de donner a cette équation une forme développée, de-
pendant des éléments mesurés directement, nous nous basons
sur la formule (1) et nous obtenons:

Piok o . Tiok N = /. 12
2 = ar(,tg m — arC[Q l (doiv Aok, aik) . o lds g (..)

Vu que chaque cété a est chargé d’une erreur d’observa-
tion, les wvaleurs des angles obtenues de (12) ne réaliseront
pas évidemment la condition (11). Il est nécessaire alors d’ajouter
a chaque c6té une certaine correction (a) pour que la condi-
tion (11) soit remplie par les valeurs corrigées a -+ (a), c. a d.
qu’on arrive a [I'équation

Larctg F (ao. 4+ (01), ok + (@ck), an + (awx))= 180° (13)

En développant en série les fonctions de la formule (13)
nous nous contenterons des premiéres puissances des correc-
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tions (a) vu leur petitesse en comparaison avec les a. De cette
fagon I'équation (13) sera présentée sous la forme suivante:

.‘J; (a01) -i; arctg F + (aok ) -a:‘; arctg F-+ (aw) —.?:Tarctg F % Ja

+{EarctgF (@oi, Aok, Afk) — 1800} =0 ...... (14)
Dans cette équation le second terme, c. a d. la différence
¥ arctg i — 180° = w"’
Piok — aik

présente la discordance entre la somme des angles calculés
a la base des c6tés mesurés et la valeur connue d’avance.

Les dérivées particlles qui sont les coéfficients des correc-
tions (a) dans l'équation (14) se présentent comme suit:

3 Tiok - 1 o Tiok
e arctg —— 3 O R
0 aoi Piok — aik T ok 0 aoi Piok — aik

s (piok - aik)?

En se basant sur la formule (5) nous avons:

3 ( Tiok ) 1 Tiok | _ 1 1 1 e | =

8 aoi \ piok—aik | 4 piok—aik |  piok—aoi = Ppiok—aok  piok—aik  piok
oy Pk 1 0 1 L a 1 .
4 ° 2 Piok—aoi piok—aok piok—aik piok |
En outre nous avons
1 1 Piok
= =3 = ———— = ¢os?—
“iok Piok
1+ T - AR 1+ lgz T
(piok—aik)* 2

En tenant compte de tout cela, nous pouvons présenter la
dérivée partielle sous la forme

Tiok 1 . Fiok 2 Piok 1 1
cos —

b}
—arctg ——— = —sin
daoi 8 Piok—aik 4 2 2 piok— io Piok— @ok

=2 eoBiow epeel } :
Piok—aik Piok
Sinous désignons par A la surface du triangle P; P, Py nous avons
I’expression

2Aiok
Qoi- Aok

s P Pi i
2 sin —'235 cos ;’k = sin Pix =

En tenant compte de cette expression, la dérivée partielle
cherchée prendra cette forme définitive:



3 T 1 Aj 1 1
2 arc[g “iok o |.ok ' LN + =
0 aoi piok—aik 4 aoi ~ aok ' Piok—aoi Piok—aok

1 1|

piok—aik piok |

De facon semblable nous trouverons la forme générale des
dérivées partielles par rapport aux variables ac et ay. Elles
auront la valeur suivante:

3 Tiok 1 Ak | 1 1
— arctg —— = — ——% | 4 —_——
0 aok Piok—aik 4 aoi . aok Piok—aoi Piok —aok
L IS Y
Piok—aik p )
(16)
b Tiok 1 Aiok 1 1
arctg ““iok —_— iok l
% aik Piok—aik 4 aoi . aok piok—aoi Piok—aok
11
Piok—aik p

En utilisant les équations (15) et (16) nous pouvons donner
a l'équation conditionnelle (14) une forme développée ou pour
simplifier nous désignerons la surface du triangle A et la moitié
du périmetre p par un chiffre correspondant au triangle con-
sécutif.

Voici ces équations pour le cas présenté sur la figure 2:

1 A,
age) -+ — =
( 12) 4 ap ag: { Pi—an Pi—ajs + Pr—aiz P: }+

+(ag) . {+ e e —i}+

Agg dga Pa2—ap2 P2—aps Pa—aa P2
+ ........................... -~
¥ o(ag) L8 | ST S L
¥ 4 ag; an l Ps—a05 Ps—an Ps—as1 Ps
1 A 1 1 1 1 1 A
_+_ a ) rsY 5 e e 1. oA O
( “la Q95 Apy + Ps—ags Ps—an Ps—az Ps + 4 ap: age

1 1 1 1 1 A, 1 1
—_— — — . " — e—— — —_— J—
( Pi—apn + Pi—ag: pi—a,: Px)} + (( 0?') {4 gy 831(+ Pi—ap: Pi—ags

1 1 1 Ay | | 1 1
B T T e e e | #E
Pi—aiz P 4 aj: ags P:—daj  Pe—Aps  Pr—as P

+ (aos) =—4- Qgs Qg3 (+ i’c;a—m— l—)::?os g Pi—ags o —P—a) T
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1 4 (_ 1 + 1 AR 1 -_i}..}_m:() (17)

4 ap; an Ps— @05 Ps—an Ps—as Ps)

ot

m=(xarcmp°i*:* —180° sinl” . . ... ... (17a)

o
ik

Comme nous voyons de la formule (17), l'équation conditionnelle
pour le systeme central des triangles observés uniquement par
les longueurs de leurs c6tés, a une forme trés simple et sché-
matique malgré son aspect apparemment compliqué. Tout le
travail se concentre ici sur le calcul des coélficients de cette
équation, et parait étre trés simple avec l'aide d’'une machine
a calculer.

Le calcul suivant, apant pour but d’obtenir les corrections
(a) a la condition que ¥ (a)® soit minimum, a l'avantage d'étre
a la fois court et simple. En écrivant alors en abrégé I'équa-
tion (17) sous la forme

Soi (a(u) + So2 (aoz) + S12 (a12)+ I + (l)"sin l” =0 ... (17 biS) )

nous obtiendrons par la condition supplémentaire
¥ (a?) = minimum
une telle expression pour les corrections cherchées:

® ’sinl”’
(ap) = — si T e

Dans une chaine de triangulation composée d'une série de tels
systémes centraux, se superposant mutuellement, le probléme
sera plus compliqué, puisque dans ce

£ cas nous serons obligés de résoudre
A tous les systémes conjointement.

Dans ce cas nous formons les

p €quations (17 bis) pour chaque systéme

Ao * central dont le nombre sera celui des

points centraux. Comme exemple nous

allons considérer une chaine de trian-

gulation composée de deux spstémes

centraux élémentaires, jointifs répre-
sentés sur la fig. 3.

Les équations conditionnelles en
p p ~nombre de deux seront présentées ici
i  sous forme d’un tableau, qui donnera

Fig. 3. une image claire de l'engrénement
mutuel des deux systémes et qui sera trés utile dans le raison-
nement qui va suivre.
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A la base de ce tableau il est facile de composer les équa-
tions corrélatives, qui auront ici la forme suivante:

klx’(sllk)2 + kz b (Slik S”ik) e o =0
ky Y(s'ks"n) + kX ()2 4+ 0" =0

Aprés avoir déterminé k, et k, de ces équations on calculera
les corrections des c6tés (ay) des formules:

(a) = s .ky + 8"k ks

B) Un systéme moins avantageux d'une triangulation basée
uniquement sur le mesurage linéaire est présenté par I'enchainement
des quadrilatéres géodésiques adjacents, puisque dans ce cas, malgré
de grands efforts, nous n’obtenons qu’ une étroite bande de surface
couverte de points de triangulation et en outre le systéme entier
est bien plus flexible qu'une double chaine de triangles d'un sp-
stéme central.

Pourtant dans ce spstéme élémentaire
de triangulation nous aurons une condition
qui devra étre satisfaite au mesurage des
cotés et des diagonales.

Supposons que la figure 4 présente un
quadrilatere géodésique dont on a mesuré
tous les c6tés et les diagonales. Remarquons
que 5 lignes auraient suffi pour déterminer
d’une maniére univoque la position réciproque
des sommets du quadrilatére, et qu'alors une
sixieme ligne, par ex. P,P, = a,; nous fournira justement cette con-
dition géométrique en liant directement le point P4 au point P;. Vu que
les mesures des cdtés sont pourvues d’erreurs inévitables, en con-
struisant successivement les triangles P,P,P,, P,P,P, et finalement
sur le cété Py, déja déterming, le triangle P,P,P,, nous trouverons
pour le point de départ une nouvelle position P’; Pour que notre
quadrilatére soit fermé il est nécessaire que les lignes PP’y = P,P, =
=a,, coincident, c. a d. que l'angle P,P,P’, =0, ce qui peut étre
présenté sous la forme d’équation

Fig.4.

P2P3P¢ _‘Pzpapl ‘—‘P’lpap‘ =()

Dans le but de prendre en considération l'influence des erreurs
du mesurage direct, nous présentons, sous une forme analogue
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a (14), cette équation qui dépend des cdtés observés, respective-
ment corrigés.

3 Rica it
Y I’ O‘ rc () St
(a%)oa” arctg — +( 34) - arct +( 2‘)8 = arctgp e
T
~(aza) drcm _(331) 8 _arctg —= —-(au)a arctg —
P—2i vi1g P—&1a
T ) T
=2 _fasa ar t 138 . 138
(ag) 5— 5 85- (a 34) L - {ooemy (ag1) P e +
T
+{ arctg —=* — arctg —>—— arctg —- ' =0
pP—aag P—ai. —aa

En tenant compte des formules (15) et (16) cette équation aura
finalement la forme suivante:

— (@) {+p‘ e —i}—

4 ETRAETY —d gy P—aan P—21 P

— () g A'“{+ e e R —'}+

4‘ A3y a1 P—ass P—da P—ai -[T

+(ﬂza).—‘l,: S {-}‘pl G n : I l —l}_

CETR:E P Qs P23, P—aa P

i A ( ] _1)
4 A3284; p—ai, P_aza P—3d1a P \
— (a;3) R
I Ay ( Y e L] _L)
4 a4y a5y P—asy P—ﬂu P—ay, P
( 11 __L)
+(ag) 4 [ PPREP p—asg p—au | e P P s
123 l — l -—.]_)
4 a3y Qgg 13_11:1 l_an P—an P
(18)
1 Ag (_ 1 P .. 1 __1_)
S (834) 4 agq A5y | St FTY P—asg P32 P +o=0
¥ A (_ 1 I & _l)
4 ay, agy P—asy p—as: F—a14 P
ou
=1 arctg —=*- — }sinl” « - . . (18a
{a e F 2 p—ayg ( )

Dans ces formules les indices de p sont les mémes que ceux de A

13



I11.

En développant le probléme des résultats obtenus par les obser-
vations linéaires dans le nouveau type de triangulation, nous avons
4 considérer encore le cas d'une chaine fermée et celui de 1'orien-
tation multiple du réseau a l'aide des azimuts astronomiques.

Fig. 5.

C) Supposons que sur un plan nous ayons une chaine fermée
composée de triangles adjacents (fig. 5). Si, en sortant du triangle
P,P,P;, nous avions construit successivement des triangles sub-
séquents en mesurant directement leurs cotés, nous aurions en
arrivant au coté Py, Pn-1y un spystéme de points uniformément
déterminés l'un par rapport a l'autre. Si tout en tenant compte de
I'influence des errcurs d’observation, nous mesurons les trois cotés
restants de la chaine fermée a l'aide desquels nous sommes en état
de déterminer encore une fois la situation du cété de départ P,P,,
alors, les points de départ ainsi déterminés par le calcul de ce trois
lignes supplémentaires, viendront se poser dans les nouveaux empla-
cements P’, et P’, et notre chaine fermée paraitra en réalité ouverte.

Pour que la chaine se ferme il faut changer la valeur des c6tés
observés, en leur ajoutant certaines corrections (ay) d'une telle
maniere, que le point P, coincide avec P’; et P, avec P’,. Ceci n'aura
lieu que lorsque les deux polygones de notre chaine, intérieur et
extérieur, vont se fermer en angles, c. a d. que les sommes des
angles, obtenues par le calcul des triangles dans les deux polygones,
seront des valeurs théoriques connues. Nous pouvons écrire ces
équations sous la forme spmbolique

$EP, =900 (r,—2)
$+LP, =900 (n, —2) (19)
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Lorsque la chaine fermée est composée de figures centrales
ou de quadrilatéres géodésiques ou de ces deux éléments en méme
temps, alors aux deux équations polygonales de ci - dessus viendront
s'ajouter encore les équations conditionnelles, résultant de ces ¢lé-
ments composants et en nombre égal a celui des figures centrales
ou des quadrilatéres géodésiques. Dans ce cas le polygone inté-
rieur restera sans changement, tandis que le polygone extérieur
devrait étre choisi de fagon a avoir I'enchainement des triangles
simples, présentés sur la figure 5. Le moyen le plus simple d’arriver
a ce but sera de prendre comme ligne polygonale extérieure la ligne
joignant successivement les centres des figures polygonales élémen-
taires.

En marquant les sommets du polygone intérieur de notre en-
chainement schématique (fig. 5) par les nombres pairs 2, 4,.....
v.e.2i, «.....2n, et ceux du polygone extérieur par les nombres
impairs 1, 3, .......(2i —1),....... (2n, —1), nous obtiendrons
pour le calcul des angles des polggones intérieurs et extérieurs les
formules générales suivantes:

Py = 360° — 2 arctg (—"-_) -
p—a_, ,/2(@i-1@2-2)
—2 arctg( —) -
p—a_,  J2@-n@i+D
2 arct ( > )
ey p-a  JauGin@+2 (p)
Ppii1y = 2 arctg (p———_ao -1)‘2‘ L +
T
e p-a . J@+D2A@ +2)
+ 2 arctg (P"a )(21 1) (21 4 2) (20 +3)

+2,+3

L'indice général placé au dela des parentheses indique les som-
mets des triangles qui nous servent a calculer les éléments com-
posants de l'angle Py ou de Py, les indices aux a définissent
le c6té opposé au sommet Py ou Ppuiiyy, en outre pour la clarté
on a admis 2i=0.

Ces formules nous laissent voir que le probléme est réduit
aux équations du type (14) ou, dans sa forme développée au type
(17).

Dans notre cas d' enchainement des triangles nous n'avons
pas a répéter ces formules en détail et nous nous bornerons a les
présenter en forme abrégée. Désignons tous les angles des triangles
aux sommets du polygone intérieur par P,, ou alors
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et ot X, estla somme des angles composant le sommet en question.

Désignons de méme pour le polygone extérieur
P T )
z A >
— =3, arctg {—
2 2 2 (p' alz

En tenant compte de ces désignations nous allons obtenir les
équations polygonales conditionnelles sous la forme analogue
a (17 bis) de la fagon suivante:

1) le polygone intérieur:

2n|.l! ~—
Y Sk (aw) + = ¥ arctg (‘_) —90° (ny + 2)}sin 1"=0  (20)
9 P—ad/w

2) le polygone extérieur:

2nz—1
8" (ai) +{ y arctg (

_'_) — 900 (nz~2)}sin 1"=0 (21)
] z

pP—a

Dans une chaine fermée moins uniforme que celle de la fig. 5
les équations (20) et (21) d'une fagon générale seront en vigueur,
malgré l'inévitable complication en numération des sommets du po-
lygone extérieur, particulierement aux endroits de jonction de plus
de trois triangles, ce qui aura comme résultat d’augmenter le nombre
des points du polyggone extérieur par rapport a celui du polygone
intérieur. En outre le nombre des composants a certains points des
formules (P) ne sera pas trois, mais quatre et méme cinq.

La transcription des coéfficients Sy, a la base des formules
(15) et (16) peut se faire presque automatiquement.

D) Pour orienter notre triangulation par rapport au méridien
nous devons déterminer a l'aide des observations astronomiques
I'azimut d’au moins d’'un cé6té de la triangulation.

Si nous n'avons observé qu'un seul azimut, notre réseau sera
orienté d’'une facon univoque. Si par contre nous avons mesuré
deux ou plusieurs azimuts il sera alors question de mettre en con-
cordance les mesurages géodésiques et astronomiques.

Supposons qu’on ait déter-
miné par les observations
Pen astronomiques les azimuts
7}(,,,,_,,?/: des deux cotés PP, et P,y
P,,, unis par une chaine de
triangles adjacents. Nous pou-
vons choisir toujours une
telle voie de passage d’'un
Fig. 6. azimut a 'autre, comme dans
la fig. 6, méme dans le cas d'un réseau de triangulation plus
compliqué.

p/zn-l}
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Pour calculer les azimuts des cétés successifs, en partant de
I'azimut a;,, nous allons suivre un itinéraire en zigzags P,P,Ps....
Pian - 1) P2a.

Dans le cas précédent nous n'avons pas tenu compte de la
courbure de la surface terrestre, mais dans ce nouveau probléme
cette condition ne peut étre omise, méme dans le cas d'une chaire
d’une petite étendue, puisque l'influence de la convergence des méri-
diens se fait sentir sensiblement surtout si notre chaine s’étend dans
la direction ouest-est.

Quant aux triangles mémes nous allons les traiter comme fi-
gures planes. Nous pouvons calculer I'influence de la convergence
des méridiens aux points P, et P, _1), en connaissant la différence
entre les longitudes géographiques de ces points, ainsi que la latitude
du point final, en appliquant la formule rapprochée

1 = (Agn-1 — A1) Sin @ @2n1)

Un procédé plus exact serait le suivant. Si nous désignons les
différences des azimuts réciproques d'un cété par (180, Aoy ),
c. a d. qu'en général

Aoy = gy — o F 180°

alors, en admettant la longueur des cétés aproximativement égale
a 20 km, la valeur Azy peut étre calculée par la formule

ajk Sin aik o @ «’ik - Sin ajk - COS @ik g
Nk sin 1”7 * '© Pk 2 R?sin 17 = Tik e &n o (22)

Aoy =

Nous pouvons également calculer les valeurs auxiliaires — la
latitude ¢ et la différence de longitude Ak, — moyennant des for-
mules simplifiées, mais pour ce but suffisamment exactes

aik CoOS aijk
{Fk e (Pl + M sin 7
ajk sin ajk "
Al e Op

Les ragons de courbure M,N et R seront donnés par les tables
géodésiques correspondantes.

En passant maintenant au calcul des azimuts géodésiques suc-
cessifs et en supposant que le point astronomique de départ €équi-
vaut a l'azimut géodésique, nous aurons:

dyy = (#39 + 180° + Aayy) — Ppy
agy = (g3 — 180° + Aayg) + Py,

%zn-1)2n = Oqg + 5 Ac - 1800 —Pyog + Pogy — P35 + o F Peon-2) @a-1)- 20
(23)
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La condition (23) ne sera satisfaite par les valeurs des angles P,
provenant du calcul des cétés musurés, qu'aprés l'introduction de
certaines corrections a ces angles, ¢. a d. que sous les angles P
dans I'équation (23) nous avons a entendre les grandeurs

1, Py = arctg ( )m + (@) Six + (aw) sk + (an) s

p—ail

ol les coéfficients s sont extraits des formules (15) et (16).

De cette facon I'équation des azimuts sera de nouveau réduite
a la forme des équations (17) ou (17 bis) et aura l'aspect suivant,
ou l'indice supérieur désignera le numéro consécutif du triangle

— 8'12(a39) —8"13(a13)— ‘5/23—5”23, (ags) +8""24 (@gq) + :Sns-:—smaa ’ (agg)— ..

= ) -
P— 8, J234 veees

+ arctg (

s(@=2) (g o _ —ar to(—ﬁ—)
4 (@a@u-1yzn) + WRCIS\ T=aiif 1ms

19

+.—l, (180° 4+ X Aa + (20— @20-1).2n) } =o0 (24)

+ arctg ——
P—3 @n-2yon ¢

Si le nombre des azimuts mesurés est considérable, le nombre
des équations de condition de la forme (24) sera égale a celui des
azimuts observés moins un.

V.

Nous allons passer maintenant a la solution du probléme de
la compensation de la triangulation du type nouveau sur Iellip-
soide. Nous nous limiterons aux triangles aux cétés de 20 km,
puisque nous savons par l'étude des publications qui viennent de
paraitre, que la précision du mesurage de la longueur par les nou-
velles méthodes est assurée a cette distance.

En limitant la longueur des c6tés a 20 km, ce qui présente
a peine 0,003 du ragon terrestre, nous pouvons considérer de tels
triangles, ellipsoidiques en principe, comme triangles sphériques,
situés sur une sphere de ragon R, égale au rayon moyen de l'ellip-
soide en un des sommets, quoique pour avoir plus de précision
nous aurions diu considérer une moyenne arithmétique de trois
ragons de courbure aux trois sommets. Cette simplification admise
causera une erreur beaucoup plus petite que celle d’observation.

Le point de départ pour la solution de notre probléme sur le
plan a été la formule (1) qui dans le cas d'un triangle sphérique
situé sur une sphére de rayon R aura la forme

s P . p—a,,
" & i /sm T
2 V SiI] i“_). Sin ___p_Raz: (25)
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Vu que les arguments des fonctions trigonométriques qui se
trouvent sous le signe de racine présentent dans notre cas des arcs
trés petits, ne dépassant pas environ 0,005 du ragon, nous pouvons,
en développant ces fonctions en séries ne tenir compte que des deux
premiers termes. De telle facon la formule (25) aura l'aspect
suivant:

PI / —dj dya 1 |
g5 = ]/ (p—i) (P—sr) { 1 _TZ_R-‘( (P—212) *+(P—ay3)*— (p——a23)2—-p2)l

P (p—az)
En mettant
(p—a2)? + (p —ay3)®> —(p —ag) 2 —p? = k®

et en appliquant les désignations précédemment employées, la for-
mule ci- dessus peut étre présentée sous la forme simplifiée que
voici:

i & 5 .
gT—p_—a,. 1— 12 K* (25 bis)

La formule (25 bis) a une structure semblable a celle de (1), et
c’est pourquoi le procédé a suivre, pour déterminer I'influence des
erreurs de mesurage des cotés sur l'angle du triangle ellipsoidique,
calculé moyennant la formule (25 bis), pourra étre en principe le
méme que dans le cas des triangles plans.

Il est évident que les formules a obtenir maintenant pour les
dérivées partielles

)
3 =|! T 2R
— ., arctg —
01 2 P ag

seront plus compliquées par suite de l'introduction du facteur k2
dépendant aussi de a;,, a3 ass. Pour nous en convaincre, nous
citerons une de ces dérivées dans toute son étendue:

| =l

3 | i

\o - arctg % ) oo S JTlas {(_ + scon __)__
0d,p < P o age 4 Q9 A33 pP—ajg p—ais P—ags P

—ﬁ( K2 (p—am+1) + 8313)}

Nous voygons donc que ce procédé n’est pas a recommander
et que nous devrons chercher une autre solution, plus simple.

La voie, que nous nous proposons de suivre, aura pour prin-
cipe de garder les mémes coéfficients des équations conditionnelles
comme dans la solution plane et de trouver alors quelles modifica-
tions devraient étre apportées aux termes libres de ces équations,
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pour que les équations ainsi modifiées de la triangulation plane cor-

respondent aux conditions de l'ellipsoide. Considérons par exemple

une figure centrale, constituée par les

P p, lignes géodésiques, dont les longueurs
respectives seront ay (fig. 7).

Nous savons du théoréme de

Legendre que les angles respectifs

b d’un triangle sphérique (ellipsoidique)
3 Po,P,P, ser 1 ds d’un tiers
oP1P, seront plus grands d'un tiers

de l'exces sphérique que les angles
respectifs d'un triangle plan P’( P’ P’,.
P, P agant les mémes cotés que le triangle

: sphérique. Ainsi nous pouvons écrire:

1
Piok = P’ink + “3‘

c:

iok ( 26)

L'exces sphérique =, exprimé
en mesure angulaire, sera donné par

Fig. 7. la formule
= Aok
Flok = Qe sinl (27)

Pour les triangles de notre triangulation, trés petits en dimen-
sion par rapport au rayon, la surface du triangle ellipsoidique pourra
étre substituée par celle du triangle plan P’; P’, P’y avec une erreur
infiniment petite et sans aucune importance pour la détermination
de ¢, et alors

Qiok = '/[)iok (P—a0i) (P—aok) (P—ai) = (P 7)ok (28)

Ainsi nous n’avons aucune difficulté pour calculer ¢ de la formule (27).

Imaginons maintenant de placer sur un plan I'un a c6té de I'autre,
tous les triangles plans correspondant aux triangles sphériques con-
formément au théoréme de Legendre, alors nous allons voir que,
puisque tous les angles au sommet P’y sont plus petits que les angles
formés par les lignes géodésiques Py sur I'ellipsoide, il se formera
une fente entre la position initiale de la ligne droite P’¢P’; et la po-
sition P’gP”’; de la méme ligne présentée par le ¢6té du dernier triangle
de notre figure centrale; la valeur angulaire de cette fente P’,P’ P,
est ¢gale au tiers de la somme des exceés sphériques de nos trian-
ales.

Il en résulte que, si dans une figure centrale sur l'ellipsoide
la somme des angles au point central P, aurait di étre exactement
3600, dans la figure centrale plane remplacant celle-ci, la somme des
angles au sommet P’; sera égale a

3600 — } B
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Par conséquent I'équation conditionnelle pour la figure cen-
trale sur l'ellipsoide sera la méme que (17) a la condition que le
terme libre de I'équation (17a) sera substitué par

o = (Sarctg l""°“ L % o — 180°) sin 17 (17b)

p—aik 6

De cette fagon le probleme sur I'ellipsoide peut étre simple-
ment résolu comme un probléme plan.

De méme pour le quadrilatére géodésique, qui est une figure
élémentaire de triangulation et dont on fait un fréquent usage en
pratique, le passage de l'ellipsoide au plan ne présentera pas de
grandes difficultés.

Supposons que la figure 8 pré-
sente un quadrilatere géodésique
P,P,P;P, sur l'ellipsoide, out on a
mesuré les longueurs des arcs ay,
formant les cdtés et les diagonales
du quadrilatere.

P,

) Si, en partant de ces données,
nous calculons les angles des trian-
gles correspondants, nous devons
comme dans le cas d’'un quadrilatére

P sur le plan, remplir la condition
Fig. 8. p. ex. que

< PPy = < PP, + < PP,

En substituant les triangles sphériques par les triangles plans
observons, d’aprés le theoré¢me de Legendre, qu’il existe entre les
angles sphériques et les angles plans la relation

Py =Puw + tew

et qu'alors I'équation de condition dans notre quadrilatére sphéroidal
sera la méme que l’équation (18), ou le terme libre (18 a) aura
la valeur

-
Y134

_arctgi-):—_z——é‘ € 104 }sin i (18 b)

—
130

P—ai1

- - Taaq
© = {arctg m—arctg =
Pour une chaine fermée de triangulation sur l'ellipsoide les
équations de condition n’ont pas a subir une modification essen-
tielle, c. a d. comme dans le cas sur le plan, les sommes des an-
gles des polygones intérieur et extérieur devraient donner une valeur
théorique, notamment d'une fagon générale

YP=180.(n —2) + E
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ou E est 'exces sphérigue d'un polygone ellipsoidal dont la gran-
deur sera calculée de la formule (27), en y remplagant la surface
du triangle par celle d'un polggone correspondant.

En ce qui concerne la figure 5, et en considérant les trian-
gles qui y sont présentés comme ellipsoidaux, nous allons appliquer
au calcul de tels triangles le théoréme de Legendre, et alors dans
les équations de condition (20) et (21) les coéfficients n’auront pas
changé, mais les termes libres seront différents.

Marquons les angles des différents triangles plans qui ont été
substitués, d’aprés le théoréme Legendre, aux triangles spheroidaux,
situés aux sommets du polygone intérieur avec un indice w, et ceux
situés aux sommets du polygone extérieur avec l'indice z, et rap-
pelons que d’aprés la figure 5 les indices w sont les nombres pairs,
et les z — impairs. Désignons outre I'excés sphérique des trian-
gles, apgant pour base le cété du polygone intérieur par ¢,, et celui
des triangles, apgant pour base le cé6té du polygone extérieur par e,.
Avec ces désignations les termes libres des équations de condition
(20) et (21) pour une chaine fermée sur I'ellipsoide seront de la
forme suivante:

2nyw T s = P
o = { }_; arclg(ﬁ_—a)w +1¥%e 413 e, — (90° (n, +2)+ % Ew)}sm 1 @

-

0a)

2nz—! © \ g ~ ] . 7
=L § atit (_“_) 13, + 1 8e—(90%(n,-2) +4E ) sin ]
w, { . arctg p—a z+ 6 3 ( (20]:))

Entre E, et E, il existe la relation

+

b
E=Et prsin1” (29)

T

ou X %, en accord avec (28), indique la surface de notre chaine
de triangulation fermée.

Quand on aborde la solution de ce probléme, il se présente
une certaine difficulté ou plutét un calcul supplémentaire, notam-
ment celui de la surface renfermée par le polygone intérieur, ou
extérieur, car quand on connait une de ces grandeurs on obtient
I'autre par la formule (29), ou les grandeurs p et = sont connues,
et R est le ragon de courbure pour la latitude du point central du
réseau de triangulation. L’exactitude du calcul de la surface du
polggone peut étre d’un ordre pas trop élevé, puisque, comme il
résulte de la formule (27), pour obtenir une exactitude de 07,01
prées, il nous suffit de connaitre la surface du polygone & 2 km? prés.
On peut alors considérer le polygone curviligne comme un polygone
plan apant ses cétés égaux aux longueurs des arcs correspondants,
et en connaissant les angles plans obtenus a l'aide de la formule
(1) il suffira de calculer les coordonnées des sommets par rapport
a un systéme rectangulaire quelconque et ensuite la surface méme
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du polygone. Le plus facile serait de choisir un des cétés comm®
axe des X, et un de ces points extrémes comme origine du systéme.

La surface F sera obtenue par la formule comme:
2F = 2y (Xic1 — Xi+1) = 2 X4 (Ui41—Yi-1)

Dans le cas des équations de conditions azimutales 1'équa-
tion (23) est en méme temps une équation de condition pour
les triangles ellipsoidaux, si nous considérons les angles Py
comme sphériques. Alors 1'équation (24) conservera aussi sa
valeur quand dans son terme libre les angles plans seront rem-
placés par des angles sphériques, c. a d. quand les exceés
sphériques correspondants y seront introduits. De cette facon le
terme libre de I'équation (24) sera:

w:'—arcm‘( B ) -+ arctg "‘—) — e ATOlg ———— —
l P\ p—ays/ 123 t 2 \p—aq,/ 234 S 2 p—a(2n-2)2n

1 1 .
—— (eags—egaa+i00 )+ > (180° 4 X Aa <4 (g3 — %2n-1) 20 )} (24a)

V.

Les considérations précédentes ont une valeur plutét théo-
rique, en attendant que l'exactitude et la facilit¢ de I'exécution
du mesurage des distances supérieures a 20 km soient telles
que la nouvelle méthode de triangulation puisse devenir univer-
selle. Mais deés ajourd’hui il se pose un probléme pratique,
celui de l'application de la nouvelle méthode a la détermination
de la position d'un point intersect¢ d'une ou de plusieurs bases
(par ex. de deux), dont la situation est donnée dans un systéme
déterminé des coordonnées planes.

Les distances sont mésurées ordinairement d'un point P,
aux points donnés P; a l'aide d'une méthode, nommée par
abréviation celle du radar. Cette méthode ne donne pas encore

une haute précision, pourtant elle
parait suffisante dans certains cas
p. ex. pour les mesurages cotiers

en mer.
L'analyse du probléme et de la
. 7Py méthode d’observation laisse  voir
P 7 P clairement qu’il n'y a ici aucune
2 i 4 différence entre lintersection et la
N 4 résection,—les deux cas étant identiques.
Nl Supposons donc que d'un point
Ny P, on ait mesuré les cotés ag, ao
VP, aux points P; et P, dont les coor-
Fig, 9. données rectangulaires planes sont
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connues. (fig. 9). En utilisant ces coordonnées nous allons
calculer le gisement et la longueur du cété P,P, (base) par les
formules connues

Y~ U

19 fre = Y. 3,
s e YY1 __ XXy
18 s Bg cos Bip

Ensuite nous pouvons calculer I'angle Py, du triangle
P,P,P, par la formule

T
Po,, = 2 arctg —22—
12 2 pereag2

et le gisement

]

o !
i 8 0 ¢ PUlz

o

Et enfin nous obtenons les coordonnées du point cherché
Xp = X3 + ag €Os fyy
Yo = Xg -+ ag sin By

Pour le contrdéle nous pouvons encore calculer:

T021

Bao = Ba1 — 2 arcig :
Po21~ do1

Xo = Xp + agg cOs gy
Yo = UYp -+ agg sin By

Dans le cas ou nous avons d'autres points observés aux
coordonnées connues et dans le méme systeme de coordon-
nées, il sera question de compensation du point intersecté
plusieurs fois.

Supposons que nous ayons trois points fixes (fig. Y). Dans
ce cas il se formera une condition a laquelle les longueurs
observées doivent satisfaire, notamment la condition connue du
quadrilatere:

Pios+ Pags =Pgs

Dans sa forme dépendant des données observées agy,
A, agg, cette équation sera analogue a (18) avec cette condi-
tion que les cO6tés joignant les points fixes, c¢. a d. apy ag,
et aj3 restent sans changement.

En tenant compte de ceci, I'équation de condition pour un
point intersecté de deux bases (trois points) aura l'expression
suivante:
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1 A (1 1_1)1A,o.(1

} =
% g1 ooy P—agn P —dog P8y P10z p—an

(apy) :

4 Ggpdgs

1 1 1 1 A 1
e O e (e v, S
P~™ds Pdiz  Pigs 4 dog dos P—dge P~ dgs P—ags

l)+,LA.nz(, P S l).(a) 1, B
P20s 4 g1 Qg P—adgr P age P Paoz . * dgg ags

(3____ 1 i, o il )_1 A,,,,(' I 1 -

P—@p Pp—des P op P20s 4 ag s pP—a0: P cas p—as

— - I—«)} + 1 arctg —192 arctg 28 _apctg 2% 1 o (30)
P1os P p—a © p—ags P p—dis

Avec trois bases indépendantes nous aurions obtenu deux
¢équations.

VL.

En résumant les résultats de 'éwude analygtique de notre
probléme, nous pouvons arriver aux conclusions suivantes.

La triangulation basée uniquement sur le mesurage des
cotés des triangles, a cet avantage indiscutable qu’elle donne
la méme exactitude linéaire sur toute I'étendue de la triangula-
tion, et elle peut former alors une base fondamentale des plus
sires pour les mesurages de détail, ou les observations linéaires
constituent 1’élément primordial. Cette base serait d’'une exacti-
tude beaucoup supérieure a celle de la triangulation d’aujourd’hui.
Ceci méme dans le cas ou l'exactitude de mesurage des cotés
des triangles aurait baissé jusqu'a 1:200.000 prés, ce qui fait 4
0,1 m a 20 km.

Les angles nécessaires au calcul définitif d'une telle trian-
gulation, obtenus par la voie du calcul, seront d’une exactitude
uniforme dans tout le systtme et ne seront pas chargés des
erreurs d’ordre systématique provenant de telles sources com-
me la réfraction latérale de lumiere, les phases dans 1'éclai-
rage des signaux, le mouvement des signaux sous l'influence des
ragons solaires et beaucoup d’autres.

Vu cela nous pouvons former la thése que l'erreur de trans-
fert des azimuts d'un c6té a l'autre et des coordonnées géogra-
phiques sera de méme plus petite que dans le cas de mesurage
des angles.

Le calcul d'un tel réseau, et en particulier sa compensa-
tion serait beaucoup plus simple surtout par suite d’'un nombre
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plus petit des équations de condition et alors toutes ces équations
seraient d'une structure uniforme.

Et quoique les calculs préparatoires paraissent ici étre plus
pénibles, ils ne sont pas en réalité ni plus nombreux ni plus
compliqués et peuvent étre aisément effectués par plusieurs
personnes simultanément,

Le nouveau type de triangulation permet de raccourcir
les longueurs des cétés du réseau primordial a 20 km sans aucune
atteinte a la précision, et méme avec un accroissement de I'exac-
titude qui dépasse les meilleurs résultats obtenus jusq’a nos jours.
De cette fagon nous obtiendrons un des réseaux des points
fondamentaux, uniforme pour une grande étendue du terrain,
ce qui aura un grand effet au point de vue pratique.

Dans le domaine scieniifique, la nouvelle méthode de
triangulation combinée avec les observations de la force de
pesanteur et les déterminations astronomiques, pourra sans doute
susciter les nouvelles conceptions de beaucoup de problemes
consernantla forme du géoide et le parcours des anomalies causées par
I'’emplacement non uniforme des masses dans l'écorce terrestre.

Une telle triangulation a pourtant son céte faible. Clest
que les méthodes de mesurage direct des c6tés des triangles
ne sont pas encore tellement au point qu'elles puissent étre
appliquées pour le mesurage en masse. Il semble cependant que
ces méthodes ne seront ni plus coiiteuses ni plus compliquées
que celles d’aujourd’hui.

En tous cas il sera nécessaire de procéder aux travaux
d’essai a une vaste échelle pour arriver a des décisions défini-
tives.

Une conclusion g¢énérale pourrait éwre exprimée de la fa-
c¢on suivante. Nous sommes au scuil de modifications profondes
dans les méthodes de triangulation,

Et si, durant une certaine période de temps, le mesurage
des angles conservera encore son réle prépondérant, on peut déja
entrevoir le temps non éloigné ou le mesurage des bases par
les instruments de précision de construction actuelle et la fon-
dation des réseaux basiques apant pour but la détermination
des cotés de départ pour la triangulation, seront totalement sub-
stitués par les nouvelles méthodes radio-optiques de mesurage de
grandes distances.

Tout cela, grace a la détermination plus fréquente des c6-
tés des triangles, aura pour résultat un accroissement sensible
de I'exactitude du réscau de triangulation, apant désormais un
caractere mixte, angulo-liréaire.
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